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PROBLEMI DI EVOLUZIONE
CORSO DEL PROE NICOLA VISCIGLIA
UNIVERSITA DI PISA - A.A. 2012/2013

MATTEO DUNEZ

1. GIOVEDI 27.9.2012 - METODI RISOLUTIVI PER L'EQUAZIONE DI SCHRODINGER

Studieremo una famiglia di problemi di Cauchy con equazione d’evoluzione

@) id;u—Ayu=fw) (t,x)eRxR?

con dato iniziale assegnato. Per ora cerchiamo soluzioni di tipo classico ossia u(x, t) differen-
ziabili almeno una volta nella variabile temporale e due volte in quelle spaziali, ma tali che lo
siano in ogni punto. Supporremo inoltre f(u) = u|u|®.

Osservazione 1.1. Volendo ritornare per un momento alla teoria sulle EDO e per esempio alla piit
semplice 1t = f(u), fino ad ora abbiamo fatto le stesse richieste di regolarita. Inoltre come nel caso
delle ODE, riuscire a formulare risultati riguardanti esistenza ed unicita delle PDE ¢ equivalente al
farlo per l'equazione integrale associata.

Richiamiamo alcune questioni riguardanti le EDO. Sia
u' = f(w
u(0) =ug

con f:R" — R". Vediamo come si procede nella ricerca della soluzione tramite il metodo delle
contrazioni. Partiamo dal notare che

t
u(t) —ug =/ fu(s)ds
0

quindi la soluzione sara

t
2) u(t)=uo+/ fus)ds
0

Definiamo un operatore T : v(t) — u(t) dove u(t) deve soddisfare la (E%Elezquindi tale da mandare
v(t) in

t
U +/ fw(s)ds.
0

Quindi nel caso delle EDO possiamo trovare una funzione tale che T'(v) = v. Proviamo ora a fare
la stessa cosa con I'’equazione di Schrodinger. Si ha, considerando sempre la presenza del dato
iniziale u(0) = ug, che

iur—Au=f(u) < ur=-iAu—if(u.

cerchiamo soluzioni che siano in 6;(X) dove X & un arbitrario spazio di Banach. Avremo

t
u(t) = uo(x)+/ [—iAu(s)—if(u(s)lds
0

ossia anche in questo caso abbiamo un’applicazione tale che v — T'(v) = u(t). Ancora una volta
sivorrebbe trovare dei punti fissi ossia delle v tali che T'(v) = v, ma si presenta un grave problema
ossia il fatto che lo spazio di Banach in cui viene mappata v non ¢ lo stesso e si ha, inoltre, perdita
diregolarita della funzione stessa. Quindi il metodo delle contrazioni si rivela inefficace, o meglio
inapplicabile, nel cercare le soluzioni.

Lidea ora & di avvicinarci all’equazione scrivendola in maniera leggermente diversa ossia in forma
di

ur+iAu=—-if(u.
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Ora possiamo sperare di trovare un’applicazione tale che u — f(u) — v. Finalmente il problema
si trasforma e diventa lineare ossia
3) ve+iAv = f(u(t, x))

Ma non ci fermiamo qui dato che il metodo delle contrazioni puo essere utile nel trattare ques-
tioni di buona positura, ma non ¢ altrettanto utile per lo studio della stabilita della soluzione in
un intorno di un punto di equilibrio.
Richiamiamoci ancora alle EDO. Supponiamo di avere u’ = f(u) e che f(0) = 0 sia un punto d’e-
quilibrio!. Lo studio della stabilita avviene attraverso una linearizzazione ossia si scrive f(u) =
Au+r(u) dove A € una matrice e r € il resto. Quindi il problema linearizzato ora &
u' = Au+r(u)
u0)=ug=0
Adesso possiamo trovare una mappa tale che u — r(u) con u soluzione del problema omogeneo
u'—Au=0
u0) =ug
cosi da poterlo formulare integralmente.

Definizione 1.1. Sia A:R" — R". Si definisce e!Auy come l'unica soluzione del problema v’ = Au
con dato iniziale u.

Teorema 1.1. Sia f(1) € ¢°(R, RY). Lunica soluzione del problema

u' — Au= f(1)
@ { u(0) = ug
P
t
(5) u(t) = e“‘u0+/ =947 (5)ds
0

Dimostrazione. Per il teorema di esistenza ed unicita per le EDO basta calcolare a mano per
vedere se e effettivamente soluzione del problema. Inoltre per definizione si ha
{ (etA uO), — Ae[A Uo
e up(0) = ug
quindi dobbiamo provare che
% (f(]t e(t—S)Af(S)dS] — Afot e(t—S)Af(S)dS+ f(l’)
(jot e([—S)Af(s)dsJ =0

Osserviamo che la condizione iniziale € automaticamente soddisfatta dato che fé) (...) & nullo.

tA A

Prima di procedere, ricordiamo che e‘4u gode della proprieta di gruppo ossia e*“uges*ug =

eI+ 4. Adesso procediamo con il rapporto incrementale:

i(/te(t—S)Af(s)ds) :ietA(/te_sAf(s)ds)
dt 0 dt 0

lt=tg lt=tg
11 termine fuori dalla parentesi I'abbiamo potuto spostare perche ¢ € fissato. Lultima quantita €

uguale a

1 to+h to
lim — e(t°+h)A/ eiSAf(s)ds—etOA/ e SAf(s)ds| =
h—0h 0 0
1 4] to to+h
:}llin})— e““hm/ e_SAf(s)ds—et"A/ e_SAf(s)ds+e“°+h)A/ e SAf(9)ds| =
- 0 0 to

Adesso chiamiamo i primi due addendi I e I'ultimo II. Adesso per h — 0 si ha che

11— e"04e=04 £(10) = £ (1)

ty
iem (/ e_SAf(s)ds)
0

mentre

to
= Aet4 (/ e_SAf(s)ds) + f(1p)
dt 0

lt=tg

Lsi ricordi che lo spazio delle fasi qui & R".
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quindi in definitiva abbiamo trovato che V ty

d (" -9a o _a
—(/ elt=9 f(s)ds):f(t)+A/ e SAf(s)ds.
dt 0 0

2. IL GRUPPO DI SCHRODINGER

In dimensione finita il gruppo e’ Ay & sempre ben definito, ma ora abbiamo bisogno di definir-

lo con A = iA per il problema omogeneo seguente:
{ ur=1iAu

© u(0,x) = up(x)

Se il problema & ben posto possiamo ben definire il gruppo. Per farlo, comunque, sara nec-
essario introdurre gli spazi dove esisteranno le soluzioni del problema da noi opportunamente
scelte. Definiamo ora gli spazi di Sobolev con esponente arbitrario: il primo di essi con con cui
lavoreremo &

H'R™) :={uel? Vuel?

dove Vu € I? & da intendersi nel senso delle distribuzioni. Pill in generale avremo, dato s € R:

™ HY®R"):= {u €Slie L%oc,/ 1+ 16| dé <oo}.
Rn

Osserviamo che la precedente definizione di H rientra in questa perche, per le preoprieta di
cui gode la trasformata di Fourier, si ha che

/ (1+|f|2)|12(5)|2d€<oo<=>/ Iulzdx+/ IVul?dx < oo
R? R” R
. s . QtA .. 2%%
Teorema 2.1 (Definizione di e'*~). Sia il problema (6).
Allora ¥ ug(x) € H'®™) A u(t, x) € € Ry, H) N€ ' Ry, HS2) soluzione del problema.

Dimostrazione. Utilizziamo la trasformata di Fourier % per modificare il problema e renderlo
manipolabile. Il problema a cui arriviamo é:

d (s 525
@®) gt(u(t"f)}— 1= a)
1(0,8) = fip ()

Adesso, una volta fissato ¢ il problema ¢ lineare e una Volta1 risolto, poiche & & una biezione,
1
troviamo la soluzione del problema iniziale. La soluzione di (

9 (8, &) = i (@)e~ 1¢°

per la quale abbiamo fortunatamente (percheé il problema & lineare) risultati di esistenza ed unic-
ita. Ovviamente avremo

u(t,x) = F 1 (a(t,8).
Resta da mostrare che se ug € H allora u(t, x) € €:(H®) ossia che

lim |u(t,x) — uo(tny)”%I =0
=1y
ma il precedente limite e

lim/ (1+18%)8
t—1p Jpn

per Lebesgue con dominante

o . p 2
e—lf\f\z Gio (&) — e—ll‘omZ ao(g)’ dé —0

aa+1EP1a@R| e L.

Quindi andando a sostituire u(¢, x) nella (%)i‘nsi ha
d .
an9) = il ao@e
e di conseguenza la soluzione dovra stare in un certo H? tale che
[avietritiagoiac <oo

e questo sara vero per y + 2 < s. Quindi la potenza migliore & s — 2. O
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3. LUNEDI 1.10.2012 - ESISTENZA ED UNICITA: CASO LOCALE
Osservazione 3.1. Vale la seguente identita:
(10) le' ™ ugll grs = lluo|l s

Dimostrazione. Sihache

e uglFys =/(1+|£|2)5|5j§a(£)|2d5=/(1+|f|2)s|a(f)|2df= o %s.
=1

N

Ma c’é un altro modo per dimostrare la cosa. Sappiamo che 0; u = iAu e moltiplicando per
abbiamo la seguente identita puntuale.

Oruni=iAui.

Lidentita puntuale diventa un’identita integrale nel momento in cui integriamo nella striscia X :

R% x[0,T] esiha
ff atuadxdt:ff iAundxdt.
X X

Prendiamo la parte reale (le soluzioni interessanti sono complesse) cosi da avere

Reff atuﬂdxdtzReiff IVulzdxdtzo
X X

dove l'ultimo integrale & nullo dato che un numero reale ha parte immaginaria nulla. Adesso

osserviamo che Reu = %(u + i) e quindi avremo

1 1
Reff 6tu12dxdt=ff —(dtuﬁ+0tau)dxdt=—ff at(lulz)dxdt=(perStokes)z
X x2 2J)x

1 1
=—/ Iulzdx——/ lugl?dx = 0.
2 T xR" 2 {0} xR"

1 1
—/ Iulzdxz—/ Iuolzdx.
2 JTxRrn 2 {0} xR

Questo indica, come vedremo meglio tra poco, che si conserva la massa ossia || ug|l ;2. O

Quindi scopriamo che

Adesso siamo nelle condizioni per poter risolvere il problema di Cauchy lineare

: idru+Au=F(t,x)
a { o

Ma chi puo essere una candidata soluzione? Al solito portiamo I'’equazione d’evoluzione nella
forma d0; u—iAu=—iF(t, x). Puo essere

.
u(t,x):—i/ PUGRES IOV
0

ma come si pud notare, lo spazio in cui trovarla dipende necessariamente da F. Possiamo ben
affermare che se F(¢,x) € €:(H%) = u(t,x) € €:(H%)n %tl (HS‘Z). Si dimostra esattamente come
nel caso del teorema (2.1).

Osservazione 3.2. Abbiamo la seguente stima, valida per ogni t:

t !
/el(t—s)AF(s)ds s/ IF)l gy ds
0 ar Jo

dalla quale deriva (visto che e valida ¥V t) la prossima.
.
‘ / ' =9AF(9)ds

0
Quest'ultima st{'ma e detta stima dell’operatore di Duhamel.
Mentre dalla (H"U), che richiamiamo, segue quella detta del propagatore libero ossia

<|Fll;1pr-
L.H
lt[)oH}(’ tiix

itA itA
le""Zuoll gy = lluoll gy = lle uoIIL?on < lluoll gr-
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4. NLS: ESISTENZA ED UNICITA LOCALI CON F(u) POTENZA PURA

Passiamo adesso, finalmente, allo studio del problema di Cauchy per’equazione di Schrodinger
nonlineare (NLS) entrando piu nel dettaglio.
Sia la dimensione n = 1, la funzione F di tipo potenza pura (pure power, abbreviato p.p.) ossia
F(u) = u|ul®. Siha

. 2 a _
12) { i0ru+o0sutulul*=0

u(0, x) = up(x)

con ug(x) € HY per il momento. La domanda ora &: esiste una u(¢,x) € 6€;(H")? Bisogna certa-
mente avere un tempo T(||ugll gr) > 0 ossia dipendente dalla norma del dato iniziale ai fini di uno
studio locale. In merito € necessario fare due osservazioni:

(1) richiediamo la dipendenza dalla norma del dato iniziale, e non seplicemente dal dato
iniziale stesso, perche sara molto importante nel momento in cui vorremo estendere
la soluzione locale al caso globale; questo perche se si avesse T(up) tempo di blow-up,
per tempi ¢ ad esso arbitrariamente vicini, quest'ultimo potrebbe annullarsi rendendo
impossibile un’estensione della soluzione locale;

(2) cercheremo, anche, dei y quanto pil1 piccoli possibile: prenderli alti non & problematico
a livello locale, ma lo diventa a livello globale.

Vedremo adesso che si conserva la cosidetta massa. Sia
A(id;u+02u+ulul® =0= id; uit+0%uii+|ul*>=0

e integrando prendiamone la parte immaginaria.

Irn/ [iat uﬁ+6§ui¢i—|u|“+2)dxdt=0 =
X

— Re/ 0¢ uﬁ)dxdt—lm/qulzdxdt:O.
X

E’ evidente che Im [ +|u|*"2dxdt = 0. Adesso si ha

1 1 1
Re/ (6tua)dxdt=—/ atlulzdxdt:—/ Iulzdx——/ Iuolzdx.
X 2Jx 2 Jrxmrn 2 Jiorxme

Quindi abbiamo trovato che se ug € 12, si conserva llugll;2; allora T(luell;2) < oo e dato che il
dato iniziale & costante, non avremo esplosioni in tempo finito e una volta arrivati in T potremo
estendere e rendere globale la soluzione.

Non é finita qui: anche I'energia si conserva. Vediamo che succede. Al solito partiamo dalla (H‘%‘F‘E
ma stavolta moltiplichiamo tutto per 9; i1, cosi da avere che

10, ul? +0%ud i+ 0 Wulul*=0

Stavolta prendiamo la parte reale della quantita a sinistra dell’equazione cosi

Re/ ilatulz+0§uatﬂi(ata)ululadxdtzRe/ 02 ud;a+ 0 ulul“dxdt=0=
X X

1
= / —0xud; Oy Wdxdt+ —/ 0:(lu®)u|*dxdt.
X 2/x
Nella riga sopra, il secondo integrale ha come integranda una funzione tale che
ISy — 2 S+1y
2 Py (fz™)
e quindi nel passaggio successivo si avra

1 2 1 2 2(%+1) _
Z/Xa,uaxm )dxdtié/xmdt(lul 2 )dxdt—

1 1
=—-/ Gt(laxulz)dxdti—/ 3:(ul* ) dxdt=0
2 X a+2 X

Adesso, per Stokes, troviamo che

1 1
——/ |6xu(T)|2de_r—/ ()% 2dx =
2 R)’c‘ a+2 R)’c’
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1 1
z—-/ |6xu(0)|2dxi—/ |u(0)|%** 2 dx.
2 R:cl a+2 R;‘

. . . 1s .
Morale della favola: abbiamo scoperto due cose importanti sul problema (EA'ZTEBSSIa cheVteR
massa ed energia si conservano ossia, rispettivamente, le seguenti quantita:

u(t,x =|lu
lutt, 02 = lugll 2

(13)
E(u(t, x)) = E(ug)

dove E e definita come

1 1
E(u):—/ |Vu|2dxi—/ [ul®*2dx.
2 R;’ a+2 R)VCL

Osservazione 4.1. Nel caso defocalizzante (segno - ) avremo chesupy || u|l gn < +oo ed e per questo
che studieremo il problema di Cauchy in H'.
Inoltre, come vedremo in seguito, il segno sara indifferente nel teorema di esistenza locale.

Finalmente & ora di trovare la soluzione. Al solito, poiche vogliamo usare il metodo delle
contrazioni, ci ridurremo a risolvere il problema per I'’equazione integrale associata. Essa sara

. t .
(14) u(®) = ey + i/ Iy % (s)ds
0

Premettiamo un’utile proposizione, che ci sara necessaria al fine di utilizzare le contrazioni.
Essa ci assicurera che 'operatore da noi utilizzato avra come spazio di arrivo lo stesso di partenza.

Proposizione 4.1. Esistono un T(|ugll 1) >0 ed R(llugll ;1) > 0 tali da far si che l'operatore Ty, :
Bx(0,R) — Bx(0,R).

Dimostrazione. Siha che

I Tog (ut, XDl x = sup N Tu, (u(t, X))l ;p < (per Minkowsky) <
t€(0,T] *

< sup (lluol g + Il ($)l 1 o, g,1)) <
tel0,T]

< (per Holder) < l|lugll g1 + Tllulul® ()l zoo g0, 77, H1)
Adesso stimiamo 1'ultimo pezzo in H!. Prima di farlo ricordiamo che se abbiamo tre funzioni tali

che

1 9 1-9
e <005 - FI59 con  — =24 —=.
Phep <0z W1 pe 1 po p2

Torniamo a noi:
a a a
Neelwl™ Il g = Nulul™ g2 + 1V @l ul ™)l 2.
Per il primo termine si ha

a _ a+1 I(a+1) (1-9(a+1) a+l1
el ™l 2 = el gy < Nullp, 2l oo < llulzn

con 'ultima stima dovuta all'immersione H! (R) — L*°(R).
Per il secondo termine si ha
IVl )2 < 1Vwlul®l 2 < CIVull 2 lu®|l e < CIIMII?;II-

Quindi in definitiva si ha

a+1
(15) I Ty (s, XD x < luoll g + T(sup ||u||H1) .
t

Allora esistono T ed R tali che
luoll gn + TR < R.
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5. GIOVEDI 4.10.2012 - TEOREMA DI ESISTENZA ED UNICITA LOCALI

Sia da ora X = X7. Abbiamo visto nel precedente lemma che se le
luo (2, )l x7 < R=> I Ty ()l x5 < Cllugll g1 + Tllulliﬂ <Cllugllgn + TR* < R.
Enunciamo ora il teorema, subito dopo svilupperemo alcuni lemmi la cui dimostrazione ci portera,
sostanzialmente, a dimostrarlo.

1
Teorema 5.1. Sia il problema (F;?sjp‘e

Allora ¥ ug € H'®R),Va >03 T(llugll 1) > 0,3 u(t, x) € €([0, T, H}C) soluzione dell’equazione in-
tegrale.

Partiamo con il primo lemma: si tratta di un risultato d'immersione.
Lemma5.1. Valgono le seguenti immersioni, di cui la seconda ¢ una generalizzazione della prima:
n
(16) H®R) —L®®) HR"—L®°RY) Vs> 3
Dimostrazione. Daremo due dimostrazioni diverse: nella prima utilizzeremo la trasformata di
Fourier, mentre nella seconda avremo un approccio piti fisico.
Vogliamo stimare puntualmente u(x) cioe¢ mostrare che sup|u| < Cllull g . Per fare questo sup-

poniamo che u possegga una certa regolarita quindi la penseremo come u € . (per far si che la
trasformata di Fourier agisca in modo lineare e continuo) ossia tale che

. s d
u(x):/e’x'fa(f)dfs(C-S)s/lﬁ(c’)ldf:/|ﬁ(£)|(1+|£|2)? ¢

—SS
a+1¢12)2

1 1
dé 2 R 2
< (/—(1+|£|2)5) '(/lu(f)|2(1+lf|2)sdf) =Cllullgs.

Osserviamo che la condizione s > g deriva dalla convergenza dell'integrale della trasformata.

1 1
Passiamo alla dimostrazione del secondo tipo: affermiamo che sup |u(x)| < Cllull 22 | 22 chee,
tral'altro, un’asserzione piu forte della precedente. Qui supporemo dilavorare con u € 6;°. Detto

questo, abbiamo
o0 d (0]
/ E(Iu(t)l)zdt‘z/ Wa+d wdt
X X

° ! 12 % 2 % !
<2 Iulluldts(C—S)sz( 4 dt) lul dt) = llull g2l ll 2
X R R

Osservazione 5.1. E’a causa di questa immersione che, come abbiamo gia avuto modo di vedere,

lu(x)? = <

O

+1
Nl oo < Clull G

Osserviamo, infine, che tale disuguaglianza @ verificata suR ma non suR? ossia suC, che il campo
pii di nostro interesse.

Ora non ci resta che mostrare che Ty, € una contrazione (per ogni a) su Bx,.(0, R) con
lullx, == sup lu(Dlg.
te[0,T]
In effetti il problema & che non lo é. Per superare il problema dovremo considerare una norma
piu debole?:

lullx,, = sup [u(Ol2.
telo,

Lemma 5.2. Loperatore

) )

Ty, : | Bxy(0,R), sup ||u||Lz) — (BXT (0,R), sup |lull 2
] ]
e una contrazionecon T < 1.

2La norma che introduciamo in genere non € completa, ma in questo caso si perche Bx, limitato. Su tale questione
vale la pena precisare che in genere cerchiamo una {u,} € H! tale che : l|um — unll 2 0 per n,m — oo e con la proprieta
che llunll ;1 < C. Se siha questo, di conseguenza la prima proprieta implica che up — uin 12 elaseconda che uy, — vin H!
e questi due limiti devono coincidere. Se questo avviene abbiamo concluso.
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Dimostrazione. (Prima parte)

La cosa da mostrare, in questi casi, € che
sup || Ty (1) — Ty (W)l ;2 < Csup lu—vll 2 Yu,veBy,.
[0,7] [0,T]

con C < 1. Procediamo:

<

1 Ty (18) = T (W) =
12

[ 2
ii/ =9 (1% (5) = vlw|% () ds
0

teo
5/ Hiie’(t_sm(ulula(s)—Ulvla(s))‘ ,ds<
0 L

< lull®(8) = vIvI* ) 11 g0, 7y 22 <
< Tlulul®(9) = vIvl“ ()l o 2-
Adesso stimiamo con ¢ bloccato cosi da avere che
lulul® = o1l 2 < (Ollu= vl 2

con (%) una quantita che dobbiamo ancora identificare. Per questo sara necessario un lemma,
che utilizzeremo nella seconda parte della dimostrazione. O

Lemma 5.3. Vale la seguente stima:
a7 lulul® - vv|¥ = Cu—v) (Jul® +v|%) Yu,veCs
Dimostrazione. Siha:
lulul® = vivl| = lulul® + viul® - viw® - vv|¥ <
<lu—vlul®+1vl|lul®-v|%| =
< (Lagrange con ¢ € (|, ul)) < u— vl[ul® + Clv] (11 1ul - v]l) <
< Clu—vllul® +vllu—viv|* ! = ju—vl(lu/* +v|%)
dove nell'ultima disuguaglianza abbiamo usato la disuguaglianza triangolare. ]
Ed ora la seconda parte della dimostrazione che avevamo lasciato in sospeso.

Dimostrazione. (Seconda parte)
Per concludere la stima dobbiamo integrare la stima puntuale alla quale eravamo giunti.

1 1
(/ lulul® - vlvlalzdx)z sc(/ lu— u|2(|u|"‘+|v|“)dx)2 <
R R

L 2 2 a a
S(Holder)sC(/lu—vl dx) sup (Jul” +v|™") =
R [0,T]

(8) < Cllu—vl gz (Il +1v1%, )

quindi ora, possiamo terminare la stima in cui c’era il termine non conosciuto (*). Si ha

2RY

19 1 Tw (1) = Ty (V) IIBXT, < Tllulul®(s) - vIv|*(s) ”L‘;OLi = T([S[')UP llee— U”Li
dove nell’'ultima disuguaglianza abbiamo usato il lemma di cui sopra. Ora sappiamo che per T
piccolo € una contrazione. U

Vale la pena di riassumere quanto dimostrato: in dimensione n = 1 riusciamo a trovare un
tempo T dipendente dalla norma del dato iniziale e un raggio R grazie ai quali abbiamo dimostra-
to che Ty, € una contrazione; questo vale per qualsiasi esponente a sia nel caso focalizzante che
in quello defocalizzante. Sinteticamente, si ha che

(20)

i0;u+0%u+ulul®*=0
= VaIlueE ([0, T(luol ;)l).

u(0) = up € H (R

35e fossimo in R sarebbe una conseguenza del teorema del valore medio.



PROBLEMI DI EVOLUZIONE CORSO DEL PROE NICOLA VISCIGLIA UNIVERSITA DI PISA - A.A. 2012/2013 9

Ora bisogna cominciare a pensare ad un’eventuale estesione al caso globale: cominciamo con
una proposizione.
Proposizione 5.1. Vale l'alternativa:

(1) Esiste un tempo di vita massimo Tiax(ug) tale che é soluzione

u(t, x) € €([0, Tmax), H' (R))

eche
limsup | u(8)[| ;n = +oo;
t—T;,

Tmax

(2) Tax = +o0 e quindi u(t, x) € €[R, H (R)).

1
Corollario 1. Si consideri la (H‘Z?Egon segno negativo.
Allora ¥ ug € H'(R) = Typax = +00.

Dimostrazione. Sfrutteremo il fatto che esistono le quantita conservate nel tempo. Sia, per assur-
do, Timax < +o0o. Ma sappiamo che la massa ¢ tale che [|u(¢, x)|l ;2 = lugll;2 V t € [0, Tmax] ed anche
che

1 ) 1
Ew == [ |0y ulPdx+— 2 g x = E(ug).
(1) 2/I x Ul x+a+2/|u| x = E(up)
Unendo insieme le due cose si ha che

1
lul§eZ = S luoll 2 + Etuo) = cost =

1
—|u(t, x +
Sl Dl + ——

lul? , < Slugl?, + Etuo)
o= 2 0ll2 0
e quindi ||u| g € controllata da una quantita finita e costante e quindi si dovra necessariamente
avere Tmax = +00. O
6. LUNEDI 8.10.2012 - NLS: TEOREMI DI ESISTENZA GLOBALE
Diamo le seguenti notazioni:

i0ru+Au+ulu/*=0 i0ru+Au—ulul*=0

(21 (NLS) ¢ foc := { (NLS) ¢ def = {

u(0) = up u(0) = ug

Fino ad ora abbiamo lavorato in dimensione 1 (ossia R; x Ry) e abbiamo visto che V a (NLS) 4 fo¢
& ben posta localmente in H! (R) ossia ¥ up € H'® I T(lugll ;1) > 0,3u(t, x) € €([0, T1, H (R)).
Adesso vedremo cosa si puo dire per (NLS), o per quanto riguarda la buona positura globale.
Vedremo che essa dipendera da ipotesi aggiuntive riguardanti « e la norma di up. Ricordiamo

che in questo caso si ha
1 1
E(u)z—/IVulzdx——/luI‘szx
2 a+2

Teorema 6.1 (Esistenza globale per (NLS),, s, per dati piccoli, n = 1). Sia a > 0 fissato. Allora
esiste eg(a) > 0 tale che la soluzione di (NLS) g, foc e globale ossia Tinax = +o0 se || uoll ;1 ) < €0-

Dimostrazione. Siha

1 1
—/I@xu(t)lzdx——/|u(t)|“+2dx=E(u0) —
2 R a+2 R

1 2 1 2
= - [ [oxu(O*dx+ u@®ers .
2./R| cudPdx+ ——uIfe

Ma siccome per ipotesi || up |l ;1 ) < €0 possiamo stimare i singoli pezzi sotto integrale. Si ha

+2 ' 2 2 +2
/Iuol"‘ de(supluola)/ luol“dx < llull oo lully, < lull Gy
R R

dove nell'ultima disuguaglianza abbiamo potuto sostituire uy con u(t) perche la maggiorazione
€ avvenuta solo tramite Holder. Per il secondo pezzo si ha

2 2 2
[0x upl“dx < lluglln < é€p
R H

pertanto

2 a+2 2
|E(up)l =5 +Cey™ = = Ceg
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con l'ultima stima dovuta al fatto che, per comodita, abbiamo supposto €9 < 1. Quindi troviamo
che

2 H!

Adesso, poiche [|u(f)[l;2 = llupll ;2 lo sommiamo a destra e sinistra cosi da avere

1
-/ |0x u(t)|?dx < Ced+llu®%2.
R

1 2 a2 1 2 2 a+2
SOl = Ceb +Iu@I 2 + S luolZ, = Ce +lutol;
—_—
=i

dove il termine sopra la graffa & stato inglobato in termini di 6%. Non si sarebbe potuto fare se
non si avesse che | -[l;2 < || - [|;n. Ora, perd, questo tipo di stima non convince perche la u(z),
che vogliamo stimare, si trova sia a destra che a sinistra della disuguaglianza nella stessa norma.
E’ necessario, quindi, fare ricorso ad un argomento di continuita. Chiamiamo s = [|u(#)[l g cosi
perveniamo al dover valutare i sottolivelli tali che

1 1
u(t) E{ESZ—CE(ZJ—SOH—ZEO} = {Esz—sa+2 20}.

Nella figura si puo osservare come si comporti, qualitativamente la funzione: nel primo e nel
secondo caso abbiamo che interseca 1'asse delle ascisse in almeno un punto, cosi da avere due
componenti connesse (rispettivamente I e II). Qui entra in gioco la scelta del dato iniziale: come
reso evidente dall’ipotesi di prenderlo minore di €q, la validita si ha per dati iniziali piccoli; scelto
un dato in I, per la continuita della funzione tale che t — ||u(f)|| g1, esso non potra mai andare
a finire in II. Quindi si ha Tyax = +00. Al contrario non possiamo fare alcuna affermazione se il
dato iniziale viene preso grande.

FIGURA 1. Argomento di continuita per dati iniziali piccoli

O

Teorema 6.2 (Esistenza globale per (NLS) , fo¢, condizioni su a, n=1). Si consideri (NLS)q, foc con
a < 4. Allora (NLS) a,foc e globalmente ben posto ¥ ugy € H(R).
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Dimostrazione. Al solito abbiamo che I’energia si conserva: portando gia un pezzo a destra abbi-
amo che

1 1 1

-/l u(t)zdsz(u)+—/ ul®*?dx = E(ug) + ul %2,

2/RI x | o+ RI | 0 a+2” IILMZ
Ancora, sommiamo a destra e a sinistra | () || ;2 cosi da avere:

1 1 1
S UG = Eug) + S ol + — u®ljes < Clug) +

1 a+2
— 5 1O

Vogliamo stimare I'ultimo pezzo e per farlo useremo anche le seguenti due stime:

el oo = Cllull g
@2 Lo
lull oo < Cllull fy Null

Siha che
a+2 2 a  _ 2 a
Nl sz < (/Iul dx) el zeo = Nlutoll72 12t oo

si osservi che nell'ultima stima u(#) € stato sostituito da uy perche stiamo supponendo che sod-
disfi I’equazione. Proseguiamo con

a

a a a a
2 2 z 7 _ 2502 ! 2
luoll;2 IIUIILio = Clluglp2 1l el 5, = Clluoll = Null 7y = C (ol lull 1,
e di conseguenza si ha per la soluzione in H! che

a
) a
lu() ) = Clug) + C'(uo)llu(t)llip.

Quindi dobbiamo, come nella dimostrazione precedente studiare i sottolivelli tali che

u(t) e {s? -C-C's? =0}
e quindi troviamo che se a < 4 allora

lim s2—C-C's? = +oo.

§—+00

O

Adesso mostreremo che se a = 4 esistono soluzioni che esplodono in tempo finito. Conle EDO
si dimostrava, in genere, utilizzando il metodo del confronto con le potenze, ma € un metodo che
va bene se si & in R dove vale una sorta di principio del massimo. In C dovremo avere un approccio
diverso.

Teorema 6.3 (Glassey 1970). Si ha chesea =4, E(ug) < 0 per ug € H' (R) ed
/ |x12|ug | dx < +o0
R

allora la soluzione di (NLS) o f,. esplode in tempo finito.

Prima di procedere con la dimostrazione, vediamo un po qual’eé 'idea che c’é dietro. Innanzi-
tutto sappiamo che uy € H! = u(f) € H'; mostreremo che

dZ
—/|x|2|u(t)|2<C<o.
a2 Ip

Se questo accade significa che ci troviamo al di sotto di una parabola. Ma questo & assurdo perche
|x12|u(r)|? & positivo. Questo ci portera a dire che la soluzione & esplosa prima di arrivare a —oo.

Osservazione 6.1. Perche ha senso che E(ug) possa essere negativa? Lo vediamo subito se prendi-
amo A € H'(R). Si ha

22 ) 1a+2 )
E(/lw)zg/lax(pl dx - +2/|(p|0“r dx<0

[e4

pera > 0.
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Dimostrazione. Calcoliamoci
d? 2 2
— [ 1xI“lu@®)|“dx.
dr? /

ricordandoci che i 0, u + 02 uulul®* =0= u; = id> u+ iulul® ed @, = —i0% a— ilu|®. Siha che

d
E(/xzuﬁdx)=/x2utﬁdx+/x212tudx:

:/xz(i6§u+iu|u|“)ﬁdx+/xz(—idiﬁ—ialula)u:

=i/x2a6§udx—i/x2u6§ﬁdx=

= —i/leaxul2 dx—Zi/xaaxudx +
N——— .
Oy uly il

+ Zi/xuax L'tdx+i/x2|6x ulzdx):2i/xu0x12—xﬁ6xudx:

(23) =2i2iIm/xu6x ﬁdx=—4lm/xu6x udx

Adesso bisogna derivare nuovamente cio che abbiamo trovato. Si ha
%(—Mm/xax L'tudx) :—4Im/x(6xdtﬁ)udx—4lm/xdxﬁdru:

=—41m/ax(—ia§a—m|u|“)udx—41m/xax a2 u+iulul%dx=

=—4Re/xax(—0§a—L‘tlula)udx—4Re/x@xﬁ(6§u+ ulu|®dx =

=—4Re —4Re

/(Oi @+ alul®) (u+ 0y (xu))

/xax (0% u) + x(0x Wulul® | =

=4

/(ai a+ alul® udx + /(ai @+ alul%) (x0y u)dx

—4Re

/ X0y 0% u+ x0y itulul*dx

=—4Re

/6% au+|ul%? + x0% 10y u+ ix0y ulu|*dx

—4Re

/x@xﬁ6§u+x6x iulul%dx
:4/|6xulzdx—4/Iul‘“zdx—Z/xax(lax ul®)dx—
—Z/xﬁx(lax ulz)dx—z/xlulaax(lulz)dx:

8
:8/Iaxulzdx—4/|u|“+2dx——/xax(lul‘”z)dx:
a+2

8
:8/|0x uIde—4/|u|a+2dx+—/|u|a+2dx:
a+2

(24) :8/|axu|2dx+(i—4)/|u|“+2dx.
a+2

Quindi abbiamo scoperto che

o 2 2 2 da a+2
(25) — [ 1x|°|u(t,x)|“dx=8 | |0xu(t,x)|*dx— —— [ |ul dx
012 a+2

A cosa ci e servito tutto questo?
Prendiamo a = 4: si ha che la derivata seconda della varianza & 16 E(ug) < 0, ma la varianza non
puo essere negativa: poiché & continua prima di diventare negativa deve essersi annullata: questo
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¢ impossibile e signfica che la soluzione & necessariamente esplosa prima. In generale avremo

1 16 16
16[—/|6x uldx - /| [9+2 g @ )/|u|“+2dx
2 A +2)

a+ 2 4(a +2)
e infine si ha

=16E(ug) +

( 16 16a

)SO — a=4.
a+2 4(a+2)

O

Dimostriamo adesso, in maniera rigorosa, che I'energia rappresenta una quantita conservata.

In sostanza si tratta di giustificare, nella prima derivazione formale dell’asserto, la moltiplicazione
per i. Utilizzeremo i mollificatori. Ricordiamo che u € L? = u % p. € €. Sappiamo che u
soddisfa

iatu+0§ui ulul*=0

u(0,x) = ug(x) € H'([R)
ma vogliamo sapere quale equazione soddisfera u * p.. Partiamo dal ricordare che

. a2 [ 2
u(t,x) = el 9y, +/ e =905 () u| %) ds
0

ed ora vediamo come cambiano i due pezzi una volta convoluti con il mollificatore. Si ha
-itlgP

pe #eltAug = eltA(p xug) = e Peli

— AL ~ —itIEI2 A e 1 oA —tIEI2 A it A A .. .
ma pe *eltBug = gee izlg g e quindi gge itlg| lg=e itls| Pe U, ossia il mollificatore commu-
ta. Osserviamo che se ug € L2 e p¢ € .5 allora ug * Pe € HN perche [2 « . c HN,
Infine troviamo

u(t)*pg=e”a§f(u0*pg)+/ =905 (o s ulul®(s))ds
0

dove pg *xulul® € €:(HY) ed ue €' (HY2) n¢°(HY)V N. Abbiamo scoperto che ug := up * pe
soddisfa la (NLS) con dato iniziale u(0, x) = us € H N (R), ma poiche il mollificatore non commuta
con il termine nonlineare, al suo posto, avremo pg * u|u|%*. Quindi il problema & diventato:

26) iatug+6iugipg*u|u|“:0
ug (0, %) = ug * pe(x)

1
Per il problema di Cauchy &G'S)Lné)ilbastera avere Ug € €y (H 2) ﬂ‘gtl (LZ). Moltiplichiamo I'equazione
per i e prendiamo la parte immaginaria quindi

Imf[ ia,ugugdxdzﬂmff aiugugdxdrilmff pe *(ulul®) izdxdt =
Rx[0,T] Rx[0,T] Rx[0,T]

—Reff atugugdxdt+lmff pe *(wlu|M i dxdt=:A+B=0
Rx[0,T] Rx[0,T]

dato che il secondo termine nella prima riga, se calcolato per parti, € nullo.
Per quanto riguarda il calcolo di A abbiamo il seguente lemma.

Lemma6.1. Si haVve‘gl(L ) che
27) Re[[  ogvadx=1u(mIZ, - 10012,
Rx[0,T] X X
Dimostrazione. Siha
d a _ d _ .1
Ellv(ml%:/Evvdx+/Evvdx:flllir})ﬁ lotto+ WIT, = lv(o)17 | =

= }llirr}) [(v(to + h), v(tg + h)) — (v(ip), v(fy))] =
1
= lim — [(v(ip + h), v(Zp)) — (v(ip), v(ip))] +
h—0h

+ lim 1 [(v(tg + h),v(tg+ h) —v(1))] =
h—0h
= (per la linearita) = }llirr}) [(w(fo + h) — v(tp), v(£p)] +

+ lim [(w(do + R, v(tg + h) = v(10))] = W' (t0), v(tp)) + (v(10), V' (10)).
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Tornando al nostro calcolo sull’energia, resta da mostrare che

Irnff Pe *(ulul“)dxdtslgo.
Rx[0,T]

. . s s
Sappiamo che, per ¢ fissato, it; — @ e quindi ¢’¢ la convergenza puntuale a || u|**2dt, 1a quale

ha come dominante CIIquI“IILz llullzo e quindi possiamo applicare il teorema di Lebesgue e

arrivare ad
a+2
/ lul+3

che & in R e quindi possiede parte immaginaria nulla.
In definitiva abbiamo visto che

ReffR o T]atugagdxdﬁ lu(T)IZ, = w13, =0 = llull 2 = lugll 2 ¥ £.
X ’

7. LUNEDI 15.10.2012 - NLS: BUONA POSITURA LOCALE E GLOBALE PER 1 =2

E’ arrivato il momento di passare in dimensione 2. Porre una teoria in questo caso &€ meno
facile rispetto al caso unidimensionale. Ci sono vari motivi; innanzitutto non potremo piu utiliz-
zare una disuguaglianza inerente il propagatore libero ossia

et fll s < Cllf s

stima che noi abbiamo pil1 volte usato con s = 1. Come seconda cosa, noi avevamo la ben nota
immersione

H'®) — [®°®)

che ci permetteva di stimare il termine nonlineare nel seguente modo:

a+l
H -

(28) lualul |l g gy < Cllulw®llzeomy < Cllull p2llull foo < llull

Ora non possiamo piu farlo perche
H'(®?) #~ L°(R?)
ma per la teoria che costruiremo basterebbe 1 + ¢ per far si che l'inclusione ritorni vera. Noi

sceglieremo H2. Il problema che adesso affronteremo sara quello dell’equazione di Schrédinger
non lineare defocalizzante (con energia positiva) con nonlinearita cubica:

iatu+Au—u|u|2=0
(29)

u(0) = ¢(x)

con (t,x,y) €Ry xRy x [Ry. Osserviamo che i risultati di esistenza globale che esporremo ora sono
dovuti a Brezis e Galouet.

Teorema 7.1 (Esistenza e unicita globale). Si ha che Lecub
Ve H2R?)Au(t,x) € <to’,;(Hz([Rz)) soluzione del problema &97—

La dimostrazione di questo risultato passa, ovviamente, dal caso locale. Noteremo che da un
punto di vista locale le cose rimangono sostanzialmente invariate. Sara pilu delicato dimostrare
che il tempo di vita della soluzione ¢ infinito e che quindi e definita globalmente. Arriveremo
a dimostrare 1'asserto tramite affermazioni successive. Cominciamo col costruire la questione
a livello locale: si osservi che si parte al solito dalla soluzione dell’equazione integrale associata
perche il nostro fine ¢ dimostrare che esiste una contrazione. Prima di tutto bisogna far vedere
che la candidata applicazione ha lo spazio d’arrivo coincidente con quello di partenza, e poi che
si tratta effettivamente di una contrazione.

Proposizione 7.1. Sia
; t .
Tu(t)ze”A(p+/ =98 yulP(s)ds
0

e definiamo X := 6 ([0, T, H>(R?)). Allora3T,R: BR(X7) — Br(X)VT <T.
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Si dimostra nella stessa maniera del caso n = 1 solo che ora bisogna utilizzare il fatto che
H?(R?) — L®(R?).

Il passo successivo & dimostrare effettivamente che stiamo lavorando con una contrazione. Doter-
emo la palla Bg di una norma piit debole di quella dello spazio in cui si trova; le daremo la norma
di L2 e fatto questo si ha che essa & completa perche B, ¢ limitata di suo e in pii1 le viene indotta
la completezza da L?. Quindi si pud affermare quanto scritto nella prossima proposizione.

- 2(p2 I 2(p2 ;
P:ol)lggulzblone7.2. Allora¥ ¢ € H*R*)AT (| @l y2) > 0 tale che3lu(t, x) € € (10, T1, H*R?)) soluzione

Adesso che abbiamo questo risultato locale vorremmo estenderlo. Vediamo di capire se quello
che abbiamo fatto nel caso monodimensionale va bene anche ora.
Avevamo, grazie alla teoria di Cauchy locale ben due quantita conservate ossia:

(1) lacarica
luOlz=lel2

(2) I'energia
1 1
E(u)=—/ |Vu|2dxdy+—/ |u|4dxdy
2 Jp2 4 JRe

e questo bastava a garantirci che sup (o, 7} Ilu(9) 1l 1 g2y < +00, ma adesso non ci basta per poter
affermare che la soluzione e definita globalmente. Cio accade perche il nostro dato iniziale non &
pittin H', ma in H2 quindi ¢’¢ un termine che, con questo metodo, non stiamo controllando.

1l problema ¢ aggirabile: bisogna dimostrare che la mappa tale che +— [|u(?)|l g2 g2y appartiene
ad L‘l’gc([Rt). Riuscire a fare questo equivale dimostrare che non esiste un tempo finito in cui il
limsup diverge.

Useremo un risultato di immersione precisata molto interessante.

Lemma?7.1. SihaVue H2[R?) che

1 1
(30) lull oo ey = C +Clul 2y o 1087 1+ 1l ey

Dimostrazione. Siccome nel corso della dimostrazione useremo la trasformata di Fourier, sup-
porremo che v € .#(R?) e poi per densita si raggiungera il risultato. Si ha

/R i e p(&)de

[v(x)| =

S/ Iﬁ(€)|d€=(V/1>0)=/ Iﬁ(€)|d§+/ [0()d¢ <
R2 Bg B¢

R
1+ (€] 1+

< D(&)| ———dé&é+ ), dé <
/Bgly(f)ll'ﬂ‘ﬂ ¢ /Bg|v(a|1+m2 é
1 1
H dé 2
s(C-S)s(/ 10(&)P (1 +] |)2d) (/ —) +
Br ¢ ¢hnde By (1+EN)2

1 1

2 d{ 2

D(©E)12(1 +1€1%)%d / — | <
+(/B§|v(§)|(+|€|) 5) (B;(1+|5|2)2)

<0l g IR + 10l 2 TT(R).

Adesso, passando alle coordinate polari, cerchiamo di capire come si comportano I(R) e II(R). Si

ha
1
I(R) = /R rdr 1° L jogb a4 Ry
“\Jo aenz| T8
T i N
“\Ur 1+r4) \1+R?) 1+R
e quindi

1 1
I <1Vl g2y log2 A+ R + Wl pz ey T YR>0

e scegliendo R = || v| g2 sihala tesi. ]
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Adesso siamo pronti per parlare di esistenza globale: bisogna provare che la funzione tale che
£ — |- | y2(g2) non scoppia in tempo finito. Contrariamente a quanto fatto nel caso unidimen-
sionale, anche per 'esistenza globale in dimensione 2 partiremo dalla soluzione dell’equazione
integrale associata al nostro problema: si ha

lull 2 < Minkowksi) < 1@ | 2 ey + el ul®l 1 (o ey <
(31) <@l @e + Thulul®l 1 g2y,
allora possiamo fare la seguente stima (stiamo stimando sul tempo):
”u"L"TOHZ([RZ) <l¢ ”HZ(RZ) + T||U|u|2||H2(R2)
Ma il termine nonlineare € problematico: abbiamo che
(32) Nlul?ll 2 2y < Nulul?ll 2 + 1D* lw®) 2 < lull 2 | ulfeo + Cl DuDuul oo

Per le norme L? non si hanno problemi dato che | u] 12 < llull gp < +o00, al contrario su quelle L™
ci vuole un po di cautela, inoltre, poiché vogliamo una stima H? arriviamo a

2 2
Izl = 1l g2 2y < Cllull g2l ull 70 + CllDuDuul p2.

Supponiamo che l'ultimo pezzo, quello con le derivate, sia nullo, cosa che dimostreremo in se-
guito. A questo punto si ha per la stima iniziale di u:

luOll g2 = 1912+ lulul ) o ge) < lemma7.1) <

1 1
C+ CIIuIIIZ{1 log2 (1+lull )| ds<

t
<l@llge +C/ l2ell g2
0

t
(33) < (Calpostodi |-l 1) <l @l + c/ Il gz [C+log( + llull p2)] dss
0

Quindi ci riamo ridotti al fatto che una certa funzione y(¢) & tale che

t
v()=Co+C w(t)(C+log%(1+w(s))ds:VT sup |y (8] <+oo
0 te[0,T]

e questo & vero perche in realta stiamo dicendo che v € sottosoluzione di

' = Cy(C+ Clog(l +v)).

v gs
— ¢
/1110 40

diverge e quindi si ha un’esplosione in tempo finito. Osserviamo, in ultima analisi che:

/00 dt =+4+oosea<1
L tlogfepn o SedES

Questo deriva dal fatto che I'integrale

8. GIOVEDI 18.10.2012 - STIME IN H?(R?)

Vediamo alcuni risultati che ci aiuteranno nel resto del corso. La prossima proposizione ci da
un’'informazione interessante. Noi sappiamo che ¢ € H2(R?) (p,D(p,Dz(p € L2, ma basta
mostrare qualcosa in meno.

Proposizione 8.1. Si ha che
2 2 2 2 52 2
pe H*(R°) < 05p€L ,6y(p€L .

Dimostrazione. (=) & ovvio. Sappiamo che ¢ € L2. Vogliamo mostrare che

Oypel? = Epel? = /RZ 121962 dé < +oo.
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Adesso spezzeremo l'integrale su una palla e suo suo complementare e poi spezzeremo le alte e
basse frequenze:

/ E121pI*dE = / &1 1pI* dédn + / &% 1pldédn <
R? B(0,1) Bo,1)¢
< / \pl2dedn + / €4 piRdedn <
B(0,1) B(0,1)
< / PP dédn + / &1 @12 dédn = / (1 +1E1plPdédn =
R? R2 R?
=/ 102 p|*dédn.
RZ
Resta da controllare le derivate miste.
Eypel? = fnpel? = / &R P12 dédn < +oo
[RZ
ma e rapidissimo osservare che

1
5 /2(|f|4 +InIYN@IPdédn <1105 @12 +105 ¢l 2 < +oo
R

O
Esibiamo una seconda dimostrazione.
Dimostrazione. Siha
/aiytpaiy«F —/6iy<paxy<p=/aiwai<ps 102 112110% @l .
O

La morale dietro questa proposizione ¢ la seguente: controllare le derivate prime e possibile
controllando ¢ e ¢".

Proposizione 8.2 (Disuguaglianza di Gagliardo - Niremberg). Sia ¢ € €. Allora
1

! % n 2
(34) suple | < Clsuple]| sup|e|
R R R

Dimostrazione. Siha
2
{(p(xo +h) = p(x0) + ¢ (x0) b+ ¢ (x0) & + 0(x?)
2
@(xg—h) = p(xg) — @' (xg)h + (p”(xo)h? +o(x?)
= @(xg+h) —(xg—h) =2¢ (x0) h? ¢" (x0).
Adesso, dividendo per 2k troviamo che

@' (x0) < C%l(pl +hsuplg”|Vh

e passando al limite si ottiene la disuguaglianza cercata. O

Il prossimo lemma ¢ interessante perche permette di rendere rigoroso un passaggio che ave-
vamo dato per buono nella dimostrazione della proposizione (7.2).

Lemma8.1. SihacheV ve H?([R?) vale la seguente stima:

(35) 101011l 2 < Clv el 2.

Dimostrazione. Dalla definizione di H? abbiamo [[v|vI? |2 = | v|v|? || ;2 + | Dx (v V1?1l 2+ D2 (wlv|?) ] 2.
Per i risultati di cui abbiamo parlato nella pagina precedente, ci possiamo ben limitare a stimare
la funzione e la sua derivata seconda. Per quanto riguarda la prima abbiamo

2 2 2 2
lvlvl®l 2 < lwllp2llv=lizee = 10l 2 1N oo < VI g2 1 V11 00
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mentre per la derivata seconda si trova che
ID% W12 < CIDE VI 2 + 110 1) Oy D0 Dl 2 <
<102 vl 20V1200 + 1105 1) 35 005 0ll 2 <
(36) <102Vl 21Vl 0 + 1(@x 1) Ox T+ 0 Dl 2.
Per il secondo pezzo, che ci siamo portati fin qui senza toccarlo, si ha che

(0xv)0x V-0x Uliz2 < lvligeell Ox vO0x Ullz2
1
ma c’é un piccolo ostacolo. si ha [|0x vdx l'/llz2 = [|0x vlig4. 1l fatto & che noi sapevamo valere
1 1 1
|05 vOy 17||12‘2 <C| V||foo I l/||iz e dobbiamo mostrare che continua a valere in L* ossia dobbiamo

mostrare che
1 1

loxvia=Cl U”ioo I U”zg-
Siha

||axu||4L4:/axuaxaaxuaxpdx:—/ua§ VO Uiy T =

:‘—/vaivax v0y Ddx S(H('jlder)SIIVIlLoo/lai |10y v%dx <
< vl ll0% vl 2105 V117,
e quindi troviamo

2 2
< vl 0% il 2.

4 2 2
10x vl s < NVlizeollO% vl 211 0x VlITs = 10x V74 <

I

Tornando alla funzione di partenza si ha che

1
2 2 7 152 2
1010171 g2 < 1Vl g2 1Vl 7o + 101 oo 0% Vil 2 < 101 2 V1T

O

.1 . .. . N . 1lscub
Adesso ridimostriamo brevemente la proposizione (7.2) ossia che se u & soluzione della (593&
allora ||u(#) |l 2 non scoppia in tempo finito.

Dimostrazione. Al solito partiamo dalla soluzione dell’equazione integrale associata. Essa &
; r.
u(t) :ezm(p+/ =98 L (s)ds
0
Adesso stimiamo tutto:*
t
llu(t)||H25||w||H2+C/ lulul?l o ds <
0
t
< (Lemma 8.1)) < |l ;2 + C / () ool e(3) o s <
0
t
< (Lemma (7.2)) < @l g2 + C/ C+Cllull g log(1 + lull g2)ds
0
t t
(37 =C+ C/ 1+log(+ lull g2)lull geds < C + C/ (1+logllull g2) lluell gz ds.
0 0

A questo punto, chiamata ||ul| 2 := (1), essa & una sottosoluzione di ¢’ = C(1 +logy)y e quindi
non puo scoppiare. O

4Nella stima della quarta riga il fatto che siamo nel caso defocalizzante e che si conserva |lull ;1 ci permettera di
maggiorare || ull g1 < ll@ll g = cost; ometteremo anche || ¢ Il 2 dato che € una costante.
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9. PROPAGATORI NELLA TEORIA LP

Perche sorge naturalmente una teoria apposita per stime LP? Perche fin quando eravamo in
dimensione 1 allora potevamo ben stimare la norma L* della soluzione; passando in dimen-
sione 2 le cose andavano meno bene: ce la cavavamo con una perdita logaritmica. In dimensioni
superiori le cose vanno decisamente peggio e quindi siamo interessati alla ricerca di punti fissi
negli spazi LP. Ci occuperemo di stime a priori del propagatore libero e di quello di Duhamel con
spazio ambiente X spazio di Banach.

Cominciamo con il vedere in che modo e soprattutto sotto quali condizioni & possibile manipo-
lare il propagatore libero.

Proposizione 9.1 (Stima dispersiva). Sia ¢ € 6;°. Allora vale la seguente stima dispersiva.

(38) Heim (p"

- C
Loo(Rd) = t_% " [ ”Ll (Rd)‘

Osservazione 9.1. Osserviamo che poiche <€O°° =LP V1 < p < oo allora si puo considerare, per es-

empio, ¢ € L' e in quel caso la disuguaglianza sarebbe anche puntuale.
Si noti che leffetto dispersivo e legato sia alla dimensione dello spazio sia al variare dei valori
assumibili nel tempo.

Dimostrazione. Ricordiamociche id;u+ A u=0. Siha, quindi che
. _ o 2 _ . 2
eltA(ng 1 (e it|é] (p(é‘)] =-F 1 (e it|¢] ) *(.
Ma osserviamo che cosi com’e scritto
g1 (efmfﬁ) = [ xStk g
R4

non ha senso come integrale perché stiamo lavorando nel senso delle distribuzioni. Bisogna ag-
giungere un ¢ per dare senso all’'integrazione, mentre se non lo facessimo, avremmo l'integrale
oscillante di una funzione con modulo unitario e della quale potremmo dire solo che sta in L,
ma non sapremmo granche a priori. Una volta aggiunto I'e I'integrale oscillante ha senso per-
che la funzione integranda decade rapidamente all’'infinito e quindi sta in .; di conseguenza
sfrutteremo il fatto che & : ¥ — % & continua. Adesso si ha che

/deix"fefitl‘rﬁe*alx”zdf:/d el ...eixd'fdeft‘(%...e_rfileff‘f%...e_gfild{l...dfd:
R R

d R 2 2 d
g —tE —gd?
_ H (/ elXitie %r]e Ef]d{j): H Ké(x).
; ; J
j=1\VR j=1

e quindi possiamo restringere la nostra attenzione ad uno solo di questi integrali. Nei prossimi
passaggi cercheremo di scrivere un quadrato nell’esponente cosi da poter integrare, lo faremo
imponendo 2av/—(it + €) = ix. Quindi abbiamo:

/e(mﬂzmzﬂx&azdfz/e*(\/Wf)Z—azdézeaz/ef(mf)zdé:
R R R

—ix2
= (per £ — 0,0 — Zc =V -+ — V=itg) =

=
[N}

e 4 2
= e TdneR.
Vit /R
Adesso si ha quindi che
)
X
e 4 2
KE(x) = c c=/e"7 dn=
t \/ﬁ n
C d c
Ki(x)|s — = H K| = —.
Vi j=1 ! t%

Quindi, siamo passati per il ben definire anche il senso in cui applicare I’antitrasformata di Fouri-
er. Adesso sappiamo che e!*2 f(x) = K;(x) * f & una convoluzione con f tale che

C
1K)l 0 < —-

t2
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Resta da utilizzare una stima sui prodotti di convoluzione, stima che tra I'altro a breve general-
izzeremo, con la quale potremo concludere. La stima e la seguente:

(39) ] IH* @l < Hll gl @l 1.

Ponendo H = e!/2 ¢ si ha la tesi.

Osserviamo che la stima per convoluzioni che abbiamo usato é rapidissima da dimostrare:

‘/H(x—y)qo(y)dy

S/IH(x—y)II(p(y)ldys (Holder) < [ H(x =y lire lpll 1
N N —

€L?,O el

10. LUNEDI 22.10.2012 - LEMMA DI SCHUR E INTRODUZIONE ALLA DISUGUAGLIANZA DI
HARDY-LITTLEWOOD-SOBOLEV

Adesso vogliamo generalizzare al caso LP le stime per convoluzioni che valevano in L. Sia
He L' (RY). Vogliamo capire tra quali spazi opera H: abbiamo due stime che ci dovrebbero far
capire che e possibile dare una risposta generale. Se H € L! allora

IH=+@llr <ll@lrr
mentre se, invece, H € L” si ha
IIH*(/)IILOOS/IH(X—y)II(P(y)IdySIIHIILrII(PIIer-

Si noti che ogni volta che abbiamo dovuto stimare il nucleo di convoluzione lo abbiamo sempre
stimato in base allo spazio in cui, per ipotesi, lo si aveva.

Definizione 10.1 (Operatore integrale). Sia il nucleo integrale K(x,y) con (x,y) € R x R4, Si
definisce l'operatore Tk tale che

(40) Tk :p(y)— TK<p(x):=/dK(x,y)<p(y)dy
R
dove intendiamo ¢ € <€6’° e per densita, si generalizza a tutti casi.

Osservazione 10.1. Se K (x, y) él'operatore di traslazione allora si tratta proprio della convoluzione
H(x-y).

Teorema 10.1 (Lemma di Schur). Sia K(x, ) € L°L}, N LS’ LY. Allora

r

(41) 1Tk @l < 1K oo g 1K oo N 0

><l“g )~

se tra gli esponenti sussiste la seguente relazione:

1 1 1
(42) 1+—=—-+—
q 1 p

Osservazione 10.2. Osserviamo che la scelta dello spazio in cui porre K é motivata dal voler poter
scambiare le norme; se abbiamo K(x,y) = H(x—y) con H € L" allora stare in quello spazio & una
proprieta piii generale dell’avere invarianza per traslazioni.

Infine, si noti che il legame che vi deve essere tra gli indici, indica che LP viene mappato in L9, ma
soprattutto che questo dipende anche dalla regolarita di K.

Osservazione 10.3. Proviamo a ritrovare le vecchie stime che gia conoscevamo. Sia H € L*° ossia
r = 4+o00. Queto significa che il legame tra gli indici diventa

1 1
1+-=—
qg p
e cosi ritroviamo la vecchia stima.

Se invece prendiamo ora H € L allora
1 1 1 1
—+l=l+— <= —=— <<= g=p

e cosi si trova la vecchia stima L che gida conoscevamo.



PROBLEMI DI EVOLUZIONE CORSO DEL PROE NICOLA VISCIGLIA UNIVERSITA DI PISA - A.A. 2012/2013 21

I
Nel caso specifico in cuil’operatore sia di convoluzione ossia K(x,y) = H(x—-y) la (E‘Cl')ll&iventa

L oz L+l
(43) "H*(p”LqS”H”Er"H”Zr”(p”LnS”H”fr qll(plan.
X X X
Notiamo che se vale la (Eer%gallora
r r 1 1 1
—+t==r|l-—+—|=r{l+--1|=1
P q p r

e quindi si ritrova la vecchia

IH*@lra<IHlpr ol
Prima di dimostrare il lemma di Schur enunciamo e dimostriamo un risultato che & utile in gen-
erale.

Proposizione 10.1. Sia T un operatore. Allora
(44) ITellpa<Clelr <= (To,y)2l<Clolrlyl,y

Dimostrazione. Dimostriamo il (=).
Siha

< (Holder) < IT@lzallyl ¢ < Clolplyl .

(T, y) 2] = '/T(p-i/_/dx

Dimostriamo il (<)
Ricordiamo che, per Hahn - Banach si ha che

ITelra= sup I(Toyi<Clelrlvi, s
Il g =1

con la prima uguaglianza che in effetti & proprio la definizione. Ma ||y|l, ,» = 1 e di conseguenza
troviamo che [T llza = Cll@lip. O

Adesso finalmente possiamo dimostrare il lemma di Schur.

Dimostrazione. Siha per definizione che

[(Tk @, W) 2| =

ff g Kx,»pydy-w(x)dx
Ry xRy,
e quest’ultima quantita puo essere stimata da

f Kol o)1y (0l dxdy.

Adesso osserviamo due fatti:
(1) partendo dall’ipotesi sugli indici segue che
1 1 1 1 1 1 1 1 1
l-———4-=0e>2-——-—4+—=1l¢ —+—+—=1;
poroq poroq porq
(2) Lintenzione & di scrivere K(x, y) () (x) = a(x, y)B(x, y)y(x, y) con
14 r
alx,y)=leWI7IK(x,y)|9

q/

I a4

45) BLx, ) = 1K, )7 Iy (0]
KA P
Y, y) =yl e’

conl'identita che vogliamo scrivere che, con questa scelta, ha senso perche

! !

r.r p.p a .4
perK3;+?:l per(p:;+7:1 perq/3?+7:1.

Adesso possiamo procedere: si ha

ff a(x, y)B(x, y)y(x, y)dxdy < (Holder) < el a Il Bl Iyl

che rispettivamente valgono

Q=

Lq Lg
lalpa = Ufup(y)w Ko )17 dxdy
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1
7/

18I, = [ffu((x y)ll"p |w(x)|n”’ dxdy

Iyl =

f ()| 7 ar lp()IT ' dxdy|"

Adesso il prodotto di questi tre elementi € minore o guale di

1
o

1
< [/|¢(y)|p||1<(.,y)||z;dy] q /lw(x)|q’|lK(x,.)||£;dx

1
-[/up(yn"dy]’ [/Iu/(x)l"dx

[/Iq)(y)l”dy] IK(x, y)IILooLr [/IW(x)I" dx
————

((m)] (A)
ma osserviamo che

r

< (Holder) =

1
7/

Q=
Q\

rpa
1K (x, y)II §||<P||Lp IIWlqu/

» e

O@=lelf, @=lyl’,

e quindi tutto puo essere stimato con

’
I ‘7 r

i
||<p||Lp VK Pl foo 1917 WK G Y o PITAT o

Adesso cominciamo a parlare di operatori di convoluzione con funzioni di tipo
1

ELa

N +00
:/ dx :/ rd-1-asgs = 4
s Jrd X% o

e quindi una funzione del genere non sta in nessuno spazio di Lebesgue: la teoria sviluppata fino
ad ora risulta inefficace! Questo ci portera a lavorare con la disuguaglianza di Hardy - Littlewood
- Sobolev che qui di seguito mostriamo:

Osserviamo che V s si ha
1

x|

1
(46) ” * —— <Clolp.
@» Edr PlLp

Vedremo anche per quali a ha senso fare la convoluzione; al solito considereremo ¢ € 6° ®%) e
quando dovremo definire I'integrazione sui limitati dovremo lavorare con oggetti del tipo

A2 dy = 1 }
[x -yl [x =yl oc

affinche I'integrale abbia senso, cosa che vedremo valere per 0 < a < d.

11. GIOVEDI 25.10.2012 - TEOREMA DI RIESZ - THORIN E STIMA DISPERSIVA IN LP

Ci accingiamo a generalizzare due stime particolari, le uniche fino ad ora, riguardanti il prop-
agatore libero. Ricordiamole rapidamente:

(1) nel caso p =2 avevamo che

le*21] . = curnpe

e si aveva proprio C = 1; questa stima la si dimostra con Fourier;
(2) nel caso p = oo avevamo

le“2f] = clfip

dove C = %.
t2
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Il problema e che queste due stime sono una sorta di casi limite o estremi se vogliamo; con-
seguentemente per tutti i p compresi tra 2 e co non ci € dato, al momento, sapere nulla. Questo
€ vero a maggior ragione perche sia Fourier che Schur vanno bene solo negli specifi casi in cui li
abbiamo utilizzati. Per questo sara necessario lavorare con la teoria dell'interpolazione. Innanzi-
tutto avviciniamoci a quella complessa.

Cominciamo con una sorta di principio del massimo per la striscia.

Lemma 11.1 (Principio del massimo per la striscia). Sia la strisciaS:={ze€C:0<Rez <1}.
Supponiamo che f € 7 (S)NE(S) N L®(S). Allora

sup|f|= sup |f].

zeS z€0S

Dimostrazione. La dimostrazione si divide in due casi: nel primo avremo un’ipotesi restrittiva
che, nel secondo, sara successivamente rimossa.

(1) Lipotesi aggiuntiva & che f sia infinitesima ossia che

|llim [f(2)|=0 = \7’£>03M>0||f(z)|<£ se |z| > M, ossia se |Im z| = M.
Z|—00

Allora abbiamo a che fare con un compatto, quindi in esso vale il principio del massimo
e di conseguenza supp_|f|=supyp, |fl. Ma si ha che I'estremo superiore non pud stare
su =M (€) ma sui tratti verticali per via dell’'ipotesi aggiuntiva. Se, per assurdo, cosi non
fosse, allora preso un intorno del massimo troveremmo dei puntiin cui| f(z)| < € e questo
& assurdo perche, per uno spostamento piccolo dal massimo, il discostamento dei valori
assunti che ci si aspetta dev’essere piccolo. Simanda e — 0 e sihala tesi.’

>

A

|
[

FIGURA 2. Principio del massimo per la striscia

(2) Togliamo I'ipotesi che lim|;|_.o | f(2)| = 0 e dimostriamo il lemma in condizioni generali.

—Z . . . . . .
Prendiamo f;(z) = f(z)e” n ossiaunasuccessione di funzioni che al finito avranno com-
portamento libero, ma che all'infinito decadono come nel caso precedente. verifichiamo
che Vn lim; ol fn(2)|=0. Siha
2

22 22 zZ
fn@l=Iflle mI<|flrole” n|<Mle n|

dove la stima con la norma L & valida per ipotesi; ci siamo ricondotti a dimostrare che
2
z

lim |e” 7 |=0.

|z| =00

Lunica cosa che puo variare nel nostro caso & la parte immaginaria e quindi & su quella
che faremo il limite:

2 2y
n

en n

ﬁ 2ixy
n

n —0

= lim
|yl—o0

lim
|yl—o0

e

5Nel disegno R = S.
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e quindi f;, va bene perche soddisfa I'ipoesi del caso precedente e quindi

sup| fnl =sup|ful =
3 as

_ 2 _2
= VzeS|fu@)|<suplf(2)lle” n|<supl|f(z)|supe 7 <sup|f(2)
0S N 0S oS
—_———

—1

e questo conclude la dimostrazione del lemma.

Corollario 2. Sia la strisciaS:={z€C:Rez < 1}.
Supponiamo che f € 7(S) N € (S) N L%(S). Supponiamo, inoltre, di avere

My := sup |f(2)] M := sup |f(2)].
Rez=0 Rez=1
Allora
\f@+in]<mi—m?

Dimostrazione. Definiamo g(z) := [

= 3000 © affermiamo che |g(z)| < 1. Osserviamo che :
0 1

(1) g(z) e olomorfasu S;

(2) g(z) & continua:

(3) g(z) € L™ perche per ipotesi si ha f(z) € L*°.
Adesso stimiamo tutto:

. Ifnl Mo
sup |g(z)l=suplg(it)l=sup—————=<—=1.
Rez=0 teR IMy~MIT T Mo

Eseguiamo una stima analoga nel caso Re z =1 e per il calcolo precedente abbiamo che in S si ha
|g(2)| < 1. Quindi possiamo porre la seguente stima:

If (@] < Mo 2y 1P = [ F@+in)] < IMETI MO+t = | Mo 1 =2 vy | P
O

Adesso finalmente siamo nellce condizioni per enunciare e dimostrare il teorema seguente:
Teorema 11.1 (Riesz - Thorin). Supponiamo di avere T operatore lineare che operi con continuita:

T:LPO(dp) — L9 (dv)
T:LP1(dp) — L9 (dv)

Allora T mappa con continuita T : LP9 — L99 con indici tali che
1 9 1-9 1 9 1-9
+ [ —

- — =Y
P9 Po P1 d9  4qo q1
e quindi, equivalentemente, se valgono le seguenti stime:

{n Tfligm <Cillflla

9 ~1-9
=>||Tf||Lnﬂ < Cﬁ"f” a9 con Cg=CyC
IT fll o < Coll £ Lo L 01

dove0<9<1.

Dimostrazione. Per la proposizione (10.1), che abbiamo visto in precedenza, sappiamo che sus-
siste un’equivalenza nel dimostrare che

el 4 9 1-9
T:LP? "— LT <= |(Tf,8)2l=C5C; ||f||LPa||g||Lq’9-

A noi bastera mostrare tutto V f € 2(LP9) eV g€ @(th/‘l) ; poi per densita negli LP & rapido con-
cludere la dimostrazione. useremo le funzioni semplici, proprio per una questione di densita
negli L”: siano

N . M .
f=]§1XEj (lajlemf) g=kz,1)(pk(|bk|ewkj
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e introduciamo
!
M i)

N Py . 2
—_— s !
fz= 3 lajlp=e iy, gzi= ) bl % ek yp.
j=1 k=1
Adesso diamo la dipendenza da z con le seguenti relazioni:
1l _z 1z
Pz Po 14
L=z, 12
qz 4y q

Osservando che
I(Tf.g)l=|(Tfa,ga)|=|(sz,gz)l| »

vediamo di cercare i pressuposti per 'utilizzo dell’'ultimo corollario appena dimostrato. Per ipote-
si abbiamo che |(T fz, g2)| < C1 1 fzll 1 IIgzlqui . Cerchiamo una stima per Mp:

I(sz,gz)|| = Cillfielipm Ilgitlqui

z=it

ma osservando che nella ﬁ = ;j—g + 1; 1‘ L il primo termine a destra dell'uguaglianza & un numero
1

complesso puro, procediamo come segue.

pP1 N
W fiel Ty = 2

j=1

P1pPy

P
laj| Pit pl

N
REN =Y lajIPouE) = 1175 <If1 /b
J=1

9

!
e fatti gli stessi passaggi per g, alla disuguaglianza aggiungiamo || g|| qtl,’ . Usando la seconda delle
L%

mappe continue di T su Re z = 1 si conclude la dimostrazione. O

Finalmente abbiamo tutti gli strumenti necessari a poter generalizzare agli spazi LP la nostra
stima dispersiva iniziale, la quale, € in realta uno dei due casi estremi possibili previsti dal teorema
di interpolazione complessa che abbiamo or ora esibito.

Teorema 11.2 (Stima dispersiva generale). Si ha per1 < p' <2 che vale la seguente stima:

; C
47) Hesz"Lp(Rd) < —g(l—%) £ ey
t p

Dimostrazione. Abbiamo le due stime che abbiamo richiamato all'inizio della sezione: queste
sono stime estreme e per il teorema di Riesz - Thorin siamo nelle condizioni per cercare un p tale

che
1 9 1-9 2 2
—=—t— =S p=— = I=—
p 2 0 )
e una volta bloccato p, di conseguenza risultano fissati 9 e conseguentemente g. Quindi la cosa

che rimane da appurare é la costante:

1-9
(%) :ﬁ:)“eiﬂfuwsﬁllfﬂmu

12

12. LUNEDI 29.10.2012 - TEOREMA DI MARCINKIEWIZ E SPAZI Lﬁ/

Proposizione 12.1 (Disuguaglianza di Chebichev). Sia f una funzione misurabile eV A >0 con-
sideriamo il sopralivello {| f| > A}. Allora vale la seguente disuguaglianza:

(48) APIIf1> A s/ IfIPdx<IfII7,
{If1>A

inoltre, se f € LP allorasup o AP|{|f] > A} < +oo.

Definizione 12.1 (Spazi di Lorentz). Sia f : RY — C. Si dice che fe L€V (LP"*°) se e solo se
sup 1o AP I{| fI > A}l < +oo0 ossia vale la disuguaglianza di Chebichev.
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Osservazione 12.1. Si ha l'immersione
P —1rl

e si dimostra proprio con la disuguaglianza di Chebichev.

Facciamo notare che si possono avere casi in cui f € L€V ma f ¢ LP. Supponiamo, a titolo

d’esempio, di essere in d = 1 e di prendere f(x) = % Allora
x| P

/If(x)lpdx: +oo= f¢LP
ma si verifica immediatamente che, per come € definito uno spazio di Lorentz, si ha
2
—_1p_c _ 14
=A _2<+oo$f€LW.

1
{|x|<ﬁ} oY

N . . . .. P . L. .
Non e finita qui, gli spazi Ly, non sono normabili. Se per esempio si ponesse una (sappiamo
finta) norma

APHIfI > Al :/IPH% >,1P} P

1
1flp =Sup(/l|{|f|>/1}|”)
w250

in realta non lo sarebbe affatto. Sia la prima che la seconda proprieta di cui deve godere una
norma sono rispettate, mentre la terza, la disuguaglianza triangolare, non lo ¢. Per fortuna, la
situazione non € eccessivamente disastrosa perche il prossimo teorema ci consente di avere una
certa liberta di manovra.

Teorema12.1. Vp>13|ll-lll;» taleche
w

1
(49) NN p =sup AifIfI> A3 P.
w250

Questo teorema palesa il fatto che per p = 1 non ¢ assolutamente possibile normare lo spazio.
Ed e proprio questo il motivo per cui la convoluzione con ﬁ per a = 1 non & mai continua da
uno spazio L” in se. Certamente, pero, se a < 1 allora

1

1
a
| x| €LW'

Osservazione 12.2. Si osservi che, per p > 1 si ha
Jglfdp
N =1fll= sup “E—r.
w |E|<+00 |E|l_ﬁ

Adesso, enunciamo il teorema di Marcinkiewiz e ne analizziamo le ipotesi, successivamente
introdurremo un lemma necessario ai fini della dimostrazione. Infine lo dimostreremo.

Teorema 12.2 (Marcinkiewiz). Supponiamo che:

(1) loperatore T operiin modo lineare e continuo nei seguenti casi:
T:LP— Ly supysAPHITS > Al cnfngg0 ,
T:IP — LY supp>o AT HITfI> M <CIflp,,

(2) siabbiapg<qoep1<qi;
(3) l'operatore sia sublineare ossia |T(f + g)| < |T(f)| +1T(g)| g.o. in x.

1 _9 19
P ~po T
1 9

Alloracon0<9<1 se

1-9

99~ d0 " @

sihacheT:LP9 — L99,

Adesso, come annunciato, facciamo alcune osservazioni sulle ipotesi fatte e sulle differenze
rispetto al teorema di Riesz - Thorin.
La prima ipotesi ci dice che anche se sugli spazi di Lorentz in questione non esiste una vera nor-
ma, possiamo comunque controllare ||| - ||| Lﬁ, con la norma LP; La sublinearita & qui la quesione

cruciale. Nel teorema di Riesz - Thorin veniva particolarmente usata la linearita dell’operatore,
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cosa qui non richiesta, e questo fa del teorema di Marcinkiewiz un risultato, se vogliamo, piut
potente.

1

loc €

Esempio 12.1. Diamo qui un esempio di operatore sublineare, ma non lineare. Sia f € L
prendiamo la funzione massimale

M f(x) =su

_ | fldx.
rp |B(x, )| JB(x,r) !

. . . —0 . N
Per un teorema di Lebesgue si ha che q.o. x per f € L' la media su B(x,€) = f(x) ein genere é vera
per M : LP — LP, ma non @ possibile dimostrarlo con il teorema di Riesz - Thorin.

FIGURA 3

Questa figura ci preannuncia un interessante lemma.

Lemma12.1. SihaV1<p<+oo

+00
(50) 717, :p/ AP7Hf1> AddA
0

Dimostrazione. Siha

| f(x)] [f(x)]
||f||f,,=/ If(x)l’”dx:/ (/ d/l)dx:p/ (/ M"ldl)dx
R4 R \Jo R4 \Jo

dove si e usato il teorema fondamentale del calcolo. In sostanza ora, per Fubini, si scambia
I'ordine di integrazione e, per A fissato, si hanno i sopralivelli di | f (x)|. ]

d
—)\P
da

E adesso la dimostrazione del teorema di Marcinkiewiz.

Dimostrazione. Grazie al precedente lemma, il tutto si ridurra a mostrare che || T fllzr < Cll fllzr
dove scriveremo

(o0}
IrfI?, = p/ APTYT £1> AldA
0
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e quello che faremo sara proprio lavorare con il soprainsieme di livello {|T f| > A} per ogni A.
Partiamo dall’osservare che possiamo sempre scrivere f = f/{) + fi dove

0 _ 1_
=l psy A= F@x <y
Adesso, per l'ipotesi di sublinearita, |T(f;? + f/ll)l < |T(f/$)| + IT(fi)I e quindi
A A
{|Tf|>A}:{|T<f£+fj)|>Mc{|Tf§|>E}U{wf;b 5}

e di conseguenza

A A
(51) HTf1> M= {le£|>§} + {lej|>3}'.
Ma poiche T: LP0 — Lgf} allora
Co
HTfI> A= — ITfIPodx
APO Jur p1s a3
e quindi
A Co2P0
52) HTfO> _H< / P
A2 APO Jifr>4y
A Cy2P1
(s> =821 e
2 AP Jipoi<dy

Adesso, mettendo insieme la (51), la (52) e la (53) possiamo scrivere:

(e.0]
L7, =p/0 APTYUTfI > AYdA <
Coglﬂo

© p-1 Po Ci27 P
<p A o N [f1Fodx+ o N [fIF dx
0 APO - Sy f1> 4y APL 1<y

. Ora dobbiamo cercare di arrivare ad una maggiormazione con una norma LP e per farlo possi-
amo sfruttare 'unica cosa che ancora non abbiamo usato, ossia I'integrazione in dA. Scriviamo

/ . If1Podx
(1f1>4y

/ A IfIPrdx
If1<2

e su di essi possiamo applicare il lemma che abbiamo appena visto e quindi usare Fubini cosi da
avere:

= pC02p°/|f(x)|p0

ar

+00
I=pCy2P° / AP~1=Po dA
0

+00

H:pclzpl/ AP~1-p1 dA
0

2|f(X)| C 2p0

/ AP~1-po gy dx=po—/|f(x)|p0(2|f(x)|p_p0)dx,
0 p=Ppo

La stessa cosa si avra per

11=I7C12pl/|f(x)l’fJl dx

+00
/ APTLI=PLGY
21f

13. LUNEDI 5.11.2012 - DISUGUAGLIANZA DI HARDY - LITTLEWOOD - SOBOLEV: DUE
DIMOSTRAZIONI

Teorema 13.1 (H-L-S). Sia RY ed0 < a < d. Allora

1
(54) —k =Clfl
|x|@ fL"l([RZd) fL”([R%d)
dove p e q sono tali che
(55) P # 24
7 a7 q#co  q# .
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Osservazione 13.1. Si osservi che i due casi che il teorema esclude hanno delle implicazioni:

P psl gree=1-12Y
— 0o -—#—.
q#—=p q >t

Inoltre si noti che la relazione richiesta tra gli indici e di tipo Young e puo essere interpretata come

d
un affermare che il nucleo di convoluzione e in La .

Adesso daremo due dimostrazioni diverse che ci consentiranno di conoscere due filosofie
d’attacco del problema diverse.

Dimostrazione. (C.N. =). L'idea in questo senso della dimostrazione ¢ di usare il riscalamento
per vedere, supposta vera la disuguaglianza, quale deve essere la condizione sugli indici una volta
effettuata una stima uniforme sugli L, fissato un certo parametro.

Siage <€(‘)’°(Rd) e consideriamo ¢ (x) := ¢(Ax) che & ancora una funzione di classe 6;°. Usiamo
queste funzioni per via della densita di questo spazio in tutti gli LP. Adesso si ha che

o) / o(1y) - / o) dy
(x )—/ - dy=(G=Ay= | L2
| AR T yl“ A fe T T

1
/I/l -y“ w(dy =1 d(lxl“ *(p) (A0,

Poiché stiamo supponendo che la disuguaglianza valga, vediamo ora cosa succede se introduci-
_4d
amo le norme: si tenga a mente che || fjllpp =24 ».
1
|02, = Cllpaly
Il Il

a-dy-2| 1 -4
2974270 | e o), sCATPIgI

d
e questo vale V A > 0. Adesso moltiplichiamo tutto per A7 cosi da avere

d.,d
a—d—7+75 Clelr

A | VA
HW*(’)HM
e questo si ha se e solo se
d d a 1 1
a-d-—+—=0= —+—=1+—.
p a p q

Resta da verificare i casi esclusi.
(1) (g # o0). Questo significa voler mostrare che e falsa la seguente stima:
1
1x19 e Lo (R%)
Se fosse vera, per ogni x fissato si avrebbe, la seguente stima puntuale:

f

[x—yl®

=Cllel (1)’-
Laf

dy

SC”f”L(%]’

che se verificata in x =0 da

o)

lyl®

1 d
dy‘SCllfll [4)/ <~ —€lLa
La

[yl®

che e falso.
2 (g# %). In questo caso si tratta di mostrare la falsita di

f‘ 4 =CIflp.

le"‘

In questo caso prendiamo f = x[o,1) € L'. Sivede immediatamente che

/x“ 1d 1 1 2
>—  — — ¢€La
Fron|= [ Y E e T e

|x|@

che é falso.
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Dimostrazione. (C.S. <). In questa parte della dimostrazione vorremo avere delle stime dei
sopralivelli, I'idea e di usare Marcinkiewiz, perche proprio grazie a quel teorema ci bastera di-
mostrare che vale

1

d <sg<+
E— —_ = Q.
x| a1

*f
L

, <ClIflr ¥
w

Questo si ha perche I'intervallo in cui varia g &€ un aperto e quindi possiamo trovare qi, g2, p1, P2
per cui vale la stima di cui sopra e quindi si puo applicare il teorema.
d

d d
Si osservi che abbiamo scritto % < g ma questo & vero per Ly, e noilo escluderemo dopo per La.

Lintenzione, ora, € di spezzare il nucleo di convoluzione in due parti, entrambe dipendendi da
un parametro che faremo variare e che ci permettera di controllare e quindi stimare la situazione.

Siano
K= Kkl=k Ki=K
= u=KYBOWw 1= EXBo,um:

Adesso, anche se K non sta in nessun LP, le sue parti stanno in diversi spazi di Lebesgue; per
esempio K, '}1 eLllek ;21 € L. Adesso, partendo da come & definita la norma di L’;V ci chiediamo se

sup A4 (mis{IK * 1> M) < 1117,
A>0

Siaun A fissato e K = K, ;11 +K; ﬁ Per I'additivita della convoluzione si ha

A A
— 1 2 1 2
{IK*f|>/l}—{|Ky*f+K”*f|>/1}c{|Ku*f|>E}u{|Ku*f|>§}
e supponiamo per semplicita || fll;» = 1. Si ha, per Young che
K * fllzoo < IFILp 1RGN = NG

e supponiamo che esista (lo troveremo esplicitamente in seguito) un A tale che ||Kﬁ|| ' < % edi

conseguenza il sopralivello {IKﬁ * f| > %} = @. Fatto questo, blocchiamo il nostro p(1). Adesso
resta da stimare 1'altro sopralivello. Sempre per Young, si ha

WK * fllp =< 1w NG = 1K

.Ma adesso noi vogliamo una stima L9, ma grazie a Chebichev, se sappiamo stimare una norma
in L? di una funzione, ne sappiamo stimareanche i suoi sopralivelli. Quindi abbiamo

o=

Ricordiamoci ora che I'obiettivo & dimostrare che

AP 1, P 1,p
(5) <KL * 1P, = K7,

clend
|{|K*f|>iu|s%

e che, posto uno dei sopralivelli vuoto, fino ad ora siamo riusciti a dire che [{|K * f| > A}| <
CA™P IIKlll IIZ1 . Resta da fare un’ultima stima che ci consenta di dire che CA~P IIKﬁIIZ)1 oyl ||f||27,,.
Dovremo

(1) trovare la condizione per rendere vuoto quel sopralivello ossia un A tale che || Kﬁ Iy = % ;
(2) terminare la stima per quanto riguarda il sopralivello di tutto K convoluto con f ossia
verificare /1‘1’||Ki1t IIZl <caA 4,

Procediamo:
(1) Siha
1 +00 L _ d _
/ /dx:/ P g = 0P — Gy =
BEo,p |x|*P u
e di conseguenza dovremo scegliere p in modo tale da avere
_d_ A
(56) pTr =L

2
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(2) osserviamo che p(A) e variabile e per questo ci possiamo muovere tra i vari LP : seinvece

fosse sempre fissato avremmo delle stime uniformi sugli LP.
Valutare la stima 2. significa studiare

p
214-P / Ax
|x|<p |x|@
ma osserviamo che

1 B avd-
/ adx:/ r a+d 1:Ma+d
|xl<p | x| 0

Di conseguenza si ha
AG=Pymar+dp < ¢ — u(d—%—a)(q—p)+ap+dp <C =
— dq—dp—d%+d—aq+0cp—ap+dp=0.

Dividendo tutto per g si trova che
d d 1 1 «a
d-—+—-a=0=1-—+——-—=0
q 4

che & la condizione da porre sugli indici.

Adesso vediamo una dimostrazione di tipo diverso: utilizzeremo la funzione massimale e,
mentre nella precedente avevamo stimato i sopralivelli, qui effettueremo delle stime di tipo pun-

tuale.

Dimostrazione. Siha per ogni x fissato che possiamo scrivere

1
»d / ( / (y)d I+11.
/[Rd lx— J’|“f yar= B(x,R 1X— }’|“f nd BC(x,R) 1X— J/|“f Vay=

Adesso stimiamo i due termini:

1
+00 1 F
<1flz (/ ,rddr) <
LP' (BL(O,R)) R roP

N d-%_q

(d-a
<Iflw R PV =R

Per quanto riguarda I, spezziamo la palla in tante palle concentriche.®

[11] < (Holder) < || fll Lp

x|

=y / W
2i<pd B,2D\B(x,2i-1) 1X = yI¥

= — Ifnldy = / fnldy =
ZJZ;'R 2] /l?(x,zf)\B(x,zf*I) fWidy ZJZ<:R 2ja fdy =
|f(y)| dy— 2749 £ () < Ry (%)
ZJZ<R2M B(x,2)) Zjd ZE’R

dove nell'ultima disuguaglianza si € usato il fatto che la serie
Z aja _ zj“ ( Z 2]“)
—oo<j<] —00<j<0
¢ convergente. Adesso quindi abbiamo tra le mani questa stima:

(|1|a)m

d-4-a d-a
<Ry Ifllp + R M f(x) VX, VR.

Adesso notiamo che si tratta della somma di due termini del tipo aRY + bRY e il modo migliore

per ottimizzarla & di prendere aRY = bR . Quindi nel nostro caso si avra

p
M f(x) - R- Ifllzp \4a
17l R‘(ﬁf(x)) '

_d_ _d
RV fllp = RO f(x) = R P =

6La disuguaglianza nella seconda riga & possibile perche prima ci siamo localizzati sulle corone sferiche.
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Quindi con questo R troviamo che

Bd-a)

‘(L*f)(x) < 2.0 o | AL

x| M f(x)

ma questa & una stima puntuale; stimiamo tutto il L9.

_aP
2L o) P ph,

—al _ P
qsznfnf,, It f 1P | g <
L

[ x|@
—al 1-p+al
q q
= ”f”Lp IIMfIILq(l_ng]
e siccome I'ultima deve essere una stima in L, imponiamo
p p p 1 a 1
l-pta=)=p<—=l-pta-=—<— —-1+—-=—
qd-p d) p p i q P i~ q
e questo conclude. O

14. LUNEDI 12.11.2012 - FUNZIONE MASSIMALE E DECOMPOSIZIONE ATOMICA DEGLI LP

In passato abbiamo sfruttato il fatto che .4 : L' (R) — L%/V([R{) (mai L' — L1). Qui vogliamo
dare un teorema che ci convincera di questo e I'idea che c’e dietro la sua dimostrazione.

Teorema 14.1. SiaR%. Allora
C
(57) [t f>M < Il

Si osservi che la quantita che stiamo stimando, in realta, non € una norma. Supponiamo di
avere d = 1 e consideriamo {.# f(x) > A}. Il fatto che ci sia un x che gli appartiene, significa che
esiste un r(x) tale che

(58) ][ Ifldx> A
B(x,r(x))

ma sicuramente tutte le palle concentriche formano un ricoprimento e di conseguenza ha senso
scrivere
uf>Mnc | Bxrw)
xe{ f>A}
e V x fissato nel sopralivello, la (@%) sta ad indicare che

1
/ |fldx > A|B(x,r(x))| < — | fldx > |B(x,r(x))|.
B(x,r(x) A JBr()
Adesso, se si somma su tutti gli x si trova
1
Z—/ [fldx> Y |B(x,r(x))| = .4 f > Al
% A JB(x,r(x) x

con l'ultima minorazione dovuta alla sub-additivita della misura di Lebesgue. E’ quasi la dis-
uguaglianza cercata, ma qui in effetti potremmo conteggiare ripetute volte la stessa palla; per
ovviare al problema bisogna avere informazioni su come ¢ fatto il ricoprimento. Intuitivamente,
utilizzeremo un lemma di ricoprimento grazie al quale, dato un insieme di aperti possiamo con-
tare quelli che si toccano al pit due volte. Su R questo € possibile grazie al fatto che esso ammette
un ordinamento e quindi si puo trovare un estremo superiore.

Osservazione 14.1 (Notazione). Siano i numeri diadici 22. Lindice N indica che stiamo effet-
tuando un'operazione su di essi. Per esempio

a a ja _ ojoc ja

NSZNON ~N§ = jszjo 204 =2J0 (ijZOlzf ) .

Definizione 14.1 (Atomo). Un atomo di taglia N é una funzione misurabile
XN: RY —C

tale che

(1) supga lxnl=1;
(2) mis({suppyn}) =N.
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Teorema 14.2 (Decomposizione atomica degli LP). Si ha cheV f € LP ®%) 3 {CN}yeoz € C tali
che3 {XN}neoz € vale

(59) f=YCnxn IfIF,~Y>CNN
N N

Diamo anche in questo caso solo un’'idea della dimostrazione.
Scegliamo, per ogni N, un Cy tale che mis({| f| > Cy}) = N. Adesso bastera scegliere Yy = X,
dove

En={Con < |f| <Cn}

e di conseguenza |En| = N. Successivamente, consideriamo f ristretta agli Ey, i quali, possono
essere disgiunti. Qui avremo

YIENICNIP <1f17, < Y IENIICNIP =
N N

= %Nwzm” <IfIf, < %NICNI”.

15. LUNEDI 19.11.2012 - TERZA DIMOSTRAZIONE DI H-L-S E IMMERSIONI DI SOBOLEV

Lenunciato & sempre lo stesso, ma daremo qui una dimostrazione della disuguaglianza di
Hardy - Littlewood - Sobolev che fa uso della decomposizione atomica degli spazi LP.

Dimostrazione. Chiamiamo T f := # * f; abbiamo gia visto in precedenza che dimostrare una
stima di questo tipo € equivalente a dimostrare che

(Tf,@2l=Clflrligl;q

! . . . . . . P
con g € L9 . Visto che, come abbiamo visto nella sezione precedente, possiamo farlo, ci scriviamo
f e g nellaloro decomposizione atomica. Si ha

f=Ycnxn &= bini.
N T

Sostituendo all'interno della disuguaglianza che vogliamo dimostrare vera abbiamo

I(Tf,8)2l=

Y enbr(Txn,nD 2| < Y lenlIbLl(Ty N, 1L 2]
NL NL

ma il problema é che vorremmo che 'ultima quantita possa essere maggiorata da

o) o]

Quindi si tratta di valutare |[(Tyn,n7)| € questo € positivo dato che e piu semplice stimare con-
voluzioni di caratteristiche...e simili, come nel nostro caso. Sfruttiamo un lemma che dimostrere-
mo tra breve, per il quale

. 1-4 1-a
(Tyn,np)l < Crnln{NL d,LN d}

ed il minimo certamente esiste aper via della simmetria del prodotto scalare. Poniamo ¢y =
1 1
cyNP ebp=byLd. Allora
L
!

) g

a min{NLl—%LNl—%}

_1 _1
HTf @2l Y 1ENIN PIbLIL” 9|(Txn,nL)l < C
N,L

1
<(Lemma) <) ) [cnlIbLIN P L
T N
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Ma’ si possono avere due casi, che adesso sommeremo e stimeremo.
RS B
YN>LXleNlIbLIN ’”L “LN"d Casol _

Y N=LXlenlIbLIN® PL qNLl i Caso2

_a_1 -1 1 j_a_ L
<Y YNTATIL W fenllbl+ Y Y NTPL 47 |eyllbyl <

N>L N=<L
_1 1 1-L -1
< > Y N aLdlenllbrl+ ) Y} N PL 4lenlibgl
N>L N=<L

Adesso, bisogna ricordare che, per il lemma di Schur, se abbiamo un nucleo tale che K(x,y) €
L°L}, e allo stesso tempo K (x, y) € LS L}, allora

‘/K(x,y)f(x)g(x)dxdy =Clflzrligh;q-

Dobbiamo vedere se le ipotesi sono soddisfatte con

_1 1
K(x,y)=N 4L4 N>L r=

In pratica bisogna vedere se, per ogni L fissato si ha che

1
> N iLd=C.
N>L
Abbiamo che
_1 1 _d d da _d da _d
Z N daLd = Z N @q[aq = [ aq Z N @ <[aq] aq =1
N>L N>L N>L
quindi vale il lemma di Schur e questo conclude la dimostrazione. O
Lemma 15.1. Siaa € [1,d). Allora
(60) |(Txn ol < Cmin{NL ™, LN},

Dimostrazione. A causa della simmetria, ci basta provare il lemma per uno solo dei casi in cui si
ha il minimo; per avere I'altro caso basta scambiare N ed L. Quindi dobbiamo dimostrare che

1
e iefomsos

Dobbiamo provare a trovare una stima del sup della quantita a sinistra: moltiplichiamo per [ 7 dx <
L cosi da avere

1-4
<CNL 4.

1 1_2
|x|a * YN LOOSCN d.
Fissiamo un insieme E: se |E| < N allora la precedente disuguaglianza diventa
X _ont-g

E lx|@

che continua a mantenere senso dato che, per definizione,

1
(xe( ))d ‘/
VII“XEX ronax Exolxl

xg@
Osserviamo ora che poiche le’“ — 0 per x — +oo, il caso peggiore lo si ha se la regione in cui
integriamo € una palla. Sia, allora, E = B(0, r); sicuramente esiste un N tale che |B(0,7)| = N e
sostanzialmente possiamo scrivere
1 1

. dx "Nd 1 _ "Nd L 1
/ — =/ —ard 1dr:/ rd-1-agqr = yald-®
B, |l o T 0

e questo va bene. Sia ora E un insieme qualsiasi. Sia ora E un insieme qualsiasi. Bisogna mostrare

che
/ dx / dx
— < —.
ENxI® " Jpo,r 1xI%

7Per non portare avanti una notazione troppo carica, dall’applicazione del lemma abbiamo scritto i coefficienti senza la
tilde.
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FIGURA 4

Abbiamo che

dx _ dx dx - dx 1 d
@ TC I e e *
E X ENB(0,r) X EﬁCB(O,r) X ENB(0,r) X r EHCB(O,I‘)

dove la maggiorazione e stata fatta con il raggio della palla piu vicina ad E, come mostrato dalla
figura. Proseguendo troviamo che 'ultima quantita & maggiorabile da

/ dx N 1 ({B\E})</ dx +/ dx
Ly < axr ax
EnB(O,r) 1xI% 1% EnBO,n) 1xI%  JB\E IxI¥

O

Osservazione 15.1. Nella dimostrazione si ¢ sfruttato il fatto che ENCB = B\ E. Questo & vero
perche

|IBl=|BnE|+|BNCE|=|B\E|
ma allo stesso tempo
|B|=|E|=|BnE|+|CBNE|

e mettendo insieme le due relazioni si trova che|CBN E| = |BNCE| = |B\E|.
Passiamo ora alle immersioni di Sobolev.

Teorema 15.1. SihacheV ¢ € €° ®R%) vale la seguente stima con dei precisi indici:

(61 lola<ClVely  ~=2=22 45,
- q p* dp

Prima di dimostrare il teorema saranno necessarie alcune osservazioni e un lemma prelim-
inare. Come prima cosa, si osservi che se d = p formalmente siha || - | yo < | - || 14, Ma e una stima
falsa.

Infine osserviamo che se p > d allora W1'P — €04,
Per dimostrare la validita delle immersioni di Sobolev serve un lemma al quale abbiamo prece-
dentemente accennato.
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Lemma 15.2. Sia ¢ € €°[R4). Allora

Vol
|x— y|d—l

1
62 <|V =C
(62) [ =Vl a1 /

Dimostrazione. A meno di traslazioni ci si riconduce al dover dimostrare che

\Y
|<p(0)|sc/'|y‘|’;(_y1)'dy-

Siha, per il teorema fondamentale del Calcolo che

1

d

— ty)dt
/odf(p( Y

ma questo deve rimanere vero anche mediando sulle palle; si dova avere che

][ w(O)dy—][ e(dy S][ lp0)—@()ldy <
B, (0) B, (0) B, (0)

1
19O~ = S/o VIV @(ty)ldy

1 1
< Veo(ty)ldt|d
B0 B,m)(/o VIV ety ) y

ma dobbiamo dimostrarlo. Si ha che

][ w(O)dy—][ p(ydy
B/ (0) B, (0)

=

= “P(O) —][ pdy
B, (0)

< 1
1B /5,0

1 Loyl dy)
=(xty=7) = —|V —|dt <
(t1y=7) |Br(0)|/0 (/B(o) Ao

< (Fubini) = — /1£ VIV eIdy =
= = 1B, 0] /) | J 1 a1 |V PPN

T

1
/ IYIIVe(ty)ldtdy =
) Jo

IYIIVeldy.

-]
|Br () JB, ) [yl

Adesso 'ultima quantita & uguale a

rd

1
1B O /B, () 1y1471

yIVo(yldy + Voldy=I+1II
)

[Br () /B, (0
con

Iz][ ody—0
B (0)

perche ¢ € €5° mentre, poiche | B, (0)| = r? siha che per r — +oo

V00|
11— d
/[de a1

e questo conclude. O

16. GIOVEDI 22.11.2012 - TEORIA DI UNICITA PER NLS CON d =3

Facciamo un po il punto di come avevamo lasciato la situazione prima di utilizzare i nuovi
strumenti a nostra disposizione.
Avevamo
idru—Au+ulul®=0
(1,x) Ry x R,

Nel caso d = 1 fortunatamente H!(R) — L®(R) V a e quindi avevamo una buona teoria di es-
istenza ed unicita;
nel caso d = 2 invece H? ([Rz) %L"O(RZ), ma grazie a Brezis - Galouet siamo riusciti ad avere,
per 0 < a < 2 una buona teoria di esistenza locale;

dp

le cose vanno decisamente peggio nel caso d = 3: in generale si puo dire che per p < g < a»

si ha 'immersione WP (®?) — L9(R) e nel nostro caso concreto possiamo arrivare massimo a
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HI®3) = w2 (R3) — L8 che & decisamente ben lontano da L. Questo perd non ci impedisce,
almeno, di trovare dei risultati di unicita.

Morale della favola: cid nonostante con le stime dell’energia non arriviamo lontano...abbiamo
bisogno di quelle dispersive.

Teorema 16.1 (Unicita in dimensione superiore). Poste valide

2d
(1) limmersione di Sobolev H! ([R{d) — Ld-2 cond > 2 per lavorare al caso di nostro interesse;
(2) la stima dispersiva generalizzata

; C d 2
itA - J—
He f“LP(Rd) < _tﬁ(p) ”f”LP’(Rd) I(p) 2 (1 p).
Sia u(0,x) = p(x) € H! ®R%) ed = 3. Allora se
O0<a< 4
- d-2
esiste al pitt una soluzione di (NLS)q in %’t(Hl).

Dimostrazione. Procediamo per assurdo supponendo di avere almeno due soluzioni del nostro
problema. Esse saranno della forma

. 't
ul(t,x):e”Aq:i/ Iy g 1% (s)ds
0

, o
ug(t,x)ze”Aqu_r/ I8 o lus| % (s)d's
0

e l'obiettivo sara dimostrare che la loro differenza € nulla in una norma da noi scelta. Se vale
questo allora sara vero per ogni norma considerabile. Si ha

t
||u1(t)—uz(t)||LnS/ |
* 0

e IR (g |y | (5) - uzluzla(s)]“ ds=

t
1
sC | ———lumlwm|*-uzlug|*l ,ds
/0 [t — |9 L?

Adesso un fatto algebrico; lo possiamo utilizzare ora dato che ci siamo liberati del propagatore. Si
ha che

(63) |zlzl* - wlw|¥| = Clz— wl(1z1* +|w|*) Yz weC.

Possiamo continuare la nostra stima: I'ultima quantita &
|
<C | ———|[lug —wal|lugl® +uz1®||| , ds<
[ "

t
1 . .
< _ _ . Nd
C/O s 1) up()lpp (luf ey +luglicr) ds

con
1 1 1 2
— =t <= 1-—=-.
P’ r por

Infine maggioriamo tutto con

-

lurl ap + Nzl (/t a5 )
urll ap +lluzll ap |

L2 rz ) Uo |- s/0®
Ma questa € una stima puntuale e vale per ogni s una volta fissato ¢ e quindi nel termine tra le
prime parentesi tonde & sensato passare al sup in tempo; il secondo termine ¢ maggiorabile da
una costante, grazie alle immersioni di Sobolev; infine I'ultimo, se 9(p) < 1 e ¢ & piccolo, diventa
integrabile ed € una quantita finita. Quindi mettendo insieme i pezzi troviamo che secondo e
terzo termine sono maggiori di 1 e, al limite, si arriva ad avere una quantita positiva minore o
uguale a 0 e quindi anche a sinistra abbiamo una quantita identicamente nulla.
Quindi per avere tutto questo dobbiamo fare in modo che

{ﬁ(p)zg(l—%)d a)

ap 2d
ZSESE b)

( sup [lui(s) —uz(s) IILp)( sup
s€[0,1] * ) \se0,1]

fr—
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a) p-2 <E — _r z
d p-2 2
b)2= apSZd — 2P sas 2d_p-2
p-2 d-2 p-2 d-2 p
e mettendo insieme a) e b) si trova che
2d 2 4
A< ———==——
d-2d d-2
e questo conclude la dimostrazione. O

17. LUNEDI 26.11.2012 - STIME DI STRICHARTZ

Siamo arrivati finalmente allo studio di stime a priori sulla regolarita nello spazio-tempo per
le soluzioni del seguente problema:

{iatu+Au=0
(64)

u(0,x) = p(x) € L2

Ma vediamo di cosa si tratta. Allo stato attuale delle nostre conoscenze sappiamo che esiste uni-
ca u(t,x) € %t(Li) e che si conserva la massa ossia ||u(#,x)ll;2 = [ ¢ll;2: quindi, posto u(t,x) =
X X

eltd ¢, quello che sappiamo al momento & che
itA <
lle <.0||L<;0L§_||(P||L§-
Lobiettivo che ci si pone & di generalizzare questo tipo di maggiorazioni a priori con quantita in
norma L2 per coppie di indici (p, q) # (00,2).
Procederemo come segue:

(1) enunceremo il teorema secondo le cui condizioni valgono le stime di Strichartz;

(2) analizzeremo la necessita di tali condizioni;

(3) daremo la dimostrazione del teorema, dove si rendera palese la necessita di una con-
dizione particolare che, come vedremo, a priori risulta priva di giustificazioni.

Teorema 17.1 (Stime di Strichartz). Sia la ¢(x) del problema %%%ﬁpponiamo la dimensione
spazialed = 3. Allora ¥ (p, q) € [1+00] x [1,+00] si ha che

+

, p=2

[CYRSY

(65) [é 0] g = cr01,2 =

NS
Q|

P
L

Osservazione 17.1. Si osservi che la stima che conoscevamo con (p, q) = (oo, 2) rientra tra quelle di
Strichartz come uno degli estremi ammissibili; inoltre, come mostrato in figura (5) tutte le possibile
stime costituiscono un segmento: in assenza della restrizione che impone p = 2 a priori potrem-
mo aspettarci una semiretta e quindi molte piti stime. Questa e una delle conseguenze di questa
condizione.

Osservazione 17.2. La condizione

2 d d

—_t —=—

p q 2
e necessaria. 1l fatto e che, se supponiamo di saper calcolare la norma per qualsiasi ¢, allora le
stime dovranno mantenersi vere anche per le riscalate ¢ (x) = ¢(Ax) VA > 0. Un rapido calcolo

mostra che, con x € R si ha che

1 1
2 dy)\?2 _d
I Ol = (/|(p(,1x)|2dx)2 =(Ax=y) = (/|¢(x)|75)2 =172 oWl 2.

Detto questo vediamo come nascono queste condizioni: tutto deriva dall'invarianza per riscala-
. .. . . ,.Jsch_lin
menti parabolici delle soluzioni di

10 A =0
{l rup AUy — u,l(t,x):u(/lzt,/lx).

u(0,x) = p(Ax)
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-]

oo o 2
LeLi (o Y2)

I

4
¥
FIGURA 5. Possibili interpolazioni
Si ha di conseguenza che
2 _d
it A _ 2 — 277179 |.ita
Hel W”Li’LZ = ud*eAn]py = 2772 q‘el PllirLg
< < <
_d
CII(,OAIIL% = ||l,0(/1x)||L§C = A leqolngc

Adesso passiamo ad un teorema di analisi funzionale che ci permettera di dimostrare in modo
abbastanza astuto le stime di Stirchartz.

Teorema 17.2 (Teorema del TT*). Sia l'operatore T : # — X da uno spazio di Hilbert #€ a uno
di Banach X. Sia definito l'aggiunto T* : X' — 7€ dove

(T*x',h) 70 =(Th,x") x1 x.

Allora sono equivalenti le seguenti affermazioni:
D) TeZL(A,X);
@) T*eZLX' 7#);
@) TT* e £(X', X).

Dimostrazione. (1. — 2.) Sfruttando la caratterizzazione delle norme derivante dal teorema di
Hahn - Banach possiamo scrivere che
IT*x'Il 7z = sup (T*x',h) 7o = sup (X', Thyyr x < sup X'l x/IThlx <

he 6 he € he €
llAll=1 lrl=1 llrl=1

< sup Ihllz Xl I T =1x"l x I TI.
lhll=1

=1
(2. — 1.) Si ha che
IThlx = sup (x',Thyxi x = sup (T*x',h)z < sup IRIIT <"l x <IT*

x'ex’ x'eXx lx"I=1
Ix'lI=1 Ix' =1
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(1.+2.— 3.) e ovvia.
(3. — 2.) Risulta che

N1T* X 1% = (T* %, T*x) o = (TT* ', 5y xr x < I I I TT* 11X x <

/ ! 12
<X IxITT*Mx"lx = ITT*Ix"1%-

Ora siamo pronti.
Dimostrazione. (Stime di Strichartz - Prima parte)
Bisogna adattare I'argomento del T T* al nostro caso®. Avremo

T:4# — X

_ 12 md _r1Pr4
S =L"(R™) X—Lth ho— ei[Ah

/ !
con T operatore lineare e continuo. Sappiamo che (Lf LZ)’ = L’; Lz per via dell'identificazione
che manda

p! q/
Li Li 3F— (G F)z
' !
dove G € L’; Lz .
C’¢ il problema di capire che forma avra T* : X' — 7¢: dovremo calcolarcelo a mano. Sappiamo
che
(Th,x"yx x = (h, T*x) z

dove il primo & un prodotto di dualita mentre il secondo ¢ il vero prodotto scalare dello spazio di
Hilbert. Nel nostro caso avremo

(Th, G>L%x =(h, T*G)LZ([Rd)-

Siha che

(Th,G) 2 :// e“%-é(t,x)drdx:/(/ e”%-é(t,x)dx)dt:
L JRJRE R \/Rd

= (per Plancherel (f, f);2 = f, f)Lz e quindi passiamo elthag) =

:/(/ h~eitA6(t,x)dx)dt:/(/ h~e‘itAG(t,x)dx)dt:
R \JRrd R \JR4

:(Fubini):/ h(x) (/ e—itAG(t,x)dr) dx
R R
Quindi la situazione & la seguente:

.72 pPrd
T:12 — LP1d

67) .’y — 'Li
G(t,x) — fRe‘”AG(s)ds
(68) TT*(G):e”A(/ e‘”AG(s)ds):/e"(f‘”AG(s)ds.
R R

Alla luce di quanto visto, le stime di Strichartz assumono tre forme diverse, ma tutte equivalenti
grazie al lemma sull’operatore TT*. Vediamo tali forme.

|fee st F©as| , < CIFl 1

“e”Ah

=Clh
= Cllle

H Jn ei(f—s)AF(s)ds“L?Lj <C|F

/ !
P rd
Ly

8Qui supporremo d=3e p #2.
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Blocchiamo un attimo la dimostrazione ora. E’ arrivato il momento di capire la seconda as-
sunzione del teorema ossia che, affinche valgano le stime, necessariamente p = 2.

Proposizione 17.1. Siano X eY spazi di Banach e supponiamo di avere l'operatore T : LP (R, X) —
LIR,Y). Supponiamo l'operatore invariante per traslazioni ossia tale che T(tj, f) = 1,(T f) e che
T e L(LP,1L9). Alloraq = p.

Dimostrazione. Sia C = || Tl ¢ (1r,1q). Questa costante esiste per ipotesi ed & la migliore costante
per cui

ITflLa =Clflie.

Sevale per ogni f, varra anche per le traslate f+7, f e quindi dovra valere ancora || T (f+7j, f)llzq <
Cllf+7tpfllLr. Ma osserviamo che

1
lf+TnfliLe — 2PN flLr

dato che, per h — +oo, i due supporti divengono sostanzialmente disgiunti. Invece

1T +Tp O liga =1Tf+Tp(THlLa —*2é||Tf||Lq
e di conseguenza
1T flla = C20 01 £l
ma allora 2%_% > 1 perche se fosse minore di 1 avremmo migliorato la costante C e questo &
assurdo dato che per ipotesi € la migliore possibile. Quindi
1 1

———20<= g=p.
p q

O

Dimostrazione. (Stime di Strichartz - Seconda parte) Se nella precedente proposizione poniamo
q := p' ritroviamo la condizione p = 2. Ora finalmente resta da vedere che

(D) H/e"”*smF(s)ds
R

<CIFIl , o-
v a
Ll Ly Ly
Pil1 precisamente, data la stima dispersiva

p=2

() “e”AtanzStﬁ—c(mlltplngr ﬁ(q)={0%(l_%) p>2

allora (S) — (D). Inizialmente stimeremo puntualmente per ¢ fissato:

- . c
i(t—=8)A i(t—8)A , —
/Re F(s)ds LzS/RHe F(s)HLZ dss(S)sC/th_slﬁ(q) IF@ g ds

* || F(s) ”LZ')'

_C( 1
-\ gp@

Ora questa stima puntuale ci autorizza a scrivere

i(t=s)A
e F(s)ds /
‘/R %

* | F(s) "LZ’

1
<sC|\l—7%—= <(H-L-8<I|F
1 1B@ Lf ( )= (S)IIL,[,/
che vale se 0 < (q) < 1. Di conseguenza troviamo, ricordando che d =1, che
1+1—,B(q)+ 1 _2,d_d
p P p q 2

che e la condizione richiesta. Infine
2
0<sf(@)<1l <= 0=s—<1 << p>2.
p
O

Ora & arrivato il momento di pensare alle applicazioni riguardanti queste stime. Lobiettivo &
arrivare a risultati di esistenza.
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Osservazione 17.3. Al solito, ci si riportera alla ricerca di punti fissi e quindi dovremo necessaria-
mente stimare l'operatore di Duhamel; questo non é un problema perche nel momento in cui per il
propagatore valgono
itA
e <
H (pHLfLZ Clielz

allora sapremo stimare TT*, che viene calcolato su tutto R, e di conseguenza anche lo stesso oper-
atore in [0, t] ossia proprio quello di Duhamel.

E’ il caso di confermare quanto detto della precedente osservazione tramite il prossimo teore-
ma.

Teorema 17.3 (Christ - Kiselev). Sisupponga q > p e valga la seguente stima:

” / K69 f©)ds| =Clfll.
R Lq

Allora la stima vale anche per l'operatore ritardato ossia

¢

H/ K(t,9f9)ds|  =Clfiz.
0 Lq

Osservazione 17.4. Si osservi che se il nucleo integrale fosse K > 0 allora il teorema risulterebbe

banale. Il fatto non banale e che esso vale anche nel caso in cui si abbia K oscillante e proprio per

questo ci é utile.

Ma questo non ¢ abbastanza. Vogliamo poter avere pil liberta nella scelta degli indici per
cui 'operatore di Duhamel e stimabile tramite le stime di Strichartz. Questo ce lo consentira il
prossimo teorema.

18. GIOVEDI 29.11.2012 - STIME PER L'OPERATORE DI DUHAMEL E TEORIA D’ESISTENZA PER NLS
INd=3

Teorema 18.1. Si ha che per ogni coppia (p, q) e (1, s) tali che
2 d d 2 d d
_ = — —_t — = —

» G2 -t 3 p>2 r>2

vale la seguente stima:

(69) , =CIFI

! o6l
L Lo Ly

[ 2
/ =9 E()
0

Prima di dare la dimostrazione, precisiamo qual’é I'idea che vi & dietro e che effettivamente ci
consente di avere queste stime. Le stime di Strichartz sono vere anche per il fatto che I'operatore
T: Li — L’; LZ ¢ lineare e continuo. Ma per il teorema del TT* questo & equivalente a dire che

! !
lo & anche I'aggiunto formale T* : L’: Lfg — Li. Ma, ancora, € lecito avere continuita e linearita
per T: Li — L} LY. Ma, sepre per il teorema del TT* quel che abbiamo detto & equivalente a
dire che ¢ lineare e continuo I'operatore

v 2
TT*: LV L] — L5 — LLL}

che pero non € quello di Duhamel. Qui entra in gioco il risultato di Christ - Kiselev grazie al quale
si avra la tesi.

Dimostrazione. Caso 1: (p,q) = (1, 5).

Allora (', s") = (p’, ") e questo significa che stiamo stimando un oggetto in uno spazio con un 'al-

tro nel duale. Si procede esattamente come per le stime di Strichartz, facendo pero attenzione al

fatto che, prima di portare la norma sotto il segno di integrale, ¢ necessario sopprimere il termine

oscillante. Una volta fatto questo si procede tramite 'argomento del TT* come fatto in prece-

denza.

Caso 2: (p, q) = (+00,2). Sostituendo nelle condizioni si trova

2 d d
272

(e .9]
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il che significa che (r, s) sono liberi di variare, o meglio, non abbiamo vincoli sulla loro scelta. A
priori, non sappiamo se anche in questo caso stiamo stimando con oggetti del duale.
Quindi la questione ¢ arrivare a mostrare che, V t € R fissato,

t .
sup / e'=9AF(5)ds
0

t

<|\|Fl|l, ¢ -
PRI
X

A questo punto usiamo il fatto che e!(/=94

t . , ro.
/ e’(t_s)AF(s)ds:e”A/ e AR (s)ds
0 0

€ un propagatore e possiamo scrivere

e, poiche e’’2 & un’isometria su L2 si ha

t .
/ PUGRES TOPN
0

t .
/ e ISAF(s)ds
L2 0

<
2 W 0,08
dove l'ultima disuguaglianza va ancora motivata. Ma in effetti &€ ovvia: se fosse stata per t €
(0, +oo) avremmo avuto la vecchia stima per il T*, per il quale sappiamo risulta vera. Maa al-
lora se vale per (0, +00), a maggior ragione varra per tempi finiti (0, #). Quindi F ¢ limitata nella
striscia [0, T'] e passando a ¢ — +oo si trova

I ¢ < |FI
X

L' 0,0L 'y

Caso 3: (p,q) ed (r,s) taliche p = r. Se p = r si hail caso 1 mentre, se p = +o0, siritrova il caso 2.
Quindi questo e il caso intermedio rispetto ai due3 estremi. Per essi avevamo trovato che

t .
‘/ =98y ds
0

<|IFl
N

r'rs
L;'Lx t ~x

! !
rrs
Lr'L

[ .
/ PUGRES TOPN
0 Lo

, = I
Lx

dove la quantita con cui stiamo stimando é la stessa per entrambe le stime; quindi non & neces-
sario usare stime d’interpolazione particolari. Basta applicare Holder ad

t .
/ =90 p(ods
0

cosi da avere

9 1-9
I "Lij = ”L‘;’OLill ”L;L§ < CIIFIIL;/L?.
Caso 4: (2 < p < r).Si tratta in questo caso di dimostrare che
t .
|IDF| = ”/ =98 p(9ds <CIFll, ¢
0 LPLZ Ly Ly

t

ma non possiamo utilizzare alcuna stima di interpolazioneperche siamo al di fuori degli estremi
possibili. Proviamo un approccio meno diretto: dimostrare la validita di quest’ultima stima &
equivalente a dimostrare che

*
(70) ID" Fllygiy < CUFI o

Se riusciremo ad avere una stima di questo genere avremo gli esponenti con la giusta monotonia.
Proviamo a calcolarci D*: sfrutteremo il fatto che, se abbiamo due spazi di Banach X,Y e un
operatore lineare T : X — Y, allora esso & continuo se e solo se & continuo 'operatore T* : Y/ —
X'. Adesso, formalmente, abbiamo

— . *
(DEG);2 =(F;D"G)z
e sappiamo che

t .
(DE g) ;2 :/ (/ e ""IRE(5)ds, G(t,x)| _d.
£x R, Jo 2
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Poiche t ¢ fissato possiamo portare il segno di integrale fuori del prodotto scalare ed avere

t
_ i(t—s)A _
(DF,G)L%X—/Rt /0 (e F(s),G(t,x)]Li ds]dt_
d t
:/ / (Fes),e7 17946, ) zds]dt:
R, LJo Ly
t
=/ / (F(s), H(t,x)) 2 ds]dt:(Fubini):
R, LJo x
oo i(t—s)A
= ds F(s),e’"" "> 2G(t dt|=
/R t ( /S (Fe 0),, )
+00 .
=/ ds(F(s),/ e*’“*S)AG(t)dt)
R s 12

dove l'ultima uguaglianza € dovuta al fatto che, per s fissato, e {=9AG() non dipende da t.
Quindi

+00 .
D* =/ e =9AG(ndr
N
L L . . d st
adesso si dimostra ,come nei casi precedenti, la stima (Hﬁj—s. = O

Adesso iniziamo a vedere un utilizzo delle stime di Strichartz. Sia il problema

(V1)

idru—Au+ulul®=0 d
(t,x) € Ry x Ry

u(x,0) = @(x)

per il quale, grazie ad essere, risulta possibile avere una teoria d’esistenza in dimensione d arbi-
traria, ma soprattutto con dato iniziale meno regolare quindi non pii1 in H' ma il L2.

Osservazione 18.1. Si noti che se si ha esistenza locale con dato ¢ € L2, allora automaticamente
lesistenza vi e anche nel caso globale dato che || ¢ || ;2 & costante lungo l'evoluzione. Inolire, per lo
stesso motivo, non e rilevante che ci si trovi nel caso focalizzante o in quello defocalizzante.

Teorema 18.2. Sia0<a < %. AlloraVN ¢ € Li ATl ;2) >0, ult, x) tale che
X

2 d d
7l a+2 2 “ -z
ulx,t)eXr:=L ([0, T1,L% )m%([o, T],LxJ se p +_a+2 =

Osservazione 18.2. Ricordiamo che gia avevamo incontrato un teorema di esistenza per il quale si
aveva pii scelta per l'esponente ossia per 0 < a < ﬁ, ma in quel caso il dato iniziale era supposto
piit regolare ossia p € H 1

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che Ty :Bx;(0,R) O ossia che esistono R e T tali che

. T .
itA / el(tfs)Aulula(S)dS
0

<

Xr
<Clelz +llul®
L L

Tou S”e H +
" 7] ”XT @ X

<Cllplz +|ulul®| 1

/ 2)/ ’ ’
r ([O, 7],L@+? ) (+ayr’ p(+a)(a+)

Adesso vedremo che (@ +2)'(1+a) =a+2. Siha
1 1 , a+2
——=l-— = (a+2) (a+1)=—— (@ + 1) =a+2.
(a+2) a+2 a+1

A questo punto dobbiamo verificare che (a + 1)’ < r: se vale questo allora

)
(72) I T(pu”XT = C||<P||L§ +CT ”u”Lr[O,T]L?Z‘
Siha
, a+l 1 a+l 1
(a+1)r' <r < — <5 = —<1l-1- = a+l<r-1 <
r r r r
1 1
= a+2<r = -<——
rooa+2
ma valgono per ipotesi le stime di Strichartz con p =r e g = a + 2 e di conseguenza si ha
1 1 da+2)-2d 2 da 2

4
s — < — a<-—.
rooa+2 2(a+2) a+2 2@+2) a+2 d
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Ora che sappiamo che la palla viene mandata in se stessa, cerchiamo di provare che
ITpu—Tyvlx, <Clu-vlx, Yu,veBx,(0,R) C<1
dove ricordiamo che
lull xp := IIMIILOO([OYT],L@ + ”u”Lr([O,T],Lg-#Z)-
Siha

Tpu—Tyvlx, < < (Strichartz) <

Xr

[ 2
/ez(t—s)A(u|u|a(s)—y|v|“(s))d3
0

= Cllulul® - viv|¥|

L (0,1),L*?")

A questo punto stimiamo in x e successivamente in #; nella prima delle prossime disuguaglianze
useremo il fatto, che gia abbiamo usato in precedenza, che

|zl2|" - wlw|*| < Clz - wl(1z1 + |w|?).

a
ol

lulul® - v|v a2y < Iw— vl (Jul®+1v%) "L(a+2)’ < (Hélder) <
X X

<Cllu—vl;ar2(Nl®ll,q +1VI%],q) <

= vl gz Nt g + 11010 g
a a

< Clu=vlggez (lulgre + 1005002

con l'ultima stima nella quale si & usato il fatto che
1 1 1 1 1 a

=1- = +— = —=—.
(@ +2) a+2 a+2 g¢q qg a+2
Ora stimiamo in tempo, useremo Holder nella seconda delle seguenti maggiorazioni.

a a
lulul™ —viv|™|

a a
Jovary = C = vigen (1, + 101,

' <
L (0,11, L',

a a
=Cliu=viigger |, 0 g 110 41010 oo, 1802 <

< lul, +lvl
L L

aq ra+2 aq ra+2
T LX T Lx

dove bisogna prestare attenzione all'ultima disuguaglianza: essa & valida perche dobbiamo avere,
nella seconda riga, % =1- % ma poiche valgono le stime di Strichartz si ha

1 d d 2a+4-2d-ad+2d 2(a+2)

— =1+ - —= = g=—.

q a+2 2 2(@+2) 2a+4—ad
Adesso vogliamo avere lo stesso tipo di quantita ad entrambi i lati della nostra disuguaglianza,
nella quale vogliamo far comparire una potenza di T'; quindi si deve avere aq < r. Sfruttando
Holder abbiamo un’ulteriore condizione: mettendole insieme si ricava

1 1 1 1 2
=== ==]1-£ a 1 a 2
q 1 q ' Dag<re= —<- = —<l-- <
ag<r r o q r r
a+2 1 1 2 2 (8S)d d
<le=s < — &= - <— &&= ———— < ——
r r o oa+2 r o a+2 2 a+2 a+2
ad+2d-2d 2 ad

< —
2(a+2) a+2 4
Questo dimostra che con questa numerologia vale il teorema delle contrazioni e quindi esiste la
u candidata soluzione che soddisfa i requisiti richiesti. O

19. LUNEDI 3.12.2012 - NLS: ESISTENZA ED UNICITA, PER DATI PICCOLI, GLOBALE IN
SPAZIO-TEMPO

Supponiamo di avere I'esponente critico a = %; di conseguenza viene meno la validita del-
I'ultimo teorema presentato. Ma abbiamo ancora qualche possibilita di avere buona positu-
ra del problema di Cauchy a patto di prendere dati iniziali, seppure meno regolari di H!, ma
sufficientemente piccoli.

Teorema 19.1. Sia a = % e supponiamo esista un €y > 0 tale che ¥ ¢ € L2 si abbia || ¢ ;2 < éo.
X

Allora esiste unica e globale u(t, x) € L?;Z (Ry x Rj‘g).
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Osservazione 19.1. Rimarchiamo il fatto che fare un’ipotesi di piccolezza sul dato iniziale garan-
tisce, tramite il teorema, una sommabilita globale in spazio e in tempo. Questo e pii di cio che

avremmo potuto dire altrimenti ossia che, al piil, u € L‘l"(;’cz.
) ) ) 2+% 244 . ) ) ) )
Dimostrazione. Sia Xt =L, “L, “ enotiamo subito che i due esponenti formano una coppia

di Strichartz dato che
2 d d

— =—.
4 4

2+ Vi 2+ a 2

Mostriamo ora che Ty, : Bx, (0,R) O se || ¢ ”Li < gp. Si haora

4

4 1+4
I Tpul < Clplpz +hululd | g o <l +lul 7, <
th d d
B t,x

1+4
=Cllolpz+llul 9
244
L

Lx
dove 'ultima disuguaglianza & motivata dal fatto che
, 4
I1+a)(1+a) =2+ 7

A questo punto entra in gioco l'ipotesi che || ¢ || ;2 sia piccola; siamo arrivati ad avere una disug-
X
uaglianza del tipo Cll@|l;2 + R1*@ < R. Tale R esiste e per convincercene dobbiamo considerare i
X
sottolivelli {R1*% — R+ C = 0} dove C dipendera da &o. O

FIGURA 6
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20. GIOVEDI 6.12.2012 - SCATTERING IN L% PER NLS: DATI PICCOLI L? E CASO L2-CRITICO
Cominciamo con dei risultati riguardanti lo scattering per dati iniziali ¢(x) € L? ®%) per
4
i0fu—Auxululd =0
73 { ‘ Jul
u(0,x) = @(x)

Cominciamo con un risultato per dati piccoli, ma prima & il caso di osservare che 'esponente
N . . . . s s . .

4 & proprio que.llo per 1.1 quale sappiamo esserci globale sornr.nablht.a in spazio e in tempo. In-
oltre esso € motivato dai riscalamenti cui dovremo sottoporre il termine nonlineare, come breve
vedremo, nella dimostrazione.

Teorema 20.1. Sia d = 3. Se il dato iniziale e piccolo in norma Li allora vi é scattering ossia

— 0.
L3

(74) Jep>0: ”‘/’”LEQOSH%ELir”u(t,x)—e"m(pi‘

Dimostrazione. Sfrutteremo il fatto (che non dimostriamo) che si ha scattering per u(¢, x) se e
solo se la famiglia e'? Au(r) & di Cauchy in Li. Adesso agiamo su u(t) con e’ tA cosi da avere

, ro
e_’mu(t):(p(x)+/ e_”Aululg(s)ds
Jo

dove, poiche il tempo é fissato, abbiamo agito direattamente sulla funzione integranda passando
sotto il segno di integrale. Qui entra in gioco il dimostrare che e™*? Au(r) e di Cauchy ossia che
Y 11, tp > i(€) si hache

He"'”Au(tl) _ e—itgAu(tz)‘

<Ee.
2
Lz

Supponiamo, nei calcoli, t] > ». Avremo

/ !

“e—ih Au(tl) _ e—itzAu(tZ)

7] . 4
/ e IS A yuld (s)ds
5]

~

4
= < H ululd
2 ~ P q
Lx Li (I],l‘z)Lx
dove abbiamo stimato l'ultima quantita grazie alle stime di Strichartz: questo & possibile perche
possiamo pensare che T: f — elIAf X(r1,1,) Ossial'operatore T ristretto ad una striscia di tempi
e quindi ancora valido. Ma (p, q) deve essere una coppia di Strichartza affinche [|u(z, x)|l ,, 4 sia
d
t,x

una quantita finita. Quindi dovremo avere p =g =2+ %. A questo punto concludiamo con

1+4
Shul ¢

4
aut| <
” LV ((11,12) xR%) Py

) (11,1) xRY)

Un rapido calcolo mostra che p’(l + %) = % +2. O

Adesso poniamo un ulteriore risultato nel quale verra meno l'ipotesi di piccolezza del dato
iniziale al fine di avere scattering. Riusciremo comunque ad averlo, ma per tempi finiti.

Teorema 20.2. Siaa = %. AlloraV ¢ € 23 T(p)>0:3u(t,x) € X dove
4
Xr:=% 10, 71,13) n 1%* 4 ([0, 7] x R?)

Dimostrazione. Al solito vogliamo arrivare ad una contrazione, quindi cerchiamo un R per cuila
palla Br(XT) viene mappata in s¢ dall’applicazione T. Si ha

. r.
I T(/)u”XT 5 "e”A‘PH 4 / el(t—S)Aulula(s)ds 5
Xr 0 Xr
<[] +nuiu <let o, +hui®d <
e uju 4 e uju
~ ¢ Xr L(2+E)r([0yT]de)N ¢ Xr L2+% ~
tx

. 4
<“3”A(PH +R2YF <R
~ Xr
dove l'ultima disuguaglianza stretta & quella con cui vorremmo concludere. A questo punto dob-
biamo sfruttare il fatto che, per tempi piccoli, il dato iniziale si mantenga piccolo ossia che
i T—0
Py tA 4 A
d ([0, T1xR%)

o),
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Questo ci premettera di avere € +R?*d <R.A questo punto si ripetono i procedimenti gia visti in
precedenza in altre dimostrazioni. O

Adesso passiamo a dei risultati riguardanti lo scattering per dati iniziali ¢ € H? ®%). Avre-
mo maggiore scelta degli esponenti nelle stime grazie alle immersioni di Sobolev. Prima di dare
il prossimo risultato soffermiamoci sulle ipotesi che vedremo e sulle stime che useremo per di-
mostrarlo. Tra le ipotesi troveremo (p, q) = (r,a +2) e questi esponenti formano una coppia di
Strichartz, inoltre, a = ﬁ & 'esponente critico per dati H! cosi come a = % lo & per dati L2.
Useremo le stime di Strichartz adattate per il gradiente ossia

itA <
- e L S1 Uy 2 d_d
|fy e 92 Fsas| , g SIFI o0y Pa 2
0 Lwe ~ T wd

le quali valgono perche

¢ sappiamo gia che vale la stima di Strichartz in 12
« anche per il gradiente si ha

IVu(t, 0l g SIVelL2

che risulta vera perche il gradiente commuta nella (NLS) ed esso stesso € ancora una
soluzione con dato iniziale V ¢.

Teorema 20.3. Sia0<a < ﬁ cond =3. Allora¥ ¢ € H}C ATl 1) >0, 3u(t, x) € X dove
X
Xr:=6(00,T], HY) n L' ([0, T], Wy *+?).

Dimostrazione. Al solito vogliamo provare l'esistenza di un R > 0 tale che Br(X7) . Siha
t -
/ eIy % (s)ds
0

a
Sl + lulul®]

S
Xt

T < +
ITpullx, SNl

' ([o,T],W}(”‘”’/)

Lobiettivo & mettere in evidenza una potenza di T: vediamo come. Partiamo con la stima in x:
a a P a
[lze]ze]™ |l whta+2! =~ ||Vulul "L(zx+2)’ < (Holder) S IIVullLa+2 lu®ll ax2 S
M X X Lx a
a+1

a
Slullyrase il g ST 1are-

Adesso procediamo con quellain #:

1 a+l
LTI It B AT oy [T <
Wy i’ [0,T) Wy )74 [0,T] Wy LP @+ (g T}
5T’9llu||“+1

Ln([o,T],W;"“z)'

Questa ultima maggiorazione, alla quale effettivamente volevamo arrivare, & verase (a + 1)p’ < p
ossia per

atl _ 1 at2 11 (2 d _d)
p p p p o a+2 p a+2 2
2 2 d d+2 2(d+2) 4
= —<— —<— -2 <= a<-.
p a+2 2 a+2 d d

d

21. LUNEDI 6.12.2012 - ESISTENZA E UNICITA PER NLS Hl—SOTTOCRITICA, SCATTERING H! E
DECADIMENTO DELL'ENERGIA POTENZIALE PER NLS L2 SUPERCRITICA

Adesso presentiamo un teorema di esistenza e unicita locale per (NLS) con dati iniziali H 1 (Rd).

Teorema 21.1. Sia0< a < ﬁ. Allora3aT (¢ ) >0, 3!u(t, x) € X1 dove

4(a+2) da+2)

(76) Xr:=%(0, T, HHnLP (0, T, Wy (p'®,q@) = @2 dia
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Dimostrazione. Sempre tendo a mente che vogliamo arrivare ad una contrazione, si ha

Toulx, < +[lulul®
ITpulx, SUllp + lulul ”LP’([O,T],W;"W)

e a questo punto stimiamo in x.

¢4 [e4 [e4 [e4
Nelwl®N g = IVulul®l o SIVullallu®l o SIVulallul® e <
W, Ly X Lf_z X 132

<lultte
~ W;,q

Analizziamo la precedente catena di maggiorazioni: nella prima stima abbiamo utilizzato Hélder

e abbiamo trovato
1 1 1 q
l-——=—4+—-—=r=—-:.
q q T q-2
Invece nell’'ultima stima fatta abbiamo sfruttato I'immersione di Sobolev || u|| ot = CllVul ra con

q* = dquq' Ma per valere tale risultato si deve provare che

d
77) 49 _ 29
d-q q-2
Prima di provalro, osserviamo che la stima avrebbe ancora senso se g < g* < %, ma andrebbe
fatta con u anziche Vu. Ora abbiamo
d
" ﬁ = d(g-2)=ald-q) = da+2)=qla+d) =
d 2 d 2
= (q: M) — da+2)= M(d+oc)
d+a d+a

e quindila (%%%%sulta essere un’identita e abbiamo proprio g = g*.
Adesso stimiamo in tempo:

(1+a)p’
Rl g+ 0P 1

lluel Uuaw%mjmmdw)“' (10,71, w;")

M%MNW@W)S

dove I'ultima stima & dovuta al fatto che

(1+oc)p’<p<:>2-'-—a<1<:p>oc+2<:>(p:M PP
p (d-2a d-2
com’era nelle nostre ipotesi. A questo punto possiamo applicare il teorema delle contrazioni e
questo conclude. O

Teorema 21.2. Sianod =3, % <a< ﬁ ed u(t, x) soluzione di (NLS) g, . Allora¥ ¢ € H}3 @y €
HE= lle!™ g, —u(t, 0l 2200,

Prima di dimostrare questo teorema vediamo qual’e il legame tra la presenza di scattering H 1
e quello che scopriremo essere il decadimento dell’energia potenziale.

scat

hi .
Teorema 21.3. Vale il teorema m e solo se || u(t, x) ||Lq 20 0 per2<q<2*.

Dimostrazione. (=) Sappiamo che |u(t, x) — elth @1l 2520, si ha, per la disuguaglianza
- X

triangolare che

H PRI

itA
u sHu—e’ H + " .
I "LS? ¢, 19 ¢, 1

Il primo termine a destra va a 0 grazie alle immersioni di Sobolev, mentre i problemi sorgono sul
secondo. Anche quest'ultimo dobbiamo mostrare che va a 0; proviamo con la stima dispersiva. Si
ha c
itA
He (p+H e ———= ol 4
—IIL dafj_2 - L

X 2 (l 4 ) X
ma l'esponente ¢’ ci porta fuori da H 1 e questo non ci permette pitt di controllare le quantita
di nostro interesse: dovremo usare un accorgimento. Possiamo pensare ¢ € <€(‘)’° che & denso
in H! e questo permette di passare senza problemi al limite nella disuguaglianza dispersiva per
t — +oo e trovare che anche ||e”A 0, ”LZ — 0. A questo punto, il fatto che ||e”A ol =llellgp

implica che [ull;4 — 0. Questo € dovuto ad un risultato di analisi funzionale: astraendo dal
X
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nostro specifico problema, supponiamo di avere un operatore lineare T(¢) : H — H, dove H €
uno spazio di Hilbert, e tale che

ITO@lg=llelg
ITOelp =*C0vgped = ITM@ly —=°0VxeH.
D=H
O

Dimostrazione. (<=) Per ipotesi si ha che [ u(t, x) ||Lq — 0 per un certo 2 < g <2* e partendo da
X
qui, tramite le stime di Strichartz, vogliamo arrivare ad affermare che

llue(z, x)”Lp (R, Wha+2) < +00.

11 fatto di avere il limite per £ — +oo ci porta a non considerare solo tempi nella striscia, ma su
tutto R, mentre, poiche il risultato che vogliamo dimostrare & in H', ci serve lo spazio W1#*2 per

studiare il comportamento di Vu. Si noti che voler dimostrare che || u|| 1P (®),wher2 < +00 equiv-
loc X

ale a dimostrare la teoria di Cauchy che abbiamo gia visto.

Tornando alla nostra ipotesi, essa vale anche per qualsiasi g < g; < 2* per Sobolev.

Ilfatto che [ ull ¢ — 0 puo essere equivalentemente formulato come segue: V¢ : 2 < g < 2* Aty —
X

+oo tale che

1
sup full;q<—;
[tn,+00) * n

inoltre possiamo sempre supporre che
idru—Au+ulul®*=0
u(0,x) = u(ty, x)

dato che non & obbligatorio pensare I'inizio dell’evoluzione al tempo ¢ = 0. A questo punto
usiamo le stime di Strichartz:

a
It Dl yyrese S Nt gy + Dl o

Adesso stimiamo in x:

a ~ a a a
el N vy = IVl oy S IVl a2 1000 a2 S IV Ul a2l e S
9 1-9a

SIVull a2 un(, ?

dove nell’'ultima maggiorazione abbiamo utilizzato la stima d’interpolazione classica con
9 1-9 1
4 -

@ g a+2
Stimando in tempo ora troviamo

1-9 1-9 1-
e Ty AT el RS (TP W (% ot R
t t t

1 1+ad
< —(IVu 2
< livad a7
dove I'ultima stima & possibile se si impone (1 +a9)p’ = p. Vediamo cosa comporta questo. Si ha

, 1+ad 1 2+ad
l+ad)p' =p <= =1 —

=l ald=p-2 <

p p p
p-2 2 2
— 9= €(0,1) = p<a+2 = —> —— =
a p a+2
. d d 2 d d+2
<= (Strichartz) &< — - —> — <— — > ——
2 a+2 a+2 2 a+?2
4
— a>-.

d
A questo punto, posto X = L’; W,%"”Z abbiamo capito che

lu(t, )l x S C+enllut, x))L0%
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e quest’ultima stima ci porta a considerare che le quantita di nostro interesse sono nei sottolivelli
di {R+C-e, R1"9% < 0}9 A questo punto ricordiamo che per ipotesi [|ull;¢ — 0 e quindi €5,
puo essere arbitrariamente piccolo; questo insieme al fatto che C € una costante che puo crescere
arbitrariamente, conduce alla presenza, nei sottolivelli, di due componenti connesse. Se il dato
iniziale € nella componente connessa I, allora, per ragioni di continuita, sara vincolato a rimanere
in essa.

Quindi ci siamo ricondotti ad avere le ipotesi per cui valgono dei risultati gia visti sullo scattering
per dati H! e questo porta alla tesi. O

e

NN

b

FIGURA 7

22. GIOVEDI 13.12.2012 - SUL DECADIMENTO DELL ENERGIA POTENZIALE
Adesso un’'ultima proposizione.
Proposizione 22.1. Sia u(t, x) soluzione di

idru—Au+ulul®*=0
u(0,%) = @(x) € H (RY)

Allora per2 < q <2* siha lull,g — 0.
X

Per la dimostrazione saranno necessari diversi strumenti; cominciamo dalle stime di Morawetz.

9Si osservi che un €5, <« 0 rende evidente il perdominare del termine lineare.
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Proposizione 22.2 (Morawetz classiche). Sia ¢(x) fissata. Allora

d
- w(x)lu(t,x)lzdx:—ZIm/L'NuV(pdx
dl" R4 i

2
dr?

Dimostrazione. Osserviamo, prima di addentrarci nei calcoli, che queste uguaglianze sono da
intendersi vere puntualmente in ¢. Detto questo si ricordi che

2
/d(p(x)lu(t,x)lzdx=4Re/(H2(qu,V<p)dx—/Az(plulzdx+ﬁ/mplul‘”zdx
R

ur=—iAu+iulul®.

Orasiha

d
T d(p(x)lu(t,x)lzdx:/(putﬂdx+/(puﬂtdx:
R

=/(p[—iAu+iulula]adx+/(p[iA12—iﬂlul“]udx=i[/(—(pAuﬁ+(puAL’t)dx
/(pIVulszH—/V(quL'wlx—/(pruIde—/VgauVL'tdx

= —ZIm/V(quﬂdx

= (per parti) = i

Per quando riguarda la seconda uguaglianza abbiamo
2
dr?

/d (P(x)lu(t,x)|2dx - _2Im
R

/ﬁtVuV<pdx+/L'NutV(pdx

:—ZIm[/(iAL'L—iulula)VuV(pdx+/uV(—iAu+iulula)V(pdx

=—2Re /A avVuV @ —iaVAuVe—ilul*VuVe+uV(ulul*)Vedx
’ 1 11

Adesso sviluppiamo il secondo pezzo sfruttando il fatto che

2
V() ul® = == v(u|®*?).
a+2
2
=2z /V(|u|a+2)V‘de+/V(Iulz)lul‘xVuV(pdx+2/A(p|u|a+zdx:

a

_ _ 4 a+2
—(2 —a+2)/A(p(|u| )dx

Adesso, invece, sviluppiamo il primo pezzo.

4
= (per parti) = - +2/A¢(|u|“+2)dx+2/A(p(lulc”z)dx:

I=—2Re/AL'NuV(pdx+2Re/L'NAthpdx:

=—2Re/0? U0y u@k(pdx+2Re/126k0§ udy @ dx = (per parti, cambio segno) =
:2Re/6]~ aajakuakq)dque/aj Ul udjorpdx—

—2Re/120k0j u@kéj(pdx—ZRe/ﬁj Udg0judpdx=
:Re/akuaju|2)ak<pdx+2Re/(H2<qu,vu)dx—Re/ak(|aj ul®) o p dx+
+2Re/6ki¢0kuaij(pdx+2Re/au0i6j(pdx:
=4Re/(H2<qu,vu)dx+/aj|u|zaiaj<pdx=

:4Re/(H2<qu,va)dx—/|u|2A2¢pdx
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con I'hessiana che risulta dal secondo termine della terza riga e il primo della quarta.
Mettendo insieme cio che risulta dai calcoli appena svolti si trova la seconda delle stime di Morawetz.
]

Proposizione 22.3. Sia d = 3 e u(t, x) soluzione della (NLS). Allora

oo 1u)Plu@)?
o / ff[Rdx[Rd lx—y 13 dxdy= ”(P”Hl

Ed oral'ultimo ingrediente.
Proposizione 22.4 (Gagliardo - Niremberg). Siad =3. Si ha
9 1-9
79 ||(,0||L2+% sClIVel:lel;

Dimostrazione. Siha

191l 5.4 = (HBlden) < Cll 1% 1 ||§;39 < (Sobolev) =

<ol 1vel;?.
O

Osservazione 22.1. Le stime di Gagliardo - Niremberg possono essere raffinate: si puo dimostrare
che, preso un cubetto d-dimensionale Q di misura unitaria, si ha

el 2+ s <CUVlz+lel)?+ SuP Ilele(Q)
QcR

Adesso siamo nelle condizioni giuste per poter dimostrare la proposizione di partenza.

. . . t—+00 N
Dimostrazione. Dimostreremo che || u(z, x)|| ,.4 — 0.Se per assurdo, cosinon fosse, potrem-
- d

mo trovare una sottosuccessione t, per la quale || u(z,, x)ll ,+4 = €9 > 0. Di conseguenza, per
*ta

Gagliardo - Niremberg esiste {x} € R tale che lu(ty, )|l 12 e > 0. Questo significa che, per
determinati tempi, ||-|| ;1 € costante ovunque e di conseguenza che ||| ;2 si addensa su dei cubetti
Q.

Affermiamo ora che esiste un ng tale che |u(z,x)|l;2 = €1 V € [t —no, tn +7ol. E questo porta
ad un assurdo reso evidente dalle stime di Morawetz interattive: I'integrale di quantita positive,
uniformemente grandi e disgiunte nel tempo diverge e quindi non puo essere controllato da una
costante, come prescritto dalle stime.

Perché abbiamo potuto dire che esiste no? Se prendiamo ¢(x) = y allora

d
T /(plulzdx = (Morawetz) = —ZIm/V(quudx <@CS)=llullgp =l @llg.
O

Osservazione 22.2. Notiamo che le stime di Morawetz interattive sono state molto utili dato che
grazie alla presenza dell’integrazione doppia, non e stato necessario fissare un centro e questo ci ha
permesso di superare il fatto che non sapevamo, a pirori, la posizione di cubetti Q in RY x R4,

23. UTILI IDENTITA

Diamo qui alcune identita che vengono utilizzante.
(1) 0200y u=0%udyit=0x(0xu?
@ Ox(uP)ul® = 5w (u®)? = 0x[(u) 2] = 225 dx[(ulD)Z ]
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