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MATTEO DUNEZ

1. MERCOLEDI 26.9.2012 - FATTORIZZAZIONE DI FUNZIONI MEROMORFE

I'seguenti risultati ci saranno utili nel presentare il metodo di Weierstrass per la fattorizzazione
delle funzioni meromorfe. Ricordiamo una semplice definizione.

Definizione 1.1 (Convergenza totale). Sia K c C. Allora la serie

(o)
Y un(2
n=1
converge totalmente in K seVn|uy(z)|<cp e
()
Y cn
n=1
ossia la serie dei coefficienti converge assolutamente.

Teorema 1.1 (Mittag - Leffler). Sia z1,...,z, una successione di numeri in C che per comodita
supporremo non nulli e tali che z; # zs ser # s. Inoltre tale successione non deve possedere punto
limite al finito ossialimy—.oo z2n = +oo eVilzi| < |zj1q].

Sia {m;}una successione di numeri in C non nulli.

Allora esiste esiste una successione py, ..., pn €N tali che

X (7 \Pn mpy
6))] (2) = (—) —
f ,Zzz“l Zn z—2zp

converge totalmente in ogni compatto K non contenente i z; della prima serie. Inoltre f(z) é
meromorfa in C e i suoi poli (semplici) sono i z;, con rispettivo residuo my,.

Dimostrazione. Bisogna associare ad ognuno dei z; un raggio r > 0 centrato nell’origine, ma
tale che r; < |z;|Vn. Fatto questo fissiamo un 7 e poniamoci all'interno del disco di raggio r;;
all'interno del disco per tutti i z si ha che |z| < ;. Notiamo che

|z—znl z |zl —|znl Z 2| - 1p.

Utilizziamo queste disuguaglianze a denominatore cosi da ottenere delle maggiorazioni. Quindi
avremo

mp [myl
z—zn| lzpl=rn
Inoltre si ha che
Z 'n
—|=s—x<1.
Zn [znl

Dettae] + €2 + - -+ una serie convergente di costanti positive, sia p, = 0V nun intero tanto grande
da far si che

Pn
@ (r—”) < (zpl =)

Zn |mnpl

dove, ricordiamo la quantita tra parentesi & strettamente positiva per costruzione. Allora per tutti
gli z nel disco ossia per i quali |z| < rj siha, grazie alla (2) che
Pn T Pn
(i) M| _ (_) _Amal _
Zn Z2=2Zp Zn lznl—rn
1

n
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con ¢, dipendente dalla scelta di py;. Abbiamo provato la convergenza totale della serie, ma resta
da mostrare che questo accade in un arbitrario compatto non contenente i z,,. Sia ora K < C\ {z,}
un compatto. Poiche € compatto sara chiuso e limitato. Perlalimitatezza 3 N taleche |z| < ry Vz €

K. Chiamiamo
( z \Jpn mp
—_ _ =
Zn zZ—2zp

M, = max

sMi+---+Mp_1+en+...
zeK

Zn z—2p

x ( z )pn mpy
n=1

O

Osservazione 1.1. La cosa importante da capire é che i p; non dipendono dalla scelta del compat-
to.

1
Teorema 1.2 (Criterio per i p;). Siano p1,...,pn € N. Allora essi soddisfano la 257 se e solo se
VzeC

Pn+1
< 400

z

3) Y Impl
n=1

Zn

Dimostrazione. Partiamo dal dire che, V z € C fissato e per ogni n tali che |z;| > |z| si ha

z 2|z| 1 2 2|z|
zn| lzl+|znl lznl  lzl+l|znl 12— 2znl
quindi
z Pn+1 z Pn mn
[mul|— <2lzl||— .
Zn Zn Z—2n

Poiche z é fissato, per il teorema precedente (dato il punto z stesso € un compatto) 'ultima quan-
tita a destra della disuguaglianza converge e quindi converge anche quella a sinistra.

Viceversa, supponiamo che ogni successione p; che rende convergente anche la serie di Mittag -
Leffler. Mostriamo che allora converge anche la (@% Fissiamo K < C\ {z,} e scegliamo zg tale che
K sia contenuto nel disco di raggio R = |zg|.

Per ogni n tale che |z | > |zpl + 1 (e ne esistono infiniti dato che z; — o) si ha che

pPn Pn
el o)
Zn Z—2np Zn

Pn |my|

lznl =120l

mp <0

<n

4)

Zn — X0

Adesso osserviamo che, dato che abbiamo imposto|z,| > |zg| + 1 troviamo

|zo| |zo| |Znl
lznl =120l > 12 —2 < |z0] < 0 - L Cgpl+]l =
|znl =120l |znl =120l [znl =120l
1 |znl |zl +1 1 - lzol+1
|znl 1znl = |20l |znl lznl =120l = lznl
1 1+ |zl |2l 1) lzol
=1 +]z0])— = 00 1+ — | 22,
|znl lzol Iznl lzol) 12nl

s . . disl . . .
Quindi la disuguaglianza (h‘)‘p‘uo essere ulteriormente maggiorata ossia

Pn m 1 Z Pn 1
is( +_)M| :(1+_)|mﬂ|
lznl =120l |zo! 1zo!

20 Pn+1

Zn

20
Zn

20
Zn

nl

|Znl
2

Questo conclude la dimostrazione. Abbiamo trovato che la convergenza di (§Té CNES affinche i

pn siano buoni. O

Osservazione 1.2. Siano y ey due distinti cammini da 0 a un arbitrario z. Per il teorema dei

residui, e bene ricordare, si ha
/f(t)dt = / fde+2niR
Y Y1

dove R ¢ la somma dei residui. Quindi fy f (D) dt dipende dal cammino. Al contrario

exp/f(t)dt:exp/ f(tyde- ™R
Y Y1

quindi i due integrali sono uguali dato che iR =,
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Lemma 1.1. Sia f(z) meromorfainC con poli tutti semplici nei punti z,, # 0 e con rispettivi residui

inZ. Allora la funzione
z
¢(z) =exp (/ f(t)dt)
0

(che non e polidroma per l'osservazione precedente) e meromorfa in C con zeri di molteplicita my,
nei punti z se my > 0 e con poli di molteplicita |my| nei punti z;, se my <0.

Dimostrazione. Partiamo dall’osservare che ¢(z) € olomorfa e non nulla in C\ {z;}. Resta da

verificare le proprieta dei suoi poli e dei suoi zeri. Sia

mi

h@=f=-
z—2]

ed f(z) in z1 haun polo semplice con Resy(z1) =my e di conseguenza fj € olomorfa in un intorno
di z;. Allora questo vale anche per

Z
exp/ fide
0

in tutto C\ {z5...z5}. Adesso

z z
(p(z):exp/ f(t)dl‘=6Xp/ [fl(t)+
0 0

mj
z—

z Lmdt z ‘=z
:exp/ fl(t)dt-exp/ - :exp/ findt-exp(m [log(t—zl)]tzo)
0 0 - 0

21

z
= exp/ fi(®)dt-exp[m)(log(z— z1) —log(—z1))]
0

Z
= (exp/ fl(t)dt) (z—2z1)"™ exp(—m log(—z1)) = ¢, (2)(z— z1)"™.
0

Largomento dell'ultimo esponenziale € una costante positiva che insieme all’'integrale abbiamo
chiamato ¢, funzione olomorfa e non nulla. Abbiamo esplicitato da ¢ il fattore che in z; ha un
polo o una radice con la molteplicita |m1| associata. O

2. MERCOLEDI 3.10.2012 - FORMULA DI WEIERSTRASS

Prima di arrivare alla formula di fattorizzazione di Weierstrass, premettiamo due osservazioni
su quanto abbiamo gia visto.

Osservazione 2.1. Data una qualunque successione di z;, tutti non nulli, finita o infinita (ma in
questo caso senza punti limite al finito) e data una successione qualunque di interi non nulli, esiste
sempre una funzione meromorfa in C ¢(z) avente zeri e poli nei punti della prima successione, con
molteplicita data dalla seconda.

Osservazione 2.2. Ogni funzione g(z) meromorfa in C é esprimibile come quoziente di due fun-
zioni intere.

Dimostrazione. Sia g(z) meromorfa in C e sia ¢(z) una funzione intera costruita con i teoremi
precedenti; prendiamo come zeri di ¢(z) i poli di g(z). Allora ¢(z)g(z) sara una certa funzione
intera h(z) e quindi possiamo scrivere

O

Teorema 2.1 (Weierstrass). Sia F(z) meromorfa in C con z = 0 punto non singolare (F(0) # 0).
Siano z1,z2, ... zeri e poli di F(z) tali che0 < |z1| < |z2| < ... eV n sia my, la molteplicita del punto
zn.

Allora esiste una successione di p; € N ed esiste una funzione intera G(z) tali cheV z € C si abbia:

[o.0] mpy Pn k
N
z =1k

n=1 n Zn

uniformemente convergente su ogni compatto K < C\ {z;}.
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Dimostrazione. Con gli zeri e ipoli di F(z) definiamo la f(z) di Mittag-Leffler e poi costruiamo

Z
@(2) =exp/ fde
0
ossia

Pn m
@(z) = exp Z(zn) —t_zndt

e poiche sappiamo che la serie all'interno & uniformemente convergente (in realta converge to-
talmente) possiamo scambiare la serie con 'integrale cosi da avere

z Pn o] Z Pn
t m t m
) " dt= [ exp/ (—) "_dr.
Zn t—2zpn — 0 \Zn t—2zn

n=1

¢(z) = exp Z
n=1J0

Adesso poiche £ L_J4+x+--+xPr~lconx= % troviamo che

t £\Prmly xPr—1
+ 1+—+-~-+(—) ):
Zn x—1

Mp
t—2zp

e quindi si ha

0o t—zn t—2zp

L
Zn
n=1 0 t—Zn t—2n

Pn k-1
m t
Mn_ | Mn §8 (_) dr=
t—zn  zn [Zi\Zn

x 2 dr mp Pno1 Z e
prmn/ +nzk1/tkldt
0 I=2n  Zn j2) 2z, 0

z 1
/ *lar= —ZF

0 k

Z o dt z—2z z
/0 2 =log(z—zn)—log(—zn)=log( — ") =log(l——)

I

—18
[¢]
5

I
Denf
- a

s
ﬁ

3

S

6)

Ora osserviamo che

quindi si ha

p(z) = H exp

n=1

= }:[1(1—%)’% exp(mn % ! (zn)k).

Non é finita qui: F(z) e ¢(z) hanno gli stessi zeri e gli stessi poli e di conseguenza il loro rappor-
F(z) 4
<p(z)
capire qualcosa in pil1 su una generica funzione meromorfa g(z). Ci servira per terminare la di-
mostrazione.

Prendiamo una curva y che eviti sia gli zeri che i poli e calcoliamoci

2" 412

Zn

to € una funzione intera e non nulla su C. Adesso utilizziamo la derivata logaritmica per

2ni Jy g(2)

!
! g2 dz

Sappiamo che g(z) = (z— zo)imy(z) e quindi

g _mz-2)""y@+@z-2"Y@ _ m Y@

g(2) (z—20)My(2) Ti-n @

Allora si ha che

@ 1 g'(2) B { #zeri — #poli
2ni Jy g(2) 27” llogg(2)ly = zﬂl[Argg(Z)]y
Adesso, scelta una determinazione precisa del logaritmo, abbiamo che
L fF@, 1 F@ _

- - 108 ——
27i Jy ¢(2) 2mi @(2)
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e quindi troviamo che il rapporto delle due funzioni € una funzione intera. Allora, terminiamo
ponendo
F F
G(z) =log fa , F&_ 6,
¢ (2) @(2)
(]

Osservazione 2.3. Lipotesi che F(0) # 0 é necessaria solo per costruire la formula nella forma
esposta, ma se F(0) = 0 nulla toglie che si possa sistemare tutto affinche essa continui a valere.

Osservazione 2.4. Nella pratica si ha che un polo con molteplicita maggiore di 1 viene considerato
come un polo semplice ripetuto il numero di volte indicato dalla sua molteplicita. Questo ci portera
a poter utilizzare, piuttosto che la precedente formula di Weierstrass, una leggermente modificata:

- 2o £ 22

3. GIOVEDI 4.10.2012 - ORDINE DI FUNZIONI INTERE

o]
®) F(2)=e%@ ]

n=1

Definizione 3.1 (Ordine di una funzione). Sia F(z) una funzione intera su C. Il suo ordine ¢
definito come

) a=O0rdF(z) ::inf{A>0|F(z) <@ |zl —»oo}

dove per F < G intendiamo che F = O(G). Inoltre

A
V>0, Flz) < eld™™

<~ OrdF(z) < A.
Si hanno le seguenti proprieta algebriche: siano Ord F; (z) = a1 e Ord F»(z) = ay. Allora
Ord(F (2) + F2(2)) < max{aq, az} Ord(F; (2)F2(2)) < max{aq, az}.
Esempio 3.1. Sia p(z) = apz" + a 2" 1+ +ap_1z+ ay con coefficiente direttore ag # 0. Allora
Ord p(z) =0 sesi ha 1% <, el?°
Esempio 3.2. Sia p(z) come sopra. Sedegp(z) = n => Ord eP @ ossia
Orde”@ = n =degp(2).

Si mostra facilmente:

1eP@)| < gReP(@) < oIl < ol

% ag cosi da avere

= Argag + nArgz = 0 e questo significa che lungo tali semirette si hanno numeri in R.

Osservazione 3.1. Se z — +oo, poniasmo lungo una delle n semirette Argz = —
Arg(agz")
Allora

Rep(z) — 121" "¢ =Re(apz") + O(|z|" %)
ed in definitiva si ha

(2)

el = limsup eP@ 14"
z—+00

limsup “IZE = +00

zZ—+00 e'

Lemma 3.1. Sia0<r <R esia f(z) regolare in |z — zp| < R e non nulla. Sia N(r) il numero di zeri
nel disco di raggio r contati con la loro molteplicita. Allora

r\N
(10) i< (g) max 17
max

Dimostrazione. Non e restrittivo supporre zp = 0 e dimostriamo il lemma per R = 1. Questo per-
che si pud avere f(z) := f(Rz) che & regolare in |z| < 1 e ha N zeri nel disco |z| < +- Ci bastera
mostrare 1'asserto per R = 1. Siano z3,...,25, gli zeri di f(z) in |z| < r e definiamo una funzione
ausiliaria

N oj_ Znz

g(2)=f(2)

n=1 £~ %n
con il termine sotto produttoria detto Fattore di Blaschke. Da come é costruita, segue che g(z)
non ha poliin |z| < 1, inoltre V n il fattore di Blaschke manda la circonferenza in se stessa ossia

1-z5z

|z|=1=

z—2zp
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Adesso fissiamo 7 e prendiamo un « € C tale che a # 1. Ci scriviamo il fattore di Blascke in modo
differente:

1-ae'?| | ;g -a
e

el —q

=1

el —q

dato che ei? —a = ¢ ¥ —g. Sjaoralr<1le per il principio del massimo sappiamo che avra un
massimo sul bordo e quindi
|g(0)| = max|g(2)| = max| f(z)|

lz]=1 lz]=1

quindi si avra

If(B)l =1 (r)|fV[ =%n <(maxlf(z)l)ﬁ —n
=18 n=1l1=2nt| "~ \lzI=1 n=1l1=2Znt|

Infine, poiche deve valere per tuttii ¢ tali che |¢| < 1 varra anche in ¢ = 0 e quindi

N
N
|f(0)|s(gllg>1<|f<z>|)’£[1|zn|s(gllgdf(zn)r :

O
Corollario 1. Se f(zg) #0 allora
1 max|z—zy|=R | f(2)
(11 N< _ log lz—zo|=R | f (2]
log | f (201
Dimostrazione. Siha che
r
loglf(zg)l< N log— +log m | f(2)]
R |z—z9|=R
——'
:—logg
e di conseguenza
R
—loglf(z9)l = Nlog— —log max |f(z)| <
r |z—zo|=R
NlogE < logmaxjz—z |-k /(2
r log| f (zp)|
O

Teorema 3.1. Sia F(z) intera e non nulla e sia N(r) il numero di zeri di F(z) in|z| <r. Sea =
Ord F(z) < +oo allora per r — +o0 si ha

N@) < r%¢ Ve,

Dimostrazione. Se F(0) # 0 applico il corollario con zg =0 ed R = 2r cosi da avere

1 —or|F
N(r) < —log—max‘z| 2r|F(2)]
log2 F(0)

ma per ipotesi a < +oo quindi grazie ad una osservazione precedente abbiamo

max |F(z)| < e@""

ma = N(r) <g @r)*HE <, r**E
zl=2r

e questo conclude la dimostrazione. Osserviamo, comunque, che se F(0) = 0 con molteplicita m
il corollario si applica ad % ed inoltre rimane Ord % =a. 0
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4. MERCOLEDI 10.10.2012 - ESPONENTI DI CONVERGENZA E PRODOTTO CANONICO
Definizione 4.1 (Esponente di convergenza). Sia zi,zp,z3... una successione divergente tale che

C\{0} 3 {z;};e; #0Vi. Sidice esponente di convergenza della successione

(e8]
(12) ﬁ::inf{B>0: Y |zn|B<+oo}

n=1

eseAB = B = +oo.
Esempio 4.1. Sia{x;}=N. Allora

n’B<+oo=>ﬁ>1.

18

n=1

Diamo qui una proposizione che non dimostreremo. Ci servira nel successivo teorema.

Proposizione 4.1. Sia la({ di Riemann. Se s € C, allora la serie converge se e solo seRe s > 1. Inoltre
nel semipiano aperto Re s > 1 essa e uniformemente convergente e si ha

(13) (@2s)= Y n725 = Rgn?K
n=1

Teorema 4.1. Sia F(z) intera di ordine a tale che non si annulli nell’origine. Supponiamo che la
successione dei suoi zeri abbia esponente di convergenza . Allora

B<a.

Dimostrazione. Sappiamo, grazie al teorema (3.1) che N(r) <¢ rate, poniamo r = |zy| e di con-
se _ a+e di —(a+2¢) i ha che & —(&tke) o
guenza n = N(r) <¢ |zpl . Prendiamo |z;| e per esso si ha che € «<¢ n” Va+e /. Os-

serviamo che
a+22¢
—1+¢

a+e
e quindi per la proposizione di cui sopra, avremo

o 2 S
Z |zn|_(“+ € « Z n_( +e) < 400.
n=1 n=1

Quindif<sa+2e=f=<a. O

Teorema 4.2. Sia Ord F(z) < +oo. Allora nella formula di fattorizzazione di Weierstrass possiamo
prendere per ogniz pp = pV n.

Dimostrazione. Siccome Ord F(z) = a < +oo allora anche 'esponente di convergenza f sara un
numero finito per il teorema precedente. Prendiamo N3 p > f—1 e per la definizione di 8 si ha
che

0 ® | 5 p+1

Yz PV < 4oo= Y | Z|  <+ooV¥zeC

n=1 n=11%n
e questo e vero se e solo se vale la condizione (E% Questo significa che abbiamo preso il giusto
p. O

Definizione 4.2 (Prodotto canonico). Sia F(z) una funzione intera di ordine finito che non si
annulli nell’origine e siano {z;} ;¢ 1 i suoi zeri. Sia fissatoN 3 p = 0 tale che

o0
Y Jznl P < 400
n=1

. Allora F (z) ¢ fattorizzabile con quel preciso p e si definisce il prodotto canonico E come segue:

o =1 (2.0
E(2p)=(1- 2)ewzi, ()

Osservazione 4.1. Se ¢ Z = p = [B] mentre se € Z allora possiamo scegliere p = 3 oppure
p = B —1. Inoltre vi é una catena di disuguaglianze:

B-l=sp=<P=a.

(14)
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Esempio 4.2. Sia {zy} = n. Allora f =1 e di conseguenza possiamo prendere p = f = 1. Ma se
{zn} = n? allora

S 1
B=inf{B>0: Z n28 < 400 =3

n=1

il quale non e intero. In questo caso siamo costretti a prendere p = [] = 0.

5. GIOVEDI 11.10.2012 - TEOREMI DI BOREL - CARATHEODORY E DI HADAMARD

Teorema 5.1 (Borel - Carathéodory). Siano 0 < r <R e sia f(z) una funzione regolare nel disco
|z — 2ol < R. Si hanno le seguenti due stime.

2 R
(15) max |f(2) < ——— max Ref(2)+ R—+:|f(zo)|
ax -

|z—zo|=r R—r |z—z|=R

Supponendo Re f(z) = 0 alloraV n e N vale

(16) max |f(z)(”’|<w max _Re f(z2) +|f(20)l
lz—zol=r = (R \j2=z0|=R 0

Dimostrazione. Iniziamo dalla prima delle due disuguaglianze. Supponiamo che zy = 0 per sem-
plificare i calcoli. Abbiamo due casi ossia il caso in cui la funzione & costante & quello in cui non
loe. Se f(z) =u+iv=cost allora ciriduce a dover mostrare che

2ru  R+r
|f|=Vu2+U25R—+— W+ = 2rvut+v2+2ruz0

-r R-r

= Vuz+12+u=0
il che € banalmente vero. Adesso supponiamo che la funzione non sia costante. Chiamiamo
A =max,=gRe f(z). Possiamo avere due casi.
(1) (f(0)=0)Siha A>0. Definiamo
(2)
(z) = f—
2A- f(2)
e osserviamo che e regolare su tutto |z| < R perché & quoziente di due funzioni regolari;
inoltre, si ha che
2A-f(2)=2A-A=A>0
e quindi non puo annullarsi. Adesso:
f
2A—f

u-+v u-+v

2 2 2 2 2
= = <
RA-u—-ivl2 @QA-uw?+0v?

perche si ha

2

u 4—1/25(2A—u)2+1/2

— u?<(2A-u?

che & evidentemente vero. Andando avanti nei calcoli troveremmo u < 4A2 che & vero

perche per costruzione A ¢ il massimo della parte reale di f.
Quindi abbiamo un po di informazioni: | ¢(z)| < 1 ed inoltre ¢(0) = f(0) = 0 e quindi @

éregolare in |z| < R. Allora in |z| < R si ha, per il principio del massimo, che

1 1

< =

%z

0@
Z

< m

2]
lz|=R

z

< max
lz|=R

Ma allora se questa stima ¢ vera nel disco piu1 grande |z| < R sara certamente vera in

lz| = resiavra|p(z)| < %. Adesso dobbiamo ricavare f in funzione di ¢ e valutarla in

|z] = R. Siha
2A 24lp|  2A%
I= 1+(P = |1+(p| =17
¢ @Y R
dove abbiamo usato il fatto che [1+¢|=21—-|@p|=1- %. Non resta che moltiplicare per R
ed arrivare a % per concludere.
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(2) (f(0) # 0)Lavoreremo con f(z) — f(0). Sappiamo gia che vale la stima del primo caso e
otteniamo che in |z| = r siha

2r
If(2)-fO)= R_7 (lgllg)lgRef(Z) —Ref(O)).

Prima di maggiorare ulteriormente osserviamo due cose:
If@I=1fO]=1f(=) - f0) —Re f(0) =|f(0)

e quindi riprendendo la stima abbiamo che 'ultima quantita calcolata &

2r
= xer lgllzaii?Ref(zHIf(O)l) = |f(a) = lI;?g}?Ref(zH(—R_ - +1)|f(0)|

e con questo si dimostra la prima disuguaglianza.

Osserviamo che da quanto dimostrato segue che, poiche 2r < R + r allora max ;- Re f(z) = 0.
Adesso passiamo alla dimostrazione della seconda disuguaglianza. Ricordiamo che la formula
integrale di Cauchy afferma che V n vale

(m) (= L‘ f@
f (Z)_Zm' (t—z)n+l

e quindi possiamo applicarla sulla circonferenza di raggio r; prendiamo una circuitazione sceglien-

do p abbastanza piccolo. Sia, per esempio, p = %. Adesso su |z| = r (ricordiamo che in C si ha

dt <|dt|) sihache

w1 n 55 Q]
@IS s P < 5 (h)nﬂmn
2

dove quest’ultima quantita, ponendo che lungo y siabbia | f(z)| < L costante, puo essere ulterior-
mente maggiorata come
nlL 2
—27T.
n+1
o ( R;r )

Ma soffermiamoci un attimo su L: si avra L := maxrey | f(2)|, ma poiche y tocca la circonferenza

di raggio % allora raggiungera il suo massimo proprio in corrispondenza di |z| = % quindi

L:=max|f(7)|= max f(7).
i r1=5r d
Di conseguenza, per L, vale la prima delle due disuguaglianze che abbiamo gia dimostrato. Quin-
disiha

R+1@R+r)
< —F—— | maxRe f(1) +|£(0)|
R-5(R+r1) ITI=R
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con il coefficiente che, moltiplicato per due, diviene minore o uguale a é—i siricava infine che

n'(R-r) 4R (

maxlf(”)(Z)IS max Re f(z) + | £(0)|

lzl=r oRB=r n+l R—r \jz1=R
2
e con il coefficiente che diventa
n!2n+2
(R=1) n+l1
abbiamo terminato la dimostrazione. O

Teorema 5.2 (Hadamard). Sia F(z) una funzione intera, di ordine finito « e tale che F(0) # 0. Sia
p =0 il pitt piccolo intero tale che

o0

Y Jznl" P < too

n=1
dove i {z;} sono gli zeri di F(z). Allora F(z) ammette fattorizzazione di Weierstrass e in particolare
la funzione G(z) e un polinomio di grado v = [a].

Dimostrazione. = Dimostrare I'asserto & del tutto equivalente a dimostrare che GV (z) = 0. Se
questo accade allora anche quelle successive saranno nulle. Adesso, fissata una determinazione
precisa del logaritmo, applichiamolo alla formula di fattorizzazione. Si ha

x z P o1({z\k
logF(2) =G(2)+ Y log(l——)+ Y —(—) .
n=1 zn) = k\zn
Si ha adesso che
o logF(z) = d (d lo F(Z))— d’ F(2)
dzV+1 J T dzv \dz & T dz¥ F(z)
-1
o0 dV e o0 dV 1
17 =@+ Y — 2 |=6" V(o) + ( )
an (=) n; dzVv 1—% (2) n; dz¥ \z-zy
ma osserviamo che
av ( 1 )_ =DV 3 —v!
dzV\z-z,) (z-zp))"*1  (zp-2)VH)

Sinoti, in particolare, che poiche p < f < @ = p < v e di conseguenza le derivate fino all’ordine v
dellasommada 1 a p sono nulle. Ecco, anche, il motivo per cui p si sceglie il piu1 piccolo possibile.
Quindi ora la situazione & la seguente:

x 1 d¥ F'(2)
Gz -w =
(&) =v ,,; (zn—2)¥*1  dz¥ F(2)

Definiamo, per R > 0 la funzione

F(2) ( z )—1
(2):= — -—
PR Fo) |Z£LR Zn
Osserviamo che
z |z]
1-—|z2—-121
Zn [znl

perche stiamo lavorando in modo tale da avere % =2 < |z| =2|zy| e se |z| = 2R allora 2R =

2|zy| ossia, appunto, R = |z;|. Quindi, data la nostra supposizione che |z| = 2R abbiamo che

|F(Z)| (ZR)a+E
lpr(2)| < m <ce
Si ha quindi che, dove I'abbiamo definita, ¢ (2) € intera e poiche la stima di qui sopra vale per
|z| = 2R allora varra anche per |z| < R e inoltre ¢ non si annulla mai in tale disco.
Sia ora W (z) :=log@pr(2) (che non ha diramazioni perché ¢ non ha poli e non ha zeri dove &
definita) e lo prendiamo in modo tale da avere la determinazione del logaritmo principale (ossia
con argomento in [—7,7) ). Quindi ¥ r (2) € olomorfa nel disco |z| < R e inoltre

per R — +oo.

Reyg(2) =logl@g(2)] <¢ R¥*E.

Adesso notiamo che ¢ (0) = 1 e quindi per il principio del massimo si ha max;<gpl@g(2)| = 1=
max|z<rlogl@r(2)| > 0. Malog|¢r(2)| = Reyg(z) = max|;<gpRewr(2) = Reyp(0) = 0. Adesso
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possiamo applicare a ¥ (z) la seconda disuguaglianza di Borel - Carathéodory con r = g

v +1 cosi da avere

en=

1) 2V w4+ 1)R
max ‘WR (z)‘ <= | maxReyr(2) + Iy O)
lzl=2 (g] lzl=2
R
(18) ey _ZROHE « Ra+8+1—v—2 — Ra—v+£—1'
(B)V+
2
Come utilizziamo questa informazione? Sapevamo che
v ! o0
G(V+l) (2) = d¥ F (2) ol 1 _
dzV F(z) = (zp—2)vtl
d¥ F'(z) 1 1
=—= vt Py =S
dzV F(z) lzn<R (2n—2) lza>R (Zn—2)

e adesso scopriremo che i primi due addendi sono uguali a

O+ (g) = ar (lo (z))—v—+1 logF(z) ~logF(0)~ Y lo (1-i)
Yr T dzv+l PR T dzv+l g g TR & Zn

_d""! Fl(2) —v!

dZV+1 F(0) |zn|<R (Zn—Z)V_"1
e quindi adesso possiamo continuare il discorso all’infinito osservando che

‘G(v+l)| <ew RA—V+1+e | Z |2y — 2|~ VHD < ga-vHlte | Z |Zn|—(v+1)
lzn|>R lzn|>R

dove l'ultima stima e stata possibile perche |z| < § e quindi

R lznl  lznl
zn—2zl=lzpl =zl 2 lzpl = = > lzpl = — = —.
|n||n||||n|2|n| 2 )
Ora, per R — oo si ha che
e}
Y 1znlT Y < oo
n=1
perche p < v; ne consegue che avra code convergenti e quindi la sua parte (ossia il nostro terzo
addendo di prima) con |z;| > R e nulla. Infine, poiche f—-1<p<pf<a,sihachea-v=a-[al <1
e quindi, per & piccolo si ha che R*™V*17¢ (¢ = |G(V+1) ‘ =0. O

6. MERCOLEDI 17.10.2012 - ORDINE DEL PRODOTTO CANONICO

A questo punto del corso, abbiamo visto, con il teorema di Hadamard, che G(z) € un polinomio
e 0G =< a. Chiameremo, da qui in poi, 0 G := g. Adesso ci chiediamo che ordine abbia il prodotto
canonico e lo scopriamo attraverso il seguente teorema.

Teorema 6.1. Il prodotto canonico e una funzione intera di ordine f.

Dimostrazione. Si tratta di dimostrare che, per la definizione di ordine di una funzione, deve
valere la seguente formula.

o0
e
n=1 Zn
Passiamo ai logaritmi cosi da ridurci ad avere
S z
Y log E(—,p) < |zIP*e
n=1 Zn
Dividiamo adesso la dimostrazione in due parti.
(1) (Caso % < %) In questo disco, definito dopo aver fissato z si ha che
p k
z z z 1(z
Relo E(—,p) <|lo E(—,p)‘:lo (1—— + —(—)
8 zZn g Zn 8 zZn k; k\zp
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ed osserviamo che il logaritmo prima della serie € esprimibile in serie di Taylor perche,
per ipotesi, siamo in un disco |z| = 1 mentre il raggio di convergenza della funzione

log(1 — x) & pari a 1. Si ha, in generale, che

X dz 00 xk
— =[-log(1-2)]¥ = —
/0 -2 [—log(1-2)]y kgl . =

[es) xk
zlog(l—x)=—z ?

=
I
—

Tornando alla dimostrazione, si ha

© p p (o) e}
SIS e D WD) B
k=1 k=1 k=1 k=p+1 k=1
[e0] 1 z k (e8] z k z p+1 z z 2
=- ) —|=||= —| =|= T+|=—|+|=—]| +--+
k:p+1k Zn k=p+11%n Zn Zn Zn
z |p+1l 00 (1)\k z |p+1
2 B
Zpn = \2 Zn

Di conseguenza si ha
log

5[]
b
|znl22]z| Zn

dove l'ultima serie € convergente proprio perche, per ipotesi, p € stato scelto per questo.
Infine il tutto pud essere stimato come < |z|P*1. Adesso, poiché avevamo f—1<p <
B = B < p+1,sipossono avere due casi.

(@ (B=p+1) Siha

o0
<20zP* Y JzalTPTY 212PT Y [z TPHY
1zn]=22| n=1

Y log

lzn|=2]z

Z
E(__vp)
Zn

e quindi concludiamo.
(b) (B < p+1)Scegliamo ¢ tale che f+ € < p + 1. Adesso abbiamo che

zZ _ _
log E(—,p) <2zlPL Y |z TP gl g PO
1zn]=2lz| Zn lzpl=2|z2|
z Pl
<2z Y |2 (e
lzn|22|2| 1 21

Adesso, poiche p+1— f—¢ > 0 e che stiamo sommando su |z;| = 2|z| possiamo
stimare tutto cosi:
2z Y 1zl PO <« 21PrE
2PH1he | iy
=cost
Questo perche f+ € € maggiore di p e quindi la serie non dipende da z, mada €.
2) ( % > %) Adesso non siamo pitt nel disco ma nel resto del piano complesso e di con-
seguenza non possiamo piu effettuare sviluppi in serie di Taylor. Cerchiamo di superare
la cosa con maggiorazioni diverse:

p k p k
z z 1(z z 1(z
lo E(—,p) <log|l1-—|+Re —(—) <log|l-—|+ Re—(—) <
J Zn J Zn k;k Zn g Zn kz:“l k\z,
P gk
Slog(1+ —||+ Z —
Zn i=1lzn
dove I'ultima quantita é tale che
€
< % =0
R EA p=1
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Se p =0 allora

V4 _ — —
) log E(—,p) <1zl ) lzal £ = |z[f|2lP Y lzal"flal p
|zn|=2]z] Zn |zn|=2]z] |zn|=2]z]
D N A
|zn|=2]z]
|zn] |znl P

< |z|<73|z|_ﬁ<r—ﬁ=2ﬁ|zn|_ﬁ <

oo
D Y ) e D M EA

|znl=2|z| n=1
< |zIPtE

Se p = 1, ricordando che f+ € > p siha

X z _ _ _ _
ZlogE(—,p) <ld? Y el =1alP Y ja TP gy P
n=1 Zn |zn|<2|z| |znl=2|z|
< of-p+e Y |zn|P~PE*P < (perchef+£ > p) <
lzn|=2|z|

<2h-pre § zn| PP EHP 1P
n=1
Infine abbiamo che Ord F < # ma I'esponente di convergenza sappiamo che deve essere
minore di f: da qui ne deduciamo che

p=<OrdF<pf=OrdF =p.
O
Corollario 2. Sia F(z) una funzione intera di ordine «, siano z; gli zeri con esponente di conver-
genza f. Sia 0 G(2) = q e p il piit piccolo intero tale che ©.3° | 12|~ P*D < o0, Allora
a =max{p, q}.
Dimostrazione. Sappiamo gia che 8 < a e per il teorema di Hadamard che g < a. Questo implica
che max{g, g} < a.
Ma poiche 0 G(z) = g allora d(e g, inoltre, come abbiamo appena visto, il prodotto canon-

ico ha OrdE = . Di conseguenza il prodotto di due funzioni di ordine g e § avra ordine a <
max{f, g}. Allora vale 'uguaglianza. ]

G(Z)) —

7. GIOVEDI 18.10.2012 - FORMULA DI FATTORIZZAZIONE DEL SENO DI EULERO
Studieremo la fattorizzazione del seno di Eulero ossia della funzione

(19) F(2) =

La funzione in questione & intera anche se c’¢ il termine % perche perche viene compensato
dallo zero di sinzz in 0. Dalla formula di Eulero si ricava
) ei z_ e—iz
sinz = -
2i
e si vede che poicheé € somma di funzioni con ordine < 1 allora Ordsinz < 1.
Dal fatto che sinz si annulla in z = k7 allora sinnz lo fara per z = k € Z e di conseguenza avremo
I'esponente di convergenza f = 1. Quindi

a=1=pf=max{l,qg}.
Infine dobbiamo capire il valore di d G(z) = g. Sceglieremo p in modo tale che

[e.0]
Y nm P cyooconp>0=p=1.
n=1

Da adesso in poi supporremo g < p. Sviluppiamo i calcoli

X z Po1(z)\k
logF(2) =G(2)+ Y log(l—— +) = (—)
n=1 zn) (= k\zn
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posizionandoci in un intorno dell’origine in un disco con raggio al piti uguale al primo degli zeri
della funzione; di conseguenza
Sviluppando e sostituendo si ha

< 1 e quindi si puo sviluppare in serie di Taylor il log(1 — x).

£
Zn

-3 % ( )k

n=1k= p+1

ma noi sappiamo, per il teorema di Mittag-Leffler, che la serie converge e quindi possiamo scam-
biare le somme ed avere

S Lok -k v L ks -k
G- Y i Y lznl ™  =Gl) =logF(a)+ Y -—z°) z,
k=p+1 n=1 k=p+1 n=1
Adesso sviluppiamo il logaritmo

(e8]

k-1 rr
G(z) =logF(0) + Z d F@

dzk-1 F(z)

o0 1 o0
3 E|z|k > lzal 7k,

k! k=p+1 n=1

Ora va osservato che tutti i termini con ordine di derivazione superiore o uguale a g sono nulli
per il teorema di Hadamard, inoltre siamo nell’ipotesi che g < p e quindi

(e )
Yz =0
k=1
e di conseguenza troviamo

q Zk dk71 FI(Z)

G(2) =logF(0) +

(z) =log F(0) Z o | 221 Fo) |

z=0

Infine G(z) = log F(0) + zll';((g)) =0 perche F(0) = 1 = logF(0) = 0 e F'(0) = Om, quindi la fattoriz-
zazione sara

o zy z & zy _z 3 z?
fi(1-2)ei 1 (14 2)c nl(l_z)
Finalmente possiamo dire che
20) sintz l°_°[ l—é
L2 n?

Questa scrittura della funzione seno di Eulero non é fine a se stessa. Essa ci sara utile per avere
informazioni sul comportamento della { di Riemann sui numeri pari. Applichiamo la funzione
logaritmo al nostro prodotto infinito:

i o) 2 2
log 3127[2 =log( H (1— Z—)) Z log(l - —) =logsinnz—-logz—logm.
z n?

n=1

Adesso deriviamo nella variabile z osservando che:

7 cosmz
mcotmz = ==
tanwz ~ sinmz
e quindi
(o) _2_z o0 1
ncotnz——: Y =-2z ) —— = (diviso per-2) =
- — n’-z
n=1\1- 2 n=1
n
1 ‘ x 1 f 1 1
=>_——-cotnz=2 =Yy ———.
2z 2 oant-z2 on?_ 2

2
n
Ora si osservi che se |z| < 1 allora il termine all'interno della somma ¢ il limite di una serie geo-
metrica e che per il teorema di Mittag - Leffler ¢ possibile, in questo caso, scambiare 'ordine di
somma: quindi abbiamo

L[ (2 ena v L S 2k-1
2y — z = Z =(conk=h+1)= z {(2k)
n=1 n? (112::0(") ) hX::0 n; n2h+2 kgl
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e di conseguenza troviamo lo sviluppo in serie di Taylor della derivata del logaritmo del seno di
Euleroin |z| < 1 cioe

1

d 2k-1 1 7T
= (—) — — —cotnz
k-1

_ -2k
(21 C(Zk)—ng,ln 22 2

z=0

con k € N. Ma questa espressione non & molto maneggievole e quindi cercheremo una forma
diversa dello sviluppo di Taylor.

8. I NUMERI DI BERNOULLI
Definizione 8.1 (Numeri di Bernoulli). sono detti tali i numeri
anr  z
dz" e?—1],-9

(22) B, :=

Osserviamo che

. 2 ;3 z 2
ef-l=z+—+—+=z|l+-+—+...| =
2 3! 2 3
e“ -1 z Z°
=l+—-+—+...
2 3!

e quindi & una funzione intera e la sua reciproca é regolare in 0 e meromorfa in C con poli in
z=logl=2kmiek=1+1,%2,....

Gli zeri pili vicini all’origine sono zp = +27i e di conseguenza si ha che in |z| < 27 lo sviluppo in
serie di Taylor della funzione sara, per come sono definiti i numeri di Bernoulli, il seguente:

z Bnn

(23) —z

Z _
e 1- n=o M

Osservazione 8.1. La funzione di cui abbiamo dato lo sviluppo di Taylor é pari. Lo si vede dal fatto

che:
id +E— 2 VzeC
e-1 2 e *-1 2

e questo e vero perche

z z 1 1 ef—1+e%-1
—_—t == —t—— =]l — =-1
et—-1 e *-1 et—-1 e *-1 (e —-1)(e % —-1)
2= _(ef+e %

ma2—e*—e” —2) e quindi la funzione e pari.

Osservazione 8.2. By =0.
Ma allora da queste valutazioni ne deriva che

z X B z B
—:Z—"z”+—:1+(31+ L B2
— n! 2 2

e -1
avra solo i termini pari ossia che

1
Bi=--  Byk+1=0.

2
Quindi adesso vorremmo trovare una espressione compatta per i termini pari. Si ha che
) e?—1 o 1 f Bn n_
= —2Z
z = o= n
2 2 3.3 z

:(1+Blz+ +—2z +..) 1+ -+—+

3! 2 3

Osserviamo che abbiamo potuto moltlpllcare i termini delle due serie alla Cauchy perche le sape-
vamo convergenti. Adesso, poiche abbiamo visto che By = 0 allora anche i successivi saranno tutti
nulli e quindi

n " n
Bk:O:Bn:Z( )Bk
k) k=o\k
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che vale per tutti gli n tranne per n = 1 perché altrimenti avremmo % invece di —%. Con qualche

altro passaggio arriveremo ad una formula ricorsiva per i numeri di Bernoulli. Si ha

n=lip n=2fy n n=2(p
Yol |Be=0<= Y || |Br+ By-1=0<= Y | |By+nBy_1=0 <
k=o\k k=o\k n-1 k=o\k
1}1—2
(24) Bpo1=—-—3 " By Vn=2.
n o k
Diamo qui i primi numeri di Bernoulli:
B—OB—IB—IB—OB—lB—lB—lB—5
077 P1TTy 2T BT AT T3y YT 8T T30 076
_ 891 T, 3617
12779730 M7 6 T 10

Torniamo adesso alla funzione 2—12 + % cotz econsideriamo per il momento solo cot z. Sappiamo

che i numeri complessi sono scrivibili come e'? = cos z + i sin z e di conseguenza si ha che

iz ,—iz .
cosz=&H— cosz €741 2i 1 2iz
iz “ i, =>cOtz=—— =i— =i+— =ji+-——— =
sinz=¢ Ele sinz e2iz _1 e2iz _1 z e2iz _ 1
. 1 & By . o1 . S B .
=i+- Y —@Qig"=i+—-|1-iz+ 2k (2j2)%k | =
za=o M z = 2k)!

1 & k Bok 2k _2k-1
=—+ -1)"—=2°"%z zl<m.
PN 2

Allora la funzione cotnz, per | Z| < 1 si potra scrivere come

cotnz= — + f 1k Bog 22k (7 7 2k—1.,
UL = 2k)!

Adesso moltiplichiamo per 721 e cambiamo segno cosi da avere

LT otnz= f (—pk-1 @m* By o1
2z 2 = 2(2k)!
che sappiamo essere uguale a
o0
{@2k)Z2k1,
k=1
La morale & che
_1@m? By
25 2k) = (k12221 _Z2k
(25) (Rl =01 220!

9. MERCOLEDI 24.10.2012 - ANALISI ASINTOTICA PER By E FORMULA DI STIRLING

Adesso che abbiamo una formula compatta per esprimere il valore della { di Riemann sui pari,
sara particolarmente proficuo analizzarne il contenuto intrinseco. Va detto che, se letta verso
destra, essa da informazioni di carattere aritmetico ossia, in particolare, ci suggerisce che i valori
azzunti da {(2k) sono il prodotto di un numero razionale per uno trascendente ossia un multiplo
di 2z. D’altro canto, leggerla in senso opposto & cio che a noi interessa maggiormente perche
%1%%0 ce ne fa trarre informazioni di carattere analitico non autoevidenti. Si ha, invertendo la

2(2k)!

~DF1By =
=1 2k om?k

{2k).

Questa scrittura ci permette di notare che:

(1) isegni sialternano;
(2) e possibile effettuare uno studio di tipo asintotico.

Prima di avventurarci in quest'ultimo, mostriamo un risultato di natura...culturale.
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Proposizione 9.1. Dato By = %, si ha

2

(@)=—

Dimostrazione. 1ltutto passa dal calcolo di un particolare integrale doppio: ipotizzeremo di trovar-
ci nel primo quadrante cosi da poter inizialmente scrivere la funzione intgranda come serie.

1,1 o rl 1 o 1 2
/ / dxdy / / (xy)hdxdy: Z/ xhdx/ ytdy=Y (/ xhdx) =
Jo Jo 1-xy =070 0 h=o\Jo

_Z(h 1) (h+1=n)= Zn ().

Adesso calcoliamo il tutto secondo una diversa procedura, prima di farlo cambiamo variabili:
X=u-v
y=u+v
/ / dxdy ff dudv ff dudv
=4 — =
o Jo 1-xy “Mo1-u2+02 T 1-u?+v?
1=t qudy
= du du
(/ /0 l—uZ-H/2 / / 1- u2+v2

d ) 1 :/ dv 1 / dv N
— arctan x = = =
dx 1+ x2 1-u?2+v2 1-u? 1+( v )2

e ))
=| ———arctan| —— || ==
1-u? 1-u?

1

Adesso cambiamo ancora variabile: sia u = sin ¢ cosida poter avere

arctan(—)_t: tdt———
2 36

Si osservi la seguente formula:

\/l—u2

arctan ——— arctan

du
=

1-sina 1-2sin(%)cos(§) cos® % —2sin$ cos % +sin® §
T 02 (2) —ein2 (Z) 20 _g 2@ =
cosa cos? (%) —sin? (%) cos? § —sin® §
(cos & —sin &) 1-tan¥§ T a
- (cos § —sin %) (cos § +sin %) " 1+tan% :tan(Z - E]
2 2 2 2 2

O
Adesso nel secondo integrale poniamo u = sin a; i valori saranno tali che % usl < % <

a < %. Allora abbiamo

T
1—si 2
/arctan(ﬂ)daz/arctan(tana)da=/ (z—g]da.
cosa z 4 2

Adesso chiamiamo § - § = re quindisiavrtada = -2dt. Pera = £ sihat=% epera =% siha

t = 0. Abbiamo in definitiva:
5 5 2
4 / tdt+2 / tdt|=—.
0 0 6

Passiamo ora allo studio asintotico dei numeri di Bernoulli di indice pari: ci sara utile la formula
di Stirling. Dimostreremo che

n=(2)"vamn(1+0(L))
logn!=~nlogn—n+ %logn+log\/ﬂ+log[l+0[%
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Inoltre il termine asintotico O puo essere arbitrariamente precisato.

Dimostrazione. Poiche n!=1-2-3-4-.-=logn!=logl+log2+log3+... e quindisi tratta di stimare

n
Y logk.
k=1

Lapprossimazione che faremo sara esplicata da un esempio: log3 non sara stimato con la stima
superiore e quella inferiore nel rettangoloide 2 — 3 ma in quello 2,5 - 3,5. Sia k € N. Si ha

k+3 3 3 s
/ logxdxz/ [log(k+x)+log(k—x)]dx=/ log(k” —x“)dx =
k 0 0

3 %2 3
= [ "log|K[1-= dx:/
./o & ( kz) Jo

—2/;1 kd +/;1 l——2 d —2—11 k+/;1 1——2 dx=
= (0] X (0] x= o o xX=

adesso siamo arrivati ad avere

dx=

2
X
logk2 +log(1 - ﬁ)

k+% % x2
logk:/ logxdx + Ry Rk::—/ log|1-— |dx.
1 0 K2

2
Per0=<x =< % la funzione integranda di Ry € < #; se k < 1 si ha anche che essa ¢ < % ossia

a
2
—log(l - %) < i e quindi possiamo sviluppare il logaritmo in serie di Taylor. Ma l'integrazione &
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effettuatatra0e % e di conseguenza

1 2 1
/Zlog(1—x—)dx=o(1)/2dx:o(l).
0 K2 2)Jo 2

1 1
n k+3

n n n+§
logn!:kgllogkzkz | logxdx+ kg’le:/l logxdx+...

=1/k-3 2

dove I'ultima uguaglianza & lecita a causa della linearita dell'integrale. Osserviamo che
n 1 X 1
> O(—) <) O(—) < +00
k=1 \2) g5 \2

perche si tratta proprio di {(2). A questo punto possiamo riscrivere tutto come un oggetto meno
un certo resto:

Adesso

1

n+§ o0 e}
/1 logxdx+ Y Rp— Y Ry
2 k=1

2 k=n+1

con la prima sommatoria posta C; e la seconda che asintoticamente si comporta come O (%J, per
1 )
ok

?)
n2

confronto, con f %d x. A questo punto abbiamo trovato che:

I’H—% 1 1
/ logxdx+C1—O(—):(n+—
1 n 2

2

1
log(n+§)—n+C2+O

Notiamo che

n

1
1+ —
2n

1 1 1
10g(n+§)—log }—logn+log(1+g —logn+ﬂ+0

e sostiuendo nella formula precendente troviamo
( +1 (1 + ! +0 1))
n+—||logn+— — || —

2){8" " 2, n2

Adesso una osservazione importante.

1 1
n+—)logn—n+C+O(—).
2 n

Osservazione 9.1. Sian=2. Si ha

2 2
I :/ sin” xdx = —/ sin” 1 x d(cosx) =
0 0

T T
_ T (3 o z o
= [sin” 1xcosx]g +/ cos? x(n—1)sin” 2xdx:(n—l)/ cos? xsin” 2 xdx =
—_— 0 0

=0

7 7
= (n—l)/ (1-sin® x)sin" 2 xdx = (n- 1)/ sin™2 x —sin” xdx
0 0

=m-DUp-2-1In)

Allora
27) In=n-DUp—2-In) = Ih=n-1)I,_
Inoltre se n e pari, allora
I _2n—11 _2n-22n-3
2n = 2n-2 = on on 2n—4---
fino a ritrovare che
- 28 b = @n-D!'n
8 = "omn 3
mentre se n e dispari si ha
I _ 2n I _ 2n 2n-2
D P I T I R

fino a ritrovare

dispari| (29) Lypyy = —2mH
2L = o T
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2

Adesso sfruttiamo questa osservazione. Si ha che V x € [0, ] fissato, abbiamo sinx = sin® x =

--->sin" x; integrando tutte queste disuguaglianze, esse continuano a valere e si ha

12n+1Sl

IZn
Lps1 _lne1 _ @m0 @n-DY_ 27 1 =1+o(l)
Lyn  Dbpo1 @n+DU@n-21 2n+1 14.L

2n

e di conseguenza troviamo che

1212"—+121+O(l):%20(1).
by n by n

Invece ora si noti che

Dl emll @2 2 em? 1 p (1)
= - = =—0|—|=
Ly, @+ @rn-DUz @2n-D122n+1 2 \n
e on 1 1 T 1
———=—02n+1)A+0|—D=man(l1+0(—||+=(1+O0(—||=nn+0O().
@n-12 2 n n 2 n
Risulta, adesso, evidente che
2n)!!
@n—pn_ V'

Quindi, a questo punto della dimostrazione sappiamo due cose:
(1) logn!= (n+ %)logn— n+C+ O(%);
em!!
@ gp-mn = VN

Osserviamo la costante C, che a breve espliciteremo, € unica perche, se cosi non fosse, per n — co
avremmo C — C' — 0.
Procediamo trasformando i seminattoriali in fattoriali:

eml @ @mi? _ (@"nn?  22n2
en-Dlen! e @2n! @)

22nn!2

= T =V (o[ )

Di conseguenza, applicando il logaritmo, abbiamo:
1 1
2nlog2 +2logn!—log(2n)! = log /7 + 3 logn +logO (—)
n
dove osserviamo, per Taylor, il logaritmo di un infinitesimo € un infinitesimo dello stesso ordine.

Adesso andiamo a sotituire all'interno della formula che avevamo ricavato per log ! ed anche per
log(2n)! cosi da avere

1 1
2nlog2+(2n+1)logn—-2n+2C—-2n+ 5)(10g2+10gn) +2n— C—logﬁ— Elogn =0
e eliminando il possibile, arriviamo a

1 1 1
C+2nlog2+2nlogn+logn—2nlog2—-2nlogn— Elogz— zlogn—log\/ﬁ: O(;)
ossia

1
C- ElogZ—logﬁ—»O: C=logV2m.

Cosi abbiamo ritrovato la formula di Stirling logaritmica; elevando all’esponenziale si ritrova
anche quella classica. O
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10. GIOVEDI 25.10.2012 - OSSERVAZIONI ANALITICO-ASINTOTICHE SUI By} E POLINOMI DI
BERNOULLI

Useremo la formula di Stirling per un’analisi asintotica del carattere dei numeri di Bernoulli.
Prima, pero, un’osservazione sul comportamento di {(2k).

Osservazione 10.1. Osserviamo che
oo
(@)=Y n2k=14272k 372k 472k — K >1
n=1
e quindi, poiche vogliamo stimarla tramite lU'integrale, si ha che
+00

x1-2k
1-2k 1

+00
((2k)<1+/ x kg =1+
J1

=1+ ! +( ! )2+ 0
o2k \2k) T
quindi, per Taylor, { 2k) — 1+ O (%] per k — +oo.

Adesso nella formula (E%?‘?ostituiamo la stima trovata per {(2k) e la formula di Stirling al posto
del fattoriale cosi da avere:

2 (2k\?K 1 k |2k 1
IBopl = ———[=| V2m2k|1+0|—||=4Vak|—]| [1+0[=]|.
@2m)2k\ e k en k
Procediamo ora con delle osservazioni non pil asintotiche ma al finito: partiamo dal notare che

o) ok [e) ) ].[2
1<{@k) =Y n** <) n°=—
n=1 n=1 6

quindi per piccoli valori di k si ha
2(2k)! 2(2k)! m? (2k)!
r <I1Bekl= ot = 2k-2°
(2m)? @2m)2k 6 3(2m)

Notiamo che sull’asse reale, I'estremo destro & minore del sininstro del successivo intervello e
quindi |Byj| < |Byg4 2| € questo significa trovare per quali k si ha

7% 2k 22k+2) w2 22k +1)(2k+2)
pal < <~ <
3 (27-[)216 (27‘[)2k+2 3(27-[)216 (27[)2k+2

n° _ 2k+1)2k*2)
37 272
ed il pit1 piccolo k per cui questa condizione risulta soddisfatta e k = 4.

— 27* <302k + 12k +2)

Passiamo ora allo studio di un oggetto di tipo nuovo.

Definizione 10.1 (Polinomi di Bernoulli). Si chiamano polinomi di Bernoulli i polinomi:

n
(30) Bp(x)=)_
k=0

n
k

)ka"k neN

Esempio 10.1. Calcoliamo, a mo di esempio i primi polinomi di Bernoulli:

By(x)=Bp=0
B(x) = (§)30x+ MBi=x-13

By(x) = (5)Box® + ()Bix+ (5)Bp = x* —x+ .

Osserviamo che il coefficiente direttore & sempre 1 perche (g)Bo = 0, mentre il termine noto &
(Z]Bn = B (0) = By,. Inoltre per i polinomi calcolati in 1, in genere si ha:

nn By, n#l
By(1) = By = .
" k;o(k) ¢ {—Blz% n=1
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Adesso cerchiamo delle relazioni particolari e delle proprieta di cui godono questi polinomi;
consideriamo z variabile e x € C parametro fissato. Abbiamo

Xz

ze 2 [ Bn ,\[& X",
= = —2z —z"|=(z|<2n) =
ec—1 e*-1 n;o n! n;o n! (1=l )
® (& Bt xk
k n
= (somma alla Cauchy) = _— z" =
( V=2 | X T (n—k)!)
o0 n n n (e e] B X
(B o) 5 e
n=o\i=o\k n op=o ™

Adesso consideriamo l'ultima serie alla quale siamo arrivati con x + y invece di x:

0 XZ )2 o) o 4,
Z Bn(x+y)zn: ze'“e :(Z Bn(x)zn)(Z y_zn):
! =

=0 n! ec—1

e quindi troviamo che

n

31 Bp(x+y)= ).
k=0

Z)Bk(x)y"_k.

Adesso, per trovare ulteriori, meno evidenti, proprieta dei By (x) poniamo x = 1. Abbiamo:

- [ -k n -k -1_1 n-1
Bu(l+x)= Y | [Br@x""% =Y | |Bgx" " +nx"" - —x""" =
k=o\k k=o\k 2
k#1
- 7 k 1 1
=Y | |Bpx" + nx"" = Bp(x) + nx"”
k=o\k
e quindi abbiamo scoperto che
(32) ’Bn(x+1)—3n(x):nx”*1 YneNVxeC

Osservazione 10.2. Supponiamo di prendere m, n, r naturali con m < n e scriviamo i polinomi di
Bernoulli come somme e sottrazioni di termini ossia

n-1
Bry1(m)—Bri1(m)= ), (Bry1(k+1)—Bri1(k) =
k=m
n-1 n-1
(33) =Y r+Dk =0+ ) K
k=m k=m

e quindi troviamo che

54 e = B —Bra )

n
=1 r+1

Per esempio eseguiamo i calcoli per i primi trer:

e r=0:
1= By (n) 1 1
n-1= n--=n—--—-—-;
L 2 2
o r=1
n-1 2 _ 1_1
k_Bz(n)—Bg n n+gs-% nn-1)
=1 2 2 2
o 1r=2:

= 3 3 6



TEORIA DELLE FUNZIONI CORSO DEL PROE CARLO VIOLA UNIVERSITA DI PISA - A.A. 2012/2013 23

Adesso cerchiamo di trovare una qualche relazione legante anche le derivate dei polinomi di
o €
Bernoulli. Partendo dalla ( Tha:

BL(x+1)-BL(x)=n(n-1)x"2=nBy_1(x+1) - By_1 (x) =
= B),(x+1)—nBp_1(x+1) = B},(x) - nBy_1(x)

ossia il polinomio a sinistra ha periodo unitario e quindi & costante: per trovare questa costante
poniamoci in x = 0 al termine dei seguenti passaggi.

B’ (x) = d [ & [n n—k _n—l n n-1-k
n = kz | Bex _kz n Br(n-k)x )
=0 =0

e quindi abbiamo trovato che

35) ’ B! (x) = nBp_1(x). ‘

11. MERCOLEDI 31.10.2012 - FORMULE DI SOMMAZIONE E COSTANTE DI EULERO - MASCHERONI

Cominciamo con il ricordare che una serie di potenze 280 anz" converge totalmente per |z| <
p (raggio di convergenza), ma € necessaria cautela per quanto riguarda i punti del bordo del disco.
Esempio 11.1. La funzione

1 2
=14+z+2°+...

1-2z
ha, come serie, raggio di convergenza p = 1 e non converge sul bordo.

Z4

2 3
La funzionelog(1+2) = z— % + % — %4- + ... ha raggio di convergenza, anch'essa, pariap =1 e
converge (ma non assolutamente) in tutti i punti del bordo tranne in z = —1.
Si ha il seguente teorema.

Teorema 11.1 (Abel). Se la serie

(o)

Y anz"

n=0
converge in zg uniformemente, allora converge totalmente con p = |zg|.

Questo teorema, che non dimostriamo, € lo spunto da cui partire per introdurre le formule di
sommazione. Abel dimostro il teorema grazie a una di queste formule, trovata appositamente per
lo scopo.

Proposizione 11.1 (Formula di Sommazione di Abel). Sia una successione Al <1y <Az <...in
R che non abbia punti limite al finito ossia tale chelimy—. o Ay = +o00 e sia f(t) una funzione a
valori inR, 0 inC (ma con t € R) di classe €1 (A1, x] per un certo x fissato. Allora si ha

(36) > anfmn)z( > an)f(x)—/x( Y an)f’(t)dt

An<x An<x A \A, <t

Dimostrazione. Sia N tale che Ay < x < Ap41. Allora

(Z an)f(x)_ Z anfAp) = Z an(f(x) = f(An)

An<x Apn<x An<x
ma per ipotesi f € €1[A1, x] e per il teorema fondamentale del calcolo integrale si ha
X P X
Y an(f)-fAn))= Y. a,,/ f’(t)dt:/ alf’(t)dt+/ af'(Odt+....
An<x An<x An A A2

Adesso ogni singolo integrale di cui sopra, per 'additivita dell’integrale, puo essere spezzato come

X 12 /13
[
M M A2

e cosi facendo si viene a creare una tabella diagonale in cui possiamo ritrovare tutto I'intgrale di
partenza sommando sulle colonne. Il risultato sara

AZ A3 A4 X
/ alf’(t)dt+/ (a1+a2)f’(t)dt+/ (a1+a2+a3)f'(t)dt+-~~:/ Y an|f(ar
A A

M 2 3 M \Ap<x

O



eulmasc

24 MATTEO DUNEZ

Adesso vediamo un’utile applicazione della formula di sommazione di Abel.

Proposizione 11.2 (Costante di Eulero - Mascheroni). Si ha'

no1
(37) y:= lim (Z %—logn)

n—+oo =1

Dimostrazione. Apparentemente si tratta di una forma indeterminata del tipo oo — co, ma noi
useremo il risultato di Abel per mostrare che

OXO: 1—logn—y+0(1)
=1k n

Dobbiamo considerare Z k conAp =k, f(x) = 1 % € ay = 1. Per Abel abbiamo che

o e
= / / m dt:logn+0(/1oo%)

tz)

quindi la serie iniziale converge e possiamo scrivere
t +00 t +oo t 1
[ e [ [ ol
1t 1 nil 12 n
+oo t +oo dt 1
f,weel), )=o)
n t no n

1)— +lo n+0(1)
n =yriog n

dove sappiamo che

In definitiva

t|+logn+0

e quindi

X1
Y= Z%—logn +0

k=1

1
- ot
n) pern oo
(]

Proposizione 11.3 (Formula di sommazione di Eulero - Mc Laurin). Sia f(x) funzione a valori
reali, di classe €9|a, b] con q = 1. Allora

(-n9+!
q!

b q (_l)r
> f(k):/ fodx+ )
a r=1

a<ksb

b b
[Br({x})f”*”(x) Lt / Bg(xh f P (x)dx
a

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in due casi: una volta fatta nel primo, ci ricondur-
remo ad esso. La distinzione si basa sul fatto che, se r = 2, allora B;(0) = B;(1) = By ed & una
funzione continua.
M @=1

Osserviamo che, poiche By (x) = x — %, allora Bj ({x}) € la funzione dente di sega. Adesso

partiamo dal calcolarci I'ultimo integrale, cosi da avere come risultato il resto mancante

della formula. Si ha che jf By ({x}) f' (x)d x possiamo spezzarlo, per I'additivita dell’inte-

grale, per esempio tra due interi. Quindi avremo

k+1

k+1 k+1 1 1
/ Bi({xh f' (x)dx = / (x—k——)f’(x)dx: (x—k——)f(x)
k k 2 2 k

k+1 k+1
flk+ 1)+f(k)
. fdx= 5

fodx

1 livello nozionistico, le prime cifre della costante di Eulero - Mascheroni sono y = 0,577215.
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Adesso, possiamo arrivare fino a b perche k < b, ma per ipotesi a < k e quindi restano i
termini che ora ci calcoleremo a parte.

lal+1 [al+1 1
/ Bl({x})f’(x)dx=/ (x—[a]——)f’(x)dx:
a a
lal+1 lal+1
( [a]——)f(x) —/ fdx=
a

1 [al+1
LD -3 - [ pax
2 2 a

Adesso, osserviamo che {a} — % = Bj({a}). Oral'ultimo pezzo rimasto &

b b
/ Bl({x})f'(x)dx:/ (x—[b]—l)f”(x)dx:
b] b] 2

b b
- fx)dx =
[b)

= (x—[b]—é)f(x)

[b]

1 1 b
({b}——)f(x)+—f([b])—/ fxdx
2 2 (b]

Adesso sommiamo tutto:

flal+1)
2

b [a]+1
/ Bi(x) f (0dx = -B1({a}) f (@) —/ fx)dx+
a a

(A)

[b]-1 k+1
LY )+ fk+1) Fodre
k

k=[a]+1 2

a 1
(38) —/ fx)dx+ bl({b})f(b)+§f([b])
[ e—

al+1
@

Infine notiamo che la sommatoria in realta ha tutti termini del tipo f([al + 1) + f([al +
2)+ f(lal+2)+ f([al +3) + f([al +3) +... e cosl via e quindi con la moltiplicazione per il
fattore % i doppi termini si elidono. Infine vi si aggiunge (A) e (O) cosi da ritrovare

Y. f.

a<k<b

2) (g=z2)
Allo stesso modo del caso precedente, si ha

_1\g+l rb
( 1;' / Bq({x})f(q)dxz
1 q+ 1 q+l b _
= S0 By ”()] cu / B (b)) f 97D (0 dx =
a
( l)q+1 ( l)q+1

b
[Bytn V0] - / qBg-1a) 117 wdx
a

. ) ..» [Rolber . .
dove abbiamo usato I'identita @ﬁﬁrgesso iterando la procedura si trova

(= l)r

b
— [ Brtan Y (x)] + / By (txh f () dx
r=2 a
e quindi ci siamo ricondotti al primo caso, che abbiamo gia dimostrato. Questo conclude
la dimostrazione.

O
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12. MERCOLEDI 7.11.2012 - SERIE ASINTOTICA DELLA COSTANTE DI EULERO - MASCHERONI

Vogliamo trovare uno sviluppo asintotico per la costante di Eulero - Mascheroni; utilizzeremo
la formula di sommazione di Eulero - Mc Laurin con a = m e b = n interi. Vediamo che forma
prende la formula.

n q+1
Y fio= / f(x)dx+22( D" By (f(f Dy — fr= “(m)) L/ Bg(xh f P (x)dx
k=m+1 r=1 67-

e adesso aggiungiamo f(m) a entrambi i membri e esplicitiamo a sinistra B; = % fn) - % f(m)
cosi da avere

\&

n n 1 1 2]
S ) =/ Fdes fom 5 =5 om)+
m

k=m

(Zr)' (f(Zr D) — f(2r 1)(m))

-4 [n
% / By (tx) f9 (x)dx.

Adesso, per sviluppare la serie asintotica, supponiamo ¢q dispari e sviluppiamo f(x) = 1 sconm=1
ed n un intero qualsiasi ed arbitrariamente grande. Osserviamo che scriveremo da sublto

@r—1) () _ 1
rer ()= —(2r=Dl—.

Si ha:
LO | 1 1 [q] 1
—=logn+-|1+— 2—1'—2_1l_+
kglk ogn 2( n)rl(z)'((r N-@r-1 )
1 " 2q+1)
+m . Bag+1({x) f (x)dx
dove
((Zr 1)!—(21‘—1)!L):@(1_L).
@n)! x2r 2r n2r
Inoltre

1 n 1 ix
—(261+1)!/1 Bagr1(xD(-2g+ 1Y 2q+2d ——/1 Bogr1Uxh) ——— —qi2

e poiche By 41 ({x}) & limitata, I'integrale converge e quindi possiamno scriverlo come — | 1°° +f ;:O
Portando a primo membro logn e passando al limite si ha

r=1

x® 1 1 4 By, +00 dx
Y—kz:‘,l%_l(’gk—i"'z ?_/n BZq+1({X})W

con la quantita a sinistra che ha il pregio di non dipendere da g, ed anzi, & arbitrariamente precisa
all’aumentare di g. Ora sostituiamo y nella formula di sommazione cosi da avere
noq By, 1 +oo dx
=logn+y+—-— + B X
> gnty+ o Z T /n 2q+1 0 —03

k=1
ma osserviamo che poiche B2q+2 (x) = (2 +2)B24+1(x), ne consegue che

wl

dBpg+2(X) = (29 +2)Baga1 (X)dx.

Sfrutteremo questo per mostrare come l'ultimo integrale rimasto sia in realta un infinitesimo.

/+°°B pydx -1 /+°° L By o) = — Bygr2(x}) 17
L Y aae T g ), e Part =S s | T |,
1 +oo X
_2¢7+2/n B2g+2(bh (=g +2) 507 =

1 Bag+2 too dx
:_zq_'_zm'*/n 32q+2({x})m=

1 qu+2 1
25]+2 n2q+2 n2q+2

2]l termine By nella frazione & dovuto al fatto che quando n € N allora {x} = 0 e By (0) = By.
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e 'ultima quantita, per g fissato, per n — +oo tende a

n2q+2 )’
Quindi, fino ad ora, abbiamo trovato che
il~logn+y+i_m@+ (L)
ok 2n = 2r n24+2

ma non abbiamo ancora finito. Poiché la serie a destra diverge, cosa che adesso dimostreremo,
dobbiamo dimostrare che in effetti non puo sussitere uguaglianza vera e propria tra i due membri.
Useremo il fatto che, per Cauchy - Hadamard, il raggio di convergenza é nullo. Sappiamo che

IB, | ~4\/H(é)2r

e che il raggio di convergenza ¢ definito come

-1
p:= (limsup V Iarl) .

r—+00
Adesso
. r[ B2yl _ . 1
Jim —, =P rlle-POO; (log|Bar| —log2—1logr)

ma osserviamo che

1 1
log|By,| =2log2 +logv/7 + 3 logr+2rlogr—2rlogen + O(—)
r
e tutti i termini, divisi per r, vanno a zero cosi si ha sostanzialmente

exp lim —>+oo=>p=(oo)71:0

log Bz
| r| elogr
r—+o0o r

e quindi la serie diverge per ogni n.

13. GIOVEDI 8.11.2012 - LAT DI EULERO: DEFINIZIONE E PRIME PROPRIETA

Definizione 13.1 (Funzione I'). Sia z parametro complesso e t variabile reale. E’ definita la fun-
zione Gamma di Eulero come

+00
39) T(2) =/ e F lay
0

Osservazione 13.1. Supponiamo di avere due generici a,p € C con a # 0. Per definizione si ha
af = P08 che q priori pud assumere infiniti valori dato cheloga = log|a|+ iarga. Ma basta
prendere a € R* per far si che, in particolare, la funzione t*~! non sia polidroma.

Affinche l'integrale converga, almeno inizialmente bisogna prendere il parametro tale che
Rez > 0. Si noti, non & male dirlo, che all'infinito I'esponeziale domina il comportamento del-
la funzione, mentre, se ci si avvicina a 0, la parte che conta & t?~!. Quindi vediamo cosa si deve
richiedere affiche ci sia convergenza a 0.

SeteRe feCallora
Itﬁl — |e,610gt| - eReﬁlogt — tReﬁ

e di conseguenza
1 1
/ Itz’lldt:/ tReD-1gs ¢ 400 & (Rez)—1>-1 <> Rez>0.
0 0

Questo va richiesto per avere convergenza assoluta, ma noi vogliamo quella totale, che implica
quella uniforme, cosi da poter scambiare, quando necessario, derivazioni, integrazioni, passaggi
al limite. Ricordiamo che una f(z) converge totalmente in un aperto Q se

+00
f(z):/ u(t;z)dte lu(t; z)| < C(1) /C(t)dt< +00.
1

Ricordiamo anche che se Vt € [1,+00) una u(t;z) € olomorfa in Q < C allora si pud derivare
termine a termine ossia avere

T du
ooy — .
f (z)—/1 dz(t,z)dt.
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La richiesta che Re z > 0 puo essere espressa, con z = x+ iy, ponendo 0 < a < x < b < +oo, dove si
noti che a puo essere arbitrariamente piccolo ma comunque positivo.

In questo semipiano c’é convergenza totale dell’integrale:

1 +00 1 +00
r(z)z/ e_ttx_ldt+/ e_ttx_ldts/ t“‘ldt+/ e 1P 1dr < +oo.
0 1 0 1

La morale é che, data I’arbitarieta con cui possono essere scelti a e b, la funzione I'(z) € olomorfa
su tutto il semipiano Rez > 0.
Adesso ci ricaveremo I'equazione funzionale per la I': supposto fissato z, si ha

+00 1 1 1 +00 1
I'(2) :/ —e~td(t?) = -[e 1711 - —/ —e 'tfdt=~T(z+1).
0 ¥4 ¥4 Z Jo ¥4

Quindi abbiamo trovato che

(40) z2l'(z) =T(z+1)

Una delle pitt importanti conseguenze della presenza di questa equazione funzionale, € che, se
letta come I'(z) = %F(z +1), ci da un’indicazione su come estendere su tutto il piano complesso la
funzione I'. Giaa in questa forma essa ci dice che possiamo estendere la funzione finoaaRez = —1
e avere un polo semplice in z = 0. Iterando si ha

I'(2)

= I'(z+n+1)
z(z+1)...(z+n-1)

e quindi per estensioni successive sulle strisce si ha che la I' & olomorfa su tutto il pianio comp-
lesso tranne nell’origine e negli interi negativi, ove ha dei poli semplici; inoltre
(="

Res_;I'(z) =
n!




nn!
(41) [(z)= lim ————  VzeC
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Teorema 13.1 (Formula di Gauss). Si ha

n—+oo z(z+1)...(z+n)

v

Dimostrazione. Per ogni n > 0 fissato, considereremo la quantita

n t n
/ (1——) #lar
0 n

29

che, osserviamo, per ¢ fissato ed n — +oo si ha convergenza alla I', ma per farlo bisogna passare
al limite sotto il segno di integrale, cosa delicata. Sempre supponendo z € {Rez > 0}, insieme a ¢

ed n, poniamo il cambio di variabile % =1,dt=ndrt. Siha

1 1
/ (1—1)”nz_lrz_1nd1=nz/ a-1"r% ldr.
0 0
adesso mettiamoci da parte il fattore n® e integriamo per parti cosi da avere
! 1! 1 n !
/ (1—1)”r2*1dr:—/ (1—1)”01(12):—[rz(l—r)"]})+—/ *(1-1)" dr
0 z.Jo z zJo

e iterando si ottiene

nn-1 1 ! nn-1 1 1
———/ A-n)ret " ldr == =
zz+l z+n-1) zz+l z+n-lz+n

n!
S z(z+D)...(z+n)
Aggiungendo il fattore n® si ha la formula cercata. Resta, ora, da mostrare effettivamente che

n t n
lim (1——) #ldr=T(z).
n—+oo Jq n

/ (1——) tz_ldt:/ e_t—[e_t—(l——) ]tz_ldt:
0 n 0 n
n t n
:F(z)—/ e‘f—(l——)
0 n

Siha

#ldar
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Adesso dobbiamo dimostrare che I'ultimo integrale € nullo. Per farlo consideriamo 0 < ¢ < n ossia
% < 1. Allora si ha che

2 8 s
1+—<1+—+ <e'n<
n n 2in?2  3nd
<s1+—+ i + £ +
B n2 nd
e poiche per ipotesi ,11 < 1 allora il tutto & maggiorato da 1_1 T € questo ci permette di scrivere,
n
lette dall’alto verso il basso, le seguenti diseguaglianze.
t t\n
1+ — (1+ ﬁ]
= = -1
t . 1+L) <ol
en e = 2. (1 t ]Vl <p !
- <e
B B (-

dove l'ultima disuguaglianza & la 1. Adesso, osserviamo che Va < 1siha (1-a)" = 1- na per

2
Taylor. Quindi, posto a = # siha

2\" 12 2
1-—| z1-n5=1-—
n

n
quindi
_t 2\, 2] e 2
e 1-|1-=| [se ' |1-|1-—]|=
n n n
In definitiva
n t n 1 n t n
/ e“—(l——) “ar s/ e_t—(l——) ? l‘dt<
0 n 0

n [2 R 1 n R
s/ —e !t ez’ldt:—/ et gy <
o n nJjo
+

1 o —t Rez+1 1
< — e 't dr=0|—].
n Jo n

Quindi abbiamo mostrato tutto nel caso Rez > 0, ma vogliamo estendere il risultato su tutto C:
estenderemo sulle striscie prese una per una, considerando le verticali a sinistra degli aperti e e
quelle a destra dei chiusi che escludano i poli. Pil1 precisamente

—(k+1)<Rez<=< -k
z#-k

Adesso applichiamo 'equazione funzionale

1

&= e+

T'(z+k+1)
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ma adesso Re(z+ k+ 1) >0 e per k fissato, quindi, vale ancora la formula di Gauss. Avremo

1 nZrk+l,,
I'(z) =

_— 1 =
z(z+1)...(z+ k) n—l>rJIrloo (z+k+1)...(z+k+n+1)

nzn!nk+1

lim =
n—+oo z(z+1)...(z+k+n+1)

nz n! nk+l

lim ———— lim
n—+oo z(z+1)...(z+n) n—+oo (z+n+1)...(z+n+k+1)

dove l'ultimo limite vale 1 perche (z+n+1)...(z+n+k+1) = nk+1, O

Proposizione 13.1. Si ha:

1

42 2Tz

o0
Yz 27
e k]:[l(1+k)e k VzeC

Dimostrazione. Partiamo dall’osservare che
n-1 1\ "=l'k+1 234
1+ % =

I1 [1—=>%-=n

k=1 k=1 k123

Adesso, manipolando lievemente la formula di Gauss si ottiene che
n*n!

I'(z) = lim 7 =
n—+o001z2(z+1)...n(1+ ﬁ)

n-1

[

k=1

Z n

I1 [1+ %)_1

k=1

1
1+~

1
4 =2
(43) im <

Z h—+oo

d

dove nella prima produttoria possiamo sostituire n—1 con n dato che per n — +ocosiha 1+ % —
1. Di conseguenza possiamo unire le produttorie ed arrivare ad una formula dovuta ad Eulero:

9 1)\* z\—1
(44) ZF(z)=k]:[1(l+E) (1+%) .
Adesso, torando alla formula di Gauss, si ha che
z 1 1+2(1+%)...1+%
zl'(z) = lim n — = lim ( 2) ( n)
n—+oo (z+1)...(z+k) zl'(z) n—+oo né
ma
Lz —p% = p2logn _ e—z(logn+1+%+~-+%—1—%—..._%)
n

e quindi ad esponente abbiamo

¥4

1 1 1 1
1+ -+-+—-logn|-z|1+ -+ +—
2 n 2 n

e questo ci consente di riscrivere tutto come

R L M |

Riordiando i fattori troviamo

T@ nli}lloo((l +z)e (1 + g] e i (1 + %) e ez(1+%+'“+%_l°g"))

ma il limite del prodotto & il prodotto dei limiti e di conseguenza abbiamo

eyl . n zZ\ _z
= lim e#(l+-+5-logn) jimy, I1 (1+—)e k
zI'(z) n—+oo n—»+ook:1 k

o0
=e"* J] (1+ %)efi.
k=1
Si osservi come, in effetti, la produttoria in realta & un prodotto di Weierstrass - Hadamard con
zn =—n, p = 1, inoltre G(2) = yz e per un teorema precedentemente visto, la funzione [zI'(z)] "1 &
intera di ordine 1 e quindi I'(z) non si annulla mai.
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14. MERCOLEDI 14.11.2012 - SECONDA EQUAZIONE FUNZIONALE

Teorema 14.1. Si ha che

(45) r@rd-2=—— VzeC
SINTTZ

Daremo due dimostrazioni diverse di questo teorema.

Dimostrazione. Sfrutteremo il fatto che

1 & 1
F(Z)_Z 1_[ (1+;

n=1

z

z\~1 sinrtz & z
(1+—) :H(l——).
n n=1

nz

Si ha che
ZI(T1-2)=T(z+1)I'(1-2) =

1 =< N 142)70 1 =
= H(1+—) (1+—) ITit+=
z+1 ,5 n n 1-z,5 n
s 1)2 12 2]
= 1+— 1+— -
1-22 5 n) n) n?
dove osserviamo che
1)2 1\ z 1\ =z
1+—| =|{1+=|+=|||{1+—|-—
n n) n n) n
e inoltre, manipolando i fattori troviamo che
2 2 2 171
1 1 Z -1
8T 1.
2 5 2 |t 2
1 z 1 (n+1)
(e3) -2 | (1+3)

quindi, tornando alla produttoria, abbiamo

-1
1 = z2
2 I1{1- 2
1-2z° ;5 (n+1)
ma poiche n — +oo possiamo sostituire n+1 con n ed inglobare il termine prima della produttoria
cosida avere

-1

O

Nella seconda dimostrazione che daremo, della validita dela seconda equazione funzionale,
faremo uso delle funzioni B(beta) di Eulero.

Definizione 14.1. Siano x,y € C tali cheRex >0 eRe y > 0. Allora la beta di Eulero é
1

(46) B(x,y):= / ~la-prlaz.
0

Si osservi che B(x,y) = B(y, x) e lo si mostra tramite un semplice cambio di variabili. Adesso
proviamo ad estendere B(x, y) in un modo simile a come abbiamo fatto per la funzione I'(z). Per
prima cosa effettuiamo il cambio di variabili r = 7% cosi da avere

1+u
+00 u \x-1 1 y-1 du +00 ux—l
B(x,y):/o [1+u) (1+u (1+u)2=/0 Wdu'
Adesso osserviamo che

+00 +00 9 x+y-1 dd
/ e_t(1+”)tx+y_1dt:(t(1+u):19)=/ e ? ) =
0 0 1+u 1+ w

_ 1 T 9 gxty=1 59 L+
_(1+u)x+J’/0 e dﬁ_(1+u)x+3’
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con |'ultima quantita che non ¢ priva di senso dato che u € (0, +0c0) e 1 + u > 0. Adesso moltiplichi-
amo tutto per "1 ed integriamo cosi da avere

" " t(1+u) (x+y-1, x-1 " u*du
B Y ut T det |l du=T(x+ =T(x+y)B(x,y).
/0 (/0 ¢ ! ) U=t y)/o 1+ w*ty e+ B y)

Ma non e tutto, data la regolarita delle intgrande, possiamo scambiare I'ordine di integrazione e

avere
oo +o0
/ e_tt“y_ldt/ e~y au.
0 Jo

Adesso, per ¢ fissato, poniamo tu = 9 e osserviamo che il secondo integrale & tale che

+00 9 x-1 a9 +00
/ e ? (—) —= t_x/ e V951 q9=1t"T(x)
0 t t 0

che inserito nell'integrale rimanente da

+00
I'(x) / e 'Y ldr =TI (y)
0
e questo ci permette di avere una relazione tralaI" e la B ossia

T)r'y)
I'x+y

47) B(x,y)=

dove, osserviamo, questa relazione sussiste se Re z > 0 e Im z > 0, ma possiamo estenderla a tutto
C dato che siamo riusciti a farlo perlaT.
Adesso siamo pronti per la seconda dimostrazione.

6
Dimostrazione. Innanzitutto poniamo x = ze y =1 - z nella (57), cosi da avere I'(x)T'(1 —x) =
B(x,1— x). Dobbiamo mostrare che

T
B(x,1-x)=

sinmx
e questo basta farlo per x € (0,1). La tesi si avra successivamente con un argomento di prolunga-
mento analitico. A questo punto, usiamo la formulazione

+00 ux—l
B(x,y)= —d
(x,) /0 PP u

e per calcolare questo integrale utilizzeremo il metodo dei residui. Vogliamo, quindi, provare che

+00 ux+1 T
B(x,l—x):/ du=
0

1+u  sinmx’

x+1
z
§I§ dz
1+z
e, come mostrato in figura, fissiamo p ed R in modo tale da evitare la polidromia nell’origine. Os-
serviamo che —1 € (—p, —R); scriviamo il numeratore come 71 = gx=Dlogz qgye il logaritmo &

quello standard. Nella parte A quindi abbiamo un preciso logaritmo e, di conseguenza, terminata
la circuitazione su B si avra un incremento di 27. In particolare su A abbiamo

Lobiettivo & calcolare la circuitazione

Zx1 = e(xfl)logz _ |x71 =y 1

|z u

Quindi una volta giunti su C si dovra considerare il vecchio logaritmo aumentato di 27i cosi
avremo

fol — e(xfl)(log\z|+2m’) _ uxfleZni(x—l).

Adesso maggioriamo le due circuitazioni delle circonferenze centrate nell’origine e abbiamo

zx—l Zx—l
dz=2miRes;—_1 =(D* loni
1+z 1+z

dove il segno varia a causa del fatto che log| — 1| + i arg(—1) = mi. Vedremo che3 comunque tutto
questo non dipernde, per il teorema di Cauchy, dalla scelta di p e R3 Prima di procedere con i
calcoli osserviamo che

48) |ez| < ‘eRez — ple-Dlogp pr—l'

3su p il segno & negativo perche stiamo procedendo in senso orario.
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Adesso si ha

L
T
[
]
L
S

x-1 x-1 x-1 d
§1§Z dz'syg z ‘dzsp |dz|5px’1§l§ ‘<
Y11+Z 71 1+z |1+ z| 11 |1+ z|
x-1 x—-1
—0
S(|1+z|21—p)sp |dz|:2nplO :27[‘0—p—>0.
1-pJy 1-p 1-p

Per quanto riguarda l'altra circonferenza si ha

x-1

Rx—l
dzs?ﬁ ldz|<(x€(0,1)>x-1<0) <

Zx—l
§l§ dz
11 1+z },2|1+z|

Sfl;
Y1

1+z
R*! R* R
27R =21—— B=0¢,
R-1 R-1

=
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Adesso, ritornando ai residui, abbiamo la seguente situazione:

zx—l . ~+00 ux—l +00 ux—leZni(x—l)
95 dz=2nie" % D:/ du—/ LAy
1+z 0 1+u 0 1+u

i +00 ux—l
:(l—ezm(xfl))/ —du.
0 1+u

e quindi abbiamo trovato che

+oo ,x-1 27Tie7”(x_l)
du= - .
0 1+u 1—e2mi(x—1)
Siamo quasi vicini alla conclusione; osserviamo ora che

1 _ g2mix=1) _ pmi(x-1) [em’(l—x) _ e_”i(l_x)]Zisin[n(l — )]

per le note formule di scrittura dei numeri complessi. Quindi in realta possiamo scrivere che
I'integrale vale
2miemix-1) 7
2isin[m(l—x)]e™G-1 " sin[x(1 - x)]
dove, grazie alle formule di addizione si ha sin[z(1 — x)] = sinzx. E questo conclude la seconda
delle dimostrazioni. O

Osservazione 14.1. Sinoti che se nella seconda equazione funzionale si pone z = % allora

15. GIOVEDI 15.11.2012 - FORMULA DI DUPLICAZIONE DI GAUSS
Legendre aveva dimostrato che Vze Csiha
1) _ 1-2z
(49) I(z)l |z + 5]= V2 7T (22)
mentre Gauss, successivamente, riusci a generalizzare tale formula.

Teorema 15.1. Vale la seguente formula di duplicazione:

k n-l o 1_,.
z+—|=02n)Z n2 T'(nz) vVn>0
n

n-1
(50) [T
k=0

Dimostrazione. Sappiamo che valel’equazione (E‘I) che orariscriviamo e proviamo a manipolare.

. m#m! , m m?(m—1)!
INz)= lim ——— = lim .
m—+oo z(z+1)...(z+m) m—+ocoz+m z(z+1)...(z+m-—1)
ma
m
z+m
per m — +oo e quindi possiamo considerare
m*(m—1)!

I'(2) =

lim .
m—+oo z(z+1)...(z+ m—1)
Ma se questa successione converge, allora lo fara anche una sua sottosuccessione; noi scegliere-
mo quella dei multipli di z ossia nz e la useremo nello sviluppo del seguente prodotto.

nnz—l n-1 k
H I'lz+—|=
I'(nz)
nhe=1 n-1 mz+§(m— 1!
T e 11 im k
1My —+00 nznz+1)...(nz+nm—-1) k=0 (Z + ﬁ) . (Z +m-1+ ﬁ)

ma ora, poiche il limite del prodotto ¢& il prodotto dei limiti possiamo scrivere
. (*)
My m™ n (m=1)! nz(nz+1)...(nz+nm-1)

et (ee E] (rmo1E) G om- 1)

nnz—l
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ma vediamo come esprimere meglio i singoli pezzi.

= z+k n,_z z+i z+ 21
[ m* nm-Dl=1m-1D1"m*m** % .. .m* "% =
k=0

1 n-1

1,40l 1 n(n-1)
nz+ et

1
=m — mnz+z(1+2+~~-+n.1) —mtn T =

= m"z+n771[(m—l)!]".

T (4 %) e Emn) -

k=0 n

1 1 1
:z(z+1)...(z+m—1)(z+—) z+1+—|... z+—+m—1)-~--
n n n
k=0
k=1
n-1 n—-1
----- zZ+ |zt m -1+ ——
n n

k=n-1
Adesso sistemiamo i termini prendendo il primo fattore per k = 0, il primo per k =1 fino a k =
n—1, poiripetiamo la cosa per il secondo fattore e cosi via. Ci ritroviamo

T2l )

1 n-1 1
:z(z+—)...(z+—)~(z+1)(z+1+—)...
n n n

1 n-1
-...(z+m—1)(z+m—1+—)...(z+m—1+—)
n n

n—l)
ZH1+—|-
n

1

Osserviamo che ogni fattore € il successivo —+; 0 equivalentemente il precedente +,11 e in defini-

tiva tutto questo equivale ad

z(z+1)...(z+m—l).
n

e Hfem-2))

n=1
nz—1 hm [(m_1)|]nmnz+ 5 nnm

m—+00 (nm)**(nm-—1)!

Infine

(o) =n"" (z

Quindi dobbiamo calcolarci

n

dove semplifichiamo il termine prima del limite con n"# a denominatore, poi uniamo il rima-
nente n~! con n’*"" e semplifichiamo il rimanente m"# del denominatore con quello a numera-
tore cosi da arrivare a .
n-1 —
N (T VI K
lim
m—+0o (nm—-1)!

che non dipende pii1 da z ma solo dall’'n fissato inizialmente e quindi & costante per tutti i z.
Quindi allo stato attuale abbiamo trovato che

nz-1 n-1 k _Dnt it pnm-1
o (e 3 ) = i i
I'(nz) k=0 n m—+oo (nm—1)!

Abbiamo detto che l'ultima quantita si mantiene costante per ogni z e quindi ¢ lecito vedere cosa
accade se scegliamo, per esempio, z = % Andando a sotituire, il termine prima della produttoria
si semplifica, dato che I'(1) = 1 e rimane solo

n-1 k 1
(<=
k=0 n

ma osserviamo che per k = n—1 si ha ancora il prodotto per I'(1) e quindi facciamo il prodotto
fino a k = n—2 ossia

n-2 k+1 n—-1 h
[1ir LAY I1 r(—)>0
k=0 n =1 \7
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dato chelaT e positiva sui reali.
Adesso, come nel caso di 1“(1/2) ci calcoliamo il quadrato e successivamente lo incolonniamo
— 1 n-1
:”le(ﬁ)z_ )T ()
p=1 \1

5] T pfmy) p(m2) o or(2)

Mettendo cosi il prodotto abbiamo voluto evidenziare come sia possibile, in realta, scrivere il
nostro quadrato come

()3 =11 - 2

h=1sin - H sm—

2

S 3
_—

n-1

quindi tramite questo passaggio scopriamo che

n-1 h
5D 1l r(_) -
h=1 \"

n—1 g hm
]'[h:151n T

Non ¢ ancora finita. Consideriamo ora il polinomio M-1=(x-DE" 1 +x"24...+1) le cui

2kn
radici sono le radici n-esime dell’'unita x; = e' n ; tolto k = 0 che da x = 1 possiamo scrivere

n-1_ . .n-2 ot j 2kn
X +Xx +-~~+x+1:H(x e’ nJ
k=1

ma questa & un’identita e quindi vale per ogni x. Scegliendo x = 1 e andando a sostituire troviamo
che

- n-1 k k K
n= H( )= T[T (¢ - =
k=1 k=1
nt kz n-lyn-1, Q""Dn_l- km
H lem——( 1) 2 12 Hsm_:
=1 n k=1 7
n—1n=1 ke n-1 k]T
:2”71[—16 2) Hsm—z(eZ—l)—Z" 1Hsm
k=1 n k=1 n

8
A questo punto il denominatore della (E‘I) in realta e tale che

e di conseguenza

n=l k 71%12%1 I'(nz) n-1 1_
(z+—)=— =2n) 2 n2 ™I'(nz)

\/ﬁ nnz—1

e questo conclude la dimostrazione. O

16. MERCOLEDI 21.11.2012 - FORMULA DI STIRLING GENERALIZZATA

Lobiettivo & trovare uno sviluppo asintotico per logI'(z): vediamo un po com’e la situazione.
Se eliminiamo il semiasse Imz < 0la I che gia di suo non ha zeri, adesso non avra pitt nemmeno i
poli e quindi ci ritrobiamo in un aperto semplicemente connesso iin cui logI'(z) € univocamente
determinato e questo garantisce 'assenza di polidromia.
Adesso poniamo logI'(1) = 1: implicitamente abbiamo fissato il logaritmo nella sua determi-
nazione principale, altrimenti aviemmo avuto logl = jargl = 2kmi. La formula che esibiamo,
pero, ha validita al di fuori di un angolo di ampiezza € con asse centrale sovrapposto al semiasse
Imz=<0.
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Teorema 16.1. Per ogni fissato q = 1 inN vale:

1 9 By 1
(52) logI'(z) = (z— E)logz— z+logV2m+ kgl k- 12k 21 +0g,¢ (I

1
Z|2q+1

Osservazione 16.1. Si osservi che una volta fissato l'angolo € l'errore commesso ne dipende.

Dimostrazione. Fissiamo z e consideriamo il logaritmo della formula di Gauss cioe

nén!

n
log———MM8M8Mm
zZ(z+1)...(z+n)

= zlogn—log(z + n) +log

z+1 z+n-1
=zlogn—log(z + n)—logz—logT—m—log— =

n z-1
=zlogn-log(z+n)— Y log[l+=——].
k=1 k

zz+1 z+n—

i)

Adesso applichiamo la formula di sommazzione di Eulero - Mc Laurin all'ultima sommatoria

scritta. Prima di farlo raccogliamo alcune informazioni sulle derivate di f(x) = log(l + ZT’l) =

log(x+z-1) —logx.

e

IS
-~
R
w

_ 1 1
f’(x) T Zz¥x-1" X
') = —m + 5 =-lz+x-D2+1x2
" =2z+x-1)"3-21x73

fDx) =D g-Diz+x-1)"9+(1)9(g-1)!x79.

Nella formula di sommazione mandiamo g — 24 + 1 cosi poi da ritrovare che [%] — ¢. Quindi

la sommatoria all'interno della formula di sommazione, per n, m interi, diventa

4] 5
_rT [f(Zr—l)(n) _f(2r—1)(m)) _
r=1 :
I By (2k-2)! k-2 @2k-2)
:k; (2k)!((z+n_1)2k—1_ 2k-1  g2k-1 +(2k—2)!).
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Allorala formula di sommazione risulta essere (ricordiamoci del segno negativo davanti alla som-
matoria che stiamo rappresentando, il quale ci da ora i segni invertiti):

n n
—Zlog(l+ikl):—/ log
k=1 1

B i By (2k-2)! B (2k-2)! B (2k-2)!
(Zk)l (z+n—1)2k-1 n2k-1 z2k-1

1 n 2 6]) 2g+1 2q)!
——(2q+1)!/1 qu+1({x})( . +(-1) 2q+l)

Le ultime due righe qui sopra sono sempligicabili eliminando (2¢)! e (2k —2)!; questo ci da

9 By 1 1 1 +1)
2 Ck-12k \(z+n-1)2k-1  p2k-1 " 2k-1

! nB ( })( ! ! )d
2q+1 )y PP G mn2ael T 2T )4

Ora interessiamoci ai termini prima della sommatoria: I'integrale ¢ tale che

n z—1 z—1 n 1 1
log|l1+ — |dx=xlog|1+ — | — X - —
1 X X 1 x+z-1 x

z—1 xX+z-1-2z-1 z—1
1+—)—x/—dx=xlog(l+—)+
X

x+z-1
+(z— 1)/

=(z+x— l)log(z x—1)—xlogx.

z—-1 1 1 n+z-1
1+T)dx—§logx—zlog(—)—

n

+ (2k—2)!) -

dx=

= xlog

—xlog(z+x 1) -logx) + (z—Dlog(z+x—1) =

Sostituento 1 ed 7 nella formula trovata abbiamo

n
/ log
1

Quindi abbiamo allo stato attuale (trascurati I'ultimo integrale e I'ultima sommatoria nella for-
mula di sommazione di Eulero - Mc Laurin) la seguente situazione:

z—1
1+T)dx: (z+n—-1)log(z+n—-1)—nlogn—zlogz.

1 1 1
logI'(z) = zlogn — zlogz— Elog(z+ n-1+ Elogn—log(z+ n)—

—(z+n-1)log(z+n-1)+nlogn+zlogz =

1 1
:(Z—E)logz (z+n 1+— )log(z+n 1)+

1
+— |1 +
n 2) ogn
+zlogn—log(z+n).
Adesso aggiungiamo e togliamo log(z + n —1). Osserviamo che —log(n +z—1) cida

(n+z+ )log(n+z 1) = (n+z—l:n(1+ZT_l)):

1
53 =—|z+n+-
(53) z 2

z—1
logn+log(1+ T)]

mentre log(n+z-1) da

1
-1 1 -1)=log|1- .
og(z+n)+loglz+n-1) og( z+n)

In definitiva per ora abbiamo i primi termini dello sviluppo ossia

1 1 1
z+n+ - )log(1+—)+(z+£)logz+log(l—
n

E’ il momento di passare al limite per n — +oo:

z+n)

log|1-
og( z+n

poichelog(1+2) =z + %2 +... allora

log(1+z—l) = Z—_1+O(L)
n
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[sme gl )=o)
—|z+n+-|log|l+ — |=—|z+n+ =
2 n 2

z—l)
1+

n
1
n
i Bat ( ! - )"—'_ﬁ""o
k=1 Ck=12k \(z+n-1)2k-1  p2k-1

che, messo in evidenza -, converge a —(z — 1). Infine

e tutto questo ci riempie di gioia dato che la situazione sta migliorando. Al momento

) 4 By 1 1 (" Bogn(a)
logT(z) = |z— = |logz—z+C -
ogl'(2) (Z 2) 0gz—z+ q+]§41 Qk-1)2k z2k-1  2g+1 /1 (x+z-1)29+1

dove nella costante Cy € rientrato, dato che non dipende pit da z, anche il termine

1 /+°° Bog+1(ixh)
2q+1 J, X24+1

Consideriamo ora x + 1 := ¢: fatta questa scelta osserviamo che {x + 1} = {¢} e dx = d¢. Questo ci
permettera di cambiare I'intervallo di integrazione ossia invece che partire da 1 lo si fara da 0. Per
comodita notazionale richiamiamo ¢ = x e ricordiamo che

B!, (x) = nBy—1 = dBy(x) = nBy_1(x)dx.

Adesso dimostreremo che
1 +o0 Bag+1(fx}) 1
/ a+ dx = Oq £ (—) .
2g+1 Jy (x+2z)2a+1 "\ |z)2q+1

1 /+°° 1 dBag+2(ix}) ¢ 0 = 1
2g+1)o 2g+2 @+x2art PPN TG R

Si ha
+o00o

Bag+2({x})
(z+ x)2q+1

0

1 +00
GaTiEgT ), P e -
0

= (d(z +0@0) = _2g+1)(z+ x)*(z‘i”)dx) =

= 1 Bag+2 1 /+°° Bag+2({x}) B
T (2q+1)(2q+2) 291 " 2q+2 Jo  (z+x)24+2

Siaoraetaleche —m+e<argz<m—e.

Siha|z+ x| = |z|> + x* - 2x| ] €OSy ma, preso € <y < m avremo —1 < cosy < 1 e quindi 2% + x% -
2x|z|cosy = |z|2 +x% - 2x|z|cose.

Nella prossima disuguaglianza interverra il fatto che Bzq+2({x}) € periodica e quindi la frazione
da integrare all'infinito ¢ < 1.

1 /+°° Bag+2({x}) /+°° dx
- dx<q — <
2q+2 Jo  (z+x)29+2 0 (z+x2)a+l

</+°° dx < (x:= 1+ |zl cose) <
< < (x:=t+]z|cose) <
o (z]2+ x2-2x|z|cosg)dt!

</+OO dr
~ Jozicose (1212 —2|z](¢ +|z| cos€) cose +12 + | z| cos? e +2¢|z| cos €)1
Per quanto riguarda il denominatore si ha

2 q+1

q+1
] [ e+1%

[Izl2 (1—2c052£+cossJ+t2 = Izlzsin

quindi I'ultimo puo essere ulteriormente maggiorato come segue:

/+°° dt (t:= |2lusine) /+°° |z|sinedu
— = (t:=|zlusine) = =
—0o (Iz2sin? g +12)q+1 —oo |2I2sin?e(1 + u2)a+!

1 /+OO du 54»+oo+
= —_— m.
(|zlsing)2d+1 |_oo (1+u2)a+1
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2 . =2
@tfﬂtiyhza +Z@,19 GCJS/’

Adesso osserviamo che la costante e quella gia calcolata in precedenza: si pud mostrare la cosa
sia ragionando per assurdo sia utilizzando la formula
=logv/7m +log2—2zlogz+logl'(2z).

1
logT'(z) +logl' |z + 3

17. GIOVEDI 22.11.2012 - TEOREMA DI CAUCHY PER FUNZIONI COMPLESSE

Studieremo equazioni differenziali omogenee di ordine 7 nel campo analitico ossia dove sia i
coefficienti che le funzioni incognite sono complessi.
(54) Y = pr @y Y + 0y 4 puo1 (0 + pr0)y
con x variabile complessa in un aperto Q c C. I p; (x) sono funzioni regolari in un disco |x — xg| <
a.
Posti i dati iniziali
y(x0) = yo
Y(xo) =y,
(55) .
y(n—l)(xO) — y(()n—l)
allora si ha un Problema di Cauchy per il quale vale il teorema di esistenza ed unicita. Qui ne

daremo la dimostrazione nel campo analitico.

Dimostrazione. Lidea e di cercare una serie di potenze con coefficienti che sarranno opportuna-
mente scelti a posteriori al fine di soddisfare I'equazione con i dati iniziali associati.
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U]

Formalmente abbiamo

[o¢] o0
y=2 crix—xp)" Y = Zrcr(x—xg)r_l

r=0 r=1
- s , . . Lo . ry?” N
e cosl via fino all'ordine dell’equazione. Ma in una serie di Taylor avremo i ¢; = (-1)" 7 quindi
!l
_ _ ) _ Yo
0 =JYo 1=Yo Cz—g

(n—1)
ecosiviafinoacy,_1 = h Sostituendo gli sviluppi in serie nell’equazione, (sia quelli di y che
dei p; (x)) una volta fissati i coefficienti 'unicita risulta evidente.
@
Lobiettivo &€ dimostrare che trovato lo sviluppo formale in serie di Taylor della candidata soluzione,
allora il raggio di convergenza sia non nullo affinche essa esista. Consideriamo, per semplicita,
n =2 cosi da avere

Y'=p@y +qxy
(56) y(xo) = yo
¥ (x0) =g
dove
e} (9]
px) =) ar(x—x0)"  gx) =) Brix—x0)"
r=0 r=0
sono gli svilippi di Taylor dei coefficienti nel disco. Sostituendo nell’equazione abbiamo

Y rr=Derx-x0) 2= Y arx—x0)" Y rere—x0) T + Y Brix—x0)" Y cr(x—x0)"
r=2 r=0 r=1 r= r=0

e calcolando il prodotto alla Cauchy troviamo

1-2¢2 =apcy + Boco
2-3c3 =2apc2 + (@1 + Bo)c1 + Pico
3-4c4 =3agc3 + 2ay + Po)c + (a2 + B1)c1 + P2co

e cosl via; ma osserviamo che c; e cp sono assegnati quindi deriviamo c» dalla prima, c3 dalla
seconda e iterando la procedura troviamo in maniera successiva tutti i coefficienti. Si osservi che
ogni coefficiente & combinazione lineare degli sviluppi di Taylor di p e g.

Adesso V n = r abbiamo

Cr= ArsCr—s.

-
s=1
Poiche, per ipotesi, i coefficienti p;(x) sono regolari sul disco e quindi su un chiuso, essi sono
dotati di massimo M;. Ai fini della dimostrazione ¢ sufficiente che Vx € |[x — xg| < a = |p; (x)| <
M;. A questo punto chiamiamo
o Pt
pi(x) = Z p;r) (x—xo)r pgr) = l_'
r=0 r:
e, ricordando che
r! X
7 x0) = = A

- T
271 J{x—xol=a 1X— xol"*1
possiamo procedere con la seguente maggiorazione:

1 i(x M; M;
P (xo)l < 5= DIy gy < M ldx| = —F.
27 J|x—xpl=a |x — xol 2na lx—x0l=a a
Adesso definiamo
M; )
Pi(x)szo l=1,...,l’l
1- 5
e osservando che |[x— xp| < a= x_uxo <1 troviamo che
X (x—x0\r X M;
P =M; Y (—) =Y P -xg) = pi = 2L
r=0 a r=0 a
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Qui, a questo punto, abbiamo trovato che | pgr]l < le. Adesso consideriamo i fissato e r €
[0, +00). Diamo qui una definizione che ci sara utile nel proseguire.

Definizione 17.1 (Dominanti alla Cauchy). Siano f(x), g(x) olomorfe nel punto xg. Allora f(x) e
dominata da g(x) in xq se
|f(r)(x0)|5g(r)(x0) vr.

Torniamo a noi: cosa aveva fatto Cauchy? Aveva trovato I'equazione dominante la nostra
equazione di partenza ossia aveva trovato

o0
Y =YV Py (Y 4 PR(0Y Y=Y Crlx—x0)”
r=0

e imponendo le condizioni iniziali otteniamo, similmente a quanto gia visto, che

.
Cr= Z BysCr—s
s=1

dove i Bys sono coefficienti positivi e tali che | Ay g| < By, proprio per il fatto che ngr)l < le.
Ci si e ridotti a studiare le soluzioni dell’equazione dominante perche & relativamente pili sem-
plice. In particolare

() o0

2 Crx=x0)"| = 3 Crlx—xol"

r=0 r=0
e quindi dobbiamo mostrare che I'ultima serie scritta converge con raggio di convergenza non
nullo.

Cambiamo variabile: sia ¢ := < —axo . Di conseguenza abbiamo dei cambiamenti del tipo
dy dY dx ay P.(@) M;
—_— —— = a— : =
dé  dx dé = dx ! 1-¢
1d'v M 1 dvly M,

(57 Y.

= +t
a din 1-¢ a1 dgrnfl 1-¢

Adesso moltiplichiamo tutto per (1 —¢&)a” e poniamo lo sviluppo di Taylor di Y come

(e
Y= Z Yr'fr
r=0
che dovra soddisfare (%07%; di conseguenza i coefficienti saranno legati dalla seguente relazione.
n
(58) (n+YYper=rn+r=Dlyper—1+ ) (n+r1r-9)Msa’ypir—s  r=0,...,+00
s=1

Osserviamo che per costruzione y, = Cra’. Detto questo, abbiamo due possibili casi.

(1) 1I caso banale ossia quello in cui abbiamo scelto dall'inizio tutti i coefficienti c¢; = 0;
di conseguenza, tramite la costruzione per ricorrenza, avremo tutti i y, = 0. Quindi la
soluzione sara Y = 0.

(2) Il caso non banale ossia quello in cui abbiamo almeno un c¢; # 0. Questo significa che
da un certo y, > 0, per induzigne, saranno non nulli anche tutti i successivi Vn =r. A
questo punto dividiamo la (%%“)igper (n+r)! cosida trovare

1
=— 1+ ...
Yn+r n+rYn+r 1 Z

dove nella sommatoria troviamo per la seconda volta il termine y,4+,—1. Raccogliendo

troviamo
r+Ma
Yntr = ———Vn+r-1+Intr-2.
——

n+r
=0
A questo punto, dato che M & una costante, nulla ci impedisce di incrementarlo al fine
di avere M1 a > n. Questo implica che Y45 > Yp+r—1 V1. Ora
Yner _ T+Ma + i (n+1—9)Msa*ypir—s

Yn+r-1 r+m §=2 Yn+r—-1(n+71)!

eperr — +oosiha
Yntr 1 Yn+r-1 1

Yn+r-1 Yn+r
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e finalmente troviamo che la serie ha raggio di convergenza 1. Adesso se ritorniamo a
aé — x — xg troviamo che

e}
Z Crurfr
r=0
ha raggio di convergenza p = a.
O

18. MERCOLEDI 28.11.2012 - RICHIAMI SULLE EDO E INTEGRALE FONDAMENTALE DEL PRIMO
TIPO

Riscriviamo il nostro problema di Cauchy.

y(n) - Pl(x)y(n_l) RS pn(x)y
y(xo) = yo

y=D (xg) = y((]n—l)

Cosa succede se supponiamo che il punto xj sia un punto singolare isolato per almeno uno dei
coefficienti p;(x) ? Vedremo che si ha una nuova varieta di fenomeni e le soluzioni no saranno
piu regolari.

Prima di addentrarci nella questione, diamo alcuni richiami. Data la EDO, se y; e y2 sono due
soluzioni allora anche Cy; oppure yj +y2 sono soluzioni. Questo vale ancora se abbiamo y1,..., y»
integrali particolari in un intorno di xp (in questi richiami supposto regolare).

Un integrale y & detto generale se contiene tutte le soluzioni o, per essere pill precisi, se possiamo
disporre di arbitrarie costanti per soddisfare arbitrari problemi ai dati iniziali

y(x0) = c1y1(x0) + -+ + cnyn(x0) = yo

¥ (x0) = c1 ¥} (x0) + -+ cnyy (X0) = Vg
(59) (S)

(n—1)

Y D xg) = 19"V (xg) + - + ey (=1

(x0) =y, 0
Quindi risolveremo il sistema (S) con incognite i ¢; in un intorno di xg se e solo se il wronskiano &
tale che

¥1(x0) ¥Yn(xo)
Wi(xg) = : #0.
yﬁn_l)(xo) yﬁln_l)(xo)

Notiamo che, in virtlu del teorema di esistenza e unicita, se W (xp) = 0 allora W = 0 in tutto il disco
|x — x9| < a e questo significa che gli integrali particolari y; sono linearmente dipendenti cioe
esistono degli a1, ..., @, non tutti nulli tali che a1 y; +---+ apyn =0.

Se, invece, partiamo dal porre W = 0, troviamo che Y soddisfa il problema di Cauchy con dati
iniziali tutti nulli e, per il teorema di esistenza e unicita, & 'unica soluzione possibile.

Teorema 18.1 (Formula di Liouville). Si ha cheV x € A4(xp) vale la seguente formula:

[y prndr

(60) W(x)=Wi(xp)e

Dimostrazione. 1idea & di calcolarci W/ (x). In generale se abbiamo

10 .. fin)

10 ... fan®)

F(x) = . .

fnl(x) fnn(x)

allora

i o ] [ . fin mw .. finx)
P10 o @ |0 . (0 10 . fon®)
Fly=| . o+ e .

fnl(x) fnn(x) fnl(x) fnn(x) ;zl(x) fy,m(x)
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Quando andiamo, quindj, a calcolarci W’ (x) il contributo della riga i-esima & uguale a quello della
i +1-esima; di conseguenza I'unico contributo e dato dall’'ultima riga. Se mettiamo in evidenza
uno qualsiasi dei p;(x) (per esempio i = 1) troviamo che W’ (x) = p; (x) W (x); per separazione di
variabili e integrando otteniamo la formula. ]

Studiaremo ora gli integrali dell’equazione

V' =p10y + pa(x)y.

Supponiamo che i coefficienti siano funzioni olomorfe nel disco bucato A := A, (xg) \ {x¢} e ci
chiediamo che forma abbiano gli integrali in un intorno di xp. Il caso di nostro interesse si ha
quando tale punto € un punto singolare isolato per almeno uno dei due coefficienti.

Vediamo di capirlo. Prendiamo un aperto semplicemente connesso Q c A.

Sia xp € Q e, a patto di passare per altri aperti, facciamo una circuitazione attorno ad xp. Si osservi
che & necessario uscire da Q perche lo abbiamo ipotizzato semplicemente connesso. Sappiamo
che che in esso pj(x) e p2(x) sono entrambi regolari e per il teorema di esistenza e unicita, in
Q, esistono due integrali linearmente indipendenti y; (x) e y2(x). Notiamo che la curva y che
abbiamo utilizzato per la circuitazione € un compatto; di conseguenza per ogni x € y possiamo
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trovare un numero finito di aperti cosi da riuscire a ricoprirla.
Dopo aver percorso l'intera curva y avremo che y (x) — Y7 (x) ¥2(x) — Y(x) che saranno
ancora integrali dell’equazione in Q. Questo significa che esistono quattro costanti tali che

Y1 (x) = ay1(x) + by2(x)
Y2(x) = cy1(x) + dy2(x)

a b
c d

20

Se si potesse avere il determinante nullo allora i due nuovi integrali risulterebbero linearmente
dipendenti, contro le ipotesi.
Sia ora yp(x) un integrale qualsiasi (ma non nullo) dell’equazione. Esso si scrivera come combi-
nazione lineare di y; (x) e y2(x) quindi
Yo(x) = k1 y1(x) + k2 y2(x)
e dopo aver percorso y anch’esso andra in un nuovo integrale Yy (x); vediamo come sono legati.
Yo(x) = k1 V1 (x) + k2 Y2 (x) = Ky [ay1 (%) + by2 ()] + k2[cy1 (x) + dy2(x)] =
= (kya+koc)y1(x) + (k1 b+ kpd) y2 (x).
Dunque, troviamo che yg dovra essere quel che si dice un integrale invariantivo ossia tale che

Yo (x) = Ayp(x) con A costante da determinarsi. Quindi yg(x) € un integrale invariantivo se e solo
se

{k1a+kgc=)tk1 :){(a—/l)k1+ck2=0 —

kib+kod = Ako bk1+(d-AVks =0
ossia se e solo se

(61) A2 -TrA+detA=0

cioe quando si annulla I'’equazione caratteristica del punto singolare xg.
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Osservazione 18.1. Osserviamo che A1, sono indipendenti dalla scelta di y; (x), y2(x); inoltre
devono essere entrambi non nulli. In caso contrario avremmo

a b

chO

ma noi abbiamo supposto che cosi non fosse.

Quindi, tornando a noi, esistono degli integrali invariantivi; ci si presentano due possibilita.
Analizziamo la prima, cioeé quella in cui 1; # 2. Dobbiamo capire come sono fatti gli Yy = A1yp.
Poniamo .

r = %log A1
che a priori potrebbe avere infiniti valori dato che non & precisata la determinazione del logarit-
mo, dove, ricordiamo, esso ¢ dato dalogA; =log|A;|+iargA; +2kmi. Di conseguenza possiamo
——— ———

L 9

L+i?
rn= +K

scrivere

2mi
Questa scrittura ci consente di osservare che due diversi valori di 1 differiscono per un intero e
questo e equivalente ad affermare che

A = e2m’ s
Passando alle coordinate polari (p, 9) potremo scrivere ogni punto di A come x—xg = pe’ Ve quin-
di (x—2x0)"t = p" €7 Troviamo che partendo da un punto x e effettuando una circuitazione
attorno ad xp troviamo un incremento di 1; (J incrementa di 27), quindji, preso I'integrale invari-
antivo y; (x) = A1 y1 (x) in realta si ha un incremento di (x — x)"!. Di conseguenza la funzione

y1(x)

()= ———~
” (x = xp)"

non cambia valore girando attorno al punto xy ossia non € per ¢ (x) un punto di diramazione.

Questo significa che & olomorfain A. Iterando la stessa procedura per A troviamo che gli integrali

particolari sono

(62) 710 = @q (%) (x — x0)" F2(x) = o (X) (x — x0) "2

19. GIOVEDI 29.11.2012 - INTEGRALE FONDAMENTALE DEL SECONDO TIPO E TEOREMA DI FUCHS

Consideriamo ora il caso in cui A1 = A, detto logaritmico, cosa della quale ci convinceremo in

seguito. Ricordiamo che dire che le radici del polinomio caratteristico sono uguali ¢ equivalente
a dire che r = rp(1).
Riusciamo ancora a trovare j; (x) ma abbiamo bisogno di un altro integrale particolare tale che
essi siano linearmente indipendenti. Partiamo dal prendere un qualsiasi integrale dell’equazione
¥2(x) per il quale dobbiamo capire com’e fatto. Al solito facciamo una circuitazione, nel verso
positivo, attorno al punto xp sulla curva y e questo fara si che

T — V(X)) Folx)— Yo(x)

ma noi sapevamo gia che ¥ (x) = 11 (x — xp)"! p1(x) e Y1(x) =aj1(x) (Quisihaa=211ec=0)e
che Y2 (x) = cj1(x) + dy2(x). Quindi 'equazione caratteristica assume la seguente forma.

/11—1 c

o 4oalF0e= A-n@-n=0

ma abbiamo ipotizzato A1 = A2 e quindi d = A;. Troviamo allora
Y2 (x) = cj1(x) + A1 y2(x).

Si osservi che
o(x) _yox) ¢

o #n A4

consideriamo ora la funzione

c c Y
I - = 1 — xol| + - —
21 0g(x ~ o) 2nAyi oglx = ol 2wy arg(x -~ xo)
y ¢ c
— 1 —xol+2
2mAi oglx ~ ol nZ]T/ll
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che assume il comportamento su scritto una volta percorsa la curva y. Allora, posta la costante

“— C s
H:= AT si ha che

Y c
Hlog(x — x9) — Hlog(x — xp) + P
1

Abbiamo trovato una funzione con lo stesso incremento di ? Eg A questo punto nulla ci im-
1

pedisce di definire la funzione
Chw
che non subisce variazioni dopo aver percorso y ed € olomorfa nel disco bucato A. Questo ci

ha permesso di scoprire la struttura del secondo integrale particolare in questo caso, ossia la
seguente.

w(x): — Hlog(x — xp)

c
A log(x —xp) +yw(x)|.

Osserviamo che la polidromia e tutta confinata all'interno del logaritmo.
Adesso abbiamo due sottocasi:

(63)  y2(x) = [Hlog(x—x0) +w(x)] 1(x) = (x = x0)™ @1 (x)

(1) il caso in cui ¢ = 0 dove tutti gli integrali sono invariantivi dato che si avrebbe
Y1(x) =M1 (x)
Y2(x) = A1 y2(x)

(2) il casoin cui ¢ # 0 e quindi possiamo dividere tutto per 2w A i e abbiamo

(x)
U/? +log(x — xp)

con ¥(x) definita a meno di una costante additiva.
Teorema 19.1 (Teorema di Fuchs). Condizione necessaria e sufficiente affinche

V' +p1@)y +p2(0)y=0

ammetta un sistema fondamentale di integrali y; (x), y2 (x) rappresentabili nell'intorno di un pun-
to singolare isolato xq tramite le formule

(64) y1(%) = (x = x0) " 1 (x)
Y2(x) = (x = x0)"2 @y (%)
oppure
(65) y1(%) = (x—x0) 1 (x)
y2(x) = (x = x0)™ @1 (x) [Hlog(x — x0) + @ (x)]

,con @1 (x) ey(x) funzioni regolari, e non abbiano singolarita essenziali ossia abbiano al piti un
polo in xq é che p1 (x) abbia al pitt un polo semplice e py(x) ne abbia al piit uno del secondo ordine
in xop.

Osservazione 19.1. Osserviamo che un punto xo per cui vale il teorema di Fuchs si dice singolare

regolare o meglio ancora singolare fuchsiano.

Dimostrazione. (=>)(CN) Dimostriamo la necessita delle ipotesi.
Definiamo la famiglia

F ={F(x) = (x—x9)*G(x)|a € C,G ha al piti un polo in xp}.
Abbiamo certe proprieta delle funzioni che stanno in .%.

(1) Prodotti, quozienti e derivate di funzioni in .# stanno in .%. Per esempio
F'(x) = alx—x0)* G0 + (x - x0)YG (%) = (x — x0)* ! [aG(x) + (x — x0) G ()] .

!
(2) Se Fe .7 allora 11«;((;5)) ha al pit1 un polo semplice in xg.
Osserviamo che, a patto di cambiare a con a + n possiamo supporre G(x) regolare e non

nulla in xg. Si ha
F'x) _ @-x)% a6+ x-x)G'Wl _ @ W
F(x) (x - x0)%G(x) Tx-x G’
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(3) Se Fe.% allora F((x) ha al pitt un polo doppio in xg. Si vede facilmente dal fatto che

F'(%) = (@-Dalx—x)*2Gx) + alx—x0)* G (x)+
+alx—x0)% G ) + (x - x0)*G" (x).
Di conseguenza

F”(x)_ ala—1) 20 G'(x) G'(x)
F(x)  (x-x0)2 x-x Gx) G

e qulndl " haal pilt un polo doppio in x.

Adesso, date y; e y» (con radici distinte o meno) esse soddisfano
Y+ P10y +p2(0y1=0
Y5 + P10y, +p2(x)y2 =0

Moltiplichiamo la prima di queste equazioni per —y» e la seconda per y; e sommiamo cosi da
avere

Yy =Wy +p10) Ny —yiy2=0
[ —

w
il che ci permette di ricavare p; (x):
I /!

iy, =y1y2 d a 5 d 2
(66) -p1(x) = ———— = —1logW = —log y .

NYy=yy2  dx dx Vdx \y
Adesso abbiamo due casi.

(1) (r; #rp). Allora y1,y2 € .% e quindi
d d
Reg 202 5‘=>y—£€¢/:>pleﬁ

1 dx y1 Lax y

e quindi ha al pit1 un solo polo in xg.
E per quanto riguarda p(x)? Sostituendo in

J’i’ +p1 (x)yi +p2(xX)y1 =
troviamo
il "
—p2(x) = —+p1(x) —
P n P n
ma pj(x) ey Y 1 stanno in & quindi loro hanno al pitt un polo semplice e il loro prodotto

al pitt un polo doppio; stesso discorso per 3 " 1

(2) (r1 =rp). Siha ancora che

d dyz
S

e sostituendo y» troviamo che

e quindi p2 (x) ha al pit1 un polo doppio.

d
-p1(x) = log( (Hlog(x X0) +(p))

2
= ilog( 4l [H+(x—x0)<p’]).

Adesso
2

eF (x-x0)¢ € F

2 _ o
eF €7
n N X— X0

ma possiamo scrivere il seguente prodotto di oggetti in .#

(x—x)( A + ’)
0 X—%0 @

e quindi p; (x) € .Z. Per p2(x) vale lo stesso ragionamento.



50 MATTEO DUNEZ

Dimostrazione. (<=)(CS). Supponiamo, per semplicita, che xp = 0; sappiamo per ipotesi che
p1(x) ha al pitt un polo semplice in 0 e p2(x) ne ha al piti uno doppio e quindi essi saranno della

forma
{plm _ A
p2(x) = %

con A e B regolari nelkl’origine. Questo significa che essi avranno uno sviluppo in serie di Taylor
e} o0
Ax) =Y apx™  Bx)= ) byx"
n=0 n=0

in un certo disco |x| < a. Osserviamo che i coefficienti a;, e by sono costanti assegnate dato che
I'equazione differenziale e assegnata.
Abbiamo

2y + Ax)xy +B(x)y=0
e poniamo che
[e.0]
y=x"Y cpx"
n=0
co#0

conr e ¢, costanti da determinare. A questo punto troviamo

1o = 1_ 1
V=rx™ Y epx 41" Y nepx™ T =) cnr+ X

n=0 n=0 n=0
! _ S r+n
=Xy = Z cn(r+n)x
n=0

ed analogamente
() (o)
V=Y 0+me+n-Depx "2 =2y = Y r+m)(r+n—1cpx"
n=0 n=0

Sostituendo nell’equazione troviamo

Y r+mr+n-epx" +x ( (r+ n)cnx”) ( > anx”) +x" ( > cnx”) ( X bnx") =0
n=0 n=0 n=0

n=0 n=0

con gli elementi della prima serie che chiamiamo (I), quelli del prodotto della seconda per la
terza chiamati (I1) e quelli del prodotto di quarta e quinta chiamati (I11). Riordinando i termini
troviamo che

[ee] n
(IID) = (b + by + bax® +..)(co + c1x+ c2x° +..) = Y ( Y bn_mcm)x"
n=0\m=0
e analogamente per (/1) si ha
o0 n
an=7y ( Y anmcm(r+m))x".
n=0\m=0

Adesso mettendo insieme i pezzi, troviamo che 'equazione assume la forma

[e0) n
(67) (H+UID+UID=) {(r+n)(r+n—1)cn+ Y [(r+m)an_m+bn_m]cm}x":0.

n=0 m=0

Per far si che questo accada si deve avere

n-1
(r+m(r+n-Dep+ Y [(r+m)an—m+bn—mlcm +[(r+n)ag + bolcy =0
m=0
ossia
n-1
[(r+n)(r+n-1)+(r+n)ag+ bolcg=— Z [(r+m)ay—m+bpn—mlcm

m=0
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dove la costante ¢y possiamo pensarla come quella costante per cui una soluzione ¢ tale a meno
di una costante moltiplicativa e quindi cg # 0.
Introducendo le funzioni ausiliarie

fo&)=¢&E-1)+apl+bo

() =ays+by
possiamo riscrivere tutto come

n-1

for+mep== ) fa-m(r+mcp.
m=0

A questo punto si ha
n=0= fo(rcg=0= f(r)=0
(68) n=1= for+1)c1=-fi(Nco
n=2= fo(r+2)co=—fo(r)co— filr+1c1

Dal fatto che fp(r) = 0 possiamo ricavare r andando a sostituire nell’equazione differenziale cosi
da avere

(69)

dove la seconda di queste equazioni e detta Equazione dell'Indice; le sue radici sono r; e rp. Li chi-
amiamo in modo da avere Rer; = Rero per comodita e poniamo s = r; — o cosi da avere Res = 0.
Bisogna dimostrare che dato r1, la nostra y, scritta in serie di Taylor, abbia raggio di convergenza
non nullo.

Le (%%%liidanno i ¢y e per farlo dobbiamo dimostrare che fo(r +n) #0 ¥V n. Ma

folri+n)=1+n(r1+n-1+ag(ry+n)+by

r2+(AW0)-1)r+B(0)=0

{r(r—l)+a0r+b0=0

e osserviamo che rj e rp sono tali che fy(¢) = 0. Questo ci porta a dire he

So)=E-r§—r2)
e quindi
fori+n) =1 +n-r)r +n-r2) =nn+s) £0.
Allora fp € sempre non nullo perche Res = 0.
Passiamo al raggio di convergenza: avevamo detto che A(x) e B(x) sono rgolari in | x| < a. Consid-
eriamo 0 < p < a e per la formula integrale di Cauchy si ha che in |x| < p vale

s (n) g
A (0) = L% An(ﬁ dx = ap=2"0 - 1 A9
lxl=p X

nt2mi Jiy=p x1

2mi

e di conseguenza si ha

1 A M
Ian|5—<}§ ! (Ji)llldxls(nel discolA(x)IsM)s—Hyg ldx| <
27 Jix|=p 1x1" 2" Jix=p

= Wzﬂ p= p_n
Analogamente troviamo

N
|by| < 7
e di conseguenza, per ogni v possiamo scrivere
1
v =lavligl+1by] = F(lel +N).

Adesso, ricordandoci che fy(r] + n) = n(n+ s) e che quindi
| fo(r1 +n)|=nln+s|=nRe(n+s)=n(n+Res) = n?
e considerando che

n-1
fori+men==3 fa-mri+mcm
m=0
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e che quindi

1
cp=——7—"— r +m)c
T 2 an m(r1 +m)em
troviamo che?*
1 n-1 (|r1|+m)M+N
lepnl € ———— Z |f-n—- m(r1+m)||cm|<— Z ——|leml.

C1fon +n)| 5 —~

Adesso 'ultima quantita scritta puo essere espressa come

1= (rl+mM+N  |cml
“n ph—m pn—m

<Mri|+M+N=K
m=0

| ——
M|ri|+ N mM
=

n n
—_——
<1 <1

con K che non dipende da n. Quindi abbiamo trovato che

(70) lenl=—= )

n-m-*
=0 P

Affermiamo adesso che
K n
(71) lenl = (—) lcol
p

e lo dimostriamo per induzione. Preliminarmente si noti che se K = 1 allora 1+ K + K% +--- +
K"l < pkn L,
Sia n = 1. Allora
Icol
lcil<—K
. fuc2 e g . P . .
e vera per la ()‘TO‘)TAdesso, quindi, lo supponiamo vero per n e lo dimostriamo per n + 1.
Siha
K & ceml K (K )’" 1
Cn+1l < < —| ¢ KM<
ICn+1l mz::0 pn—m+1 n+1m§()” o ! Olpnferl (n+1)p"+1| ol Z

n+1
K n+l
= WICOIWH)K” = (;) Icol.

Se invece abbiamo K < 1 allora si ha

K 1
lepls—) o= ...
PR IEESD
e ci si riduce a dimostrare che

1
|Cn|<p—n|CO|

nello stesso modo che abbiamo appena visto.
A questo punto sfruttiamo la disuguaglianza:

Y lenllxl® < ) (—) leollx™ = lcol Z ( )
n=0 n=0\P
che converge se
K|x| 4

—<1<:>|x|<—
K

e quindi il raggio di convergenza di Y5, cp x" & > %
Morale della favola: abbiamo trovato che il raggio di convergenza ¢ non nullo e che

y=x""¢, (0.
Ma non abbiamo ancora finito: dobbiamo lavorare con r ora. Supponiamo che s ¢ N e ricor-
diamoci che fy(r2 + n) = n(n+ s). Di conseguenza, se s = 0 ritroviamo ancora yj perd questo non
va bene perche vogliamo che y; e y» siano linearmente indipendenti.Un altro caso da escludere e

s = n percheé da un certo punto in poi avremo i coefficienti tutti nulli e anche questo non vogliamo
che accada.

4Nella prossima sommatoria daremo agli f;,—, 1a forma trovata per gli fy.
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Per r avevamo utilizzato il fatto che | fo (r1 +n)| = n? mentre ora, invece, | fo(ra+n)| =nln-s| 2 n2.
Ma possiamo rimediare considerando la successione
1 2 n
1-s]"12=s]""" |n—s|

Poiche la serie € limitata superiormente allora possiamo prendere

— 1.

n
S:=su { }<+oo
P [n—sl
e adesso si ha che
n? n?
nln—sl=—; 2?
In—s|

e quindi abbiamo trovato una disuguaglianza equivalente. A questo punto, con dei calcoli simili
a quelli gia visti ritroviamo che

KS"Z! el
lenl s — ), ——
n m:Opn m

eripetendo i calcoli gia fatti, anche ora riusciamo ad arrivare ad

Y2 =x"2 ¢y (x).
Adesso dobbiamo capire come abbiamo scelto ¢y nel caso di ro; sicuramente non nulla; & uguale

a quella presa per r1?

Abbiamo

2 r+1 r1+2+.”

y1=x"(cog+c1x+cox+...)=cox +c1x + 00X
¥ = rlcgl_l +(ri+ D x™+...
Y2 =x"2(c) +cfx+ eyt +.)
yy=racg x4
e provando a calcolarci W = y; yé - yi ¥2 troviamo che la sua espressione &
r+ra—1 +-

r1+r2—1+_ r1+r2—1+_“

W =racocyx = T160C) X ~=(rp—r1)cocy X

e quindi scopriamo che possiamo prendere cg = cg.
Supponiamo ora, invece, che s € N. Cerchiamo una funzione del tipo
(72) y2(x) = y1(x) [Hlog x + ¢(x)]
e quindi studiamo il rapporto % per arrivare a quel che cerchiamo. Sappiamo che se y; e y sono
linearmente indipendenti, per il teorema di Liouville, si ha che
W(x) = Ce™J p10dx
ma abbiamo anche che
! !
Y1Vo = V1)2 2 d (¥
W(x) = I — 2 _ “1re
(X)=y1¥p =112 yl—% N dx \n
e quindi, uguagliando le due scritture troviamo che
yfi (2) = Ce~/PWdx _ cpm [ £ dx,
dx\y
Ma abbiamo lo sviluppo in serie

A(x) _ ag x

Alx a
—+) apx! :/dezaologx+a1x+ 220 =
X x5 X 2
o0
ze_fgdxe_“‘)bg*exp -y an n|.
=X
Quindi
(73) a (&) = %x_ao exp |- ozo: an yn
dx\y1) 3 =1 n

ma

T n T n
y1=x'! E cpx’ =y =x"! E cnx
n=0
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e di conseguenza
_yoo A4n.n
4 () n TR E)
2
dx \y1 (Zc;lo:o cnx”)
dove le due serie a rapporto hanno coefficienti noti e sono regolari e non nulle nell’origine e

quindi possiamo considerarle come una funzione che abbia uno sviluppo in serie di Taylor del
tipo

X 1
n
Z aApXx @ =— #0.
n=0 €
Ma adesso ci ricordiamo che per I'’equazione dell’indice si ha r; + 2 = —(ap — 1) e quindi

—ap=r1+r2—-1=—-ag—2r20ri—r2—-1=-(1+s)

e quindi possiamo scrivere

d J’z) c & n
74 =)= .
(") dx (J’l xl+s ngoanx

Adesso sfruttiamo il fatto che s € N, lo portiamo all’'intermo della serie cosi da avere

% ., *2 + asx’ + + +
o Ag+] T As42X+ ...,
xl+s x$ x5l xl+s

Integrando termine a termine ora troviamo che

Y2 _ @0 a1 as5-1 =
z—c —g—mﬁ-"'—T—aslogxﬁ-"“FC

dove C ¢ la costante d’integrazione. Adesso possiamo vedere che % = Caslogx pili una serie di
Laurent di una certa funzione ¥ (x), che nella peggiore delle ipotesi avra un polo nell’origine.
Quindi la H che cercavamo ¢ H := Ca e finalmente

y2 = y1(Hlogx +w(x)).

Abbiamo concluso, a parte alcune osservazioni. Se s > 0 allora, escluso il logaritmo, si ha che vy (x)
ha un polo di ordine s come mostrail termine — S“TOS. Se invece s = 0 alloralo sviluppo in di Laurent
¢ in realta uno sviluppo in serie di Taylor e la funzione é regolare in 0. O

20. MERCOLEDI 12.12.2012 - SINGOLARITA FUCHSIANE ALL'INFINITO E L'EQUAZIONE
DIFFERENZIALE IPERGEOMETRICA
Supponiamo di avere I'equazione
(75) V' +p1(0y +p2(x)=0

e posto x = % si ha singolarita fuchsiana in 0. Operando il cambio di variabile si ha

ﬂ:_§2ﬂ
dx dé
@:_52(52ﬂ):§2 57—@4.25@ 254@+252ﬂ
dx? aé daée? aé dage? daé
e quindi 'equaizione diventa
d?y dy 1 dy 1)
4 3 2
— 42— = —[|=¢“ =]+ <|ly=0
cqr g nlg) @) el =

— ﬂ+(%_i (l))ﬂ+i (1) ~0
agz "\e @ g))ag @ \g) T
Essa deve essere fuchsiana in 0 e quindi p; deve avere almeno uno zero semplice nell’origine e
p2 ne deve possedere almeno uno doppio.
Supponiamo ora di avere una fu nzione totalmente fuchsiana e siano ay, ..., a, n punti singolari
al finito; sia ora py(x) = (x —aj)...(x — ay). Adesso osserviamo che se si € in presenza di una
generica funzione f(x) con un polo di ordine k allora essa avra uno sviluppo di Taylor del tipo

_ A
fx)= (—a)F
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pitt il resto della serie di Taylor. Quindi troviamo che se I'equazione ¢ totalmente fuchsiana allora
p1 € p2 sono funzioni razionali del tipo
_ Rop—2(x)

Qn-1(x) p x) =
Pn(x) 2 p2(x)

quindi Q-1 € un polinomio di grado < n—1e Rz;—2 € un polinomio di grado < 2n-2.
Passiamo ora all’equazione differenziale ipergeometrica.

p1(x) =

Proposizione 20.1 (Equazione differenziale ipergeometrica). Si tratta di un'equazione total-
mente fuchsiana del secondo ordine con tre singolarita nei punti (0,1, +o00); inoltre essa dipende
da tre paramentri a, b, c € C. Essa ha la seguente forma:

(76) x(1-x)y" +[c—(a+b+1Dxly —aby=0

de i coefficienti sono quindi

c—(a+b+1)x ab

77 p1(x) = 1-2 p2(x) =—

x(1-x)
Cerchiamo adesso delle soluzioni esplicite per la nostra nuova equazione. Ricordiamoci che,
in un intorno di x = 0 avevamo pj (x) = % e quindi in questo caso
c—(a+b+1x
AX) = —————
1-x

e per B(x) troviamo che

(1-x)?
Di conseguenza, dalla forma assunta da A(x) deduciamo che ag = C e da quella assunta da B(x)
che bg = 0.
Quindi I'equazione dell'indice diventa
r1=0
rr=1)+cr=0<<= r(r+c-1)=0=
rp=1-c¢
Adesso abbiamo due casi:
(1) se c ¢ Z allora i due integrali sono linearmente indipendenti;
(2) se c € Z allora uno dei due integrali avra un termine di tipo logaritmico. Sara quello con
Re(1 —¢) = 0 ossia con ¢ = 1. Inoltre sappiamo che esso sara del tipo
oo
y=x"Y cux"
n=0
conr=0sec¢ Zoppurec#0,-1,-2,....

A questo punto

o0
y=Y knx"
n=0
con ko = 1. Adesso andando a sostituire nelle funzioni ausiliarie

fon=1
for+ k1 =-f1(r)
for+2)ko=—fo(r) = fi(r+ 1kl

ericordando che fy(§) =¢(¢ + ¢ —1), troviamo che

foky =-11(0)
fino ad arrivare ad®

2 2 2
)

AX)=[c—(a+b+Dx](Q1+x+x“+...)=c+c(l+x+x“+...)—(@a+b+1)(x+x“+...

2

=c+(c—a-b-1(x+x"+...)

5A questo punto sfruttiamo il fatto che fy (¢) = ay¢ + by dove ay e by stanno nello sviluppo di Taylor di A(x).
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quindi abbiamo trovato che se v > 1 allora si ha I'indice ay = c— a— b -1 & fissato e non dipende
dawv.
Per B(x) siha

2 2

abx
B(x):—n:—abx(l+x+x +..)=—ab(x+x“+...).

Quindi per ogni v si ha
& =(—-—a-b-1)¢—-ab.
Adesso, tornando a noi, abbiamo

n-1
foWkn=nn+c-Dkp+ab- ) [(c—a—b-1h-ablky, =
h=1

n-1 n-1
=ab+ Y lab+h(a+b+1-0c)lk, = (+h*)=ab+ Y [(a+b)(b+h) - h(c+h- 1)k,
h=1 h=1
Adesso possiamo ricavare che I'ultima quantita scritta e tale che V n
_ (@nb)n
" iR

dove abbiamo utilizzato i Simboli di Pochhammer definiti come
=1
(78) ((l)()
(@p=ala+1)...(a+n-1)

Ma dobbiamo dimostrarlo...
Lo faremo per induzione. Sia n=0; allora kg =1 e k; =
amolo per n+1:siha

ab

‘- Adesso posto vero per n, dimostri-

n
(n+1D(c+mkp1=ab+ ) [(a+h)(b+ h)—h(c+h—1)]-M
h=1 h!(C)h

ma (a+ h)(a)y, = (@) 41 € (b+ h)(b)y, = (D)4 e quindil'ultima quantita scritta e uguale a

n b n b
ab%_}:(“hﬁl()h+l_ (@p D)
o Ry, = WO p—1
che fa —ab se h = 1. Osserviamo che questa € una somma telescopica e quindi rimane oltre al
termine per /i = 1 solo 'utlimo ossia

(@ n+1 D) 41
nl(c)n
Quindi
(D n+1 (b)n+1 (@A p+1 (b)n+1
n+1)(c+n)k = =k =
( )( ) n+1 n!(c)n n+l (n+ 1)!(C)n+1
Alla fine di tutto abbiamo trovato
X (@nb)p x"
79) = y2F(a,b,c,x):= —_
( y= 2Fi( ) ngo ©n 7l

21. GIOVEDI 13.12.2012 - SOLUZIONI ESPLICITE E LORO RAPPRESENTAZIONE EULERIANA

Abbiamo visto che, per 'equazione ipergeoemetrica, se ¢ € N, alllora abbiamo un modo algo-
ritmico per calcolarci la soluzione. Avevamo trovato y; ma abbiamo pii1 in generale

nx)= 2F(a,b,c x)

(80) yg(x):xl_C 2Fi(a-c+1,b—c+1,2—c¢,x)

dove osserviamo che x1~¢ & polidroma.

Al cambiare dei parametri la funzione F; descrive y; e y2 anche in un intorno di 1 e di +oo.
Come lo mostriamo?

Sia la sostituzione tale che x — 1 — x che manda gli intorni di x = 1 in quelli di x = 0. Allora
troviamo

nx) = 2F(a,ba+tb-c+1,1-x)

1
(6D Yo (x) = (1-x)c-a-b 2Fi(c—a,c—b,c—a-b+1,1-Xx)
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Se invece operiamo la sostituzione x = 1 riusciamo a trovare due integraliin un intorno di x = +00;
i

ponendo y = t%u per || < 1 troviamo

X)) =t 9F(a,a—c+1,a-b+1,1)

(82) o) =t? sFi(bb—c+1,b—a+1,1)

Teorema 21.1 (Rappresentazione euleriana di 2F;). SiaRec > Reb > 0. Allora vale la seguente
espressione:

F(C) 1 tb_l(l—t)c_b_l

(83) 2F1(a,b,c,x) = Thre—D 0 (1-tx)@

dt x| <1

Prima di dimostrare il teorema premettiamo alcune osservazioni.

Osservazione 21.1. Poiche la funzione »F) e simmetrica in a e b allora anche lintegrale sara
simmetrico in a e b.
Inoltre, attraverso questa formula abbiamo l'estensione analitica della funzione.

Dimostrazione. Si osservi che I'integrale € una funzione di x olomorfa in |1 — x| < 7. Ricordando
che

o0
1+0%=Y (“)x’“
k=0 k
possiamo scrivere
X (-a
1-t0)"%=(rel0,D),lxl<D= Y ( )(—tx)k
k=o\ K
e sostituendo all’'interno dell'integrale troviamo

tela-pett ' c—b-1 =, \k[~@ k
Awd[—/o t 1-1 .ké‘b(_l) h (—tx0)kdre

ma notiamo che

(—nk —a| (a)(-a+1)...(ca+k-1) (-a)
k) k! TR

Di conseguenza abbiamo

1 o] o} 1
a a
/ P la- ety D ek gy = Y (@ )kxk/ thrk=1q _pe=b-lgy
0 i = 0
Adesso, con Rex >0 e Re y > 0, interviene la funzione Beta di Eulero che ricordiamo e
1
rxr
B(x,7) :/ Fla-pnYlar= M
0 I'x+y)

Sfruttando il fatto che
T'(b+k)

O

ricaviamo che
x  xkTr+krc-b &  xk B I®BIc-b)
k;,(“)k K Tc+k) _kgo(“)k GG
_TOTc-b) & (@ib)g xF _
T & @ kO
2F1.

Osservazione 21.2. Supponiamo di avere

Rec>Rea>0
Rec>Reb>0

e si nota che

dat

/1 ta—l(l_l.)()—(l—l 3 r(a)r(c_a) 1 tb—l(l_t)a—b—l
0 (1+tx)b LT(c-b) /o (1-tx)@
cioeé che la simmetriain a ein b di »Fy ha come conseguenza la simmetria anche per l'integrale.
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Diamo adesso una seconda dimostrazione del teorema, la quale fa uso di tecniche piu ele-
mentari.

Dimostrazione. Sia

T'(h)I(c-b) 1 t“_l(l _ t)c—a—l dre /1 ub—l(l ~ u)C—b—ldu/l t“_l(l _ t)c—a—l .
I'(o) 0 1-tx)b 0 (1-tx)b
Possiamo vedere tutto come
(84) ff (L)u(#)bm— Y L
01x01\1-¢) \(1-w)(1-1x) utl—u)(1-1

Sfruttando la (%4‘) vogliamo arrivare a dire che la prima quantita scritta € simmetrica in a e in b.
Poiche la (84) & una funzione analitica, ci basta vederlo nell'intervallo [0, 1].
Siano adesso

t u
T:=—— U=—r—7—.
1-t 1-w1-1x)
Ne segue che
T u
t=—— —=0-tx)U
1+T 1-u
T
_ 1-tU (1—1+xT)U 1. UQ+T@1-x)
T1+0-mU Tx) T 1+T+U+TU0-x)’
( ) 1+(1_W) ( )
A questo punto osserviamo che
1+T 1
1-0Dd-w= =
1+T1+T+uT(1l-x) 1+T+U+UT(1Q-x)
e lo jacobiano &
dit,u) 1 1+T(1-x)

Ad(TLU) 1+T1+T+U+TU1-x)
Adesso lacurva T = 1 ; € un'iperbole equilatera e con ¢ € [0,1) sihache T — +ooper r — 1. Lo
stesso ragionamento vale per

—— =(1-tx)U.
Tornando all’'integrale troviamo che

/+°° /+°° Tayb 1+T(1-x)
dTdu.
N+T+U+TUQ-XI€ A+ T[1+T+U+TU1-x)]2

O

Diamo, infine, un breve cenno alle formule di contiguita di Gauss. Abbiamo visto che ad

2F1(a, b, c,x) sono contigue le sei possibili funzioni 2Fj(a+1,b+1,c+1,x eleformule di conti—

guita danno unarelazione trala »Fj e due a scelta tra le sei contigue. In totale abbiamo &2 =15
formule di contiguita.

Esempio 21.1. Vediamo la formula di contiguita tra »F(a,b,c,x) e 2F1(a,b,c+1,x). Essae

(85 clc—1-2c—a—-b-1x] oF1+(c—a)(c—b)x 2F1(c+1)—c(c-1)(1-x) 2F1(c—-1)=
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