TEORIA DEI SEMIGRUPPI
CORSO DEL PROE CARLO LUIGI BERSELLI
UNIVERSITA DI PISA - A.A. 2012/2013

MATTEO DUNEZ

1. 1.3.2013 - CENNI ALLA MECCANICA DEI CONTINUI, TEOREMA DEL TRASPORTO, DERIVAZIONE
DELLE EQUAZIONI DI EULERO

Cominciamo con il richiamare alcuni concetti riguardanti le EDO; in genere la pitt semplice di
esse con cui si puo avere a che fare (ovviamente considerando il problema di Cauchy associato) é
y'(t) = ay(t)
y(0)=yo

che ha come soluzione y(f) = yge**. Questo continua a valere anche a livello vettoriale con

y(® =Ay(®)
y©0) =yo
dove
(e8]
y() = ypet  edi= Y
k=0
Invece nel caso di problemi del tipo y'(£) = ay(t) + f(¢) ci si riconduceva a quanto visto: moltipli-
cando tutto per e~ %! si ha

Ak
H.

a at

ye ¥ _gqye M = f—

t
:%(ye—ut):fe—at:ye—at:y0+/ f(S)e_atdS
0

e noi cercheremo di fare lo stesso anche nel caso in cui lo spazio delle fasi sia di dimensione
infinita.

Esempio 1.1. Esempio modello Sia x € R e consideriamo il problema di Cauchy per l'equazione
del calore:

u(t,x) = uyx(t, x)
u(0, x) = up(x)

che ha come soluzione

1 lx—yl?
u(t,x) = /eiTu »dy;
vanrt JrR oIy

qui si vede che abbiamo a che fare con un operatore del tipo A = — aix e quindi l'equazione puo
essere espressa come uy + Au =0 dove u: [0, T] x R — R. In particolare u puo essere pensata come
u:[0,T] x X — X con X un opportuno spazio di Banach.

Adesso enunciamo un teorema che da una condizione sulla massimalita di una soluzione.

Teorema 1.1. Sia
{y’(t) = ft,y@)
y(©0)=yo
con f che soddisfa le condizioni di Cauchy - Lipschitz. Sia [0, T) lintervallo massimale d’esistenza
della soluzione. Se

sup |y(0)|=C
tel0,7)

dove C é una costante allora la soluzione non é massimale.
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Cominciamo ora ad avvicinarci alle quantita che si riveleranno fondamentali nel seguito. Sup-
poniamo di avere un continuo e sia p(x, ¢) la densita puntuale. Restano definite la massa del
volume V come

1) m(V)::/Vp(x, ndx

e la quatita di moto

) qV):= /Vp(x, Hu(x, )dx
dove u:R3 x [0, T] — R e il campo delle velocita.

Adesso consideriamo un volume materiale R e mandiamo la configurazione iniziale R(0) nella
configurazione R(t).

gl R

\\\\. /Z\\

Qualsiasi sia l'istante ¢ considerato, la massa si dovra conservare e quindi si ha

3) plx,)dx=0.

dt Jrw

Osservazione 1.1. Per capire dove viene mandato ogni punto del volume materiale al variare del
tempo si deve studiare il flusso; esso e ricavabile dalle seguenti EDO:

X =uwX(®,0
X(0) =x € R(0)
Partendo da questo sistema proviamo a cercare J. Sia

X;(x, h) = x; + u; (x,00h + O(K2).
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Allora
0j X;(x,h) =5 +0 u;(x,0h+O0(h*) =6;; + A; jh
dove Ajj=0ju;+ O(h?). Adesso detd; X; = det(I+ hA) ma noi sappiamo che p(A) = det(AI - A) =
A A" LTy A+ ... equindi
det(I+hA)=(—h)"p(-1/h)=I+hTRA

e di conseguenza

J(x,h) = I+ hV - u(x,0) + O(h?).
Inoltre

a —
@ g](x,o) =V-u(x,0)

770 =V uX(x, 1), J(x, 1)
Teorema 1.2 (del Trasporto). Sia la funzione f(x,t). Allora
d

— fdx:/ 0 f+V-(fudx
at Jrw R(D)

doveV-u=0yxuy +0yup +0z ug per u un campo assegnato.

Corollario 1. Sia f =1. Allora

1d 1 —
(6) —— dx=— V~udx|‘L0V-u(x,t)
Vdt Jre V IR

5)

Se nel teorema del trasporto si pone f = p(x, ) abbiamo la forma integrale della conservazione
della massa; poiche essa vale V xV ¢ allora si ha anche la forma differenziale

@) pr+V-(pu)=0.
diff
Osservazione 1.2. La %ente a
Dp
Dt
dove quella che abbiamo introdotto ¢é la derivata materiale

0

D
—:=0¢+u-V.
Dt

. . . D ,_
Infine osserviamo che uno scalare f si dice trasportaio da u se 57 f = 0.

Adesso passiamo ad occuparci della quantita di moto. In generale su un fluido agira una forza
Fesiavra

— pudx=F.
dat Jrp

Questa forza si esprimera con una componente in R(¢) e una di tipo superficiale. Per manipolare
quest’ultima ci servono alcuni ingredienti.

Definizione 1.1 (Fluido ideale). Un fluido ¢ detto ideale quando esiste uno scalare p(x, t) (la pres-
sione) tale che sulla superficie S di R(t), la forza al tempo t e per ogni x esprimibile come p(x,t)n
dove n e la normale esterna e si pone
Pg=— / pndA.
S

Ricordiamo che vale il teorema della divergenza e che quindi si ha

@) / V- fdx= / fndA.
174 ov
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Proposizione 1.1. Sotto lipotesi che il fluido sia ideale si ha la seguente equazione vettoriale:
d
— pudx:/ -Vp+pfdx.
dat Jra R()
Dimostrazione. Per il teorema del trasporto si ha
d
dt

ma vedendo pil nel dettaglio i due addendi si ha

C)]

pu;dx =/ Orlpu) +Vjlpujujldx
R(t) R(1)

Or(pu;) =0rpu;+p0ru;
Ojlpujuj)=0j(pujuj+pu;joju;
ma 0; pu; +0;(pu;)uj = 0 perché sappiamo che la massa si conserva e quindi rimane solo il
termine

/ pOru;+pu;o; uidxz/ p@ru;+ujoju;)dx.
R(1) R(t)
Ne deriva la relazione puntuale
p@ru+wV)u)=-Vp+pf.
O
A questo punto la conservazione della massa e la conservazione della quantita di moto ci for-

niscono le equazioni costitutive del nostro modello e, accoppiate, prendono il nome di equazioni
di Eulero:

10) {dtp+V-(pu):0

p@ru+w-VYu)=-Vp+pf

che sono quattro equazioni in cinque incognite...
Se si aggiunge 'ipotesi che la densita sia costante (p = 1 per semplicita) e che il fluido sia omoge-
neo, si ottengono le equazioni di Eulero per fluidi incomprimibili omogenei:

a1 {6;u+(u-V)u+Vp:f

V-u=0

Adesso e il momento di arrivare ad un’equazione di bilancio per 'energia cinetica; al momento
lavoreremo in R3. Sappiamo che

1d
/6tu~udx=——/ Iulzdx
R3 2dt g3

ma per le (ﬁ%‘es% seguente identita integrale:

/ oru- u+[(u-V)u+Vp]udx:/ fudx.
R3 N——~— R3

E(t)
A questo punto osserviamo che

lul? / |ul? /
u;id;uju;dx= ui—dx=— ojui—dx=— V-udx=0
/RZ,” /Rsfz R 2 3

perche il fluido ¢ ipotizzato omogeneo. Si noti che abbiamo esplicitato solo una volta la somma
su i e j, nel seguito useremeo la convenzione di Einstein per cui gli elementi con indici ripetuti si
intendono sommati.

Questo ci permette di vedere come il termine convettivo dia contributo nullo; ora abbiamo

/Vp-udx:/ al-pu,-dx:—/ paiuidx:—/ pV-udx=0.
R3 R3 R3 R3

In definitiva

12 - = =
(12) Zdt/Rslul dx /Rgfudx

e questo ci permettera in seguito di avere una stima per [ ull 2.
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Osservazione 1.3. Bisogna, comungque, fare attenzione alle condizioni al bordo: su 0Q supponi-
amo (imponiamo) u - n = 0 ossia che nulla entri e nulla esca. Se cosi non fosse, derivando per parti

ci troveremmo
/Vp~udx:/6,-puidx:/ pu,-nl-ds—/ po;u;dx
Q Q 0Q Q

o RELY 00" L0

2. 7.3.2013 - LEGGI DI CONSERVAZIONE PER FLUIDI IDEALI E TEOREMI DI BERNOULLI, HELMOTZ E

KELVIN
Cominciamo dall’osservare che la conservazione della massa per qualsiasi configurazione di
cons_m_dl . . . .
volume ( di un fluido omogeneo si esprime come

pe+0jlpuj)=pr+u;jdjp+pdjuj=pr+u-Vip=0.
——
=0
Ci chiediamo quindi qual’e la soluzione di
(13) pr+w-V)p=0.
Bisogna sempre considerare il flusso x — X; si ha che
d 3 0X;
—p(X(x,0,)=0;0+ Y 0;0—L =0
- PX(x,0,0=0:p I:ZI iP5

e quindi in questo caso, ma anche per qualsiasi campo che venga trasportato, basta considerare
il valore iniziale (¢ = 0) ossia

p(X(x,1), 1) = po(x).
Proposizione 2.1. Sia
i j ok
[rotul; =€, 0jur=|0x 0y O0z.
up uz ug

Allora vale la seguente identita vettoriale:
1
(14) zVIuIZZ(u-V)u+uxrotu.

Dimostrazione. Siha
[uxrotul; =€ ujOtu) = €;j) UjEkimO1 Um = Ekij Exim Uj O Um =

:(6i16jm—6,-m6jl)ujal Um = uj'aiu]'—u]'aj U =

1
:Oi(ilulz)—(u-V)u.

Osservazione 2.1. La precedente identita e un caso particolare di una piit generale ossia di
(15) Vif-8)=(f-V)g+(g-V)f=fxrotg+gxrotf.

Teorema 2.1 (di Bernoulli). Sia la seconda equazione costitutiva dove supponiamop =1e f =0.
Se u ¢ una soluzione stazionaria, ossia tale che

u(x, t) = u(x)
px, 1) = px)

allora
L2
(16) Elul +p=cost

e questo vale per ogni traiettoria.
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Dimostrazione. Osserviamo prima di tutto che non essendoci dipendenza dal tempo, 'equazione
diventa

(u-VYu+Vp=0.

XS XS (1
= / \Y (—|u|2 +p
Xy Jxesy  \2

Adesso si ha

X(s)ds= (H%lz

1
§|u|2+p

S2
:/ [u(X(s)) x rotu(X(s)] u(X(s)ds
S

1

dove in quest’ultima uguaglianza abbiamo usato le equazioni di Eulero in forma rotazionale ossia
nella forma

Oru—uxrotu+V

%|u|2+p):f.

Ora, sapendo che (a x b); = ¢; j a by, I'ultimo integrale scritto sara del tipo

Sa S2
/ axb-uds:/ axa-bds=0
Sl Sl

dato che il prodotto vettoriale di due vettori paralleli & nullo. O

Tornando all’equazione (- V)u + Vp = 0, applichiamogli la divergenza cosi da avere:
V-Vp=Ap
V-(u-Vyu) :aj(ukakuj) :6]- ukakuj +uk6j6k U
———
V-u=0
e unendo le cose troviamo
Ap+VuVu=0=-Ap=VuVu.

Quindi a meno di costanti, utilizzando la funzione di Green, si ha

VuVu(y)
17 = — ~-"d
an pe) /[Rg3 [x—yl Y

e questo ci consente di notare che il valore della pressione in un punto x dipende dai valori assunti
dal campo u in tutto il resto del volume.

Teorema 2.2 (di Helmotz). Sia la funzione w : Q — R3. Sotto l'ipotesi cheV-u=0echeu-n=0
su0Q, vale, unica, la seguente decomposizione:

(18) w=u+Vp.
Dimostrazione. () Per assurdo si abbia w = u; + Vp; = up + Vpo. Allora
uy—up+V(py—p2)=0.

A questo punto moltiplichiamo per (¢#; — up) e successivamente integriamo cosi da avere

/[ul—u2+V(p1—pg)](ul—ug)deOz/ Iul—uglzdeOzulzug
Q Q

e si ha anche

/Vp~udx=—/ pVudx=0
Q Q

per l'ipotesi di divergenza nulla. Quindi p; = p2.
(3 Sia w = u+ Vp e suw applichiamo la divergenza cosida avere V-w = V- u+ A p. Quindi su Q si
ha—-Ap=V-w;orainvece w-n = u-n+Vp-n e questo ci porta al seguente problema di Neumann:
{ -Ap=V-0 Q
op _ .
Fp,=w-n 0Q
O

Adesso passiamo al teorema di Kelvin; prima di enunciarlo consideriamo, al tempo ¢ =0, una
linea chiusa nel fluido; un generico punto x € Cy sara trasportato in x — X(x, 1) € C; per ¢t > 0.
Quello che ci dice il teorema di Kelvin & che qualcosa resta immutato.
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G G

S
Xy
C - TP XY
9 d
t =0

7

t >0

Teorema 2.3 (di Kelvin). Sia u soluzione dell’equazione di Eulero. Posto che

515 uds::ff rotu-nds
Cl sl‘

si ha che
(19) Ic, =§l§ uds = cost.
Cy
Dimostrazione. Lobiettivo & dimostrare che
d D
— uds = —uds;
dt Jc, c, Dt

7

a tal fine parametrizziamo la curva C; con x(s) : [0,1) — R3 al tempo ¢ = 0 mentre per ¢ >0 con

X (x(s),t). Siha

d

— d—i/1 (X(()I)O—X(()t))d—
= Ctu s=— ; | X (x(s), 1), == (x(s), s=

1 3 X 0X 1
=/ ur+ Z Ok u—k—ds+/ ud;0sXds=
0 fe= 0

1 6; s
-1 -1
0X
:/ [6;u+(uV)u]—ds+/ ud;os Xds.
Jo 0s 0

Resta da mostrare che l'ultimo integrale scritto in realta e nullo. Si ha

1 1 1
1
/uatésuds=/ uasatuds=/ —asuzds=0
0 0 0 2
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perche x(0) = x(1) e quindi la circolazione € nulla. Infine, nell'ipotesi che u sia soluzione dell’e-
quazione di Eulero, abbiamo

D
—uds:—/ Vpds=0.
c, Dt G

Teorema 2.4 (di Stokes). Si ha

(20) 4 udssz (V x WndA=0.
dt [o po

Proposizione 2.2. Sia un foglio di vorticita ossia una superficie S sulla qualeV x € S si ha che x é
tangente a w(x,0) = rot u(x,0). Allora se S e un foglio di vorticita in t = 0 lo sara anche per t > 0.

3. 8.3.2013 - VORTICITA, FLUIDI NON IDEALI E DERIVAZIONE DELLE EQUAZIONI DI
NAVIER-STOKES

Sia la vorticita
w =rotu.

Il rotore descrive una circuitazione istantanea e vogliamo vedere se e quale equazione soddisfa;
sappiamo che u deve soddisfare

Oru+wVu+Vp=0
V-u=0

Poiche V(rotu) = 0 allora V- w = 0 ossia anche il rotore & a divergenza nulla. Adesso applichiamo
il rotore a tutti i termini della prima equazione e vediamo cosa accade: per quanto riguarda il
termine di pressione e per quello di derivazione in ¢ si ha

rot(Vp) =0

rotd;u=0;w.

Poi abbiamo
| 2

ul |ul?
VT — (u xrotu)

u
= rotVT| —rot(u x rotu).

0

rot[(u-V)u] =rot

Adesso resta da calcolare 'ultimo termine:
(~uxrotu)y = —€xim U @otu) ;, =
= €k 0juxrotu) g =—¢; k0 U X0t U m = =€ Efm 0 (Ot U) py =
=(u-Vio—(w-V)u.
Osservazione 3.1. Piit in generale vale la seguente identita vettoriale:
(21) 10t(FxG)=F(V-G) -G(V-F)+(G-V)F - (F-V)G.

Quindi I'equazione della vorticita e

(22) %—6 w+Ww- Vo= -Vu
pr ! - :

Osservazione 3.2. E’ importante osservare che non siamo in presenza di un'equazione di puro
trasporto perche e presente una sorgente. Questo significa che non vale pitt come per l'equazione
pr+ (u-V)p=0ilfatto che p(X(x,1),1) = po(x).

Esempio 3.1 (Moto bidimensionale). Sizxe€ Q< R? ed u: [0, T) x Q — R2. Il campo sard
u=(u(x,y0,u2x,y1)
mentre il rotore ad esso associato sara
i j k
rotu=|0x 0y 0z|=i(0)—j(0)+k(0xuz—0yu;)
u uy 0
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e quindi in dimensione 2 w = 0x up — 8y uy e uno scalare. Quale equazione soddisfera ? Partendo
sempre dall’equazione per u, troviamo

rot[(uV)u] = 0x (uy O u2) — 0y (uy Of U1) = U 0 Ox Up — Uy Of Oy Uy =
= U0 Oxuz —0yu) = (u-Viw

ma siamo nell’ipotesi in cui V- u = 0 ossia 01 uj +02 up = 0 quindi 01 u; = — 02 up e di conseguenza
01 Uy 0 up — 02 ur 0 u1 = 0. Questo porta a dire che, in dimensione 2, la vorticito soddisfa

(23) rw+ Ww-ViIo=0
Grazie a questo esempio si evince come in dimensione 2 vi sia trasporto di tipo puro e quindi
w(X(x, 1), 1) = wo(x).

Inoltre

(24) o (x, Dl oo ge) = 100 ()|l oo g2y \

. N . eg_yort
Per quanto riguarda la vorticita in [R€3, si ritorna a dover lavorare con la (b%ﬁI‘E‘dl conseguenza non
abbiamo pil le stime L° per la vorticita.

Proposizione 3.1. Sia una funzione h tale che

2 h=(h-V)u.
Dt
Allora
(25) h(X(x,1),1) = (Vi X) ho(x).

Dimostrazione. Avevamo gia visto che

iXi(x, 1) =u;(X(x,1),1);

dt
adesso
d
(26) P 0 X;(x,1) = %ak ui(X(x, 0,00 Xi(x,0) = (VX-Vu);;
ma

0 Xy
at

D
=0th;+uidrh;= Ehl‘ =hi 0 u;.
3.1
Andando a moltiplicare nella (&67 a destra e sinistra per h;(x,0) troviamo ora

d
Ehi(X(x, 1),t)=0rh; +0r h;

d
E@jxi(x, t)hj(x,O) :aj X,-ak uihj(x,O) B

= hi :0]- Vihj(x,O).

Lil termine (wV)u & detto Vortex stretching.
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Grazie a questa proposizione possiamo dire che, in presenza di un termine di trasporto e di
una sorgente, un campo si rappresenta come

h; =6inl’lj(x,0).

t
Problema Sia 'equazione (E%i—ﬁre TCrchiediamo se data w sia possibile risalire ad u. Per farlo provi-
amo a fare il seguente calcolo:

rotrotu:e,-jkajeklmal Um = (5il6jm—6im6jl)6jal umza,-(aj u])—ai u; =
=V(V-u)-Au.

Ma nel nostro caso u € a divergenza nulla e quindi — A u = rotrot u. Questo ci permette di arrivare
alla legge di Biot - Savart

_ 1 rotw(y)
27) u(x) = ype /[R3 —Ix—yl dy.

Si noti che per conoscere la velocita in un punto & necessario conoscere la vorticita in tutto lo
spazio.
Cominciamo ora a parlare di fluidi non ideali. Supponiamo di avere un canale e un fluido messo

in moto da una differenza di pressione. Siano u(x, y, ) = (u(x, 1),0) e p(x,y,t) = p(x). Abbiamo
due cose da osservare:

1) V-u=0=0,u=0;

() Oru+w-Vu+0yp=0=0ru+udyu+00yu+dxp=0.

Di conseguenza |'’equazione assumera la forma
(28) Oru+0xp=0

e un fluido che obbedisce a questa legge & detto comvpletamente sviluppato.
. . . flu_s
Vediamo che forma avranno le soluzioni della Tstha

0x(0ru+0xp)=0:0xu+0xxp=0

quindi I'unica soluzione &
1-p2
p)=p - PLP2,
L
Di conseguenza
Oru= n-r_, u(t) = (_Pl—Pz)“_C

L L
Notiamo come, per questi fluidi, la velocita cresca in maniera proporzionale al tempo; questo &
un problema perche in molti casi non si accorda alla realta...
Cambiamo quindi le nostre ipotesi; supponiamo di non avere un fluido ideale ma che si abbiamo

forze di taglio che agiscono su di esso.La forza agente sulla superficie sara della forma

(29) pt,)n+o(t,x,n) o3
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Qui entrano in gioco i fluidi newtoniani ossia che soddisfano le ipotesi di Newton: supponendo
che o(t,x,n) = o(t,x)-n (cosa che Cauchy effettivamente scopri) si richiede che la matrice o (¢, x)
debba dipendere linearmente da Vu; Newton pensava a due masse sovrapposte con velocita di
scorrimento v > v e giunse quindi a ipotizzare che:

(1) o éinvariante per trasformazioni unitarie ossia
cUVuU Y =Uoc(vu

(2) o ésimmetrica;
(3) o dipende linearmente da Du = (Vu+VuTl)/2.

Come nozione, scriviamo quale fu la forma trovata per o:

(30) o=2p D—%(V-u)l LV wI

dove p e ¢ sono rispettivamente il primo e il secondo coefficiente di viscosita.
Ora, sempre ricordando che sussite I'ipotesi che V- u = 0, troviamo che

Ojuj+0;u; 0iuj
( i 12 J l)=2uai J ]+2§

D
D—tu:Vp+VU:Vp+2p6j 0j0ju;=

=0
=puAu.

Arriviamo cosl alle equazioni derivatee da Navier (1833) e Stokes (1845):

1) {6tu+(uV)u—pAu+Vp:0

V-u=0

Osserviamo che p ha come dimensioni

K
(b =—%

m-s

e che quindi le equazioni devono essere rese adimensionali.



12 MATTEO DUNEZ

4. 15.3.2013 - ADIMENSIONALIZZAZIONE DELLE NSE E NUMERO DI REYNOLDS

Definizione 4.1 (Linea di vorticita). Una linea di vorticita ¢ una curvay : [0,1] — R3 tangente al
campo di vorticita in ogni punto.

Definizione 4.2 (Tubo di vorticita). Si tratta di un tubo costituito da curve chiuse che contengono

le linee di vorticita e inoltre si ha
/ uds = / uds = cost.
Cy Cy

Si osservi che w tende a curvarsi, ma questo fenomeno puo essere controllato con [lw| jc.

Proposizione 4.1. Sia [l’elicita

(32) H:=/u~wdx.
Essa é un invariante del moto.

Dimostrazione. Partiamo dal considerare le equazioni di Eulero in forma rotazionale ossia
Oru—uxw+Vg=0

e sfruttando il fatto che

(uVyu = %Vlul2 —Uxw
si ha

/Otu-w—uxw-w+Vq-w:0.
T %

Osservazione 4.1. Lelicita, oltre a essere costante nel tempo, e anche un invariante topologico.

Osservazione 4.2. Notiamo come tutto questo si abbia a viscosita nulla, nel caso di fluidi ideali.

NSE
Proposizione 4.2. Siano le 25’77 Allora

(1) [l'energia cinetica non ¢ piit una costante del moto;
(2) nel limite pery — 0 ritroviamo le equazioni di Eulero.

2dt/luld}c y/Auudx

e integrando per parti il secondo integrale troviamo

- 6--uiuidx:—/ nja-uiuids+/6-ui6-uidx
/Q ] 90 J a J J
N—_— ———

=0

Dimostrazione. 1) Siha

quindi I'energia cinetica assume la forma

1d
Zdt/lul dx+)// |Vu|2dx:0

dove vediamo che entra il gioco il termine dissipativo rappresentato dal secondo integrale. O

Avevamo visto che le le variabili che entrano in gioco nelle equazioni di Navier-Stokes, da noi
derivate, posseggono una dimensione. Proviamo a eliminarla: scriviamo le nostre variabili come
il prodotto di un termine dimensionale per uno adimensionale ossia

/

! !/ ! L
p=Pp x=1Lx t=Tt u=Uu U=?

e scriviamoci i singoli pezzi dell’equazione.

01’ U
dru=0;Uu)=0p,Uu e :?6,/ u

ol 4 U?
u-Vu= ufaju —Uu']ax Uu/fa—xlx —T(u )u'



rey

TEORIA DEI SEMIGRUPPI CORSO DEL PROE CARLO LUIGI BERSELLI UNIVERSITA DI PISA - A.A. 2012/2013

! 62 ! U !
Au=AUu)=—Uu)=—=Au
dxj L2
Adesso 'equazione e diventata
U() +U2(V) UA +PV 0
—0ru+ —WV)u-v—Au+—-Vp=
7ML 2 L'’

e moltiplicando per TU ! troviamo

U’T Ur PT
Oru+ ——(WwVu-v——=Au+—Vp=0.
LU 12U LU
Osserviamo ora che
UT vUT v
7 12u UL
e questo ci permette proprio di definire il numero di Reynolds
v 1
(33) — =
UL Re

Ma che cos’é questo numero? Parliamo dell’esperimento di Reynolds.

In un tubo di lunghezza L, nel quale scorre il fluido, inseriamo dell’inchiostro (¢ il tracciante)
per vedere come le particelle vengono trasportate lungo u con X () = u(X(),t). Se u & basso
osserviamo delle rette, mentre se u sale il tracciante diffonde. Si ha che per v — 0 la dissipazione

si stabilizza e
v/ |Vu|2dx —e>0.
Q

Questo ¢ il fenomeno della dissipazione turbolenta.

Nella realta lo studio dei fenomeni & ben approssimato, pero, dalle equazioni di Eulero perche Re

& molto alto. Vediamo alcuni esempi:

sferadilcmalcm/s Re=100

automobile Re=6-10°
aereoplano Re=8-10"
nuotatore Re =10°
flussi geofisici Re =10%0.

Esempio 4.1 (Flussi di Beltrami). Si hanno quandorotu =u.

sinmz+cosmy 2,

_rt

(34) u(x,y,z2) =|SINTX+CoSnz|-e Re
sinmy+cosmx

_nzt
(35) p(x,¥,2,t)0— (cosmxsinmy+sinwxcosmz+sinnzcosmy)e Re .
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Ma cosa discrimina il numero di ReyﬁlsoElds?
Supponiamo di avere d; u = 0; allora le (b‘l‘) diventano

1
uV)u— —Au+Vp=0
(V) Re p

e riusciamo a distinguere due casi:

(1) Re < 1= domina il termine dissipativo e si hanno moti lenti;
(2) Re> 1= domina il termine di trasporto.

5. 21.3.2013 - DECOMPOSIZIONE DI HELMOTZ E SOLUZIONE DEL PROBLEMA DI LAPLACE E DI
STOKES SUL TORO TRAMITE SERI DI FOURIER

Consideriamo il caso in cui Re « 1: questo ci porta a trattare le equazioni di Stokes (per il
momento nel caso stazionario)

36
(36) V-u=0

-vAu+Vp=
(s){vu+pf

Proiettando sui campi a divergenza nulla abbiamo
-PA:=A Pw=u
e questo ci consente di lavorare con un’equazione della forma
Au=f.

Esempio 5.1 (sugli sviluppi in serie di Fourier). Consideriamo l'equazione —Au = f con u, f
periodiche con x € (—m, ). Si ha

u(x)=Zukeikx f(x)Zkaelkx
k k

ma sappiamo che

quindi
ux)= )y &eikx

e questo ci permette di affermare, per inciso, che se f € L? allora anche u € L? (in realta u € H?).

Torniamo all’equazione di Stokes: cerchiamo la soluzione espressa in serie di Fourier. Siano
xe (-m,m°3 ed u: (-m,m3 — R3; vogliamo

(37) u =Y wet*  pw= Y pre’®r
kez3\{0} kez3\{0}

Ma come imponiamo che V-u =0=? Si ha

. 3 ;
_ T =N i kX _ i L
V~u—26]u1—21k]uke =0 = .Zk]uk—O@kuk:O
J J j=1
e questo ci porta a definire lo spazio dove vivra la soluzione come

(38) HY. = { u=Y upe™ Y jugl? < +oo, k-up =0, u_p = uk}
k
ossia lo spazio delle funzioni lineari, a quadrato sommabile e divergenza nulla.
Osservazione 5.1. Sia f € L? ossia Y | fi.|> < +00. Ma abbiamo visto che ui = fI?/k4 equindi
f,? = k4ui€L2 = ue H°.

Proposizione 5.1. Sia
—Au=-) 0mOmu="f.
m

Vale la seguente stima:

(39) ID*ull ;2 S flj2
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Dimostrazione. Moltiplico tutto per d;d; u e integro cosi da avere
—/amam udjaj udx = (perparti) = /Om uajajam udx =

= (per parti) = —/Oj Omud;jomudx = IIDZuIIi2
ma il primo integrale scritto & uguale a

/fdjajudxsIIfIILzllAuIILz

e quindi
ID*ull%, < I fll 2 Aullpz < 1 £l 21D ull 2
da cui la tesi. O

Adesso passiamo alla decomposizione di Helmotz nel caso periodico. Avevamo visto che w =
u+ Vp con la condizione che V- u = 0. Questa condizione rimane mentre, proprio perche siamo
in condizioni di periodicita non avremo pii1 la condizione u-n =0 sudQ.

Siamo su (-7, )3 e al solito

u:Zukeikx w:Zwkeikx pZZpkeikx
k k k

e la decomposizione diventa
Wy = U +ikpy.
Sappiamo che la condizione V- u = 0 diventa k- u; = 0 e moltiplicando per k troviamo
c12 k- Wi
kwy = ilkl”pr = py = TR
e andando a sostituire si ha
My

k2 0T ke |k

! kek ]
k2 |
o E S 2 ,
Quindi volendo provare a fare la stessa cosa nel caso della (%ﬂ—avremo |klI“uy + ikpy = fi. e
moltiplicando per k (per eliminare u) troviamo

_ kfk
ilkl?”
Ma moltiplicare per k equivale ad applicare la divergenza e quindi
—~A(VW)+Ap=V-f

[ T A R 1
up=wy —ikp=w; -k

e quindi

(40) Uy =

Pk

e infine fomik ) ok
I Z PR _E0K
TR Tk (f" |k|2f")
quindi
1) uk:L[,_M]fk_
k|2 k|2

Osservazione 5.2. Se f & a divergenza nulla allora p = 0 e u si scrivera come (- A) "L f.
Sefel?allorape H eue H2.

Adesso cerchiamo di raggiungere qualche risultato nel caso della equazioni di Stokes non
stazionaria

Oru—-vAu+Vp=
SE_NS| (42) O p=f
V-u=0
Per studiare cosa succede vediamo cosa abbiamo per I’equazione del calore

w3 {dtu—Au:f
u(x,0) = up(x)
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Per essa cerchiamo soluzioni del tipo

ux,0) =Y up ek~
k

e quindi che dovranno soddisfare
Zukeikx +Z|k|2ukeikx — kaeikx —
k k k

. 2
:>uk+|k| uszk

P 2 .
e moltiplicando per k"t troviamo

d 2 2
lklt) _ |kt
py (uke ) = fre .

Se f =0 allora ukelklzt = uy(0) e quindi
2
U (1) = up (e K7,
SE_NS
Per (bﬁoviamo con lo stesso metodo che
uk+|k|2uk+ ikpr=0

e moltiplicando tutto per k si arriva a trovare k- pj = 0.

6. 22.3.2013 - TEORIA DELLE TURBOLENZE E INTRODUZIONE ALLA RICERCA DI SOLUZIONI DEBOLI

Definizione 6.1 (Eddy). Un eddy e una parte di fluido con proprieta diverse rispetto al fluido che
lo circonda®.

A ogni eddy si associa una velocita v; e una lunghezza [ tipiche e questo permette di associare
anche un numero di Reynolds che in questo caso sara

l/ll
Re | =—.
v
In generale un eddy avra
(1) un tempo inerziale
l
Tr=—
vy

che ¢ il tempo necessario affince un eddy si deformi;
(2) un tempo viscoso
lZ
v
che & il tempo necessario al dimezzamento della velocita.

Ty =

E’ evidente il legame tra questi due tempi e il numero di Reynolds ossia il fatto che

T
Rel = —V.
Ty
Osservazione 6.1.
Re; > 1 < Ty, >» T1 = Eddy vive

Re; <1 < Ty < T; = Eddy muore.

In teoria della turbolenza I'idea & che ogni eddy si rompa e trasferisca energia a strutture via via
pii1 piccole; in particolare la teoria prevede che ad una certa scala I gli effetti di viscosita preval-
gano distruggendo I'eddy.

Si puo introdurre l'ipotesi (Kolmogorov) che sussista una quantita indipendente dalla scala. Sup-
poniamo che L sia la scala macroscopica e che ad essa sia associata la velocita uy. L'idea e cercare
una costante

2 3
u u
oM
Ty L

che abbia le dimensioni di un flusso di energia per unita di massa. Quindi, se questa costante
esistesse, in un’altra scala / avremmo
up=(e ns.

2Un uragano, per esempio, puo essere considerato un eddy.
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Inoltre avremo
uyl el/3 413
Re | = =
v v
Osservazione 6.2. Piu le strutture diventano piccole e piu diventano preponderanti le forze di
tipo viscoso e si passa da moti veloci, dovuti al termine (uV)u, a moti lenti, dovuti al termine
vAu. Questo significa che, a seconda dei fenomeni, un'equazione diventera piii adatta rispetto

ad un'altra nel descriverli.

Re>1 ur+@wVu+Vp=f

49 Rex1l wu—vAu+Vp=f

Sia ora 7 la lunghezza di Kolmogorov. Si trova che

3 1/4
= V— —Re=1
n e =

e che una volta raggiunta questa scala, i fenomeni di dissipazione distruggono la struttura che vi
& sottoposta.

Infine osserviamo che

L
L _Redl4

n
e questo ci permette di notare che nella equazione

1
ur+WwuV)Yu——Au+Vp=0
t+(uVv) e p

quando il numero di Reynolds aumenta !'energia ha scale maggiori, e quindi pit tempo, per
trasferirsi da strutture pit1 grandi a strutture pii piccole.

Adesso cambiano argomento. Cominciamo con alcune definizioni ed esempi che ci porteranno
alla formulazione variazionale e, sperabilmente, alla risoluzione dei problemi che ci poniamo.

Definizione 6.2 (Derivata debole). Sia f € LP(Q). Si dice ched; f = g € LP(Q) e la derivata debole
di f se

(45) /f@,—(pdx:—/g(pdx Y @ €6;°(Q).
Q Q
Esempio 6.1. Consideriamo il problema
-Au=f Q
u=0 0Q

e vediamo qual’e la sua formulazione debole. Si ha
—/Au(pdx:/f(pdxz/VuV(pdx:/f(pdx Y @€ €;° Q).

Ma come formuliamo la condizione al bordo? Fino ad ora consideravamo u € WY2(Q); proviamo
a definire

(46) wh@) =g W

e questo ci permettera di tener conto della condizione al bordo. Osserviamo che poiche vale la
disuguaglianza di Poincare ossia
lullpz SIVullgz
perue WOI'Z(Q) si ha
IVul 2 = ||u||W01,2.

Passiamo ora all’'operatore
Y0: € Q39— @), .
Dove andra a finire yo?
Consideriamo RY} = {x € R", x, > 0}. Allora

yo: WI2®RY) — {x, =0}

e il prossimo teorema specifica meglio le cose.
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Teorema 6.1 (della traccia). Per l'operatore traccia si ha

47) Yo WI,Z(R_;D w22 Rn-1)
e
(48) ||}’0(P ||W1/2,2 ,S o ||W1,2.

Osservazione 6.3. In definitiva se u € Wol’2 (Q), lo e nel senso di wlizz2 0Q) ¢ I2 0Q).

Adesso la situazione ¢ la seguente:

(49) -Au=f Q :/vw dx—/f dx Y eew Q)
u=0 0Q Q pax= Q \ ¢ 0 ’

Il prossimo teorema ci permettera di trovare una soluzione al problema in forma debole.

Definizione 6.3 (Forme continue). Sia a(u,v) una forma bilineare con u e v vettori dello spazio
vettoriale V. Si dice che essa é continua se esiste una costante C > 0 tale che

(50) la(u, v)| = Cllull-llvi YuveV.

Definizione 6.4 (Forme coercive). Siaa:V xV — R una forma bilineare. Essa é coerciva se esiste
a >0 tale che

(51) aw,uw)=allul? VYueV.

Osservazione 6.4. Supponiamo di avere a: V x V — R e che V = R" e quindi che tutto ha
dimensione finita. Di conseguenza sappiamo esistere A€ 4" tale che

a(u,v) = (Au, v)
eche Ae L (R",R") e un endomorfismo. Quindi
R(A) =R" < kerA={o}.

Allora se A rappresenta una forma definita positiva e al contempo (Au,u) = 0 se ne deduce che
necessariamente u = 0 e quindi che A e iniettiva.

Osservazione 6.5. Cosa accadrebbe se la dimensione fosse infinita? Le cose potrebbero andare

decisamente male: sia per esempioV = 12 esia{Auplp = %un. Quindi
+00 1
(Au, u) = Z —u% >0
n=1"

ma se volessimo risolvere Au=F € [?> con F = % ? Lequazione porterebbe ad

1 1 )
—uUp=—=—>up=l=—=up¢l
n n

contro le nostre ipotesi.
Osservazione 6.6. La coercivita assicura che il primo degli autovalori sia positivo.

Teorema 6.2 (di Lax-Milgram). Sia V uno spazio di Banach riflessivo suReda:V x V — R una
forma bilineare continua e coerciva. Allora¥ Fe V'3 ue V tale che

(1) a(w,v)=(Fv) YveV;

@ luly < ZIFl,.
Dimostrazione. Poniamo A:V — V' in modo che (Au, )y y = alu, v). Sivede che

A(uy + up) = Auy + Aup
KAw, )| = Cllulllvl  YueV
(Au,u) = allul?
e anche ora il problema é risolvere
Au=FeV'
(1) aeiniettiva? (Unicita della soluzione) Preso a # 0 si ha

1
allull%, =(Au,u) < | Aully llully = llully ;IIAMIIV/ = ker A= {2}
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)

3

R(A) & chiuso? Sia y, = Aup — y € V e vediamo se y = Au con u € V. La successione
{yn} € convergente quindi ¢ di Cauchy; allora

1 1
lun—umly < E"Aun_Aum"V' = &”yn}/m” — 0.

Ma allora anche {u} € di Cauchy in V e di conseguenza u;, — u € V. Allora Au,, — Au
e quindi R(A) é chiuso.
R(A) = V'? Supponiamo per assurdo che esista F € V' \ R(A); per ipotesi V ¢ riflessivo
ossia V"' = V; adesso per Hahn-Banach esiste ¢ € V" tale che ¢(F) = 1 e ¢(R(A)) = 0.
Quindi per la riflessivita esiste u € V tale che

oF)=(u,F)=1 (u,Axy=0 VxeV
e visto che questo vale per ogni x scegliamo x = u. Troviamo che

(u,Auy =0

e questo € assurdo.
O

Osservazione 6.7. Osserviamo che il teorema di Lax-Milgram pud essere formulato anche nel caso
in cui lo spazio sia uno spazio di Hilbert.

Osservazione 6.8. Se oltre a soddisfare le ipotesi del teorema di Lax-Milgram, la forma bilineare
a(u,v) e simmetrica allora e un prodotto scalare e il teorema di Lax-Milgram diventa il teorema di

Riesz.

Teorema 6.3 (Variante del teorema di Lax-Milgram). Siaa: W x V — R dove We V sono spazi
di Banach riflessivi. Supponiamo che

1)

)

3)
Allora

la(w, v)| = Cllwllwllvily;
a(w,v .
sup =0 W =>allwl;

sup ew a(w,v) >0V v #£0.

a(w,v) ={EF ).

7. 9.4.2013 - METODO DI FAEDO-GALERKIN ED ALTRI RISULTATI

Adesso utilizziamo il metodo di Faedo-Galerkin assieme al teorema di Lax-Milgram per trovare
la soluzione al problema che avevamo posto in forma debole.
Sia V,; c V tale che

(6]

dimV,; < +oc;

) infy, lvg—viy —0VveV.

Sia, per semplicita, Q = [0, 1]. Adesso

—u”:f 1 , 1 1
= uvdx= frdx Y veH,.
u0)=u(1)=0 0 0

Noi vogliamo trovare

Uqg€Vy : alug,vg) = (F,vg) Vva€eVa=A{p;i=1,..,N.

Poiche V, € generato dai {¢;} avremo

e quindi

ua(t) =) c;p;(t)
i

a(ua,ya):/Fva(pdx:ZCia((pi(x),(Pj(x))—/f¢idx~
i,j

Questo non ¢ altro che un sistema lineare Ac = F dove

A,-j:(<pi(x)y(.0j(x)) Fi:/f(pidx

e per il teorema di Lax-Milgram se A € coerciva e ker A = {&} allora abbiamo una soluzione.
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Lemma 7.1 (di Céa). La migliore approssimazione ottenibile del sistema continuo e tale che
C
(52) lu=ually = —llu=vall

Facciamo un attimo il punto dela situazione:
la soluzione classica di

-Au=f Q
{uzO 0Q
&
ue€2(Q)ne’Q);

la soluzione debole di

/Vqudxz/fvdx Vv(—:H&

ue H}(Q).

Teorema7.1. Siau € L2(Q) ed; ue2'(Q). Allora
(53) d;uecl? <=>/|Thu|2dxsc
Q

dove
u(x+ he) — u(x)

h
Teorema 7.2 (di De Rham). Sia ue 2'(Q) conu=Vp. Allora

TpU::=

(54) pe@’(Q)c»/ufdx:O Vfe{feer V-f=0}
ossia u e ortogonale alle funzioni a divergenza nulla.

Teorema 7.3 (di Necas). Si hanno le seguenti possibilita:
(1) sepe?' eVpeI? allora

iﬁfllp —cl2 =CAIVpl2;

@) sepe@' eVpe H! allora
iﬁfllp—CIILz =sCIVplg-

dove

[fodx

1Nl -1 :=su ;
Plg-ri=sup g
3) sepELieVpeH_1 allora

Ipll2 < COIVPI -1

8. 11.4.2013 - ESISTENZA DI SOLUZIONI PER LE EQUAZIONI DI STOKES STAZIONARIE
Siano i seguenti spazi:

(55) v ={ee@? v-g=0} v e _ {Hb©,9-u=o)

SE S
e richiamiamo le (%%’e il problema di Dirichlet associato:
-vAu+Vp=f Q
(SSDY{V-u=0 Q
u=0 0Q
dove pe 2'(Q), f e V' dove (H&)’ =glcv.

11 prossimo risultato fara uso del metodo di Faedo-Galerkin e del teorema di Lax-Milgram e ci
consentira di arrivare ad una stima a priori.
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Teorema 8.1. Per il problema di Dirichlet per le equazioni di Stokes stazionarie si ha che
(56) fel?=ueH*nHnV peH'

e inoltre vale la stima a priori

(57) V||D2u||L2(Q) +(1 +VA)||VP||L2(Q) s (”f”LZ(Q) + ”g"Hl(Q))

Dimostrazione. Lobiettivo é sfruttare il teorema di Lax-Milgram e per farlo modifichiamo legger-
mente le (677 1n

A>0

58) {—vAu,l+Vp;L:f

App+Vuy =g

Li::{(peLZ: /(pdx:O}

delle funzioni a quadrato sommabile e a media nulla. Per il momento cerchiamo una coppia

e definiamo lo spazio

( ;‘) € Hix12=X
cosi da avere un vettore U € X sul quale
a)(U,V)=(FV) VVeX.
Ma quale la forma bilineare a) che stiamo cercando? La troviamo scrivendo la formulazione
integrale delle (E%%; siano ¢ € Hé eye Lﬁ. Siha
(59) {vauV(pdx—fquodx:ff(pdx
A [ pydx+ [Vuydx= [ gydx

e sommando le due equazioni troviamo

(60) a;L(U,V):v/Vqude—/pV(pdx+/1/p1//dx+/Vuu/dx

(61) (EV)y= H (fr) g1 +/g1//dx.

Adesso vediamo se le ipotesi del teorema di Lax-Milgram sono soddisfatte: per la coercivita abbi-
amo

aA(U,U)=v/IVulzdx—/qudx+/'l/|p|2dx—/qudxz

2, > min{v, Ul x

=vIVull?, + Mpl3, =

=Ullx
e quindi a; e coerciva. E’anche continua e per il teorema di Lax-Milgram 3!U tale che
1
IIUIIXSEIIFII ay(U,V)=(F;,V) VVeX.
Inoltre

VIV, + Apl2, S1F - IVl 2 + gl 2 1Pl 2 <

v 1 A 1
< 2 2 & 2 ~ 2 - 2
(62) S IVulls + oy + 5 IpI5 + gl

A questo punto perd non possiamo passare al limite per A — 0 perche c’é nella stima il termine
ﬁ. Cio nonostante se prendiamo V = (0,¥) la seconda equazione & soddisfatta e se prendiamo
V = (¢,0) lo & la prima. Quindi la soluzione esiste sotto I'ipotesi che f e H ! e g€ Li. Adesso
usiamo la terza delle disuguaglianze del teorema di Necas per avere una stima a priori in 2 (Q)
per Vp = f+vAu e migliorare la stima di sopra. Si ha

Iplz SIVPl g1 S IF ot + VI A ull ot

(A u,p) Vu-v
AUl g1 = sup ——2?” — qup P <Ivul

070 IVOI  pz0 IVl
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quindi si trova
1Vplz SIVPlg-1 SIUfllg-1 +vIVul 2
e andando a sostituire nella stima a cui eravamo arrivati si trova
1 v
2 2 2 2
IVully, + Alplya < EIIfIIHfl + EIIVulng +glp2l fll -1 +vigl2 IVul 2
ossia )
2 2
vIVulg-1 S ;IIfIIH_l +1gl72-
A questo punto quindi la stima in nostro possesso ¢
(63) VIIVulliz +@+DIplz SUfl -1 +viighpz).
Osserviamo che a questo punto, abbiamo trovato una u) tale che ay (u),v) = (F,v) perognive V
e sappiamo che esiste una successione {1} tale che
X
An—0 uy, = u.
Non ¢ ancora finita. Adesso poniamo f € L2, come da ipotesi, e geH In Li. Vdremo che
ue H} n H?
peH'n12
Sia Ri :={(x1, x2,x3) : X3 >0} e consideriamo —Aw = F. Se sapessimo w € H? allora
—Adjwe=0;F¢p= (perparti) = /VajwV(pdxz —/Fﬁj(pdx

e scegliendo ¢ = 0 w troviamo

(64) ”vajw”iz <|FllojVawl

e questo vale per j =1,2. Mentre per j =3 siha —033w =F+011 w+ 022 0.

Per arrivare ad una stima a priori consideriamo (u, p) € H? x HY
-vAu+Vp=f Q 5 —VAd; u+Vo;p=0;fe H !
Ap+Vu=g Q = /’l@ip+V0iu=6ig€L§
u=0 0Q 0;ju=0
1

Adesso usiamo la (%ﬁ%bn 0; ped;ucosidaavere (con Dy =011 +022)

VIIDiulle + L+ DIVapliz Sz +vIglgn)

ma come controlliamo il termine d33? Dalle equazioni vettoriali prendiamo la terza per ue p e
portando a destra i termini gia sotto controllo si ha

~vAug+03p=fs  _ |-vOs3uz+0sp=f3+vOnus+0zus
AB3p+VOo3u=038 AO3p=03g—0103u; —0203 U2

Il sistema é risolvibile perché ha determinante —1 — vA # 0 e possiamo procedere con le seguenti
stime:
vlIlozz usllpz + A+ 03 pll S f3ll 2 +vIigsll g
vIdsz uzllz2 + A+ V03 pll Sl f2llz2 +viigel n
vildzz ugll2 + A+ M3 pll STfill 2 +viigrll g
che finalmente ci portano alla (E%.S_s
Consideriamo ora un’approssimazione del nostro problema:

—-vAu+tVp=f
(65) tel0,1];
Ap+tVu=g

facendo questo la stima a priori appena ricavata diventa

v Av 1 v
Tl + 1+ 23 pl < (;nfuLz +5lghn

che & problematica quando ¢ = 0. Guardando meglio le cose notiamo che quando ¢ = 0 il sistema
diventa

—-vAu=f Q

Ap=g Q
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con u e p disaccoppiate! La stima che invece varra, in t =0, &
Viullgz +Ilpllgn STz + gl
O

PR . SS_appr., . a7 . .
Lemma 8.1. Sia il sistema approssimato @5 Esiste 00 > 0 per cui il sistema ammette soluzione
unica per t € [0,6¢] e inoltre

C 1
(66) el g2 + 1Pl S;I|f||L2+ZIIgIIH1 Y 1€10,60].

Dimostrazione. Ciriscriviamo il sistema come
-vAu=f-tVp
Ap=g—-tVu
e prendiamo (v, q) € (H2 n H(}) x (H! N Lﬁ). Lobiettivo e arrivare a dimostrare che I'applicazione
®: (v,q) — (u, p) € una contrazione; prendiamo (v, q), (7, q), (u, p), (i1, p). Allora
—vAu-m=-1v(q-q) __ |viu=ilye=bolqg-qlm
AMp-p)=-1V(v-10) Ip=plm <2210 = ol

con le ultime due stime che, s unite, diventano
_ _ 1 _ 1 _
lu—dll g +p—pllg <60 ;IIq—qIIHl + lev— Ullig2]-

Afffinche si abbia una contrazione bisogna imporre che

b0 6o }
axy—,— <1
{ v A
e dato che v e A sono dati, riusciamo a trovare dy. O

Osservazione 8.1. Ricordiamo due cose:
(1) per le immersioni di Sobolev si ha
n=3  W*Q—L%Q
n=2 WX @Q—L19Q)  g<+oo;
) sefelPnl9allorafel” conp<r<gqed
9 1-9

C<up@oppise o9 ,1=9
Iflr SNFUEp I g F 7

9. 12.4.2013 - REGOLARITA PER IL PROBLEMA DI STOKES, ESISTENZA NEL CASO STAZIONARIO NON
LINEARE:DATI PICCOLI CON CONTRAZIONI E DATI QUALSIASI

Allo stato attuale sappiamo che per il problema di Stokes stazionario lineare se f € L2 allora
ue HZ(Q) n H& (Q)nV dove H>NV= D(A) con A= —PA einoltre che
lAullpz = llull g.
Vediamo ora se ci sono le condizioni per poter utilizzare il metodo di Faedo-Galerkin: dobbiamo
prendere uy, € Vj, con dim Vj, < +oo e avere a(uy, vy,) = (f, vy) per ongi uy, € Vy,. Il problema e che
questi V}, non esistono...

Proviamo a modificare qualcosa: siano (u, p) € H& x Lﬁ e scriviamo il problema in forma debole
ossia

{fVqudx—fvadx:fdex V(V,q)eHéXLi.

[Vug=0
Adesso possiamo cercare (up, py) € XhHé x Lﬁ che risolvano il problema per ogni (vy, qp) € Xj,.
Ma c’¢ ancora un altro problema: manca la coercivita, ma ce la caviamo aggiungendo Ap. Cosi

facendo possiamo scrivere
" (uh) (fh)
pr) \0

up=3 ci¢;  Pr=2 di¥;
l l

con
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dove (p;) =Vj c Hg ey =Wy c Lﬁ.
Passiamo adesso al problema non lineare ossia alle equazioni di Navier-Stokes stazionarie:

—vAu+wV)u+Vp=f Q
(67) Vu=0 Q
u=0 0Q

CiaspettiamocheueV={ve H& : V- v =0}. La formulazione variazionale del problema e
(68) v/Vqudx+/(u-V)uvdx=(f,v> YveV.

Mettiamo in evidenza a destra il termine non lineare cosi da lavorare con
—VvAu+Vp=f—-(uVuy

vogliamo modificare il termine a destra in f — (wV)u e studiare la mappa tale che w — u.
Definiamo una forma bilineare a, : V x V — R come

ag(u, v):v/Vqudx+/(wV)uvdx

alla quale applicheremo il teorema di Lax-Milgram. Ma dobbiamo verificare che le condizioni
richieste siano soddisfatte. Per la coercivita abbiamo

ag (u, u):v/quIde+/(wV)udx
ma il secondo termine &
|ul? . |ul? |ul?
w-d-u-u-dx:/w-a-—dx:(perpartl): wini—dx— [ 0;iw;—dx
/tht i% 50 1M 2 e

=0,weV =0,weV

e di conseguenza
(69) o (1, u) = llull g1 S vl

Per quanto riguarda la continuita, per Schwartz sappiamo che

v/Vqudxsvllullvllvllv
quindi il primo pezzo riusciamo a controllarlo. Per il secondo, usando Hélder si ha
w Vu v dxSlollpalVul v 1/4+1/2+1/4=1.
AR A

Adesso pocihe per n = 3 si ha 'immersione H& —— 15 e quindi lolze S IVwllp2, Pultima quan-
tita scritta puo essere ulteriormente stimata con

lolsllVulp2llvlis S IVl p2IVul 21Vell2 < Cllullv vy

dove l'ultima stima & dovuta al fatto che w € assegnata. A questo punto, per Lax-Milgram, V f3lu e
coer_ssn.

V e per (i he
1
VIIVMII%Z Sapw,w < fly IVulz = Vull 2 < ;Ilfllv/.
Ora possiamo cominciare a parlare di punto fisso; vogliamo capire come sono legati | — @l ;2 ed
@il ;2. Poniamo ay (1, v) = (f, v) e ay (i, v) = {f, v). Allora

ay(u,v)—ag(i,v) =0 <
= v/Vqudx—v/VﬂVvdJH /(wV)uvdx— /(@V)ﬂvdx =0 =
— v/(Vu -Vi)Vvdx + /[(wV)u —(@V)u]vdx =0.
Ora poniamo v = u — il e aggiungiamo e togliamo wV# nell "ultimo integrale scritto cosi da avere

v/qu—Vtledx+/(wV)(u—12)(u—ll)dx+/(w—a'))V12(u—L't)dx:O

=0
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con il secondo integrale nullo e si vede integrando per parti; ora portando a destra I'ultimo inte-
grale si ha

IV (u— i) IIiz Slo-olpaVal 2 llu—alpa SV - o)l 2IVal 211V (@ — )l 2.
Ora prendiam la palla
K= {ve Villuly < ”fﬂ}
v

che ¢ chiusa il che significa che se prendiamo w € K allora w — u € K. Infine abbiamo che

vilu-— llll%/ = C(Q)llw—d)llvnf#llu— uly = llu-aly = V—Czllfllvfllw—d)llv
e questo ci consente di dire che per avere una contrazione si deve imporre
o
7z <1
Osservazione 9.1. Cosa ci consentono di dire questi calcoli? Abbiamo capito che si ha la soluzione
quando v é molto grande quindi quando Re = % e piccolo.

Il risultato di esistenza appena visto ha senso nel caso di dati piccoli; adesso vediamo se
qualcosa si puo dire per v ed f arbitrari.

Lemma 9.1. Sia p(x) € €(R™,R™) e sia p > 0 tale che (p(x),x) = 0 quando |x| = p. Allora esiste
almeno uné tale che
Kl<p  p@=0.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che p(x) # 0 nella palla B(0, p) e consideriamo la map-
pa tale che
X — —p(X)
P
che & continua da una palla chiusa in se. Per Brower esiste ¢ € B(0, p) tale che
px)
Ipol

p € B(0,p)

o

e quindi |||l = p. Allora

(P, pE)
P&, === oI

che & assurdo perche per ipotesi (p(x), x = 0. O
Proviamo ora ad utilizzare il metodo di Faedo-Galerkin con base spettrale. Sia ora A: D(A) —

He A lfe H*nV € H. A~ & compatto e supponiamo che esistano dei w;j taliche Aw; =1jw;
e quindi si avra

—vij+ij:/1jwj Q X
(70) V'wj:O Q /w,-wjdx:(S,-j.

(1)]' =0 0Q
Sia al solito V};; di dimensione finita con generatori questi autovettori ossia Vi, = (w1,...,0m);
Cerchiamo una

m
um:ZijjEVm

j=1
che soddisfi
V/Vuvamdx+/umVumvmdx:<f, Um) Y vme V.
Sia
m
Um = Z T]J(UJ
j=1

e ora sfrutteremo il lemma appena introdotto. Si ha

(p&),m) =V/Vuvamdx+/(umV)umvm—<f, Vm) =

= (p&), &) = V/IVumlzdx— (frum) = 0.
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Notiamo che un’ integrazione per parti ci da

/(umV) UnmVmdx=0
perche u;, € Vyy,. Inoltre adesso si ha

=(frvm) =1 fllyr IVuml
e di conseguenza
@ = viuml? - I fly IVumll = (p),&) = 0.
Per il lemma appena visto esiste ¢ tale che p(¢) = 0 e questo significa che esiste almeno un u, che
soddisfa il sistema.
Non ¢ finita...ora bisogna passare al limite per m — +o0; il fatto che

1
Vil < ;Ilfllvf

ci assicura che esiste una costante C uniforme in m tale che ||u;; |y < C. Allora possiamo affer-
mare che, a meno di sottosuccessioni, poiche V é riflessivo esiste u tale che

v
Um —uceVv.

Inoltre poiche H(} € I e V € H possiamo dire che uy, oy per immersione compatta.
Ma u e effettivamente soluzione del problema? Si ha che

V/VumejdxAV/Vqudx

mentre per per l'altro termine bisogna essere pili delicati dato che il prodotto di cose che conver-
gono debolmente non ¢ detto che converga debolmente. Vediamo di fare qualcosa:

/umVumwjdx:—/(umV)wjumdx

che ha componenti ufn O wj. ul,; ossiamo supporre che sia uﬁn che u,jn siano il L8 e quindi che
uﬁn uin € I3. Allora esistera una y; j tale che
3
i gL
UnUm = Xij

e quindi bisogna vedere se y; j = u'u/. Ma la convergenza debole ¢ g.o. e quindi ¢'& convergenza
ossia

/u,’%@kw; uﬁndx—»—/)(ijakwjdx:—/(uV)wjudx:/(uV)uwjdx.
N——r
el3/2

Notiamo che il fatto di aver dovuto considerare delle sottosuccessioni non ci permette di control-
lare I'unicita della soluzione.

Osservazione 9.2 (Sull’unicita). Supponiamo di avere due soluzioni uy e up e vediamo cosa pos-
siamo dire:

—V/[A(ul —up)|(uy —up)dx+ /(u1Vu1 —u1Vup + upVuy —upVup)(uy —up)dx =0

che ponendo U = uy — up diventa

2 _
v/lVUI dx+/(u1V)Ude+/1 U V)\”g,i{.,dx-o-

el*  ¢q2 el*

Sfruttando Holder come visto in precedenza otteniamo la seguente stima:

1
IVUIZ, < IVuzl 2 IVUIZ, < S 1f Iy VU,
e quindi

1 2
"1 V—;Ilfllvl IVUI}2 <0.
Proposizione 9.1. Sia Q c R?. Vale la seguente disuguaglianza:

(72) lvlla <2 1wl 2Ivel}? v ve Hj@).
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Dimostrazione. Siav e <€6’° (Q). Siha

lv(0)? = /xl o1 lvi2dé, =2/x1 v(¢1,x2)01 v(§1, x2)dS) =
—0o0 —00
= [0(x)1* <201 (x2)
ed automaticamente vale anche
[w()* < 205 (x)).

/|v|4dx:/|v|2|v|20lxs4ffR2 v1(x2)v2(x1)dx1dxy =

=4/ v1(xz)dxz/ vo(x1)dx) <
R R

73) < (ffwmnaz v(xndx) (f w119 v(x)|dx) <

2 4 p? 2 5
<20l IV I,

Allora

2
=4llvl 102 vl 2 101 vl 2 < |ab<
——— ———

a

Quindi abbiamo trovato che || vll‘i4 <2| vlli2 IIVVIIi2 e questo conclude. (]

10. 2.5.2013 - INTRODUZIONE AGLI SPAZI DI BOCHNER, FORMULAZIONE DEL PROBLEMA DI
STOKES EVOLUTIVO E TEOREMA DI ESISTENZA PER SOLUZIONI DEBOLI

E’ il momento di cominciare a vedere il problema di Stokes evolutivo ossia
Oru—Au+Vp=f QxI[0,T]
(74) V-u=0 Qx[0,T]
u=0 Q x {0}
con u(t,x):Qx[0,T] — [Rs; lo spazio naturale in cui pensare la u sara
v={ueH}@:v-u=o}.
Osservazione 10.1. Ricordiamo due cose. Si ha che u € € ([0, T1, X) se dato tg, sihaV € >036 >0

tale che || u(t)—u(ty)llx < € perognit€ [0, T] e|t—ty| <& eche questo & piii che dire che || u(t)|l x —
lu(to)ll x. Inoltre

lulleqo,1,x) = sup lulx.
tel0

Inoltre u e debolmente continua ossia u € €y ([0, T1, X) se
wn.ulp) ) 22 0 vpext.

Se prendiamo la 5 ela moltiplichiamo per u arriviamo alla seguente identita:

t t
(75) ||u(t)||i2+/0 ||Vu||§2dt=||uo||§z+/0 /fudxdt

e per questo dobbiamo parlare dell’integrale di Bochner.
Sia u: [0, T] — X. Dobbiamo definire

b
/ u(t)dre X [a,b] < [0, T]
a

ossia estendere l'integrazione a spazi di Banach di dimensione infinita. Come facciamo?
Prendiamo f : [0, T] — X funzioni semplici e B; < [0, T] siano misurabili; i =1,...,ne B;nB;j = &
se i # j. Poniano

n
fw=73 cixp;
i=1

Definizione 10.1 (Funzione fortemente misurabile). Una funzione f e fortemente misurabile se
esiste una successione di funzioni semplici { f} tali che

lim | f (0= F(O)lx =0.



28 MATTEO DUNEZ

Lemma 10.1. Se f e una funzione fortemente misurabile allora la funzione tale che t — | f (1)l x
e misurabile.

Definizione 10.2 (Integrabilita secondo Bochner). Una funzione f e Bochner-integrabile se esiste
una successione di funzioni semplici {fy,} tale che

T
/ ||fn(t)—f(t)llxdtn1°>°0
0
e quindi

T T
/(;f(t)dt:nlglgo/o fa(tdt.

Teorema 10.1 (di Bochner). Sia f : [0, T] — X fortemente misurabile. Allora f e Bochner-integrabile
se e solo se

t
/ lf(Ollxdt < +oo.
0

Osservazione 10.2. Osserviamo che
1)

b
S/ IfOlxdt;
X a

b b
/ (f,(p)dt=</ fdt,(p> YpeX*.
a a

Osservazione 10.3. Che differenza c’e tra l'integrale di Bochner e quello classico?
Prendiamo f € LY, T;X) e

2

t
u(t)=§+/ f(ndt feX.
0

Se la dimensione di X fosse finita allora u € o/ 6 (0, T; X) mentre se fosse infinita, la scrittura potrebbe
non avere senso.

E’ importante ricordare una cosa che da qui in poi cominceremo a usare spesso. Sia u €

LP(0, T; X) con norma relativa
-
||Lt||L19=(/0 IIuIIth)

(76) (LPO, ;)" =LP 0, T;X*)  1p+1/p' =1.

1/p

Allora per 1 < p < +oo si ha che

Definizione 10.3 (Differenziabilita). Sia f : [0,T) — X. Essa é differenziabile in tg € [0,T) se
esistew € X tale che

[0+ h)— f(20) —LUH o,
h X

Osservazione 10.4. Siaue L1(0,T;X) e tp € (0,T) el € X. Se consideriamo

lim
h—0

t
v(1) :€+/ u(s)ds
0

allora v(t) é tale che

1) ve<€,T;X);
(2) esistev’ quasi ovunque.

Definizione 10.4 (Derivata generalizzata). Sia f € L'(0, T; X); f possiede derivata generalizzata
seesiste g € L1 (0, T; X) tale che

T T
77) /f(t)(p’(t)dt:—/ gemndt Y @e2(0,T).
0 0

Proposizione 10.1. Le seguenti affermazioni sono equivalenti:
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1)
T
u(e) =€+/ g(s)ds
0

conge LY 0,T;X) eq.o. t€0,T);
)

T T
/ u(p'dt:—/ gpdt VY @ed(0,T);
0 0
3)
d *
E(lt.ﬂ)x,x* =(gmxx* YneX .

29

Definizione 10.5 (Funzione di Carhatheodory). E’detta tale una funzione f(x,y) continua in y

per x fissato e misurabile in x per y fissato.
Teorema 10.2 (di Caratheodory). Sia f: ] x R" — R" di Caratheodory. Sia
V' =flxy(x)
. {y(xo) =%
con x € J. Supponiamo che esista h € L (J) tale che
|f(x,b)| = h(x).
Alloraye€(]) e

X
y(x)=yo+/ f(s,y(9)ds.
Xo

Proposizione 10.2. In aggiunta al teorema precedente se esiste ¢ € L' (J) tale che
[feo=flpl=L)ly -7l

. . Jcarat .
allora la soluzione di (%&%umca.

Adesso siamo pronti per il prossimo risultato d’esistenza che riguarda il problema di Stokes

evolutivo.

Proposizione 10.3. Sia il problema &B. se feI?(0,T;V*) e
uoeH:{ueLZ,Vu:O,un:O}

alloraue I2(0,T; V)3

Dimostrazione. Dobbiamo scrivere il problema in forma variazionale ossia

Oru, @) +{Vu, V) ={f,p)

l

d
TP+ Vu V) =(fip) Y 0e2'0,T)

!

T T T
—/ <u,<p>w’(t)dt+/ (Vu,vw)wmdr:/ (frowadr.
0 0 0

Utilizzando |'operatore A = [P(— A) possiamo ancora riscrivere tutto come

d
EW’@ +(Au, @) = (f,p) = (uz, p) ={f — Au, ) x x~

e otteniamo che Au € [2(0,T;V*) e Ur € L2(0, T, V*). Adesso vogliamo costruire la soluzione col
metodo di Faedo-Galerkin: sia V separabile e {w;} una successione totale ossia tale che ¥ & >

03 N tale che, preso v € X, si ha

<E.
|4

N
[ Z Z Ciw;
i=1

31n effetti vedremo anche che u sta anche in €(0,T;V*) ein L*°(0, T; H).
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Sia Vi, = (w1, ...,wm); cerchiamo una uy, : [0, T] — V3, che approssimi la soluzione del proble-
ma e sia del tipo

m
um= ) gimMwj.
j=1
Adesso abbiamo

(79) (U 0) + Vum, Vo) = (f,op) Vk=1,..,m

ossia un sistema di m EDO in m incognite. Per poter applicare il teorema di Cauchy per risolvere
. . cara’ . . . . o

un problema di Cauchy del tipo ( ovremmo sapere che f (¢, y) sia continua in ¢ e lipschitziana

in y, mentre noi sappiamo solo che f € L. Orasi ha

m m
/u'ma)kdxz Z gjm(t)ijkdx= Z gjm(t)ijkdxz
j=1 j=1

>
= g~m/w~wkdx
= im |, @i

e se chiamiamo Ay = Jo j(X)wm(x)dx essa avra det Ay # 0 e potremo scrivere il primo termine
come

m
/u'mwkdxz Z g]mA]k
j=1
Poi abbiamo

m m m

Y VEjimw)Vor =3 gjm/ijdex= > &imBijk

j:l j:l j:l
e questo ci porta alla seguente equazione
(80) 8imAjk+8jmBjk = fi e L0, ).
con dato iniziale

1
um(O,X) = 2 /(uo(x),wj)wkdx.
lwjl2,

A questo punto vogliamo ottenere una stima a priori; moltiplichiamo a destra e a sinistra per gi.,
quindi abbiamo

/u;ngkmwkdx"'/v”mgkmwkdx:(fvgkmwk>V,V*

m
Z EkmWk = Um
k=1

e andando a sostituire troviamo

/u/mumdx+/VumVumdx:(f, Um) =

= -——lu +|IVu < (Pincare) < «|Vu 2 =
2dt” mlly2 +IVumly, < ( )< I fllv=IVumliy,
d 2 2
=>—dt||um||L2+||Vum||LzSllfllv*.

Integrando in ¢ otteniamo che

t t t
2 2 2 2 2 2
lumliy2 +/0 IVimllTads < lum©)172 +/0 £+ ds < llugll;2 +A 1y« ds < +oo

dove non c’e pitt dipendenza da m.
Questo ci & servito a poter dire che

(81) lumllpeo (0, 7; 1) < cost lumliz2 7:v) < cost.
A questo punto possiamo trovare una successione limitata in uno spazio riflessivo tale che u;;, —

uin L2(0, T; V) ossia tale che

T
/(Vum—Vu,(p)ds—»O Y e I?0,T;V).
0
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. . . . BN *
Adesso perd sorge un problema: sappiamo che (L%°)* # L! e quindi bisognera cercare una u;; —
u ossia tale che

T
/ (Um—u,p)ds—0 VY @eL'0,T;H).
0

Inoltre si avra anche u/, — u' € L?(0, T; V*).
Trovate queste successioni resta da vedere se esse soddisfano I'equazione ossia se

d
E(u,(p)+/VuV(pdx:(f,<p) VeV

1l termine (f, ¢) non & problematico dato che abbiamo (f,w) con wj densiin V. Invece, preso
Wi €V cV;sia

T
/ (Vim, Vo )w(t)dt
0

che convergera a

T T
/ Vu,VoR)y(t)dt — / VuVedx
0 0
nel senso delle distribuzioni. O
11. 9.5.2013 - REGOLARITA PER LE SOLUZIONI DEL PROBLEMA DI STOKES EVOLUTIVO; TRIPLA DI
GELFAND E STIME PESATE

Coninuiamo a parlare del problema (#%5. Lultima volta avevamo visto che se feI?0,T;V")
allora u€ L2(0, T; V) e u; € L2(0, T; V*). Inoltre, ricordando che V —<— H — V*, che

{ue%(o, T;V*)

= ueby0,T;H).
we 100, T; H) w

Lemma 11.1. Sia X — Y unimmersione continua con Y spazio di Banach e X denso in Y. Se
GeL®0,T;X) epe Gy (0, T;Y) allorap € €y (0, T; X).

Dimostrazione. Prendiamo ¢(¢) € X V ¢ € [0, T]; tronchiamola con

- [e 10,1
0 R\I[0,T)

e regolarizziamola con p € 65°(~1,1), la quale sia normalizzata a 1. Quindi definiamo il nucleo di
convoluzione p, = £~ ! p(x/ ). Sia la regolarizzata ¢, = pe * ¢ € €. A questo punto

lde Dl x = PN L0, 1)

e per convergenza debole si ha che

@) =2 pm  Vnex*

Kpem| = ldllrolinlix  ¢:= gi_ff(l)(!)e(l‘)-
Per ipotesi X — Y e quindi Y* — X* e poicheé ne X*,sihache V ¢ >03n, € Y* tale che
In—nellx- <€
e quindi
@) - o), Mx.x* —20

(D) = P(10),me) +(b(1) — b(t0),n—1Me) = 2Pl x 1N —Nell x* <
—
=0,t—0
=2ellplireeo,1;x)
e di conseguenza
Jim (0 - ¢tio)m| = Ce

e da qui la continuita debole. O
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Lemmall.2. SiaV— H<— V;siaueL*0,T;V) eus € L2(0, T; V*). Allora

d
(82) UECO T;H) e %uun%:zw,uﬁv,v*.

Dimostrazione. Si ha che I'applicazione tale che ¢ — (u, us)y,y+ € in LY(0,T) nel senso delle
distribuzioni ed anche quella tale che ¢ — || uIIZH lo &. Ancora qui consideriamo us = pg * il €
€¢°(R, V) e per essa si ha che per e — 0, ug — uin I?2 (0, T;V)e quindi anche (ug)r — uy in

) loc
Lloc(o’ T;V).

Presa u, siha

d

Enugui, = Z/ugu;dx=2<u£,ug>v,v*
quindi

t
||ug(r)||2—||ug(0)||2:2/ (ug, ubyds
0

't
(13, - lu©)f; =2 /0 (u,uyds
e di conseguenza

t
w2, < lul?, +2/ Ku, ug)lds = C.
0

Questo significa che u € L*°(0, T; H) e per il lemma precedente u € €y (0, T; H). ]
Adesso perliamo un po di unicita per il problema 5.
Siano
Otrur—Aur+Vpr=f Orup—Aup+Vpo = f
uy (x,0) = up up(x,0) = ugp

e da questi due problemi ricaviamo

O0p(ur —up) —A(ug —up) +V(up —up) =0 Q

63) (up —u2)(x,0)=0 Q
V(uy—up) =0 Q
uy—uz=0 0Q

che a sua volta, ponendo w = u; — up € p = p1 — p2, diventa

0rw+Aw=0
{w(x,O) =0

Al solito la formulazione variazionale sara

w(x,t) v(x) dx+/ VoVv=0 in20,T7T) =
S—— N~ Q

dt Jo
€L2(0,T;V)* €L2(0,T;V)

=>i/(w(x,t),v(x))v*lvdx+/ VoVr=0 <
dt Q Q

1 2 1 2
= | @ix0,0@)v vdx =2 lo(Dy - 5 100
Q
A questo punto osserviamo che
0 — lu(®) = ulto)I5; = lu® 13, + lulto) 13, — 24u(t), ulto))

ma noi sappiamo anche che

T
||u(l‘)||2—||u(t0)||2=2/ (u,upyds
0

con quest’ultima quantita che si annulla per ||u(¢)| — |lu(¢o)ll. Ecco quindi perche
lu(®) = ulto)I* — 2lu(t)1* - 2¢ulty), ulto)) = 0.
Allora per questo tipo di soluzioni abbiamo unicita.

Vediamo cosa si pu 0 dire per p: siano

T T
U(t)=/ u(s,x)dxe€0;T;V) F(T)=/ f(5,x)dxe€0; T;V*).
0 0
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Allora 4
E/uvdx+/Vqudx:(f,v) YveV

" a t »t‘
/u(t)vdx—/uoudx+/(Vu,VU)dx:/ (f,v)dx:(/ fdx,vy=(Ev)
0 0

con il terzo termine scritto che e anche uguale ad

(/Vudx,Vv) =(VU,Vv).
Questo ci porta a scrivere
(u(t) —up, v) +(VU,Vv) =(Fv) <
—= (u(t)—ug-AU-Ev)=0 VYveV.
Per De Rham esiste P € 2* (0, T x Q) tale che

VP = u(t) —up— Au - F
~—~— —~— ——
eH 1 €€, T;H ) €€6(0,T;H™ L)

con la proprieta che per ogni ¢ [|[VP| g-1 < C. Siha
dnf IP=Cligz < Cal VPl g1 = PE€0, T;1%).
€l
12. 10.5.2013 - FORMULAZIONE DI NAVIER-STOKES EVOLUTIVO, METODO DI GALERKIN CON BASE
SPETTRALE E STIME A PRIORI

Ricapitoliamo quanto visto la volta precedente.
(1) Ricordiamo che

H={ue1?v-u=0,u-n=0}  v={ueHjv-u=o}.
Si aveva che

wue L%, T; V)N L0, T; H)
u; € L0, T;V*)

{feLZ(O,T;V*)
UeECw O, T; HHNE(WO,T;V*)

upe H

e la mappa che mandava ug — u(?) & continua rispetto alla topologia dello spazio del
dato iniziale. Inoltre avevamo visto che

' dr= 21z, - Liuoi?
| G wyeydi= 1, - S lul,.

(2) Se si prendono dati piti regolari allora la soluzione sara piu regolare ossia

upeVv
ue€,1;V)

{ ue 120, T;D(A)
ur € 120, T; V)

felI?0,T;H

Parliamo ora del metodo del Bootstrap con il quale, iterandolo guadagneremo stime a priori e
regolarita per le nostre soluzioni.
Moltiplichiamo 'equazione 0; u — A u+ Vp = f per u; cosi da arrivare a

1d
2 1 2 _ 2 72y
luehZ, + 5 = IVulF, =0= uy € 20,7 1)
MaVn>030< fg <ntale che u(f) € V e questo ci permette di trovare, integrando, che

T
1 1
2 2 _ 1 2
(84) /0 lueZodi+ SIVIT)IE, = 2 IVulio) I3,

A questo punto la stessa equazione di prima la deriviamo in #:

(85) Urr—Aur+Vpr=0=
- / unu,;—Autut+thutdx:0z

1
=>5||ut||2—||Vut||2=o
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e integrando ancora una volta otteniamo:
1
(86) Enut(T)” / ||Vut||2 ds=- ||ut(t0)||iz-

Dalla (E%ﬁgee‘fi%lla (E‘%ﬁ%‘é‘%cludiamo cheVe>0

ur € L?(e, T; L?)
ur € L®(e, T; %)
ur e (e, T; HY)
deri
Non abbiamo finito: moltiplichiamo la (E%‘]‘E‘é‘r Uz € troviamo

2 2 4 2
||u”—/Autundx+/VutVuyydx= ||utt||Lz+E||Vut||L2

()}

ossia us; € L2(e, T; L?); inoltre integrando (O) otteniamo Vu; € L® (g, T; 12).
Adesso
—Aus+Vpr=—upr € L?(e, T; %) = Aus € H> = up € (e, T; H?).

Iterando questo tipo di passaggi si arriva a concludere che
(87) Dfuer?e,;H> Vk

Osservazione 12.1. Nel momento in cui abbiamo una soluzione debole si ha

1 t
—IIu l‘)ll / ||Vu|| dt:—”u()”iz +/ (frwds.
2 0
Poniamo ora l'attenzione sull’equazione di Navier-Stokes nel caso evolutivo ossia

Oru—Au+Ww-Viu+Vp=f Q

V-u=0 Q
(88)

u(x,0) = up(x)

u=0 0Q

Si ha che la stima dell’energia resta invariata anche in presenza del termine convettivo e questo

perche
lul? |ul?
/uVuudx:/uV—dx— /(V u)—=0.
Q Q 2 Q‘V-’O

Cerchiamo ora di arrivare alla formulazione variazionale del problema. Sia la forma trilineare
b(u, v, w) := / (uV)vwdx
Q
conu€VeB:V— V* Oraponiamo
(B(w), w) = / (uV)uwdx.
JQ
Moltiplicando per una funzione a divergenza nulla otteniamo

(89) i/ uvdx+/ Vqudx+/ uVuvdx = (f,v) VveV
dat Jo Q Q

il tutto nel senso di 2(0, T).

Osservazione 12.2. Moltiplicando per u ci aspettiamo che u € L2(0, T; V) ma su uz cosa potrem-
mo dire? Se sapessimo u; € L1(0, T; V*) allora ne dedurremmo u € €0, T; V*), ma apriori non
possiamo dirlo.

Passiamo ora ad analizzare le soluzioni deboli nel senso di Leray-Hopf che definiremo in mo-
do piu dettagliato in seguito. Osserviamo che i prossimi calcoli* sono da considerarsi nel caso
n = 3. Sial’equazione

(90) Oru—Au+weVu+Vp=f

4Leray, 1934.
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dove ug = pe * u. Stiamo regolarizzando il termine di trasporto e successivamente si effettua il
limite uz — u per € — 0.1l funzionamento di questo approccio & basato sul fatto che & ancora vero

che
/(ug -Vuu=0.

Prima di procede diamo qui un risultato del tutto generale che ci sara utile in seguito.
Lemma 12.1 (Aubin-Lions). Siano
Xo——X—X]

dove la prima immersione é compatta e la seconda é continua; siano Xy ed X1 spazi di Banach
riflessivi. Sia

Y :={ue L™, T; Xo),u' € LY (0, T; X1)}
con

lully := el pao (xp) + Nl Lo (x7)-

Sel<ag<aj <+ooel<T < +oo allora si ha l'immersione compatta

Y —— L%, T; X).

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che per ognin >0 siha vl x < nllvix, + Cnllvix, per ogni
v € Xp. Per assurdo esista 7] > 0 tale che per ogni C € R 3 v € Xj tale che

lvlx, >7lvix, +Clvix,.

Consideriamo una {vy,} tale che vyl x Z7llvmll x, + mlvml x, € poniamo

Um R
m=——0 cosl lwmlx, = 1.
lvmli x,
Adesso si ha che
(91) lwmllx >0+ mlwml x,

elanorma | - | x &limitata da una costante; quindi possiamo estrarre una sottosuccessione con-
vergente debolmente w;,;, — w in Xj.
Possiamo affermare anche che
lwmlx < llwlx, <1
e che quindi
lwmllx, "==*°0.

Ma adesso ci ricordiamo che, per ipotesi, Xo —— X e quindi possiamo estrarre una successione
che converge fortemente w;; — w in X e in particolare tale che w;;, — 0 in X. Ma questo &
. a_u

assurdo perché contrasta con la (bi’].
Adesso la parte centrale della dimostrazione. Sia {u;,} tale che ||uy| < C ossia sia uniformemente
limitata. Vogliamo trovare una sottosuccessione che converga fortemente ossia u,, — u.
Possiamo dire che, a meno di sottosuccessioni, possiamo trovare (grazie alla riflessivita)

up — ue L% (0, T; Xp)

up, —u € L90,T; X1)
Poniamo ora vy, = u;, — u e vediamo se v;; — 0in L*° (0, T; X). Abbiamo

lvnllpao o, 7;x) = lvnllLao o, 1;x0) + Chllvnl Lo 0, 1;x7)

e chiamiamo rispettivamente C il termine a sinistra, B quello centrale ed A quello di destra in
questa stima. Poiche B & limitato, posso rendere la costante C piccola a piacere. Quello che ora
resta da vedere € che

nll—I}gO” Un ||L0t0 0,T;X) =< Cn v n> 0.
Osserviamo che Y — €(0, T; X7) e che
lvnllx, =C Vi,V m.

Dobbiamo dimostrare che per ogni ¢

T
Qo g, |
/O lvn (O, dt — 0.
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Useremo il teorema di Lebesgue sul termine integrando: si ha

t 1 S 1 S 1 S t
Un(O):vn(t)—/ U’n(r)dT:>—/ vn(O)dt:—/ vn(t)dt——/ / v, ()dr
0 SJo SJo SJo Jo
()

=v5,(0)

e qui possiamo scegliere s in modo da avere v;(0) < € V €. Ma noi sappiamo che v; — 0 in
L% (0, T; Xg) e poicheé Xy —— X allora

N
/ vu(T)dT X, 0
0

e questo continua a valere quando dividiamo per s. Per quanto riguarda (O) si arriva a

1 N N
——/ v’n(r)dr/ dr
SJo t

e per gli integrali di Bochner possiamo ottenere

S S )
/ (s—T)v),(rdr 51/ ||s—t||v;1(r)dr5/ v}, (Mldr
0 x, SJo 0

e una volta scelto ¢, fissiamo s cosi da avere I'ultimo integrale minore di £ /2. (]

1
N

Adesso utilizziamo il metodo di Galerkin con uso della base spettrale per vedere che tipo
di soluzioni possiamo ottenere per questa equazione. Utilizzando il solito operatore A = -PA
abbiamo che Aw; = 1w e tramite questa base spettrale cerchiamo delle

m
Um =) g&imMw;jx) €V
J=1

che siano soluzioni per
©2) %fumvkdx+fVuvakdx+fumVumvkdxz (f,vp) YveV
Um(0) = umy = Pm(up) ’

Da questa troviamo

g}m/ ijkdx—/ljgjm/ ijkdx+ / umVumwkdx: (f,wk)
che e un’equazione del tipo
Y+Y+Y%=F
cioe di Riccati. Allora esiste 0 < Ty, < T € gj; € S €(0, Tr),R) per ongi m fissato. Quindi
arriviamo ad

1 2 ! 2 1 2 t 1 2 ! 2
(93) 5||um(r)||L2+/0 IVumipdt =g lumls+ | < um)dt < 3 Mumls+ [ 1f Iy IV,

Troviamo che V¢ € [0, Tyy,) siha uy, € L%°(0, Tm;LZ) egjme L0, Tr).

Se Ty, € massimale allora |gj, (£)] — +oo per ¢ — T, ma la stima non dipende da m e quindi
Ty non € massimale e quindi la soluzione puo essere estesa.

A questo punto cosa abbiamo? Abbiamo

Um € 120, T;L%)  Vum e 120, T;1%)
inoltre
U = uin [0, T;L%)  wm — u in L2(0, T; HY)
dove le ultime convergenze sono dovute al fatto, come abbiamo gia visto in precedenza, che se si
ha
LP(0,T; X) Lp/(O,T;X*):H
allora se X eriflessivo e 1 < p < +oo allora H* = LP(0, T; X).
Adesso cerchiamo una stima per u; in V*. Ricordiamo che per definizione

1fllye o= sup LOVV
- pev VOl
$#0

Adesso
(urm', ) = ~(Vum V) — (um Ve, ) +{f, ¢
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e dividendo tutto per [|V¢|| ;2 stimiamo tutto con
IVuml2IVpli 2 N flly=1IVll 2
IVl 12 IVl 2

Arriviamo a

—/ (umV)umgbdx=/ (um VY um dx < IVl 2 ||um||i4 <
Q Q S~
14 L2 I4
VPl llull 2 lVullz n=2
= 129,302
VoI 2 llull " IVul n=3
dove queste ultime disuguaglianze sono dovute al fatto che

(99

12

lullpa <22} 2 1Vul > n=2
lullpa < 2" 424V ul3t n=3

Quindi si ha, per n =3, che

12
€L4/3(O,T) ELZ(O,T)

! 1/2 3/2
g lly < IVumllp2 + el " IVul 57+ 1 fllvs
——

con il primo termine a destra della disuguaglianza stimabile con

T
Vil 2 S/O IVumllj2dt.

[ —
€L2(0,T)

Di conseguenza
u, € 1430, T;v*) n=3
{u’m €I?(0,T;V*) n=2
ed
uly, —u' e 1430, T; V)
inn=3.
Adesso nel passaggio al limite sorgera un problema; vediamo di cosa si tratta. Si ha

T T t
(um(T),(/))+/ VumV(pdx+/ umVum(/)dx:(umo,(/))+/ (f,dydt
0 0

0
dove la convergenza di tutti i termini non & problematica tranne nel terzo. Il punto & che u;,
converge debolmente e Vu;;, ha convergenza *-debole e il loro prodotto non & detto che converga
ossia, a priori,

t t
/ umVum(/)dx#/ uVugpdx.
Jo 0

Qui entrera in gioco il lemma di Aubin-Lions: noi sappiamo che u € I? 0, T;V)eure 43 0, T;V*)
e inoltre V —— H — V*, Allora u,, ¢ limitata uniformemente in m e u; — u in 2 (0, T; H).
Come sfruttiamo questa informazione? sia ¢ € €°°. Allora

L2(12

T T T
/umVum</>dx=—/ umVoumdx —>)—/ (u,V(pu)dx:/ (uV)u,p)dx
0 0 0

e questo e possibile anche perche ¥ = V. Non abbiamo ancora finito: vediamo ora cosa suc-

cede alle stime dell’energia quando ci sono di mezzo le soluzioni deboli.lDog_re{no essere attenti
er 1S

perche u; € 43 (0, T; V*) il quale non & il duale di 2 (0, T; V) 3 u. Dalla (bS‘)"sa‘p‘piamo che

1 T 1 t
Slum®I7, +/ IVumllzde= 2 luml, +/ (f,umdt.
0 0
Si ha che (u;,, f) — (u, f) e questa convergenza € dovuta al fatto che u;, &€ debole ed f ¢ fissata.
Inoltre 1 1
2 2
Ellumolle — Elluolle-

Siano ora

1 2 T 2
amé"“m(T)”Lz bm=/0 ||Vum||L2dt
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e per essi possiamo dire che
1 T
(95) limsup @, +liminf by, < limsup(am + bm) < = lugl7, + / (f, udt.
m m m 2 0
Abbiamo usato il liminf perche

X . .
Xm = x = | x| x <liminf|l x| x

ler_dis2
e nel nostro caso Vu;; — Vuin L2(12). Quindi dalla (b%"o%%ﬂamo

1 r 1 r
(96) E"”m"i”/o ||Vu||§2dts§nuon§2+/0 (f,wat.

Questo significa che in presenza di soluzioni deboli, I'energia totale puo diminuire!

Definizione 12.1 (Soluzioni deboli di Leray-Hopf). Sono delle soluzioni deboli nel senso di Leray-
Hopf'le u tali che

(1) uel?©,T;V), ur e LY30, T;V*), ue 6w 0, T; H);
(2) soddisfano

%(u,v)HVu,VV)HuVu,U)=(f,v> u(0) = up;

(3) perognit=T valela @Iéej&

13. 16.5.2013 - TEOREMA DI ESISTENZA PER SOLUZIONI DEBOLI DI LERAY-HOPE, LA
DISUGUAGLIANZA DELL'ENERGIA E IL PROBLEMA DELL UNICITA

Teorema 13.1 (di esistenza globale per soluzioni deboli di L-H). Siauge Hed f € L2(0, T; V*).
Si ha che esiste u soluzione debole di Leray-Hopf nell’intervallo [0, T con T > 0.

Dimostrazione. Vogliamo vedere se & vero che

T
/ (urddv+ vde<|IVlia, 1)
0
e se cosi fosse, allora u; € L7 0,T;V*). Ma

(ut,(p):(Au,qb)—((uV)u,(p)+<f,(p>=/Vuv¢dx+<@¢,i>+<f,¢>s
4 L? g4
= |IVul 2Vl 2 + I flly= IVl 2 + (O)

T T
(D):/ /uVu(pdxs/ lul2, 196l 2.
0 0

Lultima quantita scritta si stima in due modi diversi, a seconda che ci si trovi in n = 2 oppure
n=3.

T
n=3 s/
0

Invece

dove

T 3/4 T 1/4
lul 2 IVul32 IVl 2 dt < (/ ||Vu||§2dt) (/ ||V¢||§2dt) =
0 0

— qg=4.

n=2 s/ ||u||L2||Vu||L2||V¢>||L2dts(/ ||Vu||det) (/ ||V<!>||det)
0 0 0

Sia ora n = 2 e consideriamo due soluzioni u1, up di Leray-Hopf corrispondenti ad 1 ed f fissati.
Posto w = uy — up siha

1/2

0rw—Aw+Vp+uVu —upVup =0 Q
V-w=0 Q
w=0 0Q

5Quindi per u vale la (ngge%ful?s‘gw 0, T; H).
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mad; uy,0; up € L2(0, T; V*) e quindi ha senso il seguente integrale

T
1 1
/0 Orw,0)ys vde= oM, - S loOI,

perche stiamo moltiplicando un un oggetto con un altro che appartiene al duale del primo. Adesso,
moltiplicando per w si ha

Ld 12, + Vol A Y dx=0
EallwllL2+ll o2+ Q((ul Yur — (U2 Vug) (i — up)dx=0=>

=>/(u1V)u1 —(u2V)uy + (u2Viuy — (uaViup =/(wV)u1 + (u2V)w
e di conseguenza
/(wV)ulwdx+/(u2V)wwdx:0.

Stimiamo ora quel che & rimasto:

ld o 2 2
Eallwlle + ||V(1)||L2 =— [ wVujwdx < IIa)IIL4 IVuill2 < lwlp2 Vol 2IVur | <

<12 (IVolZ, + 1V i, ol 2)
=13 12 2"z}
Adesso portando i termini in Ve a sinistra troviamo

a o
—loll}, + Vol

2 2 2
<
yr IVu 12, )2,

2=
=0

che, posto Y = IIa)IIi2 diventa una disequazione differenziale del tipo

Y'()=GY ()

e per essa l'idea e di utilizzare il lemma di Gronwall. Quindi

Tt < Y (©0)elo G9ds

con G che deve essere integrabile. Ma G(0) = 0 e quindi Y = 0: quindi in dimensione n = 2 riusci-
amo ad ottenere I'unicita per le soluzioni deboli.
Passiamo ora al caso n = 3: i passi sono gli stessi che abbiamo appena fatto ma cambiano un po
le stime. Si ha
La, .o 2 1/2 3/2 4002
EE”LUHLZ +IVol, <ol IVl IVu 2 < (alla 4, 4/3) < ClIVur I, llwlly,
e portando a sinistra troviamo

2 4 2
2, < IVt lwl?,

d 2
equi]ldi

r 4
Vi |7, ds
lo12, < lw©)]2,el0 V1124

Questa scrittura € un problema perché, a priori, non sappiamo se I'integrale diverge o meno. Per
saperlo dovremmo avere informazioni su ||V ”iz- In definitiva, se sapessimo che

T
/0 IIVulll‘ist < +o0

allora avremmo l'unicita della soluzione in 6. Vediamo se riusciamo trovare informazioni sul-
I'ultima quantita scritta.
Ora proviamo ad utilizzare le successioni approssimanti del metodo di Faedo-Galerkin: pren-
diamo up e Ved f € 12 (0, T; H) (consideriamo f identicamente nulla per semplicita). Siano
Aw ji= A jw j ed

m

Um= ) gimMw;x).

j=1

Sappiamo che le u;,; soddisfano

(U, 1) = (A, 0p) + (Um V) tm, wg) =0.
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Ora moltiplicare per A= —P(A) & come moltiplicare per A8y, (f) i 0y e quindi, dato anche che
Anon deriva i termini in ¢ troviamo

Wy, Attin) + | At |15 + (W Vi, Attg) = 0

e integrando per parti si ha

1d
EEW”’””%Z + ”Aum”iz = /(;(le V) um Aupm dx = | Aumll p2llumll s IVumll 3.
LS 3 12
A questo punto ci ricordiamo di due cose:
(1) perle immersioni di Sobolev per n =3 si ha H& Q) — L8 Q);
() sefelPnl9conp<gqallorafel conp<r<gqge
9 1-9 1 9 1-9
Ifller < U fFIEp A —=—t—
S p g
Mettendo insieme queste due cose risuciamo a dire che

lumlize < CE)NVumll2

e che
1-9
5

+

1/2 1/2
IVtmll s < IVt | 21V 1

(SIS

3
Questo ci permette di continuare a stimare con
1d
2dt
ma ora bisogna fare attenzione perche

IVt 2, + | At 12 < I Attm | 21V i 2 1V 1152 1V 1 1} 62
IVumlizs = IVumll 2
ma Vi, ¢ H& mentre la stima che risulta vera e
IVumllze < lumll g2
perché W22 — w156; quindi siamo arrivati ad avere
3/2 1/2
IAuml 2 IVumly " lumll s
. _ 2 1 .
A questo punto, se prendiamo ¢ € D(A) = H* N Hy N H sappiamo che per ¢ vale
Pl g2 = 1 Al ;2
dato chein A¢+Vp = f se f € L? allora ¢ € H2. Usando questo riusciamo a maggiorare tutto con
4/3 3/2
IVl 3821 At 13
ed elevando il primo fattore alla 4 e il secondo alla 4/3 arriviamo ad

1 2 6
> IIAumIILZ IIVumIILz-
A questo punto poniamo ancora Y () = ||V (1) IIi2 cosi da trovarci la EDO
Y'<Yy3
che sicuramente ammette una soluzione locale, ma dove? Si ha

1 1
vy3ay=dr— —y!'3-—

— : 3Y01_3:t=>Y_2:Y0_2—2t=>

Yo

\/l—CtYOZ.

Questo significa che esiste un tempo T* tale che Y (t*) = +oco e che Y < Cin [0, *) dove

= Y(1) =

1-2Ct* Yy =0.

Quindi se consideriamo una ug € V ed ug;, = P ug, siha [|[Vugm,ll < IVugll. O
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Quindi cosa abbiamo scoperto?
Le approssimanti di Galerkin sono limitate uniformemente in m, in [0, t*) e soddisfano

d 2 2 6
Ellvumlle +lAuml72 < CliVumll},-

Quando T < t* le quantita sono finite e integrandole otteniamo

T T
||Vum||iz+/0 ||Aum||§2dtsC||Vum(0)||§2+/o IVumll$,dt =

= Uy, e L0, T;H YN0, T; HY) VY T<t .

Questo significa che abbiamo guadagnato regolarita a discapito del tempo di vita. In seguito ar-
riveremo a dimostrare che u € L°(0, T; H*) n L2(0, T; H') per ogni T < t* ossia che la soluzione
debole u ¢ anche forte.

Infine notiamo che

1

IVuoll},

*

quindi pitt il dato iniziale & grande e piu il tempo di vita & tale che t* — 0.
Osservazione 13.1. Sia

ur—vAu+w-Viyu+Vp=f.
Comve influenzato il tempo di vita dalla viscosita? Si ha

2

v 2 C 6
72 < E”Aum"Lz + V_3llvum”L2

d 2
EHVMmHLz + V[ Auml

e la EDO a cui arriviamo ora e
d C 3
E y(1) < V_3 y(8)
e di conseguenza

V3

IVuoll},

*

e questo ci dice che,data la dipendenza di t* da v, per le soluzioni forti il tempo di vita & troppo
breve.

Osservazione 13.2. Cosa possiamo dire sulla regolarita di uy nel caso delle soluzioni forti? Sempre
partendo dall’'equazione otteniamo

1d
”ut”iz‘FEEIIVuIIiZ S/uVuudx.

Per u sappiamo che u € L°(0, T; H*) 0 L2(0, T; H) e inoltre H?> — L™ per cui l'ultima quantita
possiamo stimarla con

luell 2 IVul g2 llull oo < llugll 2 | Aull 2 [Vull 2 <
1 2 2 2
< —
< Sluel?, + ClAu, IVul,

e integrando si ha

T T
1
2 2 2 2
/0 luel?,de < /0 I Aul, IVulfode+ ZIVu©I,
e queste sono tutte quantita finite per cui

u; € L2(0, T; L2).
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14. 17.5.2013 - ESISTENZA LOCALE DI SOLUZIONI FORTI ED ESISTENZA GLOBALE PER DATI
PICCOLI, STIME SUL TEMPO DI VITA

Ricapitoliamo quanto visto fin qui. Abbiamo visto che la stima dell’energia
1 2 ! Vull »ds <+ 2
EIIM(I)IILZ + o IVulj2ds < Elluolng
implica il fatto che u € L%(0, T; L2) n L2(0, T; H(}) e questo ci bastava, nel caso lineare, per poter

passare al limite con le approssimanti di Galerkin; al contrario nel caso non lineare era necessario
avere informazioni anche su u;. Sfruttando le

1/2 1/2 1/2
o {||u||L4sz lul 2 vull2 n=2

lullpa <2V a4Vl n=3
abbiamo visto che

e 1200, T;V*) n=2

S pABo, T v n=3

A questo puntose upe Hed f € L2(0, T; V*) sappiamo esistere le soluzioni deboli in [0, T per le
quali in n = 2 si ha I'unicita.

Invece se n = 3 non sappiamo dire ancora nulla sull’'unicita, ne tantomeno se u € €(0, T; H).
Quello che al momento possiamo dire & che

Ue €y, T; HHNEWO,T;V*).
disduet
Passiamo ora a dimostrare la (b%ﬁ'g‘r%caso n=3.
Proposizione 14.1. Si ha che

1/4 4 1
lullpa < lul IVl 3t ¥ ue Hy(@).

Dimostrazione. Prendiamo una u € 6;°. Indichiamo la disequazione per n = 2 delle due appena
riviste come (O). Si ha

||u||‘i4:/ |u|4dx:/dx3/ |u|4dx1dx25(D)s/dx32||u(x3)||i2IIVu(xg)Iliz5
R3 R R2 R
2 2
= 2max|lu(x3)lly, IVu(x) 72
Adesso

X3
|u(x3)|2:/ 2v(x1,x2,¢3) 03 u(x1, x2,63)dé3 52/|u(x1yx2:53)||63 u(xy,x2¢3)|dés
R

—00
e sostituendo nel massimo troviamo

lul}y < 4/[R luell 21103 ull 2 IV ull 3, dE < 4l 2y IV g

O

Tornando alla stima di quale fosse il tempo di vita massimo ¢*, consideriamo ora il caso
din=3 uyeVefel?0,T;H). Avevamo visto che esiste t* > 0 tale che u € L®(0,t*; V) n
L2(0,t*; D(A)). Per capire da chi dipendesse questo tempo di vita siam dovuti passare da y=
I Vulli2 per la quale vi era la disequazione

C
'<—y3
y=:,3Y
Le soluzioni di ques’ultima sono maggiorate da quelle di
o
Y'=—.
V3
Infine trovavamo
" v3 " cv3

il e
IVuoll, IVuoll?,

Adesso vediamo un teorema di esistenza locale; in seguito vedremo anche un risultato di esisten-
za globale per dati piccoli.
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Teorema 14.1 (di dipendenza locale dai dati iniziali). Si ha che
(98) IVuglljz — 0= t* — +o0.

Dimostrazione. Partiamo da una soluzione forte u € L%(0, t*, V) n L?(0, t*; D(A)) e moltiplichi-
amo |'equazione per —P A u. Vediamo cosa succede ai singoli pezzi.

1d
/u,(—mu)dx: EEW“"%Z /—Au(—[F"Au)dx: lAul?,

v C
/(u'Vu)(—PAu)dxs lullpellVul sl Aull 2 < EllAulliz + 5||Vu||§z

e queste stime a priorile avevamo gia incontrate in precedenza. Adesso pero proviamo a stimare
I'ultimo integrale in modo leggermente diverso:

/(u~Vu)(—IPA wdx < ull ;3 IVull sl Aull g2 < lul ge w52 1wl )62 Aull 2

dove abbiamo usato il fatto che [|Vull;6 < llull g2 ed llul;s < IIuIIig2 ||u||ié2. Adesso, poiche se

ue D(A) = H2nV allora lAull;2 = llull;2, possiamo ulteriormente stimare tutto con

2 1/2 1/2
I Aul7 VUl " lluolly 5"

Portando tutto a sinistra troviamo
1d
2dt

(99) 12 12 12

IVul2, + (v Clluoll 21V ull}2) I Aul2, <0

che ci porta ad affermare che se esiste un ¢ per il quale

1/2 1/2 d 2
IIuOIIL2 IIVLLIIL2 <v allora EIIVuIILZSO

e quindi IIVuIIi2 & decrescente e quindi se si parte con un dato iniziale minore di v, poiché I'en-
ergia decresce, la soluzione riuscira ad esistere sempre. Questo significa che esiste un g > 0 tale
che

(100) IVupll 2 < 69 = u € L®(0, +00; V) N L2(0, +00; D(A)).

Se per assurdo cosi non fosse, avremmo ||Vug(#)|| = €9 per ogni ¢ > 0; ma noi sappiamo che deve
valere la disduguaglianza dell’energia

1 2 ! 2 L
S @, +V/0 IVu)lpzds=< S lluolly,

perogni T > 0 e per ogni u soluzione debole di Leray-Hopf. A questo punto avremo che l'integrale
supera veg T e per un certo T abbastanza grande avremo

T> Lugl?
VEQ >§”u0”L2'
Questo & assurdo iil che significa che deve esistere un T tale che ||Vu(T)| 12 < €0. O

Osservazione 14.1. A questo punto sappiamo molto delle soluzioni negli intervalli[0, t*) e[ T, +o0),
ma non si sa nulla su cosa accada in (t*, T).

Definizione 14.1 (Epoca di singolarita). il tempo T* & detto epoca di singolarita se u & soluzione
fortein [0, T*) e non puod essere prolungata ad una soluzione forte in [T*, T* +5) ¥ 6 > 0; & il tempo
massimale in cui Vu & limitato in norma L*.

Diamo ora un criterio utile per capire se ci si trova in un’epoca di singolarita. Sappiamo per
il teorema di esistenza per soluzioni forti che, fissato #y > 0, la soluzione puo essere estesa fino a
tp + 0 dove

cv3
0z ———.
IVull?,

Vediamo cosa accade ora.
Proposizione 14.2. Se T* & un'epoca di singolarita allora

(101) limTinf||Vu(t)||Lz =400
t—T*
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Dimostrazione. Sia per assurdo una successione {f;} tale che ;. / T* e che |[Vu(ty)l 2 < C per
ogni ¢ < T*. Allora possiamo spostarci a destra con i tempi di

cv3
> —_—

6= =0y

e iterando questa procedura si arriva a superare T*: questo significale che T* non & massimale e
questo e assurdo. O

Vediamo ora qual’e la situazione rispettivamenteinn=2e n =3.
Nel caso bidimensionale sappiamo che la soluzione esiste localmente. Moltiplicando I'’equazione
per —P A u otteniamo

d
EIIVu||i2+v||Au||i2S/uVu[FDAudx

e la stima che facevamo in R3 veniva fatta con esponenti 6,3 e 2 rispettivamente per il primo, il
secondo e il terzo fattore sotto integrale. Ma ora sianoinn=2e H& — L9 per q < +oo e quindi la
stima continua con

1/2 1/2 32 _V 2 1 4
lull "IVl 5™ T Auly ™ < 3 I Aully, + Vllvulle =
———

4/3
d 2 _C 4
= —IVul, < IVl
e ripetendo le procedure gia viste arriviamo alla disequazione differenziale
o
f< =2,
y 3 y
A questo punto sembra che abbiamo in mano le stesse cose del caso n = 3; ma in effetti
o
4 2 2
IVl = IVl 1Vulf, = ' < — f(0y

con f e L1 (0, T). Adesso

c
f(s)dsSyOeV“ 2 <400 Vit

C rt
ySYOeﬁf"

Questo significa che se ug € V allora u & soluzione forte per ogni ¢ > 0; osserviamo infine che non
vi sono esponenti migliori su cui poter lavorare nel caso bidimensionale.
Nel caso n = 3 le cose sono meno chiare. Sappiamo che

upeI? = soluzioni deboli globali
uoeHé —  soluzioni forti locali

ma tra uno spazio e l'altro ce ne sono tantissimi altri e bisogna capire cosa accade in questi.
Quando siamo in T* perdiamo I'unicita e |Vul ;2 — +oco. Ma questa & una condizione neces-
saria affinche venga meno I'unicita? Nei prossimi teoremi vedremo che entra in gioco I'invarianza
per riscalamenti parabolici.
Consideriamo una u(x, t) soluzione delle equazioni di Navier-Stokes; affinche lo sia anche una
uy = Au(Ax, A2 inun opportuno L¥(L") si dovra avere

2 n
(102) -+—=1

s T
e in questo caso stiamo lavorando con n = 3. Il problema & che il nostro controllo riusciamo
ad averlo non per 1 ma per 3/2 (come mostra il prossimo teorema) e quindi siamo nel caso
supercritico.

Teorema 14.2. Sia v e L8(L%); allora v & una soluzione debole ed u= v.

Dimostrazione. Se v & una soluzione debole in L8(L*) allora v € L®?) n L2(HY) n L2(L%); di
conseguenza per2 < r <6siha

ol Shenlvls?  1r=9/2+40-97/6

e l'esponente massimo é tale che

T T
q qd, (1-9)q
/OIIVIIert,S/O IIUIILZIIVIIL6 dt
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cone (1—19)q = 2. Adesso in fatto che v € L°(L?) insieme al fatto che richiediamo invarianza per
riscalamenti parabolici ci conduce a

2 3 2 N 3 3
p g oo 2 2
Se invece avessimo v € L°°(L*) allora troveremmo
2 3 3
—+-=1<=
8 4 2
e questo ci darebbe 'unicita. Quindi si avrebbe
19 1_,,9 1 3 1 - 19
||v||L4§||U||L2||v||L4 1” +T

dacuid=1/4ed1-9=3/4. Infine
3 8
—g=2=—>qg=-
46] q 3

e quindi guadagneremmo che la soluzione debole v sta anche in L8314,
Consideriamo ora v € L8(L%); si ha

0r(u—v)—A(u— U)+/(uVu— vVu)dx+Vq=0

e moltiplicando tutto per w = u— v e invertendo i segni si ha

IN

ld 2 2 '

— <

2dt”w”L2+”vw”L2— /(wV) w v dx
14 L2 14

1/4 3/4 714
< lol b Vol Vol 5 vl <

18/7

A

1 2 8 2
< _
< S IV0IZ, +Clvi, lol?,

ma c’@ un problema che dobbiamo necessariamente considerare: w € LZ(V) e d;w € L*3(V*) e
quindi il loro prodotto non ha senso! Cosa possiamo fare?
Siprende p € ‘ggo(—l, 1) tale che fR pdx = 1; si considera

_ {u [0, T}
u=
0 R\[0,T]

e si definisce
Ug = (Tl * pg) * pg Ve = (U * pg) * Pe

ed ora acquista senso il prodotto 0; us v ed 0; vug. O
15. DISUGUAGLIANZA FORTE DELL'ENERGIA E UNICITA DEBOLE-FORTE, GRONWALL
GENERALIZZATO

Si ha la seguente disuguaglianza forte dell’energia

1 t 1
(103) Ellu(t)lliz+/0 IVuIg,ds< Slluollf, Y tel0,T)

dis_f
la quale ci permette di affermare che se se u € Gy (0, T; H) n L2(0, T; V) debole soddisfa (H%M
allora

t—0*
u(t) — ug

e la convergenza ¢ forte nella topologia di L.
Per la continuita debole si ha che

lugll ;2 <liminf | w(t)|l ;2
L= ot L

e per la disuguaglianza forte dell’energia

limsup lu(f)llz2 < llugll 2.
t—0*
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Questo significa che [[u(f)ll;2 — llugll;2; va detto che il fatto che u € 6w (0, T; H) N L2(0,T; V)
indica anche che
—0*
lw(®) - upllp2 — O.
Adesso ritorniamo all'ultimo teorema visto: la sua utilita sta nel fatto che in presenza di una v

della quale si conosce la regolarita, ma non I'esistenza e di una u di cui € certa l’esistenza allora le
due soluzioni coincidono sotto determinate ipotesi.

Teorema 15.1. Siano u, v soluzioni deboli di Leray-Hopf e supponiamo che v e L8(0, T;L*) eu €
I8/3(0, T; L*); infine si abbia u(0) = v(0). Allora u= v.

Dimostrazione. (Prima parte)
Vediamo la regolarita di v;: si ha

(v, ) = —/VUV<de+ ((WV)v, ) < IVUll2IVPl 2 + IIVVII‘%4IIV¢|IL2 =

(ve, P)
IVl 2
Troviamo che vy € 2 (0, T;V*) e quindi ha senso moltiplicare v e v; dato che una & nel duale
dell’altra. Ora abbiamo

2
= lvelly = sIVollz +1vlys.

' dt="11om)2, - L 2
A (v, v) t—zllv( )”LZ_EHV(O)”LZ'
moltiplicando per v 1'equazione
vi+(WV)v—-Av+Vg=0

tramite i soliti passaggi arriviamo a giustificare 'uguaglianza dell’energia. Ma osserviamo che la
regolarita utilizzata non & I8 (0, T; L*) ma solo L4 (0, T; L%): scopriamo che per avere 'uguaglianza
dell’energia basta questa regolarita; di contro per 'unicita bisogna necessariamente lavorare il
L3(0, T; LY.

Notiamo una cosa: sappiamo che u & forte se & debole secondo Leray-Hopf ed u € L*°(0, T; V)
ossia quando

sup [[Vull2=C.
te(0,T]

MaV — H& — 8 < [* (dove I'ultima immersione vale per Q limitato) e quindi
ue L0, T;1LY = ue 130, T; LY;

questo significa che la validita del teorema con u e v come da ipotesi si ha anche nel caso in cui
una sia debole ed una forte.
Torniamo ai conti e vediamo cosa si puo dire sull'unicita; sia

0r(u—v)-Alu—v)+WwV)u—-@wV)v+Vp—-g) =0

e moltiplicando per u — v e integrando su Q si ottiene

1d 2 2 _
EEIIM—UIILZ V=)l + [ [(@V)u—@wV)vl(u-v)=0.

Lultimo integrale scritto & uguale ad

1/4
/(u—v)V(u—v) v Sllu—vlipalVu— o lpliviiga lu—vi " IVw—o)lzllvips <
N~~~ L
N e —r’ f

L4 12

2 8 2
< IV = 0)12, + 1018, lu—vl2,.

N —

Da qui deriva il fatto che si richiede || vlli4 € L1(0, T) affinche si possa usare Gronwall e arrivare ad

una disequazione del tipo
d

—Y =GY.
dt

Resta il problema che non possiamo moltiplicare per (—v) perche (u, v) € L2(0, T; V) e ;(u—v) €
L*/3(0, T; V*). 1l prossimo lemma ci verra in aiuto. O
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Lemma 15.1. Siano u, v come nelle ipotesi del teorema e t € [0, T]. Allora
T T
(104) / uvdt+2/ Vuvvde = llupl7, —/(u— V)V (u—v)vdx.
0 0
Dimostrazione. Al solito sia p € <€(‘)’°(—1, 1) tale che

p=0 /pdx:l p(x) =p(=x)
R

e poniamo
pe=e"pltle)  fe=F*pexpe.
Abbiamo a che fare con ' = —Au— Bu dove

(Bu, ) :/(uV)u([)dx Bu=P{(uV)u) Au=P(—A).

Adesso abbiamo
—Ug = (=Bl —all) * pe *
ar e ( ) * Pg * Pe
e lo stesso vale per v; si ha

I ngdx—<v u5)+<v,u5)—( Av—Bv,ug) +{(v,—All— BU % pg * pe) =

=(—Av—Buv,ug) +(Ve,—Au— Bu).

Integrando quanto abbiamo trovato tra ¢ ed s per € < s< t < T — ¢ otteniamo

t t
/v(t)ug(t)dx—/ v(s)ug(s)dx+/ /VuVugdxdt+/ /VUEVudxdt:
Q Q s JQ s JQ
v

I

11 111
t t
—/ /(vV)vugdxdt—/ /(uV)uvgdxdt.
s JQ s JQ

%4 VI

Cosa succede se passiamo al limite?

Possiamo dire che c’é convergenza forte di u — u € L%OC(O T;V)n L8/3 0, T; L%); Ve € pil re-

golare e si ha convergenza forte v, — ve L2 (0,T;V) nL8(0, T; L%). Questo ci consente di dire

loc
che
I)—»/v(t)u(t)dx fortemente
1N — /v(s)u(s)dx fortemente ;

per III) si ha che per Vv fissato, se moltiplicato con un oggetto in L%OC allora converge q.o0. in f;
stesso discorso vale per IV). Adesso mostriamo che V)— 0:

t t
v (V) (ug—u)dxdt < v Vv ue — ullyadt < (Holder) <
/s/ﬂ“;"( 2)( e — U) /s Il pallVol 2 lue —ullja ( )

L4
1/2 3/8 1/8
(/ Ivul2, dr) (/ llte — u||8’3dt) (/ i, dt)
dove
11,13
8 ¢ 2 8

Infine il primo e il terzo integrale sono finiti per ipotesi mentre il secondo va a 0. Passando al
limite troviamo che questo vale per s > ¢, ma poiche per ipotesi u € 6y allora la cosa vale anche
per s> 0. O

Dimostrazione. (Seconda parte)
Abbiamo la disuguaglianza dell’energia (A), I'uguaglianza forte (B) e I'ultima vista (C); posto w =
u—vsiha

A+B—2C=||w(t)|| /IIVwII2 dt<- /wvadt
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ossia abbiamo la (C) integrata in #; ancora

w2, _/ lw@ B, w3, dr

e quindi abbiamo tra le mani una disuguaglianza differenziale del tipo

t
Y(r) =< / G(s)Y(s)ds
0
e per Gronwall deduciamo che Y =0. O

Vediamo ora un meccanismo che, se iterato, ci permette di ottenere soluzioni con regolarita
arbitraria (bootstrap). Al momento sappiamo costruire u € L°°(0, T; H) 0 L2(0, T; V) con ug € H.
Al fine di ottenere infomazioni sull’'unicita abbiamo bisogno di stime per Vu: si ha

d
—|IVu +v|Au Vu
dt” || Il Aul? || 16

L2 - L2

ossia una disequazione del tipo

_<_Y
dr — v3

Riusciamo ad ottenere, se ug € V, che u e L%®(0, T1; V)NL2(0, T1; D(A)) con T1 := T1 (IVug l72,v) >
0. Notiamo che 'unicita in [0, T7] non solo e forte ma ¢ anche debole perche uy € V— H quindi
presa ii debole in [0, T7) si ha che u = i@ in [0, T1) e quindi si ha unicita forte-debole.

Cos’altro si puo dire? Moltiplichiamo I'equazione

ur—Au+uVu+Vp=0

per u; cosi da trovare che

luelfs + = —IVulpe < u Vi up <lluglp2Vull g2 llull e
R L R
L* 2 2

e poiche H? — w8 , [ rjusciamo a stimare tutto con
1 2 2 2
Sluclfe + ClAulf, 1Vul?,
Allora nell'intervallo [0, T7), per Gronwall, si ha

I IAul?, ds

h 2 2 2 2
/ lush?, dt < CIVu©)|?,e — up e 120, Ty; 12).
0

Quindi ritroviamo una regolarita superiore a quella che avevamo supposto in partenza.
Se adesso ripaertiamo dall’equazione di prima derivando in ¢ e moltiplicando per u otteniamo

d . .
Eﬂut”izﬂwutniz :—/(u[V)uutdt—/(uV)ututdt.

/(uV)ututdt—/uvl 2' dt=0

— | ur Vu ur <lluellp2llVulsliuele <
/ yu, L L L
2 I3 s

Per l'ultimo integrale si ha

poi siha

1/2
<lluelp2 IVuellpz IVully, IIAulng =
——

1,2
Wy “—L8 [3=[12,15]y,
1 2
=3 ||Vut|| +IVull 2l Aull g2 luell,

Questo significa che se u; € L*°(0, T;1%) per t < T con u forte, allora Vu; € L2(0, T; 12). ripetendo
k volte questo tipo di stime, e quindi questo processo, si arriva a scoprire che se f =0e §Q € €
allora

u€ € Qx(0,).
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16. 24.5.2013 - IL TEOREMA DI STRUTTURA DI LERAY ED ALTRE STIME A PRIORI

Teorema 16.1 (Teorema di struttura). Sia Q limitato e regolare, f =0 e uy € H. Allora esiste
T=UGit) (i) N (sj,t) =2 peri#j
iel
tale che
(1) ue€>®Qx.7);
(2) data la misura di Lebesgue i si ha p{(0, +o0) \ 7} = 0;
3) upeV=(0,T)c 7.

Dimostrazione. Per ipotesi ug € H e di conseguenza si ha anche ug € L°°(0, T; H) n 1200, T;V) e
inoltre soddisfera la disuguaglianza dell’energia. A questo punto

t
2 — . —
/0 IVul?,dt < +oo=> A:={t : |Vul 2 = +oo}

é tale che m(A) = 0. Prendiamo ora fg € Ale quindi [[Vu(p)ll ;2 < +oo; questo significa che esiste
un Ty := To(IIVull;2,v) > 0 tale che esiste unica # soluzione forte in [Ty, Tp + fp). Sappiamo che
all’interno di quest’ultimo intervallo si ha i = u e che it € €% (Q x [Ty, To + tp)).

Se diciamo che

T = (1, 0+ To (1))
th#A

allora per ogni ¢, fissato possiamo spostarci a destra e trovare una soluzione regolare. O

Torniamo per un momento alle equazioni di Navier-Stokes ossia
ur—Au+wu-VYu+Vp=0.

Se potessimo affermare che || ull;~ < +oo riusciremmo a controllare bene le cose ma la forma
dellle equazioni & problematica.
Vediamo qualche analogia e le differenze tra le (NSE) e le seguenti equazioni dette di Burgers:

ur—Au+w-Vu=f Q
(105) u(x,0)=0 Q

u=0 0Q
Si tratta di un problema semilineare in cuinon siha V-u = 0 e di conseguenza si ha [ (uV)udx # 0.
Si pud dimostrare che se ug € L ed f € L* allora sono ammesse soluzioni regolari V T > 0.
Percheé tutto questo non funziona con le (NSE)?

E’ un problema di principio di massimo...
. . . urgers . . —at
Moltiplichiamo le ( 1 il termine e

ure " —Aue " + (uV)ue ' = fe~ !

con a > 0. Si ottiene

a a

e considerando che u;e™ %! =9, (ue™*") + aue™ %!, ponendo v := ue~*’ siha

drv—Av+WVv+av=fe 9
adesso moltiplichiamo per v cosi da ottenere

|v]? lv|? 2 —at
atT—Avv+uVT+a|v| =fve .

A questo punto notiamo che

2 2 L
Alv|“=Aw,v)=2Avv+2|Vv|* = —-Avv=|Vy| _AT'
Considerando un cilindro che abbia come base il dominio Q e per altezza l'intervallo dei tempi,
il massimo dovra cadere o all’'interno o in cima al cilindro. Se fosse all'interno, aviemmo un pun-
to (X,5) € Q x (0, T) per il quale [v(%, DI? = |v(x, HI? V (x,1) € Q x (0, T). Dato che si tratta di un
massimo, in quel punto il gradiente si dovra annullare e nell’equazione si avrebbe

o2 1 -
(& DI* < ~| fllvle”®!
a
quindi possiamo scrivere

| _
v(E D=l fl~e @t
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11 definitiva abbiamo il controllo dato che
- 1 _
[v(%, D) = {EIIfIILooe S u0||L°°}

mentre, al contrario, per le (NSE), dato che & presente il termine Vp, non abbiamo alcun modo
per dire che Vpe™4! = 0.

Definizione 16.1 (Epoca di Regolarita). Sidice che u e irregolarein t se
(1) 0<f1 <+o0;
2) ue€®(Qx (9, 1)) per qualche ty < ty;
(3) u non si puo estendere ad una soluzione regolare in (ty, tcont >1.

Ricordiamo le seguenti tre stime a priori che avevamo ricavato

1

4 IVul?, + vl Aull? << IVul®,;
dt 12 253 12
@)

d 2 120,172
VUl = (v=Clul 2Vl ) <o;

3)
u +v Vu ds < U, .
2 12 12 2 0 12

Se f; ¢ un’epoca diregolarita alloralim;—. ¢ [|Vul ;2 = +oco e avevamo gia visto che questo significa
avere
IVu@l?, <Y(@0) <+oo 0=t<i

dove

- v2

[ > —4.
IVuol?,

Se cosi non fosse potremmo estendere nel tempo la nostra u .
Consideriamo ora ty < t < T < f1; in (¢, 7) abbiamo

dy C 1 1.3 17 C
W:V_S t:m[y (t)]tzﬁ(t_r):
= ! —;:E(t—r)z ! - ! Sg(t—r).
Y2() Y2(1) 8 ||Vu(t)||‘iz ||Vu(r)||‘i2 V3

Ora per 7 — f; si trova che

1
limﬁ—4 =0
=1 [ Vulld,
quindi
1 o
——— < (- = IVu®lz = v - '
IVull, = v

e questo significa che non solo ||Vu|l;2 = +oo ma la velocita minima di esplosione deve essere di
questo ordine.
Passiamo ora a capire dov’e la prima epoca di singolarita. Per la stima dell’energia si ha che

noo] gl 1
3/2 2 2
Cvv dtsv IVulls,dt < =llugll
/0 /—tl s 0 12 2 0 12
e integrando si ottiene
T := OV |Vl }, = 1.
Adesso possiamo scrivere
T =J@,s)U(T*,+00)
iel
dove le s; sono epoche di regolarita; notiamo che quest’ultime si possono prendere in modo da
avere (7;,$;) N (7,5;) = @ se i # j. Adesso nella disuguaglianza dell’energia si ha

Si C Si 1 1
2 2 2

= Vuls,dt < = |u(t; < llu
/Ti S =7 /Ti IVull;» 2|| )72 2|| oll}2
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e questo significa che, per un singolo intervallo, si ha

Si 1
o2 2 L. 2
(Ti—s$i) Sv/r- IVullj.dr< 5 luollpz-

1

Sommando su tutti gli intervalli si trova

1/2 2
> (Ti=5)"" < Cllugl}, < +oo.
iel

Ma cosa significa tutto questo?

Definizione 16.2 (Dimensione di Hausdorff). SiaS < R".La dimensione di Hausdorffdi S & defini-

ta come
(106) HM(S) = lim XJ(S) =sup XJH(S)
6—-0* 5>0
con
1 (diam B; \""
HF'(S) = Zl (T)
i=

dove {B;} e un ricoprimento di S fatto con le palle chiuse B; tali chediam B; < §.

Qual’e la dimensione di Hausdorff di .7°? Fissato § > 0 esiste I5 parte finita dell'insieme degli
indici I tale che

D (Ti—s)<d6 ed Y ;- spl2 <.
igls idls

Siha che

N
Ui, s <0, T 1= [0, T"1\ () (ri»s) = U B
iels j=1

conib; intervalli chiusi; posto I(u) 'insieme dei punti irregolari per u si ha che
n
Iw < | B;
j=1

perche abbiamo tolto gli s; che sono epoche di regolarita.
A questo punto osserviamo che preso (7, s;) con i ¢ I5 esiste unico j tale che (7, s7) < B;. Adesso

sia
Ij:= {i 2 (14, 81) CBj}>

e definiamo

N

1= I5U ( U I])

j=1

Quindi ora
(107) Bj:=J @ispu(Bjniw)

iEIj
ma noi gia sappiamo che p{I(x)} = 0 e quindi possiamo scrivere
diamBj = ) (1;-s;)
iEIj
ed inoltre
diamB; # ) (1;-s;) <.
idls
Adesso usando la (%.%1% possiamo affermare che
1/2

N N
Y diamBp"r < Y | Y @i-sn| = Y @i-sptfi<o
j=1 Jj=1\i€l; igls

per ogni 6 > 0 fissato. Quindi la dimensione di Hausdorffdi .7 & 1/2.
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17. LEMMA DI GRONWALL GENERALIZZATO E STIME UNIFORMI IN L? ED H!
In generale, per le EDO, se si ha un’equazione del tipo
!
y+y=f
con f periodica, non & detto che la soluzione sia periodica; anche nel caso in cui si abbia y' =

f(t,s(1)) periodica negli argomenti, non & detto che y sia periodica. Pil in generale, se si ha f
periodicaed u: [0, T] — X el’equazione

d
Eu+Au:f
d

si pud provare a definire L:= 7 con dominio
D) ={ue W0, T; X); u(©) = u(n}

. Il problema & che questa procedura non sempre & fattibile dato che se u € V, serve che u; € V*
e non & sempre cosl. Per esempio abbiamo visto che

n=2=ucl?0,T;V) u;el?0,T;V*
n=3=uecl?0,T;V) u,el*30,v".

Si puo provare anche con il metodo di Faedo-Galerkin e lavorare con le approssimanti

m
()= Y. gjm(0$;(x)

j=1
per il problema
A +Vpj=Ajp; Q
V=0 Q
$;=0 Q

Vediamo ora un teorema.
Teorema 17.1. Sia f € L2(0, T; V*) e tale che f(0) = f(T). Allora
JReR” : lupllz2 <R=Jum

soluzione del problema di Galerkin e tale che |up (T)| ;2 < R.

Dimostrazione. Sappiamo che uy, risolve

d
(108) 2, P+ VT,V )+ (m V) um, § ) = (f,9 )

e che u;,(0) =Pug. Con i soliti conti si trova che
1d
2dt

e quindi che

2 2 1 2 2
a2, + VIV, = Uf Iy 1Vt 2 = =1+ VIV Ul

N, + VIVl < =1l

Adesso se moltiplichiamo I'equazione del problema di Galerkin per ¢ ; si ottiene
—/A(/)jgbjdx+/Vp¢>jdx= Aj/(,bj(,bjdx
N— —— N— ——r
=0 =5;j
allora

VP12, = A1, = ArlplZ,
e questo si ha perché A=P(-A) con —A che haspettro0<1; < A, <.... Allora

m m m m
2 2 2 2 2
IVuml?, = / 2 8imVbj Y 8mVbk= ) &imIVPjI72 =21 Y &7, 05117
Joj=1 k=1 j=1 j=1
Questo ci serve a ricavare che

s VA uml 32 < S f v+
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VALt

moltiplicando a destra e a sinistra per e adesso otteniamo

2 vaAit 1 vAit
—lu e = - 4
umlZ, “1fly

che integrata da

T
1
DT N 12, = [ 1f 0l ide—
o Vv
2 2 vt [1] M(-T
:>”um(T)”LZ5””m(0)||L2e_" 1 +/ ;”f”‘/*ev 10— )d[S(tZT)S
0

T
2 v T 1
< lum @2, 11T+ / I flly-dt.
o Vv
Date le nostre ipotesi possiamo stimare ulteriormente tutto con
R? e_Wll Ty Cy
e I'obiettivo & riuscire a stimare l'ultima quantita scritta con RZ ossia che
R*a1-e"MT)>

e in effetti possiamo trovare un R tale che questo valga; quindi possiamo applicare il teorema del
punto fisso di Brower per il quale esiste una u;, € Vi, tale che up,(T) = um, ed |umqll;2 < R?
qualsiasi sia m. Infine potremo estrarre una sottosuccessione debolmente convergente tale che
U — Uo € 12, O
Osservazione 17.1. E se avessimo semplificato le ipotesi? Supponiamo che la f € V* sia costante.
Ripetendo gli stessi calcoli arriveremmo ad avere

. 1

limsup | u()12, < — I f11%.

t—+00 L A1v?

e questo ci fa capire che anche in presenza del termine convettivo, l'energia non cresce eccessiva-
mente anche nel caso in cui la forza sia costante.

Osservazione 17.2 (Sul metodo). Consideriamo il caso n = 2 dove sappiamo che se u € 2 0,T;V)
ed uy € I2(0, T; V*) allora u € €(0, T; H). Cosa abbiamo fatto fino ad ora? Abbiamo cercato stime
sul comportamento asintotico delle soluzioni; in particolare abbiamo cercato delle stime a pri-
ori...perché?

Perche in generale vogliamo arrivare ad avere qualcosa del tipo

(109) i <gy+h
dtJ’—gJ’

dovey = ||~||2, yE Wlll;i(O, +oo)edg,he I

Toc (0, +00). Questo ci permette di usare Gronwall ed avere

d _rt _rt _rt t _rt
FriA o80T _ e S 8@ e ffog(T]dT—y(to)S/ hisye 08D 4o
Io

" ; )
= y(1) sy(;o)eltog(r)dr+/ hisye~Jio 8D 4
fo

dove con t = ty e t < +oo tutto va bene. Si hanno dei problemi quando t — +oo.

1

Lemma 17.1 (di Gronwall uniforme - Foias, Prodi;’67). Presag e Lu loc

ay, az, az tali che

t+r t+r t+r
/ gs)ds=a / h(s)ds< ay / y(s)ds < a3.
t t t

supponiamo che esistono

Allora

(110) Y+ < (%mz)e“l.
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Dimostrazione. Abbiamo y'(s) < g(s)y(s) + h(s); moltiplichiamo per exp{— fts g(1)dt} cosi da ot-
tenere

diy(s)e—ffg(r)dr < h(s)e—f;g(r)dr
t

e a questo punto integriamo trate t +s;

T t+r
[y(e+r) - yple~ )i 8@ar 5/ h(s)ds =
t

t+ r+ t+r
= yt+r) <o) =ef; rg(T)dT+e P rg(T)dT/ h(s)ds.
t

Integrando in ds si ha
41
ya+r)sy(et +aze™ = ry(t+r) s/ y()e™ + aze™ r < age™ +raze™
t

e dividendo per r si ha la tesi. O

Facciamo ora dei calcoli nei quali ci sara utile il lemma appena dimostrato.
Sia f € H ed n = 2; consideriamo '’equazione
Oru—Au+w-ViYu+Vp=f;
moltiplicando tutto per u troviamo

1d IVull ;2
3 a1l 1V, = il <112 —

2 v
—||f|| +HIVuly, - 5.

Poniamo
a, ..o 2 1o a .o 2
A=EIIMIIL2 +vAilvVully, B:v_ll"f”Lz C=Ellulng +VIVully,
esiha A < C < B e di conseguenza
_ 1 _
R e T B LR
1
Adesso prendiamo B < H: sappiamo che esiste un R tale che B  B(0, R) e se scegliamo

1
po= V—Mllfll,

t> 1 lo i
VAL 8 py—P0 )

Questo ci garantisce che nulla esce dalla palla grazie al fatto che A < B. A questo punto

preso p;, > pg troviamo

2 t+r 2 t+r 1 2
lw(t+ )l 2+V/ IVl zdSS/ —IIfII+lu@l;, =
L ¢ L : vy L

t+r 2 r 2 1 2
- Vul4,ds< — + —|lu(t B
/t IVulZods < I+ o,

t+r 2 Junl? 2 2

. rilfll 2 rlfll Il

= limsup ||Vu|| ds<11msup ! + L - ! + f 5
t—+o0 Jt —t00 VA1 v vAr o v3Ag

Questo significa che se scegliamo un fy abbastanza grande e tale che | - [| ;2 < p6 allor I'integrale
tra t+r e t & piccolo.
Adesso invece moltiplichiamo I’equazione per Au =P(—A) e troviamo

1d I£112
5 77 IVulz +vIAulg, < 1f11 Al + /(uV) u_ Audx <—||A 1% +£—+
L4 L4 LZ
+ Nl 2NV ul 2NVl 21 D% ul V21 Aull 2 <
v I£1 v
< — | Aul} +f—+||u||”2||Vu||||Au||3’2s—||Au||iz+||u||§2||Vu||‘}_2
4 —_————— 4

I4 A3
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e quindi
d 2 2 _Ci2 C o 4
A2, +viAui?, < SIFIZ, + Nl

Se poniamo Y = ||Vu||i2 si ottiene la disuguaglianza differenziale

2

L

— = —=4Y"
dt v

I'soliti calcoli ci permetttono di dire che esiste una costante C tale che [|Vu| ;2 < C per ogni t = 1.

18. 31.5.2013 - MODI DETERMINANTI DI FOIAS E PRODI

INSERIRE ENUNCIATO
Sia n =2, Q limitato ed f € H. Allora esiste una costante C tale che [ull;2 < C e [[Vull;2 < C per
ogni t = 1.

Dimostrazione. Consideriamo le autofunzioni dell’operatore di Stokes ossia le funzioni che sod-
disfano

—A(,[)j +ij =/1]([)] Q
(111 (*) V'([)jZO Q , /(p,-(pjdx:(‘)‘ij

([)] =0 0Q
dove0< ) <Az <...e Phpu=Y;(u;jp;)¢p;. Adesso consideriamo lo spazio di dimensione finita
Vin = {$1,...,¢dm) e l'operatore Q; = I — Py del quale ci serviremo per lavorare solo con le fre-

quenze alte.
Supponiamo due cose:

(1) esistono uy, fi, up, f> tali che
0r(ur —up) — Alur — uz) + (1 V)ug — (ueVug +Vp1 —Vp2 = fi - fo;
(2) sappiamo controllare la quantita
t—0
IPrwllz2 = 1Pn(ur —u2)ll;2 — 0

ossia abbiamo il controllo di un numero finito di modi iniziali che decadono a 0.

Se dimostriamo che [|Qnw| ;2 — 0 allora potremo affermare che ||u; — up|l;2 — 0.
Possiamo decomporre u = Ppu + Qpu e osserviamo che valgono due identita:

/PannUdX= 0 /uQnUdX= ||Qnu||iz;

adesso vogliamo arrivare ad una stima sui modi alti. Moltiplichiamo I'’equazione della prima
ipotesi per Qy (u; —up) e postow =u; —up e F= f — fo siha
1d
2dt
dove il termine VpQnw € nullo, il secondo e il terzo integrale contengono termini nonlineare e li
chiamiamo rispettivamente A e B. Adesso

A=u1V(I - Quw)Quw

IIanIIi2 +v||Van|Ii2 +VpQp :/Fandx+/u1Vanwdx+/quanwdx

perche intgrando per parti si trova

/(ulv)anan =0;

A= (/(uV) vwdx = —/(uV)wvdx) = —/(u1 -V)Quw(i—Qplwdx <
4 LZ L4
L

<l 4IVQuoll 21U = Qu)wll 4 <
< lun 1321V 121V Quoll 21U - Qw12 1V - Quwll 15
mentre per B si ha

B:/(I—Qn)wVan u dx+/(anV) Uz Quw
e —— e — N~ e — N N~
L* 12 14 4 2 14
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e quindi possiamo stimare con
B = 1Qnoll 2IVQuol ;2 IV 2]l 2 + 1 = Qw2 IV U = Qulwll 1 2.

Mettendo tutto insieme si ottiene

L1 Quol, +VIVQuol?, <

2 dt
< IFI1Qnol ;2 + CIU = Q@I 2 IVU = Q)| IVQuoll 12 + 1 Qual 12 IV Quoll 2 =
=A+B+C.
Adesso osserviamo che
2
\Y Z (Wi = ||Van||Lz = /ln+1||an||L2
j>n 12
2
VY @jp)dj|  =IVPuoll?, < AnlPrwl?,
j<n 12

Per (B) siha
v CA
1Paol 2 IVP, I 21V Quol 2 < 1Prwl AN A1 Pywll 219V Quoll 2 < ZIIVanIIiZ+T”||inIIiz

e questo ci consente di avere le prossime disuguaglianze:

d 2 |V 2 _ 1 o £ 2 VAn 2  C 2
M2 Z1Quol?, + 2IVQuol2, < S IFIZ, + S1Quol?, +C Y + 2 1Quol?,

ma per quanto visto sopra

d
(113) T I anll IIVanIILg z IIanII

che unite danno

U

1d
(114) Eallan||i2+ IQual?, < EnFu “an|le+‘3 IPhwl7, ||an||iz.

Il nostro scopo & arrivare ad una disuguaglianza differenziale del tipo

An+1

d Y+ (Y <G()
dt B
dove f deve essere positiva.
Raccogliendo itermini si ottiene
VA;H.I C 2 V /171 2
) -———= wll5, < FlI5,+C )
YT, || Qn || 4 v IIQn ||L2 2% || 72 v 172

dove per per v fissato ed n grande il termine fra parentesi si mantiene positivo. Questo significa
che 3 N e Ntale che V n> N vale

(115) —_————2z—>0.

A questo punto si ha che

VAn
v
e osserviamo che di tutti gli #» > N si considera il pii1 piccolo e lo si fissa. Adesso se [|[Fll;2 — 0

pert— +ooe IIP,,wIIi2 — 0 per t — +oo allora lo stesso varra per || anlli2
Abbiamo ora a che fare con una disuguaglianza del tipo

d 2 v 2 _ 1.0
S 1QuolZ, + 2 Ans11Qu0l%, < < IFIZ, +C

d
—Y+aysfo

con a>0ed f(f) — 0 quando ¢ — +oo e ci chiediamo se vale la seguente implicazione:
Yewll®Y) =y —o.
oc
Al momento sappiamo solo che la disuguaglianza vale per ¢ grande. Moltiplichiamo tutto per e*T
e successivamente integriamo in [s, f] cosi da avere

d t
EYe‘” < f(he% = v(ne® - Y(s)e*’ 5/ e f(r)dr =
N
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L
= Y()=Y(5)e 0+ / F@e*T9 gy
S

ma ora possiamo considerare s fissato e ¢ — +o0o; possiamo scrivere l'integrale come

i t
/ f(T)e“(T_t)dT+/ f@e* T Dar=1+11.
s i

Si ha che I — 0 perche scelto 7 per t — +oo 'integranda decade; invece per 11 possiamo dire che

¢ t B} _
Hs/ eea”_ﬂd‘r:ee_t/ emd‘r:ee_atl[eat—eat)sE(l—e“(t_n)s
a a

i 7
€
<——0.
a
Questo ci permette di concludere che Y — 0. O

Osservazione 18.1. Una tesi equivalente a quella del teorema appena visto e che esiste un N =
N(Q,v) tale che se ||PN¢u||i2 — O allora |w| ;2 — 0.
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6Le presenti sono frutto della pazienza e della voglia di riordinare i propri appunti di uno studente, il quale, non garan-
tisce sulla bonta di cid che vi € in esse scritto. Certamente non sono il migliore strumento di apprendimento presente in giro
ma...magari possono tornare utili a qualcuno...



