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1. FUNZIONE DI GREEN PER IL PROBLEMA DI STURM

(1) Verificare che

+00
(1) u(x) = / e ! @dy
oo 2
con Im p < 0 é soluzione dell’equazione
) (0% -uPu=f.

Lequazione in esame é del tipo
u’ (%) + A ulx) = f(x)
A(x) = —i?

Dalla teoria sappiamo che la soluzione si pu6 esprimere come

dy

u(x)—/xv()v(x)f( )$+/bv()ﬂx)f( ) ———
B P AT I BRGNS O

dove W(vq,10) = 1h vé - Uy vi é il wronskiano. Inoltre essa sara
combinazione lineare di

vy (x) = e'H* Uy (x) = e I,
Quindi
W (v1, 1) = —ipe'H¥e Y — g7 IHXj 1 elhX = _2jy.
A questo punto, andando a sostituire, troviamo
) = /x ei'uy_i'uxf(—J./)dy+ /+°° e_i”y”'qu(—J_/)dy _
—o0 =20 x =2iu

X +00
5| [ ey [ e ray| -
2ip [ )0 p

1 +oo

e MY £y dy.

1

“2ip)
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(2) Mostrare che u(x) soddisfa

C
3) lu) e S —Nfllp.
L |,U| f L!
Siha
l2ell 1o = sup / e‘””’““@dy < sup / e MY f(y)ydy =
xeR JR 2iu |,U| xeR JR
c . C C
=—I|e " x f oo,S—/l WMldy=—Ifll1.
|l Sl Iulmfy Y Iulle

(3) Sian=3esia,conlmu<0,

u(r) :/+°°e_,-u|r_s|_f(s) sds
R 2irp

soluzione di

(—A—pPu=f  fx)=f(x).

Dimostrare che per a > 1/2 si ha

- C
(4) lI<x) au||L2(R3) S m”(x)af”LZ(RS)-

La stima da dimostrare é del tutto equivalente a
- 1, - C
[I<x) a(—A—,UZ) 1<x> af“LZ([RZ) S m“f”LZ(RB)-

Consideriamo l'operatore T = (x) "*(— A —,uz)_1 (x)~% ed esprimi-
amo la sua immagine in forma integrale ossia

C .
Tf= / Kx,)fndy — K(x,y) = ﬁe"“"“‘y' COMIOm
R

A questo punto

IITf||L§§/IIK(x,y)f(y)IngdyS/IIKIILgCIf(y)IdyS (Cauchy) <
R R
SIKl 22 1 f 1z

Ora osserviamo che

C _ _
IIK(x,y)IILgCLiSmII(x) Nz l<yy ™l 2
2

e quindi otteniamo che per a>1/2siha (:)"% € L~.

2. STIME DEL RISOLVENTE PER n =1

(1) Dimostrare che esiste una costante C > 0 tale che

_ C .
(5) (2% + A) 1f||Loo5m||f||L1 z=A+ie

per ogni f € L(R).
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Si ha

(2% +A) " fll o = sup

XeR

—i/llx—ylf(y) ‘ < £/ —idlx—yl <
/Re 2ix Y|S R‘e Flay| s

C / C
S— | IfWldy=—Iflp.
1Al Jr Al
3. APPROCCI ALTERNATIVI PER LE STIME DEL RISOLVENTE PER 1 = 1

(1) Sappiamo che

(6) |1 (N1 + A2 u(r) P < CAIS, wy 2| + [, u'y 2.
Dimostrare che la (6) implica

() [t (1) + | Allu(m)| < Cll fll 1.

Siha

/()P + A2l < (6) < C| A, w1+ [Kf el | <

/f(u’+7tu)dx
R
<Cllu+Aull ol flg < Clflp.

sC[I(f,u'+/1u)Lz|] =C

<

4. OPERATORI SIMMETRICI E OPERATORI AUTOAGGIUNTI
Riportiamo qui una parte dei contenuti visti a lezione.

Definizione 4.1 (Estensione di un operatore). Sia A operatore densa-
mente definito con dominio D(A) contenuto in H spazio di Hilbert e B
con dominio D(B) c H. Si dice che B estende A (formalmente Ac B) se

(1) D(A) < D(B);
2) Af=Bf YfeD(A).

Osservazione 4.2. Notiamo che

{D(A) - H

) = A limitato.
A chiuso

Ricordiamo che un operatore A: D(A) c H si dice simmetriche se

(Af,g) =(f, Ag) VY f,g € D(A).

Lemma 4.3. Sia D(A) = H ed A simmetrico. Allora esiste un operatore B
tale che

I'(A) =I'(B).

Definizione 4.4 (Aggiunto). Sia A: D(A) c H. Laggiunto di A é l'opera-
tore A* che ha come dominio

D(A"):={f : D(A)3 g— (Ag, )} ={f : IC>0:(Ag, )l < Cligll V¥ g€ D(A)}
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La seconda forma con cui viene descritto il dominio di A* ci permette,
per Hahn-Banach, di estendere I'operatore a tutto H e grazie al teorema
di Riesz sappiamo esistere un h = A* f tale che

(Ag [r=(g .
Inoltre & é unico per via della densita.
Vediamo alcune proprietd e legami tra un operatore e il suo aggiunto:

(1) Asimmetrico con dominio densoin H = Ac A*;
(2) siha
" i
[(A")=[vI(A)]
dove v(a,v) = (b, a);
(3) Asimmetrico densamente definito = Ac A** c A*;
(4) A simmetrico, chiuso, densamente definito = A= A** c A*;
(5) Aédettoautoaggiuntose A= A** = A* ossiaquando I'(A) =T'(A™).

Lemma 4.5 (Criterio di autoaggiunzione). Sia A simmetricoe D(A) = H.
Allora sono equivalenti:

(1) A=A%;

(2) A échiusoeker(A* +il)={a};

(3) Im(A+il)=H.
Lemma 4.6. Sia A con dominio densamente definito. Allora sono equiv-
alenti:

(1) D(A*) édenso in H;

(2) A échiudibile.

Poiché A= A* = 0 (A) c R possiamo porre il criterio di autoaggiunzione
nei seguenti termini:

A=A"

0

I'A)=T(A)

0
H=Im[A+(u+)I]  peR\{0}.

Passiamo ora agli esercizi svolti.
(1) Siano
Q={x=,x) eR" x' = (x1,..., Xp_1) € R"L, x,, > 0}
0Q={x=" 1) R x" = (x1,...,Xp_1) ER™ L, x, =0}
e sia Ap 'operatore simmetrico definito come segue:
D(Ag) =6°(Q)  Aju=Au.

Dare una descrizione completa dei seguenti insiemi:
o tutte le estensioni chiuse di Ag;
« tutte le estensioni autoaggiunte di Ay.
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Per quanto riguarda il primo punto vogliamo sfruttare il fatto che
si ha un operatore simmetrico A tale che D(A) = H allora esiste
un operatore B tale che I'(A) =T'(B).
Nel nostro caso si ha
- L2 L2
T(Ao) ={(f,8): fi — fed —¢*gr — g con gk, fi € € (Q)} =T(B)
e inoltre
D(B) = 2(Q) = H*(Q)

ch é la pia grande estensione chiusa del laplaciano.
Per rispondere alla seconda domanda, osserviamo che

€ =17 > H.

Per mostrare I'autoaggiunzione dell’operatore vogliamo mostrare
che

Im[A+(u+ )] = H?
Siano f, g € €;°(Q); siha
A f,8)=f,8 = (f,.Ag)=i(f. g
nel senso delle distribuzioni;
(Af-if,g)=0

ma possiamo supporre f € %’ e applicare la trasformata di Fouri-
er cosi da ottenere

~fOE+E) =0.
Mai+&2 #0V ¢ €Re quindi f = 0. Questo significa che
ker[A —(u+1i)I] = {2}.

(2) Sia A operatore autoaggiunto su uno spazio di Hilbert H con do-
minio denso D(A) e sia V un operatore simmetrico e limitato. Di-
mostrare che 'operatore A+ V é autoaggiunto.

Per dimostrare che I’operatore é autoaggiunto dobbiamo mostrare

due cose:
e (A+V)*=A+V;
e D(A+V)=H.
Siha

(A+Vf, ) =LA +(f, V') =(f,AQ) +({f, Vg =(f, (A+V)g);

infine, per ipotesi, abbiamo D(A) denso in H e data la limitatez-
za dell’operatore V, per Hahn-Banach possiamo estendere D(V)
a tutto H. Di conseguenza D(A+ V) = H.
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(3) Sial’operatore di Laplace A con D(A) = H?(R") e sia V(x) una fun-
zione limitata a valori in R. Dimostrare che 'operatore A+V é au-
toaggiunto.

Sappiamo gid che il laplaciano é autoaggiunto e vogliamo mostrare
I'operatore V(x), inteso nel senso di operatore di moltiplicazione,
é simmetrico. Grazie all’esercizio precedente si avrd 'autoaggiun-
zione dell’operatore A+V. Si ha

<Vf,g>Lz:/ V(x)f(x)g(x)dx=/ fOVx)gx)dx={f,Vg) .
Rn Rn

e quindi troviamo che I'operatore di moltiplicazione é simmet-
rico; allora per 'esercizio precedente possiamo affermare che I'-
operatore A +V é autoaggiunto.

(4) Sialoperatore A con dominio H?(R%) c L?(R3) e sia V(x) una fun-
zione a valori reali tale che

C
V(X)) < —.
| x|

Mostrare che
e V éun operatore simmetrico con dominio denso D(V) 2 H?(R3);
o l'operatore A +V é autoaggiunto con dominio H?(R3).

Grazie all’esecizio precedente sappiamo che I'operatore di molti-
plicazione per V (x) é autoaggiunto in H?(R?); il suo dominio sara
del tipo

D(V)={ge 6 R : g=x*f f,ge ’®)}
inoltre si ha
€°(R*) < D(V) < D(A) = H*(®R?).
Osserviamo che

1
KVEDPRSIVELIg: < Hmf
SIVFllighze

2IIgIILzﬁ(HardY),S
L

e che
KA+ L P =IAf, ) +(VE PP SKAf P+ KV, )P <

< (IIAfIILz + IIVfIILZ)IIgIILz Sz lglpe.
Adesso é necessario introdurre un teorema ed una definizione
che ci permetteranno di rispondere alle domande.

Definizione 4.7. Siano A e B operatori su uno spazio di Hilbert H.
Si dice che B é A-limitato se
e D(A) S D(B);
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e da,beRtaliche|Bx| < alAx| + bl|x|| ¥V x € D(A).

Teorema 4.8 (Kato-Rellich). Sia A un operatore autoaggiunto su
H spazio di Hilbert e sia B un operatore A-limitato, simmetrico su
H con A-limite l4(B) < 1. Allora
(@) l'operatore A+ B con dominio D(A+ B) = D(A) é autoaggiun-
to;
(b) se A é essenzialmente autoaggiunto su D < D(A) allora lo é
anche A+ B.

Definizione 4.9 (Potenziali di Kato-Rellich). Sia una funzione bore-
lianaV :R% = R; V é un potenziale di Kato-Rellich se

V € [2(R%) + L (R%) d<4

®) VeLPRH+L®RY) p>dl2 d=4

Esempio 4.10. Sia a € [0,+00) con la condizione che a < d/2 se
d<3eda<2sed=4. Allora per ogni C € R la funzione

C
Vix)=———
llxl1%

é un potencziale di Kato-Rellich; inoltre — A+V é autoaggiunto su
D(-A).
Osserviamo che, presa ¥ , la funzione caratteristica dell’'aperto

{x: x|l < n} conneN,
si puo considerare V1 , = V. Si ha ora

Vinel)RY) d<3

Vin€LPRY  d>4 di2<p<dla.
Infine Vo, =V =V, , € L°(RY).

Torniamo ora al nostro esercizio: la funzione V(x) é limitata
come operatore ed in particolare é A-limitato con A-limite 0; sap-
piamo anche che é simmetrico e quindi vale il teorema di Kato-
Rellich.

Nel nostro caso |V| < C|x| ! e quindid=3ea=1<3/2quindi V
é un potenziale di Kato-Rellich.

(5) Sial’operatore A con dominio H?(R%) c L?(R3) e sia V(x) una fun-
zione a valori reali tale che
[V (x)| < i
| x|

Mostrare che
e V éun operatore simmetrico con dominio denso D(V) 2 H?(R3);
o 'operatore A +V é autoaggiunto con dominio H?(R3).
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Valgono gli stessi ragionamenti fatti per I’esercizio precedente tranne
per il fatto che, in questo caso, V non é un potenziale di Kato-
Rellich dato che @ =2 > 3/2.

Esibiamo ora un teorema interessante. Prima di farlo servira una
definizione.

Definizione 4.11 (Operatore essenzialmente autoaggiunto). Un
operatore simmetrico A é essenzialmente autoaggiunto se la sua
chiusura A é autoaggiunta.'

L'obiettivo é affermare, sotto determinate ipotesi, che I'oper-
atore —6§+V(x) con dominio 6;°(0, +oo) € essenzialmente au-
toaggiunto.

Definizione 4.12 (Sottospazi di deficienza). Sia A un operatore
simmetrico su H spazio di Hilbert. Sono definiti i seguenti sot-
tospazi di deficienza
Ko =ker(i— A*) =Im(i + A)*
H_ =ker(i+A*) =Im(-i+ A)*:
inoltre
ny(A) =dim %, n_(A) =dim.z_
sono detti indici di deficienza.
Definizione 4.13. Si dice che il potenziale V(x) é nel caso limite

circolare in 0 (rispettivamente in +o00) se per qualche autovalore
A, le soluzioni u(x) del problema di Sturm-Liouville

—u" () + V() ulx) = lu(x)
sono quadrato-integrabili in 0 (rispettivamente in +oo).

In caso contrario si dice che V (x) é nel caso limite puntuale.

Teorema4.14 (Criterio del limite puntuale-limite circolare di Weyl).
Sia V (x) una funzione continua a valori reali. Allora l'operatore

H=-0>+V(x)

é essenzialmente autoaggiunto su 6;°(0, +oo) see solo se V(x) é nel
caso limite puntuale sia in 0 che in +oo.

Dimostrazione. L'idea é che se V(x) é nel caso limite circolare sia
in 0 che in +oo allora gli indici di deficienza saranno (2,2) mentre
se questo accadesse in uno solo dei due punti, avremmo indici
uguali a (1,1). Dobbiamo dimostare che se il caso limite non si ha

1Questa proprietd ci da in automatico l'unicitd dell’estensione autoaggiunta.
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in entrambi, H non pud essere essenzialmente autoaggiunto.
Supponiamo che V(x) sia nel limite puntuale in 0 e in +oco e poni-
amo per f,ge D(H")

Wi(f,g)=fg - f'g.

W, € continua ed integrando per parti si ottiene

b
Wb(f’g)_Wa(f,g) :/ [H*fg—fH*g](x)dx,

la funzione integranda é in L (0, +00) e quindi esistono i seguenti
limiti

A questo punto possiamo riscrivere

e dimostrare che I'ultima quantitd scritta é nulla equivale a di-
mostrare che H* é simmetrico e quindi che H é essenzialmente
autoaggiunto.

Prendiamo C € (0, +00) e consideriamo B come restrizione di H a
65°(0,C) < L?(0,C). Sia A= H con

D(A) = {([) €E(0,C), p(0+€) =0 = (,b(C)}.

Poiché B c A allora B c A; ma esistono funzioni ¢in D(A) tali che
¢'(C) # 0 e che non si trovano in D(B): questo significa che A é
un’estensione simmetrica chiusa ed in particolare un’estensione
propria di B.
Ora le soluzioni di

~¢"+Vp==+igp
sono entrambe quadrato-integrabili vicino C mentre solo una di
esse lo é vicino 0 e quindi gli indici di deficienza di B sono (1, 1).
Di conseguenza quelli di A sono (0,0) e quindi Aé autoaggiun-
to. Siano ora f,g € D(H") ed fi,g1 € 6;°(0,+00) tali che f(C) +
f1(C)=0=g(C) + g1(C); poniamo

L=f+Hh g=g+sa.
Allora
~Wo(f,8) = Welfo, 82) —Wolfe, g2) = (Afs, 82) — (fo, Ag2) =0 =
D

=0
= f»,82 € D(A*) = D(A) = Wy(f,g) =0.
Calcoli analoghi valcono per W (f, g). U
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5. APPLICAZIONI DEL TEOREMA SPETTRALE
(1) Sial’equazione delle onde omogenea
@7 -MNu(t,x)=0 xeR®

con dati iniziali #(0) = 0 e 0;u(0) = f. Dimostrare che per f €
H?(R%) I'equazione ammette soluzione u(t, x) = %y(t) f dove

(10) Uy f = / sin A£[Ry(A? +i0) — Ry(A* — i0)] fd A
0
ed

(11) RO(/lzw_LiO)f(x):limRo(/lziis)f(x):/ ei”'x—y'ﬂdy.
€100 R3 |x—yl

Siamo di fronte ad un’equazione del tipo

d2

12 u+Au=0
dove A é un operatore autoaggiunto positivo. Dalla teoria per
le equazioni differenziali ordinarie sappiamo che la soluzione si
esprimerd come combinazione di

ei‘/Zt = cos(\/Zt) e'i‘/Zt = sin(\/Zt)

e considerando che devono essere soddisfatti i dati iniziali ©(0) =
geu'(0) = f. Daquisiha

sin(\/Z )

u(r) :cos(\/Zt)g+ /A

f

e nel nostro caso g =0.
Per il teorema spettrale la funzione tale che

sin(v/At)
VA
éin L7 (R) per ogni  fissato e questo ci consentird di trovare un’esten-

sione analitica attorno allo spettro; invece per ¢ che varia abbi-
amo che

sin(\/Zt) c
VA

Dalla teoria sappiamo che il calcolo funzionale é estendibile an-
che alle funzioni continue e sempre grazie al teorema spettrale
possiamo affermare che le potenze frazionarie (con 9 € (0,1)) di
un operatore autoaggiunto sono esprimibili come

+00
(12) A‘ﬂ:/ x Pau
0

R"sA—s

€¢([-T, T, H)n€'([-T, T), H).
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dove
(13) du:=dpsg) =lim (A1 +e) I~ ul™' f,g) = (AL -e)[~ul"' [, g)

é la misura spettrale. Usando tutto questo nel nostro caso, arrivi-
amo a scrivere

sin(v~ A1) o0 = /+°° sin(v/A1)
V-A 0 v

Poniamo

RyA+i0):=(A+i0-A)"! A=B* A1-2A%

[A+i0-A)"'—(A-i0-A)]fdA.

cosi da arrivare a

sin(Bt) +tsin(A )
f= [

[Ro(A* +i0) — Ry(A* — i0)] fAdA
dove Ry é il risolvente in forma integrale in dimensione 3.

(2) Sia ¢ una funzione a supporto compatto; dimostrare che

C
||(P(— A)%O(t)f”LOO(RS) S 7”f”L1(R3)

Scriviamo esplicitamente la quantitd che dobbiamo stimare:

+00
G(=NU (1) f = / G(A*)sinAr[Ro(A* +i0) — Ry(A* - i0)| fd A;
0
Adesso si ha

(cos/lt)’
(= 2)20 () f | foo 3y S ” / ~p(A*)———~

[Ro(A* +i0) — Ry(A* — i0)] fdA

S
L°(R3)

< 7||%0(t)f||L°°(R3) N Tllf“Ll(lRZ3)

dove abbiamo prima integrato per parti e poi usato il fatto che

lpNNr S CpglfliLa  1=g=p=+oo.

(3) Provare a derivare la seguente stima:

cH
N

Partiamo da due stime estreme di cui siamo gid a conoscenza:

|%0(t)f||L4 RS) ~

190 (D) fll 120 S —IIfIILl 120 (D) fll 2 S ClLfll 25
vogliamo utilizzare il teorema di Riesz-Thorin il quale ci dice che

{n Tflm SCillflliza

= | T fllrs < Coll fll a0
IT flizro < Coll fll zao L
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con

Co=CICl™  1pog=9Ipo+(1-9Ipy  1/go=9IGo+1—-0)Iq.

4)

u()=uv()f =

Nel nostro caso, formalmente abbiamo

1/4=9/c0+(1-9)/2
1/gg=0/1+(1—-90)/2

—=9=1/2=1-9

1/gg=9+1-9)/2=1/2+1/4=3/4

e per quanto riguarda la costante si ha

9 1-9
e
V't
In definitiva la stima é
C
||%O(t)f||L4 S (7]?||f||L4/3.

Consideriamo I'’equazione delle onde con potenziale
07— Nu(t,x) + V(X u(t,x) =0 xeR®
e dati iniziali u(0,x) = 0 ed 0, u(0,x) = f. Si assuma che V(x) sia
una funzione misurabile tale che
lV(x)|=C O<|x|=<1
{IV(x)I < e x> 1

Esprimere la soluzione, se possibile, come nel caso non perturba-
to.

Partiamo dall’osservare che grazie al teorema di Kato-Rellich, da-
to un potenziale non negativo e limitato V (x), é sempre possibile
definire I'operatore autoaggiunto —A +V. Dalla teoria delle EDO
ci aspettiamo che la soluzione si scriva in termini di

eii\/—A+Vt,
)

in generale se u(0) = ge u/(0) = f siha

sin(v—A+Vt)

u(t) =cos(v-A+Vtg+ Ay

f

e possiamo porre la soluzione come

sin(v—-A+Vt)
vV—-A+V

+00
f:/ sin A¢[Ry (A*+i0)—Ry (A*~i0)] fdA
0

dove

Ry (A% + +i0) = limORV(/lz +ig)i=(A+ie-A+V)7L
£—>
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Osserviamo come la condizione di limitatezza che é stata data sul
potenziale V(x) assicura che I'operatore —A+V é autoaggiunto
su L?(R3) e che sia ben definito I'operatore risolvente Ry su L?(R%)
per Le C\R.

(5) Dimostrare che I'operatore Ry(A? + i0) V non ha come punto fisso
fe Lg 1»_s \ {0} per 6 > 0 piccolo e mostrare che questo implica la
validita della seguente stima:

C
1<x) "Ry (A% +i0) fll ;2 < = 4D fll 12

cona>1/2.
Abbiamo
+00 eii/llx—yl
Ro(/lziiO)Vf:/ —VWfydy
0 |x -yl

e ricordiamo che ||f||L§, = [[{x)? fll ;2. Adesso

1K) 3PP Ry £i0)V fll 2gsy S CIEY ™27 sy IR0 (A2 £E0)V £ 1y sy
dove affinché il termine in L sia finito dovremo imporre
B3/12+6)m>3 < 3/2m>3 < m>2
e per far si che valga Holder la condizione sugli indici é
1/m+1/p=1/2.
Adesso

1
—xVf ]

IRo(A* £ i0)V £l 12 sy = ™

|| Vf”Lq([RS)
LS,OO(RS)

Y
LP(R3)
con

1+1/p=1/3+1/qg <> 2/3+1/p=1/q.

Grazie all'ipotesi fatta sulla limitatezza dell’operatore V possiamo
scrivere

IV £l = 160727 Fllzas) = 160727200 732720324 £l g s
S IO ™ sy 10 270 fll 2 sy
ed ora le condizioni da porre sono
1/g=1/2+1/r ri2>3;
poniamo r* :=r = 6 e sostituendo troviamo
1/g=1/2+1/6=2/3
Andando aritroso sulle condizioni da far valere troviamo

2/3+1/p=2/3 < 1/p=0 < p=+0c0
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cosi da arrivare ad m* := m = 2. In definitiva per § > 0 si ha
Ry(A*+i0)V < :
| Ro(A” £ 10) f||L%3/2,§(R3) S C||f||L273/275(R3)

Adesso passiamo alla stima che vogliamo dimostrare essere vera.
Essa é equivalente a

1)~ Ro (A% £ 10)(X) ™V fll sy S %u fllegs).-
Ora consideriamo il nucleo integrale
K(x,y) = %ei""x‘y' (xXy~ Yy~
e posto T := (x) “Ry(A? £ i0){x) *siha
T(Vf)[x]:/RK(x,y)V(y)f(y)dy

e quindi

1TV Ay S / 1K )V ) FO e dy S (V) = 00x17279) <
R

5/IIK(x,y)IILgC(Rs)IV(y)f(y)Idy,S||K||L§L§IIVfIIL}-
R

Adesso [|K]|l;2 < C/A pera>1/2.



