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MATTEO DI NUNNO

1. TRASFORMATA DI FOURIER

Sia
e—ixf p
F(x) = _
(x) /[,@52—(1”5)25
dove 6 € (0,1).

(1) Vedere se F(x) é una funzione radiale e calcolare F(x);

(2) vedere se F € LP(R?) per qualche p € (1,00);

(3) provare a studiare il caso R” con n = 3.

(1) Si ha che in B3 la funzione C|x|~2 é radiale. Inoltre supponiamo
di prendere la matrice A € S(3) e vediamo come si comporta il
termine e~*¢. Si ha

e HAX = AT - (ATl = &) = | det Al = eI,
Adesso siano x := (0,0, |x|) = (0,0,1)r e { = pw dove

w1 = Csinf
wy = Csinf
w3 = cosf

Quindi x-{=rpcosf ed

+00 T . 2d
F(x) = / ( / eirpcosé sianH) _pae
0 0 p2 - (1 + 16)2

ma )
: ag(e—irpcosﬂ) — e—irpcos@ sin®
irp

e questo ci permette di arrivare a

C [*° psinrp
F(x)=—= / ———L _dp.
rJo p?-(01+1i6)? P
Lobiettivo é riuscire a calcolare questo integrale tramite il teo-
rema dei residui: Sia z = Re'? = R(cos¢g +isin¢) nel semipiano
inferiore ossia conImz <0 e m < ¢ < 27. Osserviamo che
—irz

. . Do _ i R—+o0
eRe( irz) — eRe ir(Rcos@+iRsing) —e rRsing 0.

e
1
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Resta da calcolare, con |[x|=re[{|=p

1 [T psinrp 2 [t psinrp
—/ - de:—/ - dp=
rjo pc—Q0+id) r) o p*—1+1i6)

27 . . C .
=2mwiRes(f,—-1-id) = ST prir(R1=id) o 2 pir-rd
(f ) r(-2- 15) r

2. INTERPOLAZIONE
Sia
1(g)(x) = /3 F(x-y)gdy
R
dove F(x) é la funzione del punto precedente.
(1) Vedere per quali p, g € (1,+00) si ha
I:LP(R%) — LIR®);
(2) sia
I%:= {f: f é misurabile in R3; (x)“f € L2}
con norma
”f”L%l([R@) = ”<x>af”L2(|Rz3)
ed a € R. Vedere per quali a, b € R si ha
I:I2(R%) — L2(RY);
(3) provare a studiare il caso R” con n = 3.
(1) Osserviamo che
lg(I
11(g)(x)| = C/ ———d
8 P y
e quindi

— %

||I(g)||Lq(R3) =||F = g||m(R3) N x|

L9 (R3)

A questo punto sfruttiamo le stime di Hardy - Littlewood - Sobolev;
nel caso generale possiamo affermare che per una ¢ € 6;°(R"),
con0<a<mnsiha

1

— %
xje "

<Clgl 1412200 e g2l
sLUli@lirerny <= —=—+— q#o00,q#—.
L4(R") q n p a

Nel nostro caso
1

—
x &

= C”g”LP(RS)
L9(R3)

con

1 1 1 1 1 2
l+—=-+—=>———=—

g 3 p p g 3
Inoltreq;éoospyé%mentreq#Szp#1.InR”avrem0

1 1 n-1

n
» g n P#m q # n.
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(2) Partiamo dall’osservare che, con z=-1-id ¢ 0(A) siha

+iz|x—y|

I(g)=(Z#+N)1g:= ()=/— (»dy.
8=z gimut = [ o rgWdy

Adesso bisogna mostrare per quali a, b € R si ha
| <x>bu”L2([Rz3) =C]| <x>ag||L2([Ra3) = | <x>_au||L2([R3) = CII(x>_ngIL2(R3)-
Siha
||<x>_au||L2([R3) ,S (Hoélder) S | <x>_a||m(uqz3) | u”LP([R3)
dove 1/2=1/p+1/qed a>1/2. Inoltre bisogna imporre che aq =
3. =3 +e¢. Prendiamo il caso limite a = 1/2 e troviamo
1/p=1/2-al3; = qg=6 p=3.
Adesso si ha
,S ||g||Lp(R3)
L3(R3)
per Hardy - Littlewood - Sobolev con a =1, g = n = 3 e quindi
resta univocamente determinato p = 1. A questo punto

1
lull sy S| — *
I3(R3) x| g

gl = 1400 P gl e S 10l 2@sy 140 gl 2 o)
e qui dobbiamo richiedere che 2b > 3. Quindi abbiamo trovato

3

a>3 b>-—.

2
Proviamo ora a studiare il caso in cui [ : Li([R{”) — Li([R{”). Dob-
biamo cercare di dimostrare che

P 1)l 2@y < CIKX)Y gl 2@y <= 1K) L) 2@m < CIX) gl 12 @ny-

Siha

IKx) " I @) 2y S K™ N a@my 1 I(@) I r @y S

1
| x| LP(R™)
dove abbiamo usato Holder con 1/2 =1/q + 1/ p. Adesso bisogna

imporre

S I ™ Lawny

ag=n,=n+e¢
e di conseguenza

1 1 a

p Bl 2 ny '
Lesponente a deve essere maggiore di 1/2. Scegliamo

ny—2
a=
2
cosi da avere
2n N
p =n q = = 2 .
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Sia ora n_ = n—¢ e utilizzando la disuguaglianza di Hardy - Little-
wood - Sobolev troviamo

1 <l 1+ 1 1 N 1 ]
— *8 ~ I181lLr®r —=_—t—=p=
| x| L (R™) & n- n
e quindi
1 £
=l —.
p n(n-e)
Infine

gl @y = 1420 P gl @y S ™ llzr @my 140 P g1l 2y

e qui vediamo che rb > n é la condizione da porre. In definitiva si

ha
n 1 1 £
a>n b>—con—=—+——.
r r 2 nn-g

3. FUNZIONE MASSIMALE

Una funzione misurabile f(x) appartiene alla classe di Kato (in R3) se
Lf
Il fll.z =su / ——dy < +oo.
f * xe[Rg rs | X — Yyl Y

(1) Mostrare che lo spazio W"!(R%), ottenuto come la chiusura di €5°
rispetto alla norma

”f”Wl,l([Rfi) = /3 IVf(x)ldx,
R

€ immerso con continuita nella classe di Kato, ossia che esiste una
costante C > 0 tale che per ogni f € C6(‘)’0(|R3) si abbia

If .z < Cllf i gy

(2) mostrare che anche L3/%1 é contenuto nella classe di Kato.

(1) 11 prossimo é un importante teorema di cui accenniamo la di-
mostrazione.

Teorema 3.1. (Disuguaglianza di Hardy generalizzata)
Sia f € 65°(R"). Allora si ha

Ly

SV EllLewn-
| x|

LP(R™)

Dimostrazione. Supponiamo, per il momento, che f sia radiale
ossia che f(x) := f(|x]). Quindi ci6 che vogliamo dimostrare é che

(o.0] o0
LI, :/ |[fIPr1Pdr < C/ |f'1Prtdr.
0 0

Per il teorema fondamentale del calcolo si ha (con 7 =rt)

f(r)=/ f/(T)dTZF/ fl(rode.
r 1
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A questo punto

IIf’(rt)IIp,nz/ Irf’(rt)l”r”‘l"’drz/ If'arolPr" tdr =

0 0
o0 d
(1) =(p:rt)=/ p”‘llf’(p)l”t—f
0

e di conseguenza

”f”z’inS/ Ilrf’(rt)llp,ndt=(/ r‘%dr)(/ (1P tr|.
0 1 0

Se proviamo a togliare I'ipotesi di radialit 4, dobbiamo dimostrare
che, posta g, = f(rw), siha

SIVEwllirwn-
LP(RM)

1
1] 8¢
J

Sia f € 6;°; sfrutteremo il fatto che vale la disuguaglianza di
Hardy ossia

1
—f SVl @3-
|X| LI(R3)

Si ha, una volta fissato x, che

||f||1=/ |f(—y)ldy=(x—y=y’:=y g =fx-y)=
r3 1x =Yl

:/ gx—(y)dys/ IVgx(y)Idy=C/ IVf(x—=yldy
r |Vl R3) R3

ma il gradiente € invariante per traslazioni quindi l'ultima quan-
tita scritta é

C/3 IVFDIIdy =V fll sy = 1Lf v gs)-
R

(2) Adesso dobbiamo verificare che, presa f € 6;°, si ha

”f”Ji’ 5 ||f||L3/2,1.

Per quanto riguarda gli spazi di Lorentz abbiamo la seguente sti-

ma:
1,1
e
If*glizrs S flppran lgllreae ntnZs
1,1 _1
p1 + p2 r +1

Essa per6 non puo essere usata perché nel nostro caso non sarebbe
soddisfatta la prima condizione. Ci viene in aiuto una stima dif-
ferente per il caso L*: prese f € LPV7' e g e LP292 siha

If % glizee SN fllppvan gl pp2a T
a'i‘ % >1
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Nel nostro caso si ha

1
I fllz = m*f

-1
S Xl ool £ a2
LOO

con

4. MOLTIPLICATORI DI FOURIER
Sia )
sin|¢|

f@= q

come moltiplicatore di Fourier e consideriamo |'operatore

J(g)(x) = / RIGHGLES
R

(1) Trovare dei p, g € [1,00] ammissibili, per cui 'operatore operi in
modo continuo da L” (R3) a L9 (R3);
(2) estendere I'operatore J al seguente operatore

G(H)(£,x) = / e FOHOE >0

R3
e cercare di trovare dei p, g € [1,00] per cui G é limitato da L” (R%)
aLIRxR%

Diamo alcune nozioni utili allo svolgimento dell’esercizio.

Definizione 4.1. Dati 1 < p,q < oo é definito lo spazio . "9 (R") degli
operatori limitati da LP (R") a L9(R"™) che commutano con la traslazione.

Sugli spazi .# P9 possiamo definire la norma

I TN zpa:=1Tllr—ra

ossia la norma di T come operatore da LP ad LY.

Osservazione 4.2. Sel < p < g < +oo vi é l'isometria

WP = gar
Inoltresel < q < p < +oo allora
AP = {2},

Definizione 4.3 (Spazio dei moltiplicatori di Fourier). Sial < p < +oo. Si
ha lo spazio .4, (R") di tutte le funzioni limitate suR" tali che l'operatore

Tm(f):=(fm)Y  feo

é limitato su LP (R") (o é inizialmente definito su un un sottospazio denso
ed ha un'estesione limitata su tutto lo spazio). La norma di m é definita
come

Imll.z, = I TmlLr—rr.
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In base a questa definizione m € .#), se e solo se Ty, € . "?; inoltre,
per 'osservazione precedente,

Imlg, =Iml.g, — 1<p<-+oo.
Teorema 4.4. Sia m(&,n) € #,(R"™™) con 1 < p < co. Allora per q.o. ¢ €
R" la funzione tale chen— m(¢,n) éin #,([R™) e
Im(&, .z, ®m = 1Mz, ®n+m)
(1) Siano fe€6;°e ge . Siha:

||If(g)||Lq(R3) = Ssup /3((f(5)§)v)<pd<f
R

Il g =1

<1z gllLe.

Se g € L” con p € [1,2] allora per Hausdorff - Young I'ultima stima
é< C”g”Lp’([R?;)-

(2) Ricordiamo tre regole che riguardano la trasformata di Fourier di
funzioni a rapida decrescenza: sia f € . (R"). Si ha che

ffw=fex  f=f feg=f*¢
Allora
Jr=(f8)" =(f&=x)" = (fg(x) = f = .

Notiamo che, dato che f é radiale, si ha

/ f@e s = / e as= 1\/§[sgn(1_x) +sgn(x+1)]
R3 0 2V 2
quindi
f=Cx-1u.
Sia ora f;(¢) = f(£¢). Siha

Feo=5(2)=x([2]<)

quindi

GUﬂUJﬁi/fﬂi%ﬂyﬂwdyZ/ H(y)dy=(z=x-y) =
x—yl<t

= H(x-2z)dz.

|z|<t

Adesso
||G(m||L4(R3xR) f, t”f * H||Lq(R3xR) S t”)([—l,l] ||L’(R)||H||LP(R3) f,
SIHI Lp sy

dove abbiamo usato la disuguaglianza di Young con

1 1 1
—+l=—+—.
q rp



