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I. PROBLEMA DEL TRASPORTO

@ Sono dati:

e uno spazio X C R”
o una funzione costo boreliana c: X x X — [0, +o0]
e due probabilita p, v su X

o Consideriamo mappe boreliane T: X — X di trasporto tra i e v,
ovvero tali che v(A) = u(T(A)) =: Txu(A)
o Ci chiediamo di trovare

inf /X c(x, T(x)) du(x)

tra tutte le mappe di trasporto
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I, PROBLEMA CON COSTO QUADRATICO

In particolare ci concentriamo sul problema con costo quadratico

|nf/ Ix — T(x)]? dpu, Tup=v, X compatto
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I, PROBLEMA CON COSTO QUADRATICO

In particolare ci concentriamo sul problema con costo quadratico
|nf/ Ix — T(x)]? dpu, Tup=v, X compatto

Ci chiediamo:
@ esistenza e unicita

@ proprieta qualitative dei minimi (regolarita)
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I, PROBLEMA CON COSTO QUADRATICO

In particolare ci concentriamo sul problema con costo quadratico

|nf/ Ix — T(x)]? dpu, Tup=v, X compatto

Ci chiediamo:
@ esistenza e unicita
@ proprieta qualitative dei minimi (regolarita)

L'approccio per |'esistenza si basa sul metodo diretto
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FENOMENI T1PICI DEL PROBLEMA

Fenomeni di non esistenza:

@ se pu atomica e v diffusa non ci sono
mappe ammissibili
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FENOMENI T1PICI DEL PROBLEMA

Fenomeni di non esistenza:

. . . y
@ se p atomica e v diffusa non ci sono

mappe ammissibili v/2 Hlv/2

@ se u, v come in figura non esistono
mappe ottimali

‘ P%
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FENOMENI T1PICI DEL PROBLEMA

Fenomeni di non esistenza:

@ se p atomica e v diffusa non ci sono 7
mappe ammissibili H

@ se u, v come in figura non esistono A B
mappe ottimali X

Fenomeni di non unicita:

@ se i, ¥ come in figura ogni mappa ammissibile & ottimale
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FENOMENI T1PICI DEL PROBLEMA

Fenomeni di non esistenza:

. . . y
@ se p atomica e v diffusa non ci sono
mappe ammissibili H
@ se u, v come in figura non esistono A B

mappe ottimali

Fenomeni di non unicita:

@ se i, ¥ come in figura ogni mappa ammissibile & ottimale

PROBLEMA

Le mappe di trasporto con topologia debole o forte non sono uno spazio
compatto
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I P1ANI D1 TRASPORTO

DEFINIZIONE (P1ANO D1 TRASPORTO)

Date due probabilita u, su X, un piano di trasporto & una probabilita =
su X x X tale che

p]_#ﬂ' = W, PZ#W = .

e La quantita (A x B) indica quanta massa in A viene trasportata in B
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I P1ANI D1 TRASPORTO

DEFINIZIONE (P1ANO D1 TRASPORTO)

Date due probabilita u, su X, un piano di trasporto & una probabilita =
su X x X tale che

p]_#ﬂ' = W, PZ#W = .

e La quantita (A x B) indica quanta massa in A viene trasportata in B

@ |l costo di un piano di trasporto ¢

[ x=yP dntxy)
XxX

@ Una mappa di trasporto T induce un piano di trasporto
w7 = (ld x T)4pu con lo stesso costo
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ESISTENZA DI PIANI OTTIMALI

DEFINIZIONE (CONVERGENZA DEBOLE)

Una successione di probabilita p, su uno spazio metrico compatto Y
converge debole a i se

/ pdu, — / wdu  perogni p: Y — R continua
Y Y
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ESISTENZA DI PIANI OTTIMALI

DEFINIZIONE (CONVERGENZA DEBOLE)

Una successione di probabilita p, su uno spazio metrico compatto Y
converge debole a i se

/ pdu, — / wdu  perogni p: Y — R continua
Y Y

@ Il funzionale costo & sequenzialmente continuo rispetto alla
convergenza debole dei piani

@ La classe di piani di trasporto & chiusa rispetto alla convergenza
debole
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ESISTENZA DI PIANI OTTIMALI

DEFINIZIONE (CONVERGENZA DEBOLE)

Una successione di probabilita p, su uno spazio metrico compatto Y
converge debole a i se

/ pdu, — / wdu  perogni p: Y — R continua
Y Y

@ Il funzionale costo & sequenzialmente continuo rispetto alla
convergenza debole dei piani

@ La classe di piani di trasporto & chiusa rispetto alla convergenza
debole

Per usare Weierstrass serve compattezza J
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ESISTENZA DI PIANI OTTIMALI

DEFINIZIONE (CONVERGENZA DEBOLE)

Una successione di probabilita i, su uno spazio metrico compatto Y
converge debole a u se

/ pdu, — / pdp  perogni ¢: Y — R continua
Y Y

o Il funzionale costo & sequenzialmente continuo rispetto alla
convergenza debole dei piani
TEOREMA (BANACH-ALAOGLU)

La famiglia di probabilita su uno spazio metrico compatto X é
sequenzialmente compatta rispetto alla convergenza debole
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MAPPE VS PIANI

e Una mappa di trasporto T induce il piano 71 = (Id x T)xp

DoMANDA
Quando un piano & indotto da una mappa? J
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MAPPE VS PIANI

e Una mappa di trasporto T induce il piano 71 = (Id x T)xp

DoMANDA

Quando un piano & indotto da una mappa?

LEMMA

Un piano di trasporto 7w € indotto da una mappa di trasporto T se €
concentrato sul grafico Gt w-misurabile di una mappa T

e Una probabilita 7 & concentrata su un insieme A se w(A°) =0

@ Un insieme E e mmisurabile se esistono due boreliani A C E C B tali
che 7(B\ A) =0
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REGOLARITA DEI PIANI OTTIMALI

Nel caso discreto = 1/n>"71 5, v =1/n>"7_1 dy, con x;,y; € R”
distinti:

@ si puo mostrare che i piani ottimali sono indotti da mappe
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REGOLARITA DEI PIANI OTTIMALI

Nel caso discreto = 1/n>"71 5, v =1/n>"7_1 dy, con x;,y; € R”
distinti:
@ si pud mostrare che i piani ottimali sono indotti da mappe

e se T & ottimale tale che T(x;) = y; I'ottimalita di T & equivalente a

n n
Z xi — yil* < Z
i=1 i=1

2

Xi = Yo (i) Vo € Sn
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REGOLARITA DEI PIANI OTTIMALI

Nel caso discreto = 1/n>"71 5, v =1/n>"7_1 dy, con x;,y; € R”
distinti:
@ si pud mostrare che i piani ottimali sono indotti da mappe

e se T & ottimale tale che T(x;) = y; I'ottimalita di T & equivalente a

n n
Z xi — yil* < Z
i=1 i=1

2

Xi = Yo(i) Vo €5,

DEFINIZIONE
Un sottoinsieme S C R” x R"” & ciclicamente monotono se per ogni
scelta di punti (x1,y1),...,(xk, k) € S si ha

k

ny' “(xit1 —x) <0 dove xky1 :=x1
i=1
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REGOLARITA DEI PIANI OTTIMALI

@ Il supporto di una misura ¢ il pitl piccolo chiuso in cui € concentrata:

supp7 := {x € X t.c. @(U) > 0 per ogni U intorno aperto di x}
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REGOLARITA DEI PIANI OTTIMALI

@ Il supporto di una misura ¢ il pitl piccolo chiuso in cui € concentrata:
supp7 := {x € X t.c. @(U) > 0 per ogni U intorno aperto di x}

TEOREMA

Se 7 é un piano ottimale con costo finito, allora il suo supporto é
ciclicamente monotono

G. CoLOMBO INTRODUZIONE AL TRASPORTO OTTIMO




REGOLARITA DEI PIANI OTTIMALI

@ Il supporto di una misura ¢ il pitl piccolo chiuso in cui € concentrata:
supp7 := {x € X t.c. @(U) > 0 per ogni U intorno aperto di x}

TEOREMA

Se 7 é un piano ottimale con costo finito, allora il suo supporto é
ciclicamente monotono

e Se ci sono dei punti (x1,¥1),--.,(Xk, yk) € supp 7 tali che

k
Zy:' - (Xit1—x) >0 (1)

allora "trasportare massa da x; in y;+1 € meglio che da x; in y;"
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CENNI DI ANALISI CONVESSA

Se si considerano solo due punti nella definizione di monotonia si trova

(y2=y1)- (2 —x1) >0
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CENNI DI ANALISI CONVESSA

Se si considerano solo due punti nella definizione di monotonia si trova

(y2=y1)- (2 —x1) >0

DEFINIZIONE (SOTTODIFFERENZIALE)

Data f: R™” — R convessa Isc e x € R”, il sottodifferenziale di f in x &

of(x) :={peR"[f(y) > f(x) +p - (y — x)}
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CENNI DI ANALISI CONVESSA

Se si considerano solo due punti nella definizione di monotonia si trova

(y2=y1)- (2 —x1) >0

DEFINIZIONE (SOTTODIFFERENZIALE)

Data f: R™” — R convessa Isc e x € R”, il sottodifferenziale di f in x &

of(x) :={peR"[f(y) > f(x) +p - (y — x)}

e Se x1,...,xx € R" e y; € Of(x;), allora sommando
Vi (X1 — xi) < f(xip1) — F(x)

si ottiene la ciclica monotonia del grafico di Of
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IL. TEOREMA DI ROCKAFELLAR

TEOREMA (ROCKAFELLAR)

Sel Cc R"” x R" é ciclicamente monotono, allora esiste una funzione
convessa f: R" — R U {400} tale che I C graph(0f).
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IL. TEOREMA DI ROCKAFELLAR

TEOREMA (ROCKAFELLAR)

Sel Cc R"” x R" é ciclicamente monotono, allora esiste una funzione
convessa f: R" — R U {400} tale che I C graph(0f).

DIMOSTRAZIONE.
o Se f soddisfa la tesi, allora dati xp € ', x € R”

k

F(x) > F(x0)+ > yi- (X1 —%), xkp1=x(x5,y) €l (2)
0
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IL. TEOREMA DI ROCKAFELLAR

TEOREMA (ROCKAFELLAR)

Sel Cc R"” x R" é ciclicamente monotono, allora esiste una funzione
convessa f: R" — R U {400} tale che I C graph(0f).

DIMOSTRAZIONE.
@ Se f soddisfa la tesi, allora dati xp € ', x € R”

k

F(x) > F(x0)+ > yi- (X1 —%), xkp1=x(x5,y) €l (2)
0

o Fissato xp, se definiamo f come |'estremo superiore delle somme
in (2) con f(xp) = 0 tale f soddisfa la tesi
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RICAPITOLANDO

@ Esistono piani ottimali
@ Ogni piano ottimale ha supporto ciclicamente monotono

o Per Rockafellar ogni piano ottimale & concentrato nel grafico del
sottodifferenziale di una funzione convessa f
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RICAPITOLANDO

@ Esistono piani ottimali
@ Ogni piano ottimale ha supporto ciclicamente monotono

o Per Rockafellar ogni piano ottimale & concentrato nel grafico del
sottodifferenziale di una funzione convessa f

Quando il grafico di Of coincide pi-quasi ovunque con il grafico di V£7? J
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I. TEOREMA DI BRENIER

e Of(x) e singoletto se e solo se Of (x) = {Vf(x)}

TEOREMA (RADEMACHER)
Se f : R" — R™ é Lipschitz allora é differenziabile £ "-quasi ovunque J

@ Una funzione convessa reale & localmente Lipschitziana
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I. TEOREMA DI BRENIER

e Of(x) e singoletto se e solo se Of (x) = {Vf(x)}

TEOREMA (RADEMACHER)
Se f : R" — R™ é Lipschitz allora é differenziabile -£"-quasi ovunque J

@ Una funzione convessa reale & localmente Lipschitziana

TEOREMA (BRENIER)

Siano i, v probabilita con [ |-|* du, [||* dv < co e p < £", allora esiste

un’unica mappa ottimale per il costo quadratico, che é il gradiente di una
funzione convessa
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CENNI AL CASO GENERALE

Esistenza per piani anche per costi ¢ > 0 Isc:
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CENNI AL CASO GENERALE

Esistenza per piani anche per costi ¢ > 0 Isc:
@ se c & continuo, [ cdm & continuo debole

@ sup di funzioni continue ¢ Isc

G. COLOMBO INTRODUZIONE AL TRASPORTO OTTIMO



CENNI AL CASO GENERALE

Esistenza per piani anche per costi ¢ > 0 Isc:
@ se c & continuo, [ cdm & continuo debole

@ sup di funzioni continue ¢ Isc

LEMMA

Data ¢ > 0 Isc, esistono delle funzioni Lipschitz 0 < ¢, < cx11 < c tali
che ¢k — ¢ puntualmente
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CENNI AL CASO GENERALE

Esistenza per piani anche per costi ¢ > 0 Isc:
@ se c & continuo, [ cdm & continuo debole

@ sup di funzioni continue ¢ Isc

LEMMA

Data ¢ > 0 Isc, esistono delle funzioni Lipschitz 0 < ¢, < cx11 < c tali
che cx — ¢ puntualmente

DIMOSTRAZIONE.
Basta porre
ck(x) = infe(y) + k|x —y|
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CENNI AL CASO GENERALE

Si puo estendere la regolarita dei piani tramite la c-dualita:
Xy — C(X7Y)

e funzioni c-concave

@ c-monotonia dei piani

o Rockafellar generalizzato
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CENNI AL CASO GENERALE

Si puo estendere la regolarita dei piani tramite la c-dualita:
x-y —c(xy)

e funzioni c-concave
@ c-monotonia dei piani
o Rockafellar generalizzato

Tramite la c-dualita si pud dimostrare la dualita di Rubinstein:
inf cdm =

sup/xsodm/xwdu, o(x) + 0(y) < c(x,y), .9 € Lip
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Determinare, tra tutti insiemi con volume fissato, quelli con perimetro
minimo.

e Consideriamo per semplicita aperti limitati con bordo C!
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IL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

PROBLEMA ISOPERIMETRICO

Determinare, tra tutti insiemi con volume fissato, quelli con perimetro
minimo.

e Consideriamo per semplicita aperti limitati con bordo C!

TEOREMA

Sia E C R" un aperto limitato C!, e sia B C R" la palla centrata
nell’origine tale che £"(E) = £"(B). Allora

on-1(0B) < 0,_1(0E)
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DIMOSTRAZIONE NON RIGOROSA

DIMOSTRAZIONE.
Se T & la mappa di Brenier tra Z"_E e £"|_B, allora

e per la formula di cambio di variabili Txp = v implica [detVT| =1
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DIMOSTRAZIONE NON RIGOROSA

DIMOSTRAZIONE.
Se T & la mappa di Brenier tra Z"_E e £"|_B, allora
e per la formula di cambio di variabili Txp = v implica [detVT| =1

o per la disuguaglianza tra medie sugli autovalori questo implica
n<divT
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DIMOSTRAZIONE NON RIGOROSA

DIMOSTRAZIONE.
Se T & la mappa di Brenier tra Z"_E e £"|_B, allora
e per la formula di cambio di variabili Txp = v implica [detVT| =1

o per la disuguaglianza tra medie sugli autovalori questo implica
n<divT

e vale inoltre |T| <1

on_1(8B) = n|E| g/divT:/ T - v < an_1(0E)
E OE
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CRITICITA E SOLUZIONI PROPOSTE

PROBLEMA DELLA DIMOSTRAZIONE
In generale T non & sufficientemente liscia J
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CRITICITA E SOLUZIONI PROPOSTE

PROBLEMA DELLA DIMOSTRAZIONE

In generale T non & sufficientemente liscia J

Idea: approssimare per convoluzione con funzioni T,

/ div T, = / T. - ve < 0p-1(0E)
E OE
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CRITICITA E SOLUZIONI PROPOSTE

PROBLEMA DELLA DIMOSTRAZIONE

In generale T non e sufficientemente liscia J

Idea: approssimare per convoluzione con funzioni T,
?
n|E| g/ div T. :/ T. - ve < op1(0E)
E OE

Come si stima, al limite, div T.7
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CRITICITA E SOLUZIONI PROPOSTE

PROBLEMA DELLA DIMOSTRAZIONE
In generale T non e sufficientemente liscia J

Idea: approssimare per convoluzione con funzioni T,

(n+ o(1)|E| g/ divT. = / T. - ve < on_1(9E)
E OE
Come si stima, al limite, div 7.7

Claim: div T > n+ o(1) J
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L’EQUAZIONE DI MONGE-AMPERE

TEOREMA

Se T é la mappa di Brenier tra X"|_E e X"|_B, allora T e
differenziabile quasi ovunque e

detVT =1 Z"—q.o suE (MA)
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L’EQUAZIONE DI MONGE-AMPERE

TEOREMA

Se T é la mappa di Brenier tra X"|_E e X"|_B, allora T e
differenziabile quasi ovunque e

detVT =1 Z"—q.o suE (MA)

@ Resta vero chedivT > n
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L’EQUAZIONE DI MONGE-AMPERE

TEOREMA

Se T é la mappa di Brenier tra X"|_E e X"|_B, allora T e
differenziabile quasi ovunque e

detVT =1 Z"—q.o suE (MA)

@ Resta vero chedivT > n

Non & vero che div T, — div T in L! J T.
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DERIVATE DEBOLI

Se ¢,: [a, b] — R lisce tali che o, — u e ), — v in L! allora

u(t) —u(s) = /st v(o)do per quasi ogni s <t € [a, b] (3)
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DERIVATE DEBOLI

Se ¢,: [a, b] — R lisce tali che o, — u e ), — v in L! allora

u(t) —u(s) = /st v(o)do per quasi ogni s <t € [a, b] (3)

DEFINIZIONE (DERIVATA DEBOLE)

Una funzione u € L*(a, b) ha derivata debole v € L!(a, b) se vale (3) J
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DERIVATE DEBOLI

Se ¢,: [a, b] — R lisce tali che o, — u e ), — v in L! allora

u(t) —u(s) = /st v(o)do per quasi ogni s <t € [a, b] (3)

DEFINIZIONE (DERIVATA DEBOLE)

Una funzione u € L!(a, b) ha derivata debole v € L!(a, b) se vale (3) J

T & solo monotona, mentre una funzione che ammette derivata debole &
continua!
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DERIVATE DEBOLI

Se ¢,: [a, b] — R lisce tali che o, — u e ), — v in L! allora

u(t) —u(s) = /st v(o)do per quasi ogni s <t € [a, b] (3)

DEFINIZIONE (DERIVATA DEBOLE) J

Una funzione u € L*(a, b) ha derivata debole v € L!(a, b) se vale (3)

T & solo monotona, mentre una funzione che ammette derivata debole &
continua!

DEFINIZIONE

Una funzione u € L!(a, b) ammette derivata debole 1 misura con segno se

u(t) — u(s) = u((s,t]) per quasi ogni s < t € [a, b]
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DERIVATE DEBOLI IN DIMENSIONE MAGGIORE DI 1

Idea: la generalizzazione del teorema fondamentale del calcolo in
dimensione maggiore di 1 & I'integrazione per parti

DEFINIZIONE

Dato Q C R” aperto, una funzione u € L}(Q) ammette derivata i — esima
debole p; misura con segno se

/u&-so:—/wdu;
Q Q
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DERIVATE DEBOLI IN DIMENSIONE MAGGIORE DI 1

Idea: la generalizzazione del teorema fondamentale del calcolo in
dimensione maggiore di 1 & I'integrazione per parti

DEFINIZIONE

Dato Q C R” aperto, una funzione u € L}(Q) ammette derivata i — esima
debole p; misura con segno se

/u&-so:—/wdu;
Q Q

@ Nel caso n =1 & equivalente alla definizione precedente
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DERIVATE DEBOLI IN DIMENSIONE MAGGIORE DI 1

Idea: la generalizzazione del teorema fondamentale del calcolo in
dimensione maggiore di 1 & I'integrazione per parti

DEFINIZIONE

Dato Q C R” aperto, una funzione u € L}(Q) ammette derivata i — esima
debole p; misura con segno se

/u&-so:—/wdu;
Q Q

@ Nel caso n =1 & equivalente alla definizione precedente
e Si ha

Di(u = p) = (Diu) * p
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DERIVATE DEBOLI IN DIMENSIONE MAGGIORE DI 1

Idea: la generalizzazione del teorema fondamentale del calcolo in
dimensione maggiore di 1 & I'integrazione per parti

DEFINIZIONE

Dato Q C R” aperto, una funzione u € L}(Q) ammette derivata i — esima
debole p; misura con segno se

t/wW:_/WWi
Q Q

@ Nel caso n =1 & equivalente alla definizione precedente
e Si ha

Di(u = p) = (Diu) * p

e se T, — T sono approssimanti per convoluzione, anche D; T, — D; T
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PROPRIETA FINI DI FunzioNI CONVESSE

In dimensione 1:

@ una funzione convessa € derivabile quasi ovunque con derivata
monotona

@ le funzioni monotone sono differenziabili quasi ovunque
@ ogni funzione monotona ha una misura positiva come derivata debole
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PROPRIETA FINI DI FunzioNI CONVESSE

In dimensione 1:

@ una funzione convessa € derivabile quasi ovunque con derivata
monotona

@ le funzioni monotone sono differenziabili quasi ovunque
@ ogni funzione monotona ha una misura positiva come derivata debole

TEOREMA (ALEKSANDROV)
Sia f: R" — R convessa, allora:

@ per quasi ogni punto x esiste una matrice simmetrica semidefinita
positiva V2f(x) tale che

F(y) = F(x)+ VF(x)- (y =x) +1/2(y = x) - V2F(x)(y —x) + o(y — x)

o per ogni i la derivata debole D?f & una misura positiva localmente

finita, e la parte assolutamente continua rispetto a Lebesgue é data
da O?f
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DIMOSTRAZIONE DELLA DISUGUAGLIANZA

ISOPERIMETRICA

DIMOSTRAZIONE.
e Basta div T > n+ o(1)
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DIMOSTRAZIONE DELLA DISUGUAGLIANZA

ISOPERIMETRICA

DIMOSTRAZIONE.
e Basta div T > n+ o(1)
o divT, —»DivT
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DIMOSTRAZIONE DELLA DISUGUAGLIANZA

ISOPERIMETRICA

DIMOSTRAZIONE.
e Basta div T > n+ o(1)
o divT, —»DivT
e DiVT =divTZ"+ X, A>0
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DIMOSTRAZIONE DELLA DISUGUAGLIANZA

ISOPERIMETRICA

DIMOSTRAZIONE.
e Basta div T > n+ o(1)
o divT, —»DivT
e DiVT =divTZ"+ X, A>0
o divT, =divTZ"+ A+ 0(1) > n+o0o(1)
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PER APPROFONDIRE

e L. AMBROSsIO, E. BRUE, D. SEMOLA, Lectures on Optimal
Transport

o L. C. Evans, R. GARIEPY, Measure Theory and Fine Properties of
Functions

e A. FicaLLl, F. MAGGI, A. PRATELLI, A mass transportation
approach to quantitative isoperimetric inequalities

G. CoLOMBO INTRODUZIONE AL TRASPORTO OTTIMO



