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Dimostrazioni:

Teorema di Cantor (D1):
Sia A un insieme qualunque allora non esistono funzioni surgettive f: A = P(A)

Dimostrazione:
Datauna@:A - P(A) alloraX ={a € A| a & f(a)} non appartiene all'immagine. Se per
SeaeX—-a¢&X

Seag X sacX Assurdo

assurdo 3a | f(a) = X allora: {

Teorema di Cantor-Bernstein (D2):
Se |A| < |B| e |B| < |A] allora |A| = |B|

Dimostrazione:

Siano f: A = B e g: B — Ainiettive; f determina una bigezionetra A e f(A) e g una
bigezione tra B e g(B) da cui otteniamo una bigezione fra A e g(f(A)) quindi g(f(A)) c
gB) c Ae|g(f()| = 4]

Quindi il teorema segue dal lemma.

Lemma:
SianoC S B S A||Al =|C| = |Al = |B| = |C]

Dimostrazione:
Sia ¢: A = C bigezione. Sia D = A\B. Definiamo una successione di
sottoinsiemi di C nel seguente modo:
{ Ey = ¢[D]

Eny1 = @lEy]

L'esistenza di questa successione é garantita dl teorema di ricorsione
numerabile. Sia E = Uyen En
p(a)sea€DUE

asea € B\E

Questa funzione e bigettiva.

Definiamoy:A = B | {

Surgettiva:
SebeB\E->b=y();sebeEy—>b=¢la)=y(a)a€D;
seb€EE, .1 >b=¢(a)=y(@)a€EE,

Iniettiva:

Y|puE; Y|B\E SONO iniettive. L'unico caso problematico e
a€DVUE;a" =B\E, may(a) # y(a') infatti:

y(@) €EE; y(a) ¢E
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Teorema (AC,D3):
Se A ¢ infinito |[N| < |A|

Dimostrazione:

Per I’Assioma della scelta 3 f discelta | f(B) € BY B € A non vuoto.

Definiamo la successione a; = f(A); a1 = f(A\(al, ...,an)) ed essendo 4 infinito tutti
gli insiemi a cui applico f sono non vuoti e gli a,, sono tutti elementi distinti, quindi

(a | k € N) ¢ la funzione iniettivada N — A.

Teorema (Processo diagonale di Cantor,D4):
Non 3f: N — 2N surgettive.

Dimostrazione:

Data f: N — 2N surgettiva prendiamo V n la successione f(n) = (ank | k €N);
an € {0,1} Prendiamo la successione (by | k € N) | b, = 0seayy, =1;b, = 1se
ay r = 0. Questa successione non puo appartenere all'immagine di f.

Proposizione (AC,D5):
Se|Bl=c;ASB||Al<c—-|B\A|=c¢

Dimostrazione:

Supponiamo B = R x R dunque 4 pud essere visto come sottoinsieme di R?,
consideriamone il dominio A’ = dom A. Ovviamente siccome |4| < ¢ = |4’| < ¢ (Usando
AC) > 3 a € R\A'. Da questo segue {a} X RS (R X R)\A4 - |(R X R)\4| > c.

Nel caso in cui B # R X R basta assegnarlo mediante una bigezione a R X R.

Proposizione (D6):
Alw | x € w © x € un numero naturale; w € induttivo.

Dimostrazione:

Si prenda un X induttivo che esiste per I'assioma dell’infinito, per I'assioma di separazione
Jw = {x € X | x € un numero naturale}. Per definizione siccome i naturali appartengono
tutti ad ogni insieme induttivo (In particolare X) saranno tutti contenuti in w.

Per I'assioma di estensionalita questo insieme & unico. Induttivo per definizione.
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Teorema (Principio di Induzione, D7):
VA, ...,Ar se P(0,4A4,...,Ax) e Vn € wvale P(n, A4, ..., Ay) = P(71, Ay, ..., Ay) allora
vnewPn,Ayq, ..., Ay)

Dimostrazione:
VAj,.., A linsieme A = {n € w | P(n, Ay, ..., A} esiste per separazione. Siccome A C w &
definito come insieme induttivo e w & il pil piccolo induttivo allora A = w.

Teorema (D8):
Sia (N, <) un insieme ordinato con minimo 0, allora sono equivalenti:

1. VA € N non vuoto ha minimo (Principio del buon ordinamento)
2. vPsevale P(0) A (Vx <y P(x)) > P(y) allora Vx € N vale P(x) (Principio di Induzione)

Dimostrazione:

1-2

Supponiamo per assurdo che esista una proprieta P(x) | valga P(0) A

(Vx <y P(x)) — P(y) manonvalgaVx € N.DunqueX ={x e N| -P(x)} S N -
ammette minimo & per il principio del buon ordinamento.

Ma & # 0 in quanto vale P(0), inoltre per tutti i valori x minori di ¢ vale P(x) - P(§)
Assurdo.

2-1

Sia per assurdo X € N diverso da @ e senza minimo. Consideriamo P(x) : x € X
Vale P(0) altrimenti 0 € X — X ammette minimo.

Se vale P(x) Vx <y — P(y) altrimenti y sarebbe il minimo di X — P(x) vale

Vx € N - X = @ Assurdo.

Teorema di ricorsione numerabile (D9):
Ainsieme;a € A;g:w X A — A allora 3! Successione f:w — A | { f(0)=a
f+1) = g(n fm)
Dimostrazione:
Detto F = {¢ € P(N X A) | ¢ & un AF} vogliamo mostrare che le funzioni sono a due a due
compatibili:
Per induzione su P(n): Vk,h € F (n € dom(k) N dom(h) - k(n) = h(n))
n = 0 & banale in quanto ogni AF in 0 vale a.
Per ipotesi induttiva k(n) = h(n) ma allora:
k(n+1) = g(n,k(n)) = g(n,h(n)) =h(n+1)
vne€N3dp € F |dom(p)=n+1={0,1,..,n}
Per induzione, n = 0 consideriamo k = {(0, a)} che & un’AF e ha dominio {0}
Se k AF con dominion + 1 alloraanche k' = kU {(n+ 1,b)}conb = g(n, k(n)) +un’AF
di dominion + 2
Dunque f = Uger @ € una funzione di dominio N.
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f(0)=a
fn+1) =g(nf(n)

InoltreVn €N f(n) = p(n)e { in quanto sono tutte AF

Unicita:

f, f' rispettano la proprieta, dimstriamo che coincidono per induzione sun
Sen=0-f(0)=a=7f"(0)

Sef(m)=f'(n) > f(n+1) =g(n,f(n) =g(nf'm)=f'n+1)

Notazione AF:

@ € un’AF (Approssimazione finita) se ¢: k = A & una funzione con dominio un numero naturale |
p0)=a; pn+1) = g(n,<p(n)) Vnaturalen+1 <k

Ovviamente un’AF & un sottoinsieme di N X A

Per separazione3 F = {¢p € P(N X A) | ¢ & un AF}

Proposizione:

Sia F un insieme di funzioni, allora I'unione @ = Uy ¢ € una funzione « le funzioni di F sono due
a due compatibili (Vg, h € F Vx € dom(g) n dom(h) g(x) = h(x))

In questo caso dom(®) = U ,er dom(¢)

Esempio (Fattoriale):
{ f(0)=0
fo+ 1) =g(nfm)=m+1)f(n)

Principio dei cassetti (D10):
Sen>me f:n - mallora f € non iniettiva.

Dimostrazione:

Dimostriamolo per induzione.

Pern = 0 e vera a vuoto. Se vale per n consideriamo la funzione fin+1->mm<n+1
Ma possiamo restringerci a f':n = m\ f(n) che per ipotesi induttiva non puo essere
iniettiva in quanto m\ f(n) & assegnabile mediante una bigezione ad un k < m.

Teorema 1 (Esistenza, D11):
(w,0,S:x > X,+,") € un modello di PAy

Dimostrazione:

PA1 ; PA2 derivano dal fatto che abbiamo gia dimostrato che la funzione successore & una
bigezione.

PA3

(s1) sappiamo |@| = 0echese|[A|=n—>|[AUD| =|A| =N

(s2) Sappiamo chese |A| =ne|B| =mpreso*¢ AUBalloran+S(m)=n+(m+1) =
JAUBU{D| =|AUB)U{x}{=n+m)+1=Sn+m)

PA4

(p1) sappiamo che VA il prodotto cartesiano A X @ = @
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(p2) Sappiamo che se |A| = n e |B| = m preso *& B allora A X B e A X {*} sono disgiunti e
inoltre |A x {*}| = |A]| = n.
Dunquen-S(m)=n-(m+ 1) =|AXBU{HD|=|AXB)uAx{x}D|=n-m)+n

PASII € la proprieta di induzione su w gia dimostrata.

Teorema di Unicita (D12):
Tutti i modelli di PA;; sono isomorfi.

Dimostrazione:

In pratica bisogna dimostrare che dato un (N, 0’,S’,®,®) esiste f: w — N biunivoca:
f() =0

vn € w f(SM)) = S'(f())

vnmewfn+m)=f(n)® f(m)

vnmewfn-m)=fn)Q f(m)

f(0) =0
fn+ 1) =S"(f(m)

Per il teorema di ricorsione numerabile 3! f | { che rispetta le prime

due proprieta per definizione.

f iniettiva:
Perinduzionesu P(n): vm f(m)=f(n) > m=n
Caso base:
m#0-m=m'+1->f(m)=f(m'+1) = S’(f(m’)) # 0 = f(0) visto che
solo lo 0 non & un successore.
P(n+1):
Saf(n+1) = 5’(f(n)) che dipende esclusivamente dal passo precedente e
dunque dall’ipotesi induttiva.
f surgettiva:
Per induzione sull’insieme (N, 0',S’,®,&), mostriamo che Imm(f) = N.
0" = f(0) € Imm(f); se x € Imm(f) » x = f(n) > §'(x) =S'(f(n) =f(n+1)
vamewf(m+m)=f(n) @ f(m)
Dimostrazione per induzione su P(m): Vn f(n + m) = f(n) @ f(m)
P(0) segue dal fatto chein PAvale f(n+0) = f(n) = f(n) @ 0' = f(n) @ f(0)
P(m+ 1) seguedaf(n+ (m+1))=f(S(n+m)) =S"(f(n+m)) =
=S'"(f) @ fm) = fM) ®S'(f(m)) = f(n) ® f(m + 1)

vnmew f(n-m)=f(n)® f(m) ha una dimostrazione analoga.
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Proposizione (AC,D13):
(A, <) é ben ordinato < 7 catene discendenti.

Dimostrazione:
N

Se esistesse una catena discendente a; < a, < a3 < --- basta prendere l'insieme

X ={ay,a,,as, ...} € A ma privo di minimo.

P

Supponiamo che A non sia ben ordinato e che 3X € A privo di minimo, usando I'assioma di
scelta costruiamo la catena discendente (Definita per ricorsione):

{ ao = f(X)

con f funzione di scelta. Assurdo.
Gnys = Fx € X | x < ag) "

Proposizione (D14):
Se (4, <) e ordinato & ben ordinato < ogni segmento iniziale & generato da un qualche elemento.

Dimostrazione:

N

Prendiamo S # A segmenti iniziale. A\S ammette minimo s in quanto € un buon ordine.
Va < svale a € S altrimenti nel caso in cui a € A\S — a < min(A4\S) Assurdo. Inoltre per
ognib > s — s € S per le proprieta dei segmenti iniziali. Assurdo. Quindi A; = S

-

Dato un generico X € A consideriamo S = {a € A | a < x Vx € X} che & banalmente un
segmento iniziale, S + A e S = A, per qualche b € A. (S puo essere vuoto).

Quindi b = min X

Attenzione:
Se non ammettiamo che @ possa essere un segmento iniziale allora Z per questo
teorema dovrebbe essere ben ordinato.

Teorema della Tricotomia dei buoni ordini (D15):
Se (4, <) ; (B, <) sono buoni ordini, allora vale una ed una sola fra:
A = B (ot(4) = ot(B))
A = By, per opportuno b € B (ot(4) = ot(B))
B = A, per opportunoa € A (ot(A) = ot(B))

Dimostrazione:

Per prima cosa osserviamo che non possono verificarsi due di queste possibilita in contemporanea:
le2 - B = A = By, manessun buon ordine & isomorfo ad un suo segmento iniziale proprio.
le3—> A =B = A, manessun buon ordine € isomorfo ad un suo segmento iniziale proprio.

2e3 —sia@:B - A, isomorfismo, allora @, : B, = Ay (p) isomorfismo ma allora A = A4,y
assurdo.
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SiaT ={(a,b) € AXB|A, = B} # @inquanto (04,05) € T, ma allora siccome 1, ¢l
successore di 04 e 15 € il successore di 05 anche (14,15) €T

T & una funzione in quanto (a, b), (a.b") €T - B, = A, =By » B, =B,y > b =D’
IndichiamoconT(a) :==b | (a,b) ET

SiaT(a) = b e @:A, = Br(q) unisomorfismo.Sea’ < a — <P|Aa,:Aa’ - BT(a’) € ancora un
isomorfismo e dunque a’ € Dom(T) e T(a") = ¢(a’) < b.

Dunque Dom(T) & un segmento iniziale e T preserva 'ordine.

Seb'<b—> Pla i Aq’ = Bpr € unisomorfismo con a|ela)=">n"

Dunque T(a') = b’ - Imm(T) & un segmento di B.

AlloraT: A’ - B’ & un isomorfismo fra un segmento iniziale A’ = Dom(T) di A ed uno

B' = Imm(T) di B.

L’unico caso problematico & quelloincui A’ = A, ; B’ = B, -» T: A, = B}, isomorfismo —
(a,b) T > a €A ;b e B Assurdo.

Teorema (D16):
Se a = f ordinaliisomorfi alloraa = 8

Dimostrazione:
Prendiamo un isomorfismo ¢: @ = e mostriamo che ¢ la funzione identita.
Per assurdo sia u = min{x | ¢(x) # x} prendiamo Pla, Ay = By ma ?la, e l'identita e vale

ay = UA By = ¢W) = 1= @(u) assurdo.

Teorema: (D17)
V (4, <) buon ordinamento 3! un ordinale a | (4,<) = (a, €)

Dimostrazione:

X ={a € A| 3a, ordinale A, = a,} Insieme per I'assioma di separazione

Y = {a, ordinale | 3a € A A, = a,} Per essere sicuri che questo sia un insieme abbiamo bisogno
di un assioma ulteriore (Assioma di rimpiazzamento).

Sia f: X — Y dove f(a) & I'unico ordinale a,| A, = a,

Lemma:

1. b<a€eX->beXnanf(b)Ef(a)
2. Bef(a)»>3a"'€X|f(a") =P comedire

Dimostrazione:

1. Per definizione di f esiste un isomorfismo ¢: A, = f(a).
Notiamo che Vb < a vale A, = (Ay)p

Inoltre visto che f(a) & un ordinale (f(a))(p(b) = @(b)

Ma allora @4, : Ap = @(b) € un isomorfismo e dunque b € X e f(b) = ¢(b) € f(a)
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2.B € f(a),siab € Aq | p(b) = B. Restringendo ¢4, si ottiene un isomorfismo
Ap = @(b) =B

Se vale il Lemma allora X & un segmento iniziale di A, Y = Imm(f) & un ordinale perché & un
insieme transitivo di ordinalied f: X — Y preserva 'ordine.

Infine notiamo che X = A altrimentida € A X = A, ma allora:

f:A, — Y isomorfismo — a € X = A, Assurdo.

Quindi f: A — Y e I'isomorfismo cercato.

Induzione transfinita (Sugli ordinali) (D18):
Sia P(x) una proprieta ed assumiamo che valga Va ordinale: Vb < a P(b) - P(a)
Allora P(a) per tutti gli ordinali.

Dimostrazione:

Osserviamo che se le ipotesi dell’induzione per casi sono soddisfatte lo sono anche quelle
dell'induzione forte, dunque: Induzione forte — Induzione per casi

Dimostriamo I'induzione forte:

supponiamo per assurdo che 38 | =P (), alloraA = {a < § | =P(a)} # @ e dunque 38 = min A
con 8 # 0in quanto P(0) vale. Per minimalita vale P(a) Va < 8 — P(B) Assurdo.

Teorema di divisone euclidea (D19):
Datia = >0-3ly; Alp<Pla=L-yv+p

Dimostrazione:

SiccomefB-(a+1)=a+1>aquindiA={x|B x> a}+0.

Siaf=mind ; a<pf-¢&

Osserviamo che ¢ non puo essere limite altrimenti @ < f+§ = Us<s -6 > 36" <& |a<p- &
che contraddice la minimalita di &

Quindié =y+1levalef-y<a<pB-(y+1)=p-¢

Sap=a-—-p-y

Valep < Baltrimentia =f-y+p=pL-y+ =0y +1) > aAssurdo.

Ea=B-y+p

Unicita:

Saa=py+p=F-y +p

Sefossey <y' »y+1<y' ma=By+p<<By+B=F-y+1)<B- -y <aAssurdo.
Allora anche p = p' per unicita della differenza.

gD p9



Forma normale di Cantor (Base w) (D20):
Va > 0ordinale3! y; > >y, 3In; Ewcona = w ny + - wVk-ny

Esistenza (Induzione transfinita):

Supponiamo che la proprieta valga V f < a. Sappiamo gia che:

3y, |w" < a<whtl

Applichiamo la divisone euclidea fra a e w'1:

a=w""n +pconn; <w;n; #0

Applichiamo I'ipotesi induttivasu p = wf1-my + -+ wPk -my con By > By > -+ > By
Alloraa = @' - n; + whPt-my + -+ WPk -my, ey, > By altrimenti p > w??, Assurdo.
Unicita (Induzione transfinita):

Supponiamo che la proprietavalgaV 8 < a

Siaa = w’ ny 4+ wkn, = wPrtomy + -+ 0Promy,

y1 = B altrimenti se fosse y; < f; avremmo y; + 1 < 81 dunque:

o’ g+ oV <t < wfromg + -+ wPk-my, Assurdo.

Dividiamo quindi & per wf1 = w1 e otteniamo a = wP1 - ny + p e per unicita del resto e del
quozientevalen; =mye w2 my + -+ wVk ny = whz my + -+ wPrk - my, che per ipotesi
induttiva mi implica I'uguaglianza.

Teorema (AC,D21):
Ogni insieme & equipotente ad un unico cardinale.

Dimostrazione:

Utilizzando una formulazione equivalente all’Assioma della Scelta possiamo affermare che ogni
insieme X & bene ordinabile. Consideriamo I'insieme non vuoto dei cardinali equipotenti ad X.
Questo insieme ammette minimo che indichiamo con |X|.
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Osservazione (D22):

H(A) & un insieme.

H(A) é un ordinale.

H(A) é un cardinale.

Af: H(A) = Ainiettiva.

Se A & un ordinale allora H(A) ¢& il piu piccolo ordinale di cardinalita maggiore

Dimostrazione:
H(A) é un insieme.
B = {(X, <x) buon ordine | X € A} & un insieme per I’Assioma di Separazione in quanto
BCS P(A) xP(AXxA)
Sia F la funzione classe che associa ad ogni buon ordine il cardinale ad esso isomorfo.
Per I’Assioma di Rimpiazzamento F[B] & un insieme.
Dimostriamo che F[B] = H(A)
F[B] € H(A):
(X,<x)€EB - F((X, <X)) =a — 30: (X, <y) — a isomorfismo. Dunque 8 & una
bigezione, per cui |a| = |X| < |A| e allora a € H(A)
H(A) € F[B]:
Data a € H(A) sappiamo che 3f: a — A iniettiva. Sia X = Imm(f) € A.
Poiché a e bene ordinato anche X € bene ordinabile con ordinamento indotto da f.
Detto <y questo ordinamento allora (X,<yx) € B - a € F[B].

H(A) & un ordinale:
H(A) & un insieme di ordinali per definizione, dunque mi basta mostrare che come insieme
e transitivo. B € @ € H(A) - B € H(A) infatti per ipotesi 3f: @ — A iniettiva.
Dunque siccome § € a = § € « allora f|g: f — A € iniettiva, quindi || < |A| - B € H(A)
H(A) & un cardinale:
Se non fosse un cardinale allora 3a € H(A) | |a| = |H(A)| » 3f: H(A) — A iniettiva ed
3g: a - H(A) biunivoca. Dunque f o g~1: H(A) — A iniettiva, ma allora H(A) € H(A)
Assurdo in quanto H(A) & un ordinale.
Af: H(A) - Ainiettiva:
Se per assurdo esistesse f: H(A) — A iniettiva » H(A) € H(A) Assurdo in quanto ordinale.
Se A & un ordinale allora H(A) ¢& il piu piccolo ordinale di cardinalita maggiore:
Osserviamo che |H(A)| > |A|perché vale la tricotomia fra ordinali e dunque non sono
possibiliicasi |[H(A)| = |A| e |[H(A)| < |A]|
E il minimo in quanto se esistesse 8 ordinale tale che |3| > |A] allora 8 € H(A) (Per
tricotomia) assurdo per definizione di H(A)
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Teorema (D23):
Ogni cardinale € un X,

Dimostrazione:
Lemma 1:
Se F = {k; | i € I} & una famiglia di cardinali allora k =U F & un cardinale.

Dimostrazione:
k & un ordinale in quanto unione di ordinali. Se y < k — 3k; | y € k; — essendo k;
cardinale che |y| < |k;| < |k|

Lemma 2:
Tutti gli Aleph sono cardinali.

Dimostrazione:

Per induzione transfinita su a:

Xy = w e un cardinale.

a = B + 1allora 8, = H(Xz) che & un cardinale in quanto YA H(A) & un cardinale.
X; =U X5 € un cardinale per il Lemma 1.

Lemma 3:
Va € Ord a <X,

Dimostrazione:

Per induzione transfinita su a:

0<Np=w
a=pf+1lalloraf+1<Rs+1<H(Rg) = R4
A limite, allora Vé < Avale § < X5 dunque:

A =supg<) 6 < sups<y Rs = ¥y

Allora sia k un generico cardinale, § := min{a | k < X,} # @ per il Lemma 3.

B # 0in quanto infinito e f non & un limite in quanto altrimenti k < Xg = sups<g X5 = k <X,
per un opportuno z < f§ contro la minimalita di 5.

Alloraf =6+ 1eRs5 <k < Vs, 1 = HRs) = |k| < |Xs| ma essendo entrambi cardinali questo &
equivalente adire k < X5 = k = X
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Proposizione(D24):
F:ord — ord funzione classe |

1. a<pB-F(a)<F(B)
2. F écontinua, cioé se 31 limite vale F(Uy<,1y) = Uy F¥)

Allora F ammette punti fissi arbitrariamente grandi.

Dimostrazione:
ay=p
Apy1 = F(an)
Se a & limite Up<q F(B) = F(a)
Osservazione:
F(a) = F(Unew an) =continuita Unew F(an) = Unew 41 = @
Osservazione:

B<F(B)VB

Dimostrazione:

Per ricorsione {

Induzione transfinita su 8
0 < F(0) owvio
B<FB)>B<FB)<FB+1->B+1<FB+1)
VB<AB<F(PB)—>A=UpcaB <Upa F(B) = F(Q)
ay=p;a, =F(ay) = a, = — Se F(ay) = a, lo abbiamo trovato, altrimenti se a1 = ay lui
e il punto fisso.
Altrimenti g < a; < e @ = Upey @n € un limite e vale I'osservazione.

Proprieta pratica (D25)
Yier ki = max{|I|, supje; k;}

Dimostrazione:
Sia k = supjer k; 5 Yierki < Yierk = k- 1| = max{k, |1}
ZiEI ki = ZiEI 1 =Tinoltre VlO € lvale ZiEI ki = kio - ZiEI ki = SUPjger ki =k

Proposizione (D26):
Sia I un insieme infinito, allora 3 {4; | i € I} famiglia di insiemi due a due disgiunti | |4;| = |I| e
Uier4di =1

Dimostrazione:

Sappiamo che (AC) [I X I| = |I| = 3 @:1 X I = I bigettiva.

Dunque 4; = {¢(i, /)| j € I}

Ovviamente vale U 4; = Imm(¢) = I e |A;| = |I| perché iniettiva in quanto restrizione di una
bigezionee §(i,):1 —» A; peri #j > A;NA; =0 - 6(i, k) # ¢(j, h)
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Teorema (D27):Se (k; | i € v) € una sequenza debolmente crescente di cardinali allora:

[Liev ki = (supiey 1k; )Y
(k;, v infiniti)

Dimostrazione:

Sia k = sup;e,|k;l.

Ovviamente vale [[iey k; < [liev k = k¥

Viceversasiano A; C v | |4l =veA;NAj =Dsei+jeUA; =v.

Allora [Tiey ki = [1jev (HiEAj ki) eVj [liea; ki = supieylki| = k
Osserviamo che questo e dato dal fatto che 4; sia illimitato in v. Se fosse limitato infatti
AB < v | A4; € B - |4;| < IBI < v, inoltre sup;e, |k;| = k in quanto (k; | i € v) e
debolmente crescente e A; € illimitato, dunque Vi, 3i € A; | i > ip e dunque k; = k; ed &

valido Vi
Dunque [iey ki = ey (Tiea; ki) = Mjev k = k7

Teorema di Konig (D28):
k; < p; cardinali infiniti per i € I allora ;e ki < [lier i

Dimostrazione:

Vi € [ fissiamo A; € B; | |4;| = k;; |B;| = u; definiamo A; := A; X {i} che sono due a due
disgiunti. Dunque: Yie; ki = |Uier Ai' |5 Tlier i = ITies Bil mostriamo che 3f: Ui A" = [lies Bs
iniettiva ma non biunivoca.

Esiste una funzione iniettiva:

Fissiamo una I-upla (b; | i € I) € [];¢; B; dove b; € B;\A;

Dato x di U;e; A;” 3!j € 1| x € Aj = A; X {j} e dunque x puo essere scritto come (a, j), definiamo
fx)=(ciliel)conc;=bjec;=aperi#j

La funzione cosi definita e iniettiva.

Non esistono funzioni surgettive fra i due:

Sia g: Uije; A;" = [lie; B; allora cerchiamo (c; | i € I) che non appartenga all’immagine di g.
Definiamo g; come la composizione di: A; -1 Uiet 4;" =9 [1ie; B; =™ Bj ma siccome |Aj| < |Bj|

allora g; non & mai surgettiva. Se scegliamo ogni ¢; € Imm(g;) - ¢ = (¢;) € Imm(g)
Osservazione:
Dati due cardinali infiniti h, k allorak - h = k + h = max{k, h}

Dimostrazione:

max{k, h} < k + h < 2-max{k, h} = max{k, h} + max{k, h} <
< max{k, h} - max{k, h} =4¢ max{k, h}
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Proprieta (D29):
Sia (4, <) un insieme totalmente ordinato, allora sono uguali:

1. Cof(4)
2. min{a ordinale | 3f: a — A illimitata} := Cof; (A4)
3. min{a ordinale | 3g: @ - Aillimitata e crescente} := Cof,(4)

Dimostrazione:
Cof; (4) < Cof(4)
Esiste sicuramente un X € A illimitato | |X| = Cof(4)
Prendo f: Cof(A) » X € A bigezione illimitata, dunque Cof; (A) < Cof(A)
Cof(A) < Cof;(4)
Sia f: Cof; (A) — A illimitata, allora X = Imm(f) & un sottoinsieme illimitato di A e
|X| < Cof; (A) » Cof(4) < |X]| < Cof;(A)
Cof; (A) < Cof,(A)
Ovwvia in quanto Cof, (A4) & un sottoinsieme di Cof; (4)
Cof,(A) < Cof;(A) = Cof(A4)
Sia X € Aillimitato con |X| = Cof(A) e fissiamo o: Cof(A) — X < A bigezione.
Per ricorsione transfinita su Cof(A) definiamo:
{f (0) =0(0)
fB)=0a(B) B =min{s|a(6) > f(y) Vy <Bead(5) = a(B)}
Notiamo che f: Cof(A) — X illimitata perché V8 < Cof(4) f(B) > o(e) Ve < B

Proprieta (D30):
Ogni cardinale successore X, 1 € singolare.

Dimostrazione:
Supponiamo per assurdo che la cofinalita di k = KX, sia strettamente minore di k.
Dunque 3f: R, — Ryyq illimitata, quindi Ry 1 = Ugex, f(@) e dunque:

IRgiq] = |Uaexaf(01)| < Zae&alf(a)l = |Re| - suplf(a)| = max{R,, R} = R, Assurdo.

Teorema pratico (D31):
k cardinale infinito, Cof(k) = v & v & il minimo cardinale | k = };¢, k; dove k; < k

Dimostrazione:

N

Se k é regolare k = Yk No

Se k e irregolare allora & limite, cioe k = X, con A limite.

Allora abbiamo visto che Cof(X;) = Cof(1) = 3f:v — Aillimitata.

Dunque k = R} = ¥, Re(j) = max{supkv(Nf(i))} = k, detto v = Cof(k) il minimo cardinale con
questa proprieta, se prendo un cardinale ¢ < v con la stessa proprieta allora:

Yicuki = max{supku k;, y}. Se fosse k avremmo che supj<, k; = k = f:u - k che associa ad
ogni i il cardinale k; sarebbe illimitata. Assurdo.
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Lemma (D32):
Se v,k sonocardinaliek < v - k¥ = 2"

Dimostrazione:
kV >2Veinoltrek <v <2V > kV< (2V)V =2V =2V

Teorema di Hausdorff (D33):
(k)Y = max{kV,k*} =kV-k*

Dimostrazione:

Ovviamente (k*)Y > max{k", k*}, distinguiamo due casi:

v>kt:allora (kY)Y = 2¥ < kV = max{k¥,k*}inquanto k* <v <2V < k?

v < k™: alloraogni f: v - k™ & limitata perché k™ & regolare.

Quindi Fun(v, k%) = Us<+ Fun(v, §) e dunque:

(k*)” = |[Fun(, k)| = |Us<p+ Fun(v, 8)| < Xs<p+[Fun(v, 8)| = Ys<pe+61” < Xs<p+ k¥ =
= max{k™, k"}

Proprieta (D34):
lxeyel,-»3p<alxelp
2.p<sa->VgCV,

3.Va V, é transitivo

Dimostrazione:

1.A2.-3.

1. Per induzione su a
a = 0 é vera a vuoto.
x€y€Vp=P(Vp)oxeEyCSVpox€V
Xx€EYEV;=Usci Vs> 3A8<A|x €y € Vg >HPnd x e g

3. Perinduzione su a
a = 0 owvia
a = f + 1cibasta fare vedere che Vg € Vg4 (Se § < f8 vale a quel punto per ipotesi
altrimenti segue dalla 1.)
Ma x € Vg vale dalla 1. Che Vy € x 3§ < 8 | y € V5 e per ipotesi induttiva vale che
VsSVpo>y€ElVpg>xCVg>x€Vpyy
a=2; B <A- Vg <V, perdefinizione di V3
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Teorema (D35):
Assioma di Fondazione & V = VN

Dimostrazione:
Lemma:
SeAS€VN->A€VN

Dimostrazione lemma:
VYa€A; B, = min{ﬁ |a € VB}' per Rimpiazzamento {83, | a € A} & un insieme di ordinali
e possiamo prendere f = sup{B, | a € A} = Ugea P4
AlloraAc Vg > A€Vp,y > AEVN
-
Sia per assurdo A4 insieme | A € VN —»!¢mMma Ac VN — 3a, € A|a; € VN
Ma allora a; =< VN-3a, € a,| A, € VN, iterando otteniamo una catena discendente a; 3 a, 3 -
che e assurdo per I’Assioma di Fondazione (D34).
P
Se x € VN definiamo come rango p(x) := min{a | x € V,} (Definito su VN)
Quindix € y = p(x) < p(y) maalloraVN =V — Assioma di Fondazione altrimenti dall’esistenza
di una catena discendente x; 3 x, 3 x3 3 -+ seguirebbe I'esistenza di una catena discendente di
ordinali p(x1) > p(x3) > p(x3) > -+ Assurdo.

Teorema (D36):
Assioma di Fondazione < Non esistono catene discendenti

Dimostrazione:

N

Se per assurdo esistesse x; 3 x, 3 -+ 3 x,, 3 -+ allora X = {x,, | n € N} contraddirebbe I'assioma
di Fondazione in quanto non possiede elementi minimali.

P

Se X # @ non ha elementi minimali x allora preso x; € X questo non & minimale in X, cioe
XNx; #0—3x, €XNxq,iteriamo il procedimento (Serve AC per la scelta e rimpiazzamento
per la ricorsione numerabile) ed otteniamo una catena discendente X 3 x; 3 x, 3 -
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Cardinalita dei Borelliani:

La famiglia dei Borelliani € la piu piccola famiglia di sottoinsiemi di R che contenga gli aperti e che sia chiusa
per complemento e per unione ed intersezione numerabile (Algebra di parti).

Definiamo per ricorsione transfinita:
B, = {Q| Q aperto}
Bsi1 = Bs U{B®|B € Bs}U{Npenf(n) | f:N - Bs}
B; = Us<1Bs

Attenzione:
B,, € chiuso solo per unione ed intersezione finita mentre 'insieme dei Borelliani B,

Dimostriamo che |B,,, | = ¢ = 2%
Per induzione transfinita su § mostriamo che V6 < w4 |Bs| = ¢
6 =0,By, = {Q | Qaperto} e abbiamo gia dimostrato che |By| = ¢
6 = & + 1, abbiamo che |Bs| = ¢ per ipotesi.
f:{B¢ | B € Bs} - Bjs biunivoca banale, dunque |{B | B € Bs}| = ¢
{Nnen f(M) | f:N - Bs} ha cardinalita minore uguale delle sequenze numerabili a valori in B
Ossia & minore uguale di |Bg | = (2%0)%0 = 28%*®o = 2% = ¢
Percio: |Bs4+1| < |Bs| + |complementari| + |intersezioni| =c+c+c=c
Ovviamente |Bsy1| = |Bs| = |Bss1l = ¢
Aallora |By| = [Ug<aBs| < Xs<alBs| = Xs<ac = max{|A|,c} = cinquanto 1 < w;
Inoltre |B;| = |By| = ¢

Ovviamente vale |Bw1| = c ed inoltre:
|Bw1| = |U6<w1 BS| < Z6<w1|36| = 26<w1 c = max{X,;,c} =c
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Forme equivalenti dell’Assioma della Scelta:
Assumendo la teoria ZF senza scelta sono equivalenti:

Assioma di Scelta

Lemma di Zorn

Teorema di Zermelo (Ogni insieme & bene ordinabile)
Tricotomia delle cardinalita

VA infinito |A| = |A X A|

vk wNE

Lemma di Zorn:
Se (P, <) e parzialmente ordinato e se ogni catena ammette maggioranti allora esiste almeno un elemento
x € P massimale.

Notazione (Catena):
Una catena & un sottoinsieme totalmente ordinato di P.

Notazione (Maggiorante):
p € P &€ un maggiorante dellacatenaCseVc€ECp = ¢

Notazione (Massimale):
p € P sidice massimaleseAq € P |q > p

Notazione (f-Catena):
A C P sidice f-Catena se A & bene ordinato e vale:
VaeA a=f{p€eP|p>A,equivalentep > x Vx < a})

Lemma:
Se A, B sono f-Catene allora vale una ed una sola fra:
A segmento iniziale di B, A = B, B segmento iniziale di A

Dimostrazione (A segmento iniziale di B):

Supponiamo per tricotomia dei buoni ordini che esista W: A = B}, isomorfismo.
Dimostriamo che W é I'identita.

Se per assurdo ¥ # Id allora siaa = min{x € A | x # W(x)} # @ per ipotesi.
Quindi Vx € Ag W(x) = x, maallora ¥, : Aq = By(q)e l'identita.

Ma per definizione di f-Catenaa = f({p EP |p >xVx €A} e

Y@ =f({peP|p>yVy€Byw)})

Ma allora a e W(a) sono immagine tramite f dello stesso elemento, allora

a = ¥(a), Assurdo.

1-2
Fissiamo f: Parti(P)\@ — P funzione di scelta.

Sia Py = f(P), se € massimale ci fermiamo, altrimenti:
Pi=f({p€P|p>P,}) osservando che {p € P | p > Py} # @ in quanto P, non & massimale.
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Se Vn B, non & massimale consideriamo: P, = f({p € P | p > B, Vn € w})

Le f-Catene formano una famiglia di buoni ordini dove uno & segmento iniziale dell’altro, dunque C unione
delle f-Catene & un buon ordine.

Inoltre questa C € una f-Catena.

Ma allora C & la f-Catena massima ed esiste P = max C elemento massimale di P.

2-5
Lemma 1:
VA infinito |A]| = |N]|

Dimostrazione (LZ):

Prendo P = {f:S — A | S segmento iniziale di N e f iniettiva}

(P, ©) soddisfa le ipotesi del Lemma di Zorn.

Dunque J¢: S = A massimale, dico che S = N altrimenti se avessi ¢: n = A iniettiva siccome A &
infinito 3a@ ¢ Imm(f), quindi @ = @ U {n + 1, @} sarebbe iniettiva e contraddirebbe la massimalita

di .

Prendiamo Q = {f: B X B — B | f bigezione e B € A infinito}
(Q, ©) é parzialmente ordinato.

Osservazione 1:
Q # @ siccome per il lemma 3f:N — A iniettiva, possiamo considerare B = Imm(f) sottoinsieme infinito
e |B X B| = |B| in quanto [N X N| = |N]|

Osservazione 2:
(Q, S) rispetta le ipotesi del Lemma di Zorn, infatti se C & una catena di elementi di Q allora U C & un
maggiorante.

Per I'osservazione 2 possiamo prendere ¢: B X B = B massimale.

Vogliamo ora dimostrare che B = A

Supponiamo per assurdo il contrario, allora 3a € A\B e trovo ¥: (B U {a}) X (B U {a}) » B U {a}
Bigezione che contraddice la massimalita di ¢.

Osserviamo che (B U {a})? = (B x B) U (B x {a}) U ({a} x B) U {(a, a)} e siccome sappiamo per ipotesi
che |B x B| = |B|, |B x {a}| = |{a} X B| = |B] in quanto B infinito e |{(a,a)}| = 1

Allora:

|((BU{aD| <|(BU{a})?| =I|B|+|B|+|B| +1<|Bx{1,23,4}| <|BxB| =P |B| < |(B U {a})|
Per Cantor - Bernstein |(B U {a})| = |(B U {a})?| e dunque ¢ non & massimale.

3-1
Dato un insieme A 3 (4, <) buon ordine e quindi una f discelta f: P(A)\{@} - Adatada f(X) = minX
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5-3

Se A é finito allora & bene ordinabile. Se A ¢ infinito consideriamo B = A U H(A), senza perdita di
generalita possiamo considerare A N H(A) = @ (Questo a meno di considerare A’ = A X {0} che non & un
ordinale e ha la stessa cardinalita di A.

Per ipotesi 3¥: B X B — B bigettiva, in particolare restringendoci a A X H(A) troviamo:

@:AX H(A) > AU H(A) = B iniettiva.

Va € A consideriamo ¢ : H(A) > AUH(A) |y € H(A) , p,(y) = <p((a, y)) che e iniettiva.
Osserviamo che Imm(¢,)—~C A (Altrimenti |H(A)| < |A| Assurdo).

Dunque 3y, = min(Imm(q)a) n H(A))

Consideriamo a questo punto 8: A - H(A) | 68(a) = y, iniettiva siccome ¢ lo &.

Allora definiamo a <4 a’ & 8(a) <4 6(a") e quindi (4, <4) & un buon ordine.

34

3-4

Dati 4, B 3(4, <,), (B, <g) buoni ordini associati, per la tricotomia dei buoni ordini otteniamo |A| < |B|
oppure |B| < |A|

4-3

Dato A consideriamo H(A), siccome |H(A)|—=< |A| per ipotesi dobbiamo avere |A| < |H(A)| cioé

dp: A - H(A) iniettiva.

Definiamo alloraa <4 a’ © ¢(a) < ¢(a’)

Allora (4, <4) & isomorfo ad un sottoinsieme dell’ordinale H(A) ed abbiamo quindi definito un buon ordine
sud
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Osservazione 1:

Dato a > 0 sono proprieta equivalenti:
VE<a (f+a=a)
VB, y < a (B +y < a) (Additivamente chiuso)
a = w?® per qualche §

Dimostrazione:

1-2

VB,y <avalef+y<B+a="Pqa

2-3

SiaB ={x|w*>a}+ @inquantoa + 1 € B, infatti 0**! = 0% - w > «a

Siccome & una classe di ordinali ammette minimo ¢ = min f # 0 altrimenti:
w'=1>a->a=0

Osserviamo che & non pud essere limite altrimenti & < w® = Us<e wd—>38 <é|a<

w? contraddicendo la minimalita di ¢.

Quindié =y +1- 0" <a< o't
a<w’tl=Upcuw’ noIn<ow|a<o’'n
SadA=new|la<w’ n}#@;m=minA>n+lem=0e
wf ' n<a<owf(n+1)
Mediante divisione euclidea:
Supponiamo per assurdo che ¢ = w? allora: @ = w¥ *n+p
Sep=_0alloraa =w’ -m(mz=2)
Quindiw?,w’ (m—1) <a->w'+w' (m—1) = w¥-m = a (Contraddice 2.)
Sep#0—- p<ow!<w' m<a- w’ -m+p=a(Contraddice 2.)
3-1
Per induzione transfinita su y.
Caso base:
y=0-B8<w’=1-{<a}={0}-0+1=1
Passo induttivo (Successore):
y=40+1
Dunque @ = w®*! = U, 0?1
f<a-an|f<w’® n
Alloraf+a =8+ w’*' = w? n+ ! =wd (n+w) = w¥*?
Caso limite:
a=w=Usc,0® > 38 <A B<w® 5B+a=wl +wltr =
= w1+ wP) =P @’

6+
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Osservazione 2:
Dato a > 0 sono proprieta equivalenti:
1V<a f-a=a«a
2.¥B,y < a By < a(Moltiplicativamente chiuso)

3.36 azw“’s

Dimostrazione:
1-2
VBy<a By<pB-a=tPa
2-3
SiaB = {x | w®" > a} # @ in quanto a + 1 € B, infatti w M >l >a4+1>a
Siccome & una classe di ordinali ammette minimo ¢ = min 8 # 0 altrimenti:
w®’ = w > a = n ed & facile verificare che dati due valori appena minori di n il prodotto
ne &€ maggiore.
Osserviamo che & non puo essere limite altrimenti
a<w® = Usept @® = 368’ < 0f | a < w® < 0®” per qualche ¥ < & dunque:
a < w®” contraddicendo la minimalita di ¢.

Quindié =y +1-w® <a< we’™!

Mediante divisione euclidea:
Supponiamo per assurdo che @ > w®" allora: a = w®” - B+p
Sep#0alloraa=w® -B+p<w? - (B+1)conw®,(B+1) < ainquanto
non puo essere un successore. Ma alloraa < w®’ - (B +1) < a, Assurdo,
quindip =0
Sep =0alloraa = w® B
Con w®”, B < a altrimenti se fosse B > a avremmo a < f < w®’ - B = a assurdo.
Ma allora @ = w®’ - B <P o Assurdo. Quindi 8 = 1.
Se fosse f = a avremmo a = w a - a = (Per forma normale di Cantor),
Assurdo.

3-1

Per induzione transfinita su §.

Caso base:
5=0—>,8<a)‘“0=a)1=w—>{ﬁ<a}={n|n€a)}—>n+w=a)
Passo induttivo (Successore):

d=y+1

y+1 Y. Y\ W B\"
Dunque @ = w® =w® ¥ = (a)“’ ) = Un<o (w“’ )

n
Siccomef <a-=3An|f < (w“’ﬁ) in quanto a limite.

Allora-a =f - (wwy)w < (wwﬁ)ﬁ . (wa)w _ (wwy)ﬁﬂu _ (wa)w —
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D'altrocantofra=>1a=a«a

Caso limite:

A k k A
a=w? =Ugemw® >3 <053k |8 <o*f<0® 5 f-a=w® 0 =
— woo'l‘wLou)L — wwk+wk-ﬁ’ — a)wk-(1+ﬁ) — a)wk-ﬁ — wa))“ =a

Osservazione 3:
Datia>f -3y |B+y =«

Dimostrazione:

Sappiamoche A={§|f+8>a}#@Qinquantof+(a+1)=>a+1>a

Sian = min4, alloran # 0 perché § + 0 = f§ < a e n non e un limite perché se lo fosse
esisterebbe un 11 che contraddica la minimalita.

Quindin=6+1- f+6<a<f+6+1-+5=a

L'unicitasegueday <y' - B+y<pB+7y’

Osservazione 4:
A & un limite & é della forma A = w - y per qualche y

Dimostrazione:

P

A= w "y sey limite allora & limite, se & successore A = w* (§ + 1) = w * § + w che & un limite.

N

a limite e lo dividiamo per w (In quanto ogni ordinale limite € = w) quindia = w - y + p —se fosse
p # 0 deve essere limite ma p < w quindi successore, Assurdo.

Osservazione 5:
a, B ordinali, allora |a?| = max{|al, |8} con a = 2, B infinito.

Dimostrazione:
Induzione transfinita su :

f=w

|a®] = [Un<o @] < Zncwla®™ =4¢ Tncolal = la| - |w| = max{|a], ||}

Inoltre: |a|, |w| < |a®]

B=6+1

laP| = |a®*| = |a® - a| = |a?] - la| =HP max{max{|al,|8]},|a|} = max{|al,|5]} =
= max{|al, |6 + 1|}

p=2

la?| = |Us<a a®| < Ts<a|a®| =P Ts<amax{|al, |6} < Ts<i max{|al,|2]} < max{|al, |1]}
Inoltre |a| < |a’1| el < |2’1| < |a’1|
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Osservazione 6 (Punto fisso):
Un esempio interessante di ordinale @ | w* = a & definito come:
{ ao = w

a = a
In+1 = wn € Un tn

Osservazione 7 (Teorema di Cantor):
V (4, <) insieme ordinato con |A| < X, & isomorfo ad un sottoinsieme di Q

Dimostrazione:
Se A é finito si dimostra banalmente per induzione. Sia |A| = X, allora possiamo numerare gli
elementi di 4, cioé individuare una f:n — a, biunivoca tra w e A.
Definiamo per ricorsione una funzione 8: 4 — Q:
min{f(ay), ..., 0(a,)} se ansq < ag, ..., Ay
0(ap.,) = rr;éfj?(ao), w,0(ag)}se anty > ag, .., ay
iraj

—— cong; = min{ay | ax > ap41} aj = max{ay | ax < apiq}

Allora Imm(0) = A, cioé 6 € un isomorfismo.
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