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Teorema di Bertini classico

Teorema di Bertini classico

Sia X una varietà proiettiva liscia di Pn
C. Esiste H iperpiano di Pn

C tale che
X 6⊂ H e H ∩ X sia una varietà liscia.
Inoltre l’insieme di iperpiani che soddisfa tale proprietà è un aperto denso
nella topologia di Zariski di P̂n

C.

Dove con P̂n
C si intende lo spazio duale del proiettivo, i cui punti

definiscono gli iperpiani di Pn
C.

Osservazione

Il teorema afferma che l’intersezione di una varietà proiettiva liscia con un
iperpiano generico è liscia.
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Varietà algebriche e topologia di Zarski

Diamo una idea di varietà algebrica, che non è corretta ma rende l’idea.
Dati fi con 1 ≤ i ≤ j polinomi di k[x1, · · · , xn], possiamo pensare alla
varietà definita da questi come l’insieme dei punti che sono soluzione per
tutti gli fi .

Si ha una bigezione:

(a1, . . . , an) ←→
ideali massimali della for-
ma (x1 − a1, . . . , xn − an) di
k[x1,...,xn]

(f1,...fj )

In questo senso la varietà definita dagli fi è determinata da k[x1,··· ,xn]
(f1,···fj ) .

Una varietà proiettiva è definita in modo analogo, con gli fi omogenei, in
questo caso possiamo pensare alle soluzioni nel proiettivo.

In questo senso possiamo definire la topologia di Zariski di k[x1, · · · , xn]
come la topologia su kn in cui i chiusi sono le varietà algebriche di
k[x1, · · · , xn]
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Teoremi di Bertini

Teorema di Bertini

Sia X una varietà proiettiva liscia di Pn
k con k algebricamente chiuso.

Esiste H iperpiano di Pn
k tale che X 6⊂ H e H ∩ X sia una varietà liscia.

Inoltre l’insieme di iperpiani che soddisfa tale proprietà è un aperto denso
nella topologia di Zariski di P̂n

k .

Teorema di irriducibilità di Bertini

Sia X una varietà proiettiva irriducibile di Pn
k con dimX ≥ 2 e k

algebricamente chiuso, di caratteristica 0. Esiste H iperpiano di Pn
k tale

che X 6⊂ H e H ∩ X sia irriducibile.
Inoltre l’insieme di iperpiani che soddisfa tale proprietà contiene un aperto
denso nella topologia di Zariski di P̂n

k .
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Esempio visivo

Classicamente la dimostrazione si fa mostrando che il luogo di iperpiani
che non soddisfano la tesi è un chiuso che non è tutto P̂n. Il
complementare risulta l’aperto denso cercato.
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Cambio di base e L-punti

Esempio
R[X ,Y ]
X 2+Y 2 definisce una varietà su R, possiamo fare un cambio di coefficienti
tensorizzando l’anello con C, la mappa sC definirà una nuova varietà su C.

C[X ,Y ]
X 2+Y 2 = R[X ,Y ]

X 2+Y 2 ⊗R C C

R[X ,Y ]
X 2+Y 2 R

sC

s

Cambio di base attraverso la
mappa R −→ C

Definizione (L-punti)

Sia V su k , dato L ⊃ k , gli L-punti sono i punti della varietà VL su L.
Si possono pensare come le soluzioni nel campo L dei polinomi che
definiscono la varietà.
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Geometricamente irriducibile

Definizione (Irriducibilità geometrica)

Una varietà V su k si dice geometricamente irriducibile se per ogni L ⊃ k
estensione si ha che VL, definita come il cambio di coefficienti della varietà
V , risulta irriducibile.

Vediamo un esempio:

R[X ,Y ]
X 2+Y 2 , questa è irriducibile, ma non è
geometricamente irriducibile: cambiando base con
R −→ C il polinomio X 2 + Y 2 risulta riducibile.

Proposizione

Per verificare l’irriducibilità geometrica è sufficiente verificarla per il
cambio base con la chiusura algebrica di k .
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Recenti miglioramenti del teorema di irriducibilità di Bertini

Teorema (Benoist, 2011)

Sia X una varietà proiettiva geometricamente irriducibile in Pn
k . Sia

Mbad ⊂ P̂n
k il luogo di iperpiani tali che H ∩ X non sia geometricamente

irriducibile, allora Mbad è costruibile e vale che dimMbad ≤ codimX + 1.

È possibile generalizzare il risultato:

Teorema (Poonen-Slavov, 2020)

Sia X una varietà geometricamente irriducibile, sia φ : X −→ Pn
k tale che

le fibre non vuote abbiano la stessa dimensione. Sia Mbad ⊂ P̂n
k il luogo di

iperpiani tali che φ−1H non sia geometricamente irriducibile, allora Mbad

è costruibile e vale che dimMbad ≤ codimφ(X ) + 1.
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Primi esempi

Esempio (il bound non può essere raffinato)

Consideriamo la proiezione lineare Pn 99K Pm con m ≤ n. Sia C una curva
in Pm di grado almeno 2. Gli iperpiani in Pm tali che H ∩ C non è
irriducibile sono un aperto, di dimensione m.
Poniamo X la chiusura della preimmagine di C , si avrà che:

dimMbad ≥ m = codimX + 1

Esempio (L’ipotesi sulla dimensione delle fibre è necessaria)

Sia φ : P̃n −→ Pn il blow-up di un sottospazio lineare L ⊂ Pn. Gli iperpiani
L ⊂ H appartengono a Mbad e hanno dimensione codim L− 1. Se la tesi
valesse:

codim L− 1 ≤ codimφ(X ) + 1 = 1

Davide Gori (Scuola Normale Superiore) Teorema di irriducibilità di Bertini 14 maggio 2020 9 / 27
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Consideriamo la proiezione lineare Pn 99K Pm con m ≤ n. Sia C una curva
in Pm di grado almeno 2. Gli iperpiani in Pm tali che H ∩ C non è
irriducibile sono un aperto, di dimensione m.
Poniamo X la chiusura della preimmagine di C , si avrà che:
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Sia φ : P̃n −→ Pn il blow-up di un sottospazio lineare L ⊂ Pn. Gli iperpiani
L ⊂ H appartengono a Mbad e hanno dimensione codim L− 1. Se la tesi
valesse:

codim L− 1 ≤ codimφ(X ) + 1 = 1

Davide Gori (Scuola Normale Superiore) Teorema di irriducibilità di Bertini 14 maggio 2020 9 / 27



Insiemi costruibili

Diamo la definizione nel caso di varietà:

Definizione (Insieme costruibile)

I sottoinsiemi costruibili sono il più piccolo sottoinsieme delle parti di X
che contiene gli aperti e che sia chiuso per complementare e unione finita.

Si ricava facilmente che:

Un insieme è costruibile se si può scrivere come unione finita di insiemi
localmente chiusi disgiunti.

Davide Gori (Scuola Normale Superiore) Teorema di irriducibilità di Bertini 14 maggio 2020 10 / 27
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Proprietà e insiemi costruibili

Dato un morfismo X −→ S possiamo chiederci quale sia il luogo dei punti
di S tali che la fibra f −1(s) := Xs , dotata della sua struttura
Xs −→ Spec k(s) abbia una determinata proprietà.

Definizione (Proprietà costruibile)

Sia P(Z , k) una proprietà della varietà Z su k. P si dice costruibile se,
fornita una qualsiasi mappa X −→ S , l’insieme

EP = {s ∈ S |P(Xs , k(s)) è verificata }

risulta costruibile.

Esempi di proprietà che soddisfano sono:

geometricamente irriducibile

dimZ ∈ Φ con Φ ⊂ N ∪ {−∞}
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Esempi di proprietà che soddisfano sono:

geometricamente irriducibile

dimZ ∈ Φ con Φ ⊂ N ∪ {−∞}

Davide Gori (Scuola Normale Superiore) Teorema di irriducibilità di Bertini 14 maggio 2020 11 / 27
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Mbad è costruibile

Costruiamo il prodotto fibrato X ×k P̂n
k (che possiamo pensare come

varietà di punti).

M X ×k P̂n
k P̂n

k

X Spec k

i

q

p

Possiamo a livello intuitivo pensare a M come l’unica sottovarietà chiusa
ridotta di X ×k P̂n

k i cui punti chiusi siano le coppie (x ,H) con φ(x) ∈ H
(varietà di incidenza).

ψ = p ◦ i : M −→ P̂n
k

Abbiamo che φ−1H è isomorfo alla fibra di H rispetto a ψ, quindi Mbad , è
costruibile.
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(varietà di incidenza).

ψ = p ◦ i : M −→ P̂n
k
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Strategia della dimostrazione del teorema

Teorema (Poonen-Slavov, 2020)

Sia X una varietà geometricamente irriducibile, sia φ : X −→ Pn
k tale che

le fibre non vuote abbiano la stessa dimensione. Vale che:

dimMbad ≤ codimφ(X ) + 1

La dimostrazione sarà divisa in due parti principali:

1 Dimostrazione per il caso k finito:

Il lemma di Lang-Weil ci permetterà di legare la quantità di Fq-punti di
una varietà alla sua dimensione.
Con questo spirito stimeremo la quantità di particolari Fq-punti di P̂n.
Usando un argomento di probabilità elementare riusciremo a trovare un
bound.

2 Riduzione al caso k finito:
Questo punto è più tecnico.

Useremo le nozioni sulle proprietà costruibili, con un argomento di
densità ci ridurremo al caso k finito.
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una varietà alla sua dimensione.
Con questo spirito stimeremo la quantità di particolari Fq-punti di P̂n.
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Bound sui punti di varietà su campi finiti

Per questa parte lavoreremo solo su campi finiti, di caratteristica fissata
p > 0.
Il numero di Fq-punti di una varietà è intrinsecamente legato alla
dimensione, dalla seguente stima molto intuitiva:

Lemma

Sia V una varietà su F , e dimensione r , si ha che:

|V (Fq)| = O(qr )
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Bound sui punti di varietà su campi finiti
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Lang-Weil bound

Possiamo affinare il risultato in questo modo:

Teorema (Lang-Weil bound 1)

Sia V una varietà geometricamente irriducibile su F di dimensione r , si ha
che:

|V (Fq)| = qr + O(qr−1/2)

Più generalmente si può facilmente dedurre che:

Teorema (Lang-Weil bound 2)

Sia V una varietà su F di dimensione r . Sia a il numero di componenti
irriducibili di dimensione r che lo sono anche geometricamente, si ha che:

|V (Fq)| = aqr + O(qr−1/2)
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Iperpiani molto brutti

Data φ : X −→ P̂n, siamo interessati a contare i seguenti:

Definizione (Iperpiani molto brutti)

Diciamo che H ∈ Pn(Fq) è un iperpiano molto brutto se φ−1H ha un
numero diverso da 1 di componenti irriducibili che lo sono anche
geometricamente.

Consideriamo l’applicazione ψ : M −→ P̂n (dove M è la varietà di
incidenza definita prima): l’irriducibilità di φ−1H si può quindi pensare
come l’irriducibilità della fibra di un punto di tale applicazione.

Definizione (Punti molto brutti)

Data f : V −→ B, diciamo che x ∈ B(Fq) è molto brutto se f −1(x) ha un
numero diverso da 1 di Fq-componenti irriducibili che lo sono anche
geometricamente.
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Le seguenti proposizioni ci daranno i due bound voluti:

Proposizione

Sia X una varietà su F , geometricamente irriducibile e sia φ : X −→ Pn
F le

cui fibre non vuote hanno la stessa dimensione. Il numero di iperpiani in
P̂n(Fq) molto brutti è O(qcodimφ(X )+1).

Lemma

Sia f : V −→ B un morfismo di varietà su un campo finito F . Supponiamo
che B sia irriducibile e che la fibra generica di f non sia geometricamente
irriducibile. Esiste c > 0 e estensioni di campo Fq ⊃ F arbitrariamente
grandi, tali che B(Fq) contiene almeno cqdimB punti molto brutti.
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Concludiamo la dimostrazione

Sia B una varietà contenuta in Mbad , tale che dimB = dimMbad

consideriamo ψ−1(B) −→ B come restrizione della mappa
ψ : M −→ P̂n.

Gli Fq punti di B molto brutti sono iperipani molto brutti di P̂n(Fq),
che quindi sono almeno cqdimB .

Si ha quindi che:

O(qcodimφ(X )+1) ≥ cqdimB = cqdimMbad

Per q arbitrariamente grandi.

Da cui la tesi:
dimMbad ≤ codimφ(X ) + 1
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Stima sul numero di punti sulla fibra di un iperpiano

Consideriamo la mappa φ , questa induce una mappa tra gli Fq-punti
X (Fq) −→ Pn(Fq).

Sia f : Y −→ Pn(Fq) mappa di insiemi.
Consideriamo la variabile aleatoria Z : P̂n(Fq) −→ N che associa un
iperpiano aleatorio H a |f −1H| (cioè la cardinalità della controimmagine).
Vogliamo dare una stima della varianza e media.

Lemma

Sia f come sopra e sia f −1(x) ≤ s per ogni x ∈ Pn(Fq). Abbiamo i
seguenti valori per media e varianza della variabile aleatoria Z :

µ = |Y |
(
q−1 + O(q−2)

)
σ2 = O

(
|f (Y )|s2q−1

)
La stima è facilmente ricavabile grazie a della combinatoria elementare.
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Iperpiani molto brutti

Consideriamo ora la mappa φ : X −→ Pn a fibre costanti e con X
geometricamente irriducibile. Poniamo r = dimX .

Grazie a quanto appena visto si ha:

µ = qr−1 + O(qr−3/2)

La stima di Lang-Weil afferma |φ−1H| = aqr−1 + O(qr−3/2).

Se H è molto brutto abbiamo quindi che |φ−1H| è O(qr−3/2) oppure
almeno 2qr−1 + O(qr−3/2).

Osservazione

I punti della fibra di questi iperpiani si discostano molto dalla media.
Posso stimarli usando la disuguaglianza di Chebyshev.

In questo modo si dimostra quindi che il numero di iperpiani molto brutti è
O(qcodimφ(X )+1).
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almeno 2qr−1 + O(qr−3/2).

Osservazione

I punti della fibra di questi iperpiani si discostano molto dalla media.
Posso stimarli usando la disuguaglianza di Chebyshev.

In questo modo si dimostra quindi che il numero di iperpiani molto brutti è
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Dimostrazione

Sia r = dimX , m = dimφ(X ), si ha:

µ = qr−1 + O(qr−3/2)

σ2 = O(qm+2(r−m)−1) = O(q2r−m−1)

Quindi, nel caso di iperpiani molto brutti abbiamo che:∣∣|φ−1H| − µ
∣∣ ≥ qr−1 + O(qr−3/2) ≥ 1

2
qr−1

per q grandi.
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Dimostrazione

Usando la disuguaglianza di Chebyshev si ha:

P (H è molto brutto) ≤ P

(∣∣|φ−1H| − µ
∣∣ ≥ 1

2
qr−1

)
≤ σ2

1
4q

2(r−1)
= O(q1−m)

Dato che gli iperipiani di Pn(Fq) sono O(qn) si ha:

# iperpiani molto brutti = O(qn−r+1) = O(qcodimY+1)

Da cui la tesi.
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1
4q

2(r−1)
= O(q1−m)
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Modello di una varietà

Consideriamo due varietà V , W su k e una mappa tra varietà
f : V −→W .

k è il limite diretto delle sotto Z algebre finitamente generate che
contiene, ci chiediamo:

Domanda

Dato il morfismo f , è possibile trovare una Z sottoalgebra di k , un
morfismo f ′ : V ′ −→W ′ di R schemi tale che f sia dato dal cambio di
base R −→ k?

Come nel diagramma:

V = (V ′)k W = (W ′)k

V ′ W ′

v

f

w ′

f ′

La risposta è s̀ı! Sotto alcune ipotesi che nel caso in cui si abbia a che fare
con varietà sono rispettare.
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k è il limite diretto delle sotto Z algebre finitamente generate che
contiene, ci chiediamo:

Domanda
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Riduzione al caso di campi finiti

Nel nostro caso consideriamo il morfismo φ : X −→ Pn
k .

Sia R una Z algebra finitamente generata che verifichi quanto visto.

X Pn
k

XR Pn
R

φ

φR

Xp Pn
k(p)

XR Pn
R

φp

φR

dove nel diagramma a destra abbiamo i cambi base dati da R −→ k(p)
dove k(p) è il campo residuo di p ∈ SpecR.

Poniamo Mbad ,k(p) l’insieme degli iperpiani la cui controimmagine
attraverso φp non sia geometricamente irriducibile.

Si può osservare che Mbad ,k(0) e Mbad hanno la stessa dimensione.
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Si può osservare che Mbad ,k(0) e Mbad hanno la stessa dimensione.

Davide Gori (Scuola Normale Superiore) Teorema di irriducibilità di Bertini 14 maggio 2020 24 / 27
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Riduzione al caso di campi finiti

possiamo supporre che φp verifichi le ipotesi del teorema di
irriducibilità di Bertini.

φp : Xp −→ Pn
k(p)

A meno di restringersi ad un aperto di SpecR si ha:

Xp geometricamente irriducibile,

φp abbia dimensione delle fibre non nulle costante.

codimφp(Xp) = codimφ(X ).

Questo grazie al fatto che essere geometricamente irriducibile e avere una
certa dimensione sono proprietà costruibili.
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irriducibilità di Bertini.

φp : Xp −→ Pn
k(p)

A meno di restringersi ad un aperto di SpecR si ha:

Xp geometricamente irriducibile,

φp abbia dimensione delle fibre non nulle costante.

codimφp(Xp) = codimφ(X ).

Questo grazie al fatto che essere geometricamente irriducibile e avere una
certa dimensione sono proprietà costruibili.
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Conclusione della dimostrazione

Grazie ad un argomento analogo ad uno di densità, ma per le
proprietà costruibili, si ha che è sufficiente mostrare che
dimMbad ,k(p) ≤ codimφ(X ) + 1 per i punti chiusi.

Dato che codimφ(X ) = codimφp(Xp), basta mostrare per i punti
chiusi:

dimMbad ,k(p) ≤ codimφp(Xp) + 1

Dato che R è una Z-algebra finitamente generata, i campi residui nei
punti chiusi sono campi finti.
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