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Prima classe di Chern
M varieta complessa, connessa, compatta.
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Prima classe di Chern

M varieta complessa, connessa, compatta.

exp(2mi-)

0—7Z— Op m—0

Pic(M) = HY(M, O})) 2 H?*(M, Z) — H3x(M)
c1 mappa di bordo.
07— Ay 22 4x 0

OM‘—>AM

HY(M, On) —— HY(M,O%) —< H2(M, Z)

| | H

HY(M, Ay) —— HY (M, A%,) —— H3(M,Z)
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Prima classe di Chern

M varieta complessa, connessa, compatta.

exp(2mi-)

0—7Z— Op m—0

Pic(M) = HY(M, O})) 2 H?*(M, Z) — H3x(M)
c1 mappa di bordo.
07— Ay 22 4x 0

OM‘—>AM

HY(M, On) —— HY(M,O%) —< H2(M, Z)

| | H

0= HY (M, Ay) —— HY(M, A%) —— HA(M,Z)
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Contenuti

@ ¢ attraverso la metrica.
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Contenuti

@ ¢ attraverso la metrica.

@ ¢; su fibrati qualunque, attraverso la metrica.
e ¢ in H*(M,Z).
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Contenuti

@ ¢ attraverso la metrica.
@ ¢; su fibrati qualunque, attraverso la metrica.
e ¢ in H*(M,Z).

Preliminari per I'ultima parte:
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Contenuti

@ ¢ attraverso la metrica.
@ ¢; su fibrati qualunque, attraverso la metrica.
e ¢ in H*(M,Z).
Preliminari per I'ultima parte:
@ Omologia simpliciale, singolare e di CW complessi.
@ Grassmanniane: definizione e prime proprieta.

@ Cicli di Shubert, definizione e proprieta di intersezione.
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Notazione e richiami

Connessione e curvatura

Data una connessione D : A°(E) — AL(E), su un banalizzante U,:

De; = Zea,,jej e D% = Z Ou,jjef con Oy = dly — 0, N0,

Dove ¢; & un frame, 6, la matrice di connessione di 1-forme e O, la

matrice di curvatura di 2-forme.
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Notazione e richiami
Connessione e curvatura

Data una connessione D : A°(E) — AL(E), su un banalizzante U,:

De; = Zea,,jej e D% = Z Ou,jjef con Oy = dly — 0, N0,

Dove ¢; & un frame, 6, la matrice di connessione di 1-forme e O, la
matrice di curvatura di 2-forme.

Possiamo estendere:
D : AY(E) — AITH(E)
Con D(¢ ® €) = dyp ® e + (—1)9 A D(e)
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De; = Zea,,jej e D% = Z Ou,jjef con Oy = dly — 0, N0,

Dove ¢; & un frame, 6, la matrice di connessione di 1-forme e O, la
matrice di curvatura di 2-forme.

Possiamo estendere:
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Con D(¢ ® €) = dyp ® e + (—1)9 A D(e)
Inoltre possiamo esprimere la connessione metrica come:

0=0h-ht
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Notazione e richiami

Connessione e curvatura
Data una connessione D : A°(E) — AL(E), su un banalizzante U,:

De; = Zea,,jej e D% = Z Ou,jjef con Oy = dly — 0, N0,

Dove ¢; & un frame, 6, la matrice di connessione di 1-forme e O, la
matrice di curvatura di 2-forme.

Possiamo estendere:
D : AY(E) — AITH(E)

Con D(¢ ® €) = dyp ® e + (—1)9 A D(e)
Inoltre possiamo esprimere la connessione metrica come:

0 =0h-ht
Sotto il cambio di banalizzante si ha:
©a =85 ©p-8y5 € Oa=0dgup 85+8ap- 05 845
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Descrizione prima classe di Chern

Attraverso H?(M,Z) —s H3 (M) abbiamo:

o =3 = £ DA
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Descrizione prima classe di Chern

Attraverso H?(M,Z) —s H3 (M) abbiamo:

Teorema (c; attraverso una connessione)

Sia L — M un line bundle, 6 una connessione, si ha:

a(t) = | 5-0| < Hba(M)
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Descrizione prima classe di Chern

Attraverso H?(M,Z) —s H3 (M) abbiamo:

Teorema (c; attraverso una connessione)

Sia L — M un line bundle, 6 una connessione, si ha:

a(t) = | 5-0| < Hba(M)

Teorema (c; come classe fondamentale)

se L =[D] con D € Div(M) e np classe fondamentale di D:

a(L) =np € Hpr(M)
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Dimostrazione ¢;(L) = [,-©)]

Descriviamo ¢y (L):

0—7Z— Op LGN Y —0

In coomologia di Cech su {U,} banalizzanti con U, semplicemente
connessi, definiamo:
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Dimostrazione ¢;(L) = [,-©)]

Descriviamo ¢y (L):

exp(2mi-
(2mis)

0—Z— Opm m—0

In coomologia di Cech su {U,} banalizzanti con U, semplicemente
connessi, definiamo:

Wog = o log gnp e ZaBy = WaB + Wgy — Waxy

Chiaramente {z,3,} € Z2(U, Z).
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Dimostrazione ¢;(L) = [,-©)]

Descriviamo ¢y (L):

07— Oy 22T or g

In coomologia di Cech su {U,} banalizzanti con U, semplicemente
connessi, definiamo:

Wog = o log gnp e ZaBy = WaB + Wgy — Waxy

Chiaramente {z,3,} € Z2(U, Z).

1
Zapy = 5 (log gap + log g3y — 10g gary)

Possiamo vedere questo cociclo in H?(M, C).

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020

6/37



Dimostrazione ¢;(L) = [,-©)]
Descriviamo [5-©]

Oa =dOy — 04 NO, = db,

o =3 = £ DA
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Dimostrazione ¢;(L) = [5-0]
Descriviamo [5-0)]:
Oa=dOy — 0, N0, = db,
Ripercorrendo De Rham astratto:
0—C—Cp-Lal a2 039,
0—C—oCe-5H2l 50 e 0—25—A, 4522 50
e i morfismi di bordo nelle sequenze lunghe ci forniscono una mappa:

HO(M, 23)

O AL 5 HY(M, 23) 2 HA(M, C)
AYY]
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Dimostrazione ¢;(L) = [,-©)]

Descriviamo [ﬁ@] :

On=db, — 60, N0, =db,

Ripercorrendo De Rham astratto:
0—C—Cp LAl A2 03 945
0—C—oCe-5H2l 50 e 0—25—A, 4522 50
e i morfismi di bordo nelle sequenze lunghe ci forniscono una mappa:

HO(M, 23)

1 )
dHO(M. AL 2 HY (M, 2Y) 2 H? (M, C)
» M

Ancora una volta, scrivendo la mappa di bordo usando la coomologia di
Cech, si ha che:

01(©) = {0 — ba}, 5 € Z}(Z3)

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 7/37



Dimostrazione c;(L) = [5-©]
Esplicitiamo la matrice di connessione:
0o = dgaﬁ : gojgl + 8as - ‘9,3 : gojﬁl

dacui 03— 0, =—dg.s- gojﬁl = —d(log gu)
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Dimostrazione c;(L) = [5-©]
Esplicitiamo la matrice di connessione:
0o = dgaﬁ : gojgl + 8as - ‘9,3 : gojﬁl

dacui 03— 0, =—dg.s- gojﬁl = —d(log gu)

Quindi sappiamo esplicitare:

5261(©) = 62({—d(log g8ap)},, 5) =
= {— (log gag + 108 85 — 108 8a)} 4 5., € H*(M, C)
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Dimostrazione c;(L) = [5-©]
Esplicitiamo la matrice di connessione:
0o = dgaﬁ : gojgl + 8as - ‘9,8 : gojﬁl

dacui 03— 0, =—dg.s- gojﬁl = —d(log gu)
Quindi sappiamo esplicitare:
5261(©) = 62({—d(log g8ap)},, 5) =
= {— (log gag + 108 85 — 108 8a)} 4 5., € H*(M, C)

da cui:
i 1
50| = | 5.7 (108 8ap + log g5y —log gay) o ai(L)
sotto I'identificazione H35(M) ~ H?(M, C).
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Classe fondamentale 7)p

N C M sottovarieta complessa, compatta, codim¢c N = k.

o =3 = £ DA
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Classe fondamentale np
N C M sottovarieta complessa, compatta, codim¢c N = k.

Hpk 2K(M) — C

¢H/N¢
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Classe fondamentale np
N C M sottovarieta complessa, compatta, codim¢c N = k.

Hpk 2K(M) — C
o [ 0

Teorema (Dualita di Poincaré)

HBl (M) x H3 (M) —> C
(m¢w+/wA¢

é un accoppiamento perfetto (ricordiamo M compatta).
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Classe fondamentale np
N C M sottovarieta complessa, compatta, codim¢c N = k.

Hpk 2K(M) — C
o [ 0

Teorema (Dualita di Poincaré)

HBl (M) x H3 (M) —> C
W, 6) > / YA

é un accoppiamento perfetto (ricordiamo M compatta).

Esiste ny € H25(M) tale che

¢~>/nNA¢:/N¢
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Classe fondamentale np

Teorema (Stokes per varieta analitiche)

Sia ¢ € A2"=2k=1(M), V una sottovarieta analitica di codimensione

complessa k, si ha:
/ dp=0
v

Davide Gori (Universita di Pisa)
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Classe fondamentale np

Teorema (Stokes per varieta analitiche)

Sia ¢ € A2"=2k=1(M), V una sottovarieta analitica di codimensione

complessa k, si ha:
/ dp=0
v

Definizione (Classe fondamentale di un divisore)

Sia D =) a;V; € Div(M), la seguente mappa & ben posta
Hpg *(M) — C
G a /v ¢

e possiamo quindi definire np € H35(M) come prima.
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

1

Mostriamo che [5-

@} =1np, Cio&:

/%ewzzi:a,/vﬁ Vo € H2 2 (M)

=] = = E nae
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Mostriamo che [5-0] = np, cio&:

/é@/\qﬁ:Za;/‘/i(b Vo € H2 2 (M)

Basta mostrarlo per D = V.
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Mostriamo che [5-0] = np, cio&:

/é@/\qﬁ:Za;/‘/’@ Vo € H2 2 (M)

Basta mostrarlo per D = V.
Yo 1 [V]ju, — Ua x C banalizzanti e h, : Uy — R~o metrica.
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Mostriamo che [5-0] = np, cioe:

/%ems:zi:a,/v’_qs Vo € H2 2 (M)

Basta mostrarlo per D = V.

Yo 1 [V]ju, — Ua x C banalizzanti e h, : Uy — Rso metrica. s
sezione, localmente:

h(s(x),5(x)) = ha(x)|ta(s(x))I*

dove | - | & la norma euclidea.
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Dimostrazione ¢;([D]) = np
Abbiamo

Q4 = dfy = d(Dhy - h1) = DD log hy

o =3 = £ DA
Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern



Dimostrazione ¢;([D]) = np

Abbiamo _
Q4 = dfy = d(Dhy - h1) = DD log hy

s olomorfa non nulla su U, localmente:

D0 log(h(s,s)) = D0 log(ha|ta o 5|?) = DD log(he)
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Abbiamo _
Q4 = dfy = d(Dhy - h1) = DD log hy

s olomorfa non nulla su U, localmente:

D0 log(h(s,s)) = D0 log(ha|ta o 5|?) = DD log(he)
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Abbiamo _
Q4 = dfy = d(Dhy - h1) = DD log hy

s olomorfa non nulla su U, localmente:
9 log(h(s,s)) = DD log(ha|tba o s|?) = D log(he)

Sia s olomorfa nulla solo su V.

/@/\QS— lim — 00 log(h(s,s)) A ¢

e—0 21 M\D(€)

Dove D(e) = {x € M t. c. [s(x)| < €}.
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

/ 50 log(h(s, s)) A & =

2r M\D(e)

=L (0 — 0)log(h(s,s)) A ¢ usando Stokes
4T Jap(e)

=L (0 — D) log(ha) A &+ 2i - Im(Dlog(tba 0 5)) A &
4T Jap(e)
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

/ 50 log(h(s, s)) A & =

2r M\D(e)

=L (0 — 0)log(h(s,s)) A ¢ usando Stokes
4T Jap(e)

=L (0 — D) log(ha) A &+ 2i - Im(Dlog(tba 0 5)) A &
4T Jap(e)

(0 — 0)log(hy) & limitata, f, =405
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

/ 50 log(h(s, s)) A & =

2r M\D(e)

=L (0 — 0)log(h(s,s)) A ¢ usando Stokes
4T Jap(e)

=L (0 — D) log(ha) A &+ 2i - Im(Dlog(tba 0 5)) A &
4T Jap(e)

(0 — 0) log(hy) & limitata, £, = 1), o s

1
¢ =—— Iim/ Im(Olog(fy)) N ¢
/\/nua 27 €20 Jop(e)Ua )
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Dimostrazione ¢;([D]) = np
Dato zg € V N U, liscio, siano w = (wy,

,Wp) in A per cui wy = fq.

o =3 = £ DA
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Dato zp € V N U, liscio, siano w = (wy,...,w,) in A per cui wy = f,.
¢ =da'dw' Ndw' + a dove w = (wa, ..., wp).
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Dato zp € V N U, liscio, siano w = (wy,...,w,) in A per cui wy = f,.
¢ =da'dw' Ndw' + a dove w = (wa, ..., wp).

= lim / Olog(fy) N = — lim / %/\(o/dw'/\dv\_/’-l-a)
=0 Jap(e)nAa €20 Jop(e)na W1
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Dato zp € V N U, liscio, siano w = (wy,...,w,) in A per cui wy = f,.
¢ =da'dw' Ndw' + a dove w = (wa, ..., wp).

= lim / Olog(fy) N = — lim / dw A dw' A dw + ) =
=0 Jap(e)nAa €20 Jop(e)na W1

d _
= — Ilm/ ﬂa//\dwl/\ dWI — (Teorema dl Cauchy)
=0 Jfw|=¢/hi(w)}na Wi
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Dato zg € V' N U, liscio, siano w = (wi,...,wp,) in A per cui wy = f,.
¢ =da'dw' Ndw' + a dove w = (wa, ..., wp).
= lim / Olog(fy) N = — lim / dw A dw' A dw + ) =
=0 Jap(e)nAa €20 Jop(e)na W1
d _
= —lim / TR A dw' A dw! = (Teorema di Cauchy)
0w |=¢/hi(w)}na W1
:—271'1/ Oé/(O,WQ,...,Wn)/\dW,/\dM_/,:—27Ti ¢
{lwi|=0}nA vna
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Dimostrazione ¢;([D]) = np

Dato zg € V' N U, liscio, siano w = (wi,...,wp,) in A per cui wy = f,.
¢ =da'dw' Ndw' + a dove w = (wa, ..., wp).
= lim / Olog(fy) N = — lim / dw A dw' A dw + ) =
=0 Jap(e)nAa €20 Jop(e)na W1
d _
= —lim / TR A dw' A dw! = (Teorema di Cauchy)
0w |=¢/hi(w)}na W1
:—271'1/ Oé/(O,WQ,...,Wn)/\dW,/\dVI_/,:—27Ti ¢
{lwi|=0}nA vna

Supponendo ¢ reale si ha la tesi.

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 14 /37



Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria
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Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria

E — M di rango k, generalizziamo [5-©].

o =3 = £ DA
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Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria

E — M di rango k, generalizziamo [5-©].
Vorremmo c,(E) € H3R(M).
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Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria

E — M di rango k, generalizziamo [5-©].
Vorremmo c,(E) € H3R(M).
Abbiamo due problemi:

e O, = gageﬁg;ﬁl non definita globalmente.

@ O, non & una forma, ma una matrice k x k di 2 forme.
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Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria

Mappe invarianti per coniugio

Focalizziamo la nostra attenzione sulle funzioni analitiche:

F:M.~C” —C tc. F(A)=F(gAg™') Vg e GL,(C)

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 16 /37



Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria

Mappe invarianti per coniugio

Focalizziamo la nostra attenzione sulle funzioni analitiche:

F:M.~C” —C tc. F(A)=F(gAg™') Vg e GL,(C)

Ha senso valutare F come sopra nella curvatura metrica.
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Classi di Chern su fibrati vettoriali di dimensione arbitraria

Mappe invarianti per coniugio

Focalizziamo la nostra attenzione sulle funzioni analitiche:

F:M.~C” —C tc. F(A)=F(gAg™') Vg e GL,(C)

Ha senso valutare F come sopra nella curvatura metrica.

Sia P : M, — C invariante omogeneo di grado k, possiamo definire
P(©) € A%K(M). J
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Polinomi invarianti elementari

Definizione (Polinomi elementari invarianti)

Sia A € M,2(C), definiamo i polinomi P’ : M »(C) — C:

det(A+t-1) ZP" K(A) -t

Si osservi che P’ & di grado .
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Polinomi invarianti elementari

Definizione (Polinomi elementari invarianti)
Sia A € M,2(C), definiamo i polinomi P’ : M »(C) — C:
n

det(A+t-1) =) P HA)-th
i=0

Si osservi che P’ & di grado .

A; autovalori, si ha:

PK(A) = > det(A1) = ok(A1, .-, An)
#l=k
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Funzioni olomorfe invarianti

2 . .
F 9, ~C" — C olomorfa invariante.
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Funzioni olomorfe invarianti

2 - .
F: M2 ~C"™ — C olomorfa invariante.
T ..
F\Diag : C" — C si scrive come

F|Diag()‘17' . .,An) = G(O’l, e ,O'n)

con G : C" — C olomorfa.
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Funzioni olomorfe invarianti

2 - .
F: M2 ~C"™ — C olomorfa invariante.
T .
F\Diag : C" — C si scrive come

l’:|D;ag()\]_7 . .,An) = G(O’l, e ,O'n)
con G : C" — C olomorfa.

Se A & diagonalizzabile:

F(A) = F(\1,...,\n) = G(o1,...,0,) = G(PYA),..., P"(A)
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Funzioni olomorfe invarianti

2 - -
F 9, ~C" — C olomorfa invariante.
F\Diag : C" — C si scrive come

F|Diag()‘1a . .,)\n) = G(O’l, e ,O'n)
con G : C" — C olomorfa.

Se A & diagonalizzabile:
F(A) = F(M,..., n) = G(01,...,00) = G(PYA),...,P"(A))
Per densita:

F(A) = G(PY(A),...,P"(A)) VA€ M,(C)
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Ultimo passo prima della definizione di ¢;
Proposizione

Sia P polinomio invariante omogeneo, deg P = k:
e dP(©)=0

=] = = E DA
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Ultimo passo prima della definizione di ¢;

Proposizione
Sia P polinomio invariante omogeneo, deg P = k:
e dP(©)=0
o la classe [P(©)] € H3%(M) non dipende dalla connessione scelta.
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Proposizione
Sia P polinomio invariante omogeneo, deg P = k:
e dP(©)=0

o la classe [P(©)] € H3%(M) non dipende dalla connessione scelta.

Servono i seguenti strumenti:
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e dP(©)=0

o la classe [P(©)] € H3%(M) non dipende dalla connessione scelta.
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@ costruire una connessione su E* e Hom(E, E),
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Servono i seguenti strumenti:
@ costruire una connessione su E* e Hom(E, E),

@ seconda identita di Bianchi,

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 19 /37



Ultimo passo prima della definizione di ¢;

Proposizione
Sia P polinomio invariante omogeneo, deg P = k:
e dP(©)=0

o la classe [P(©)] € H3%(M) non dipende dalla connessione scelta.

Servono i seguenti strumenti:
@ costruire una connessione su E* e Hom(E, E),
@ seconda identita di Bianchi,

o formula di polarizzazione.
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Costruzione delle connessioni

E — M fibrato vettoriale complesso, Uy, g8.p € 0. definito come solito.

=] = = E DA
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Costruzione delle connessioni

E — M fibrato vettoriale complesso Ua, gag e 0, definito come solito.
E* — M ha mappe di transizione g* B = gaﬁ

E* ~ =1, facile verifica
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E — M fibrato vettoriale complesso Ua, gag e 0, definito come solito.
E* — M ha mappe di transizione g* B = gaﬁ

E* ~ =1, facile verifica

Connessione su Hom(E,E) ~ E ® E*.
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Costruzione delle connessioni

E — M fibrato vettoriale complesso Ua, gag e 0, definito come solito.
E* — M ha mappe di transizione g* B = gaﬁ

E* ~ =1, facile verifica
Connessione su Hom(E,E) ~ E ® E*.

F®F ~ DF®1+1® Drverifica la regola di Leibnitz
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Costruzione delle connessioni

E — M fibrato vettoriale complesso, U,, gag e 0, definito come solito.

E* — M ha mappe di transizione g5 = gaﬁ
E* ~ =1, facile verifica
Connessione su Hom(E,E) ~ E ® E*.
F®F ~ DF®1+1® Drverifica la regola di Leibnitz
quindi su Hom(E, E) ~ E ® E* poniamo:
D®l1+1®D*

che chiameremo D con abuso di notazione
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Seconda identita di Bianchi

D? : A°(E) — A2(E) & C lineare.
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Seconda identita di Bianchi

D? : A°(E) — A2(E) & C lineare.

Induce E — A2TM* ® E di fibrati vettoriali

=] = = E nae
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Seconda identita di Bianchi

D? : A°(E) — A2(E) & C lineare.
Induce E —s A2TM* ® E di fibrati vettoriali.

Hom(E,N°TM* @ E) = A>°TM* @ E*® E dacui © € A%(E ® E¥)

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 21/37



Seconda identita di Bianchi

D? : A°(E) — A2(E) & C lineare.
Induce E —s A2TM* ® E di fibrati vettoriali.

Hom(E,N°TM* @ E) = A>°TM* @ E*® E dacui © € A%(E ® E¥)

Teorema (Seconda identita di Bianchi)

Fissata una connessione 0 su E, usando la notazione gia definita:

DO =0 in A*E® E¥)
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Seconda identita di Bianchi - dimostrazione

Sia D una connessione, p € M, esiste U > p tale che 0y(p) =0

o =3 = £ DA
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Seconda identita di Bianchi - dimostrazione

Sia D una connessione, p € M, esiste U > p tale che 6y(p) = 0. J

DO :Z [d (d‘gi,j‘i‘zei,kAek,j) e,-®ef—|—
i P

+ (d@;’j + Z 9,',/( A 9kJ> Z (erk ® ef + Ore; ® eZ)
k k

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 22/37



Seconda identita di Bianchi - dimostrazione

Sia D una connessione, p € M, esiste U > p tale che 6y(p) = 0. J

DO :Z [d (d‘gi,j‘i‘zei,kAek,j) e,-®ef—|—
i P

+ (deu + DOk A 9/«/‘) > (ke & +0kei @ ef)| =0
k k
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Seconda identita di Bianchi - dimostrazione

Sia D una connessione, p € M, esiste U > p tale che 6y(p) = 0. J

DO :Z [d (d‘gi,j‘i‘zei,kAek,j) e,-®ef—|—
i P

+ (deu + DOk A 9/«/‘) > (ke & +0kei @ ef)| =0
k k

= nulla globalmente.
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Formula di polarizzazione

Definizione (forma di polarizzazione)

Pk :9,» — C polinomio invariante elementare, poniamo
Pk (M2)k — C:

~ 1 .
Pr(AL, A%, ... AK) = a > det(A])

" reSk #lI=k

Dove A7 ha come i-esima colonna la i-esima colonna di A,T(,').
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Formula di polarizzazione

Definizione (forma di polarizzazione)

Pk :9,» — C polinomio invariante elementare, poniamo
Pk : (gﬁnz)k — C:

~ 1 .
Pr(AL, A%, ... AK) = a > det(A])

" reSk #lI=k

Dove A7 ha come i-esima colonna la i-esima colonna di A,T(,').

Pk forma k-lineare e I5k(A, ..., A) = PK(A).
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Formula di polarizzazione

Definizione (forma di polarizzazione)

Pk :9,» — C polinomio invariante elementare, poniamo
Pk : (E)Jt,,z)k — C:

~ 1 .
Pr(AL, A%, ... AK) = a > det(A])

" reSk #lI=k

Dove A7 ha come i-esima colonna la i-esima colonna di A,T(,').

Pk forma k-lineare e PX(A, ..., A) = PK(A). In generale

Sia P:9M,. —C polinomio invariante omogeneo di grado k, esiste P
forma k-lineare tale che P(A, ..., A) = P(A).
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Dimostrazione proposizione - 1/2

P polarizzazione di P invariante, deg P = k.

o =3 = £ DA
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Dimostrazione proposizione - 1/2

P polarizzazione di P invariante, deg P = k.

P2 (M%) x - x DM (AH) — A=

=] = = E DA
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Dimostrazione proposizione - 1/2
P polarizzazione di P invariante, deg P = k.

P:op(A%) x - x M (A%) — A=
Date A’ € A%(Hom(E, E)), si ha:

dP(A',... AF) = (—1)dt i pal L DA AK)
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Dimostrazione proposizione - 1/2

P polarizzazione di P invariante, deg P = k.
P (AD) x - x M,p(A%) — AX

Date A’ € A%(Hom(E, E)), si ha:

dP(AL,.. AF) =) (-1) e p(AL, L DAY AF)

Come per l'identita di Bianchi.
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P polarizzazione di P invariante, deg P = k.
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Date A’ € A%(Hom(E, E)), si ha:

dP(AL,.. AF) =) (-1) e p(AL, L DAY AF)

Come per I'identitd di Bianchi. DA’ = dA’ + ( dipendenza lineare da 6).
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Dimostrazione proposizione - 1/2
P polarizzazione di P invariante, deg P = k.

P (AD) x - x M,p(A%) — AX

Date A’ € A%(Hom(E, E)), si ha:

dP(AL,.. AF) =) (-1) e p(AL, L DAY AF)

Come per I'identitd di Bianchi. DA’ = dA’ + ( dipendenza lineare da 6).
Fissato un punto esiste una carta per cui 6,(P) = 0.
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Dimostrazione proposizione - 1/2

P polarizzazione di P invariante, deg P = k.
P2 (M%) x - x DM (AH) — A=
Date A’ € A%(Hom(E, E)), si ha:

dP(AL,.. AF) =) (-1) e p(AL, L DAY AF)
i

Come per I'identitd di Bianchi. DA’ = dA’ + ( dipendenza lineare da 6).
Fissato un punto esiste una carta per cui 6,(P) = 0.
Per "vere” matrici di forme si ha:

dP(AL,.. AR) =D (1) P(AL, L dA;L . A
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Sostituendo:

Dimostrazione proposizione - 2/2

dP(©) = dP(e,...,0)=> P(®,...,D0,...0)

o =3 = £ DA
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Sostituendo:

Dimostrazione proposizione - 2/2

dP(©) = dP(e,...,0)=> P(®,...,D0,...0) =0

=] = = E nac
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Dimostrazione proposizione - 2/2

Sostituendo:

dP(©) = dP(e,...,0)=> P(®,...,D0,...0) =0

Secondo punto: date D e D', poniamo = D — D' € A'(Hom(E, E)) e
Di =D+ t(D'— D)= D+ tn.
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Sostituendo:

dP(©) = dP(e,...,0)=> P(®,...,D0,...0) =0

Secondo punto: date D e D', poniamo = D — D' € A'(Hom(E, E)) e
Di =D+ t(D'— D)= D+ tn.
Vogliamo %P(@t) esatta.
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Dimostrazione proposizione - 2/2

Sostituendo:

dP(©) = dP(®,...,0) =) F(e,....D

,...0)=0

Secondo punto: date D e D', poniamo = D — D' € A'(Hom(E, E)) e

Di =D+ t(D'— D)= D+ tn.
Vogliamo %P(@t) esatta.
d

a@t = DtT]
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Dimostrazione proposizione - 2/2

Sostituendo:

dP(©) = dP(e,...,0)=> P(®,...,D0,...0) =0

Secondo punto: date D e D', poniamo = D — D' € A'(Hom(E, E)) e
Di =D+ t(D'— D)= D+ tn.
Vogliamo %P(@t) esatta.

0
a@t = DtT]

d(k’ﬁ(nveh'“?@t)) = k’B(Dtn7et7---a@t) =

~ 0 0
:kP(a@t,@t,...,@t) = a

P(@t,@t,.. .,@t)
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Definizione di ¢;

Sia ¢ I'algebra graduata di polinomi invarianti per E — M, abbiamo:

W: & — HER(M)
P — [P(©)]
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Definizione di ¢;

Sia ¢ I'algebra graduata di polinomi invarianti per E — M, abbiamo:

W: & — HER(M)
P — [P(©)]

Definizione (Classi di Chern)

E — M, rkg = k, D connessione qualunque. Definiamo |'i-esima classe
di Chern:

gy =1l i
ci(E) = [P (5—O)| €Hpr(M) e c(E)=) ci(E)
i>0
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Definizione di ¢;

Sia ¢ I'algebra graduata di polinomi invarianti per E — M, abbiamo:

W: & — HER(M)
P — [P(©)]

Definizione (Classi di Chern)

E — M, rkg = k, D connessione qualunque. Definiamo |'i-esima classe
di Chern:

G(E) = [Pf(ge)] € Hpr(M) e c(E)=)_c(E)

i>0

Questa estende c; data in precedenza.
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Proprieta della classe di Chern
Funtorialita

f: M — N mappa C*®:

o(F*E)=rf*c(E) e

c(f*E) = f*c(E)

o =3 = £ DA
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Proprieta della classe di Chern
Funtorialita

f: M — N mappa C*®:

o(F*E)=rf*c(E) e

c(f*E) = f*c(E)

=] = = E nac
Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern

La classe di Chern non dipende dalla struttura olomorfa.




Proprieta della classe di Chern

Funtorialita
f: M — N mappa C*:

c(FFE)=r1*c,(E) e c(f*E)=1f"c(E)

La classe di Chern non dipende dalla struttura olomorfa.

Classe di Chern duale

Usando la connessione duale — 9,: ¢,(E*) = (—1)"c.(E)
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Proprieta della classe di Chern

Funtorialita
f: M — N mappa C*:

c(FFE)=r1*c,(E) e c(f*E)=1f"c(E)

La classe di Chern non dipende dalla struttura olomorfa.

Classe di Chern duale

Usando la connessione duale — 9,: ¢,(E*) = (—1)"c.(E)

formula del prodotto di Whitney
c(E® F)=c(E) - c(F)
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Proprieta della classe di Chern

Funtorialita
f: M — N mappa C*:

c(FFE)=r1*c,(E) e c(f*E)=1f"c(E)

La classe di Chern non dipende dalla struttura olomorfa.

Classe di Chern duale

Usando la connessione duale — 9,: ¢,(E*) = (—1)"c.(E)

formula del prodotto di Whitney
c(E® F)=c(E) - c(F)
0—E—G— F—0 vale ¢(G)=c(E)-C(F)

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020
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Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
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Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 C"1\ {0} — P, nella carta Up:

0 _ 190
OXi X 0x;
9 X, 9
0% = 2= X2y

=] = = E nae
Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern



Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 C"1\ {0} — P, nella carta Up:

L0 10 . N
0X;  Xjoxp 7
9 X, 9

0% = 2o X2 b

THP" = Span {ﬁ*%}_ . con EX;% =0.
rJi=1,...,n !
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Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 C"1\ {0} — P, nella carta Up:
0 10

Tx v

8XI- = Y’a_xl ) yeeayn
0 X; 0
7T*2§Saa = :E:: 3§3525;§
TpP" = Span {7‘(}%}_ . con ZX;% = 0. Il campo vettoriale
r)i=1,...,n !

/(X)aix,- con / lineare passa al quoziente.
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Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 C"1\ {0} — P, nella carta Up:
0 10

X T Xiox

9 X, 9
0% = 2o X2 b
TpP" = Span {ﬂ*aixi}

/(X)aix,- con / lineare passa al quoziente.

con EXiaix,- = 0. Il campo vettoriale

i=1,...,n

0 — C — Opn(1)®tD) 2y /pn

Data 0 = (0'1, .. .,0‘n+1):
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Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 C"1\ {0} — P, nella carta Up:
0 10

X T Xiox

9 X, 9
0% = 2o X2 b
TpP" = Span {F*aixf}

/(X)aix,- con / lineare passa al quoziente.

con EXiaix,- = 0. Il campo vettoriale

i=1,...,n

0 — C — Opn(1)®tD) 2y /pn

Data 0 = (0'1, .. ~70'n+1):

R(0) = m, (Z a,-(X)a%)
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Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 : C™1\ {0} — P", nella carta Up:
0 10

Tx v

- =9 -1
axX.  Xiox |

9 X, 9
0% = 2o X2 b
TpP" = Span {F*aixf}

/(X)aix,- con / lineare passa al quoziente.

_, con Exiaix,- = 0. Il campo vettoriale
i=1,...,n

0 — C — Opn(1)®tD) 2y /pn

Data o = (0'1, R O‘n+1):
R(o) = 7 E U;(X)—a
0X;
R suriettiva, con kernel (Xo, ..., Xp).
Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020

28/37



Un esempio: calcoliamo ¢(T'P")
7 : C™1\ {0} — P", nella carta Up:

L0 10 . N
*0X; X Ox; T
9 X, 9

™ 0% ~ 2= X2 bx;

TpP" = Span {F*aixf}

/(X)aix,- con / lineare passa al quoziente.

i=1...n con Exiaix,- = 0. Il campo vettoriale
0—C— Opn(l)@(”‘i'l) L) T/]P;n — 0

Data 0 = (0'1, .. .,O‘n+1):

0
R(o) = 7y (Z a,-(X)a—)J
R suriettiva, con kernel (Xp, ..., X,). Sia c1(Opn(1)) = w:
c(T'P") = c(Opn(1)®HD)) = (1 4 w)"+?
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Grassmanniane

Definizione (Grassmanniane)

Gr(k,V)={A C V| sottospazio di dim V = k}. Possiamo rappresentare

un elemento:

Vi1 ... Vin

Vk1 ... Vikn

A meno dell'azione sinistra di GLx(C).

Davide Gori (Universita di Pisa)
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Grassmanniane

Definizione (Grassmanniane)

Gr(k,V)={A C V| sottospazio di dim V = k}. Possiamo rappresentare

un elemento:
Vi1 ... Vin

Vk1 ... Vikn

A meno dell'azione sinistra di GL,(C). Varieta di dimensione k(n — k).
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Grassmanniane

Definizione (Grassmanniane)

Gr(k,V)={A C V| sottospazio di dim V = k}. Possiamo rappresentare

un elemento:
Vi1 ... Vin

Vk1 ... Vikn

A meno dell'azione sinistra di GL,(C). Varieta di dimensione k(n — k).
Aperti Uy = {A| minore colonne | invertibile}.
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Grassmanniane

Definizione (Grassmanniane)

Gr(k,V)={A C V| sottospazio di dim V = k}. Possiamo rappresentare
un elemento:
Vi1 ... Vin

Vk1 ... Vikn

A meno dell'azione sinistra di GL,(C). Varieta di dimensione k(n — k).
Aperti Uy = {A| minore colonne | invertibile}.
Ad esempio U(y, . ) ha rappresentanti della forma:

0
1

B

o O o
—

= O O O

P S

R R . 5
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Bandiere e decomposizione

P" = Gr(1,C"*1), possiamo scrivere P" = C"UC"~tuU---CP.

o =3 = £ DA
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Bandiere e decomposizione

P" = Gr(1,C"*1), possiamo scrivere P" = C"UC"~tuU---CP.
Una bandieraV={Vi c Vb C ...V, =V } condimV; =i.
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Bandiere e decomposizione

P" = Gr(1,C"*1), possiamo scrivere P" = C"UC"tuU-..CO.
Una bandieraV={Vi c Vb C ...V, =V } condimV; =i.
Per A € Gr(k, V) generico, AN V; = max {0, i+ k — n}. Poniamo:

. dim(/\ N Vn—k+i—a;) =1 e
Wa.a = {A € Gr(k, V) ‘ dm(ANV;)<iperj<n—k+i—a

con a; non crescente e a; < n — k.
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Bandiere e decomposizione

P" = Gr(1,C"*1), possiamo scrivere P" = C"UC"tuU-..CO.
Una bandieraV={Vi c Vb C ...V, =V } condimV; =i.
Per A € Gr(k, V) generico, AN V; = max {0, i+ k — n}. Poniamo:

. dim(/\ N Vn—k+i—a;) =1 e
Wa.a = {A € Gr(k, V) ‘ dm(ANV;)<iperj<n—k+i—a

con a; non crescente e a; < n— k. Si ha:

Wir.ao = {A € Gr(k, V) | dim(AN Vo_ipia) > i}
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Bandiere e decomposizione

P" = Gr(1,C"*1), possiamo scrivere P" = C"UC"tuU-..CO.
Una bandieraV={Vi c Vb C ...V, =V } condimV; =i.
Per A € Gr(k, V) generico, AN V; = max{0, i+ k — n}. Poniamo:

. dim(/\ N Vn—k+i—a;) =1 e
Wa.a = {A € Gr(k, V) ‘ dm(ANV;)<iperj<n—k+i—a

con a; non crescente e a; < n— k. Si ha:
Wa,...ao = {N € Gr(k, V) | dim(AN Vp_kyi—a) > i}

Si riesce facilmente a descrivere W, ., ~ Ck(n=k)=2ai

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 30/37



Omologia delle Grassmanniane

| Wi,.... s, forniscono una decomposizione cellulare di Gr(k, V)

o =3 = £ DA
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Omologia delle Grassmanniane

| Wa,,....a, forniscono una decomposizione cellulare di Gr(k, V) |

Teorema (Omologia delle Grassmanniame)

L’omologia singolare a coefficienti interi & generata liberamente dai cicli
Oar,..ay = [Way,..a,] in codimensione 2 a;.
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Omologia delle Grassmanniane

| Wa,,....a, forniscono una decomposizione cellulare di Gr(k, V) J

Teorema (Omologia delle Grassmanniame)

L’omologia singolare a coefficienti interi & generata liberamente dai cicli
Oar,..ay = [Way,..a,] in codimensione 2 a;.
| 04,,..2, sono detti cicli di Shubert.

o e indipendente dalla bandiera scelta.
ai,...dk
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Struttura di algebra sull’omologia

Definizione (H,(M,Z) come algebra)

Possiamo costruire:
H,,_kl(M,Z) X Hn_kz(M,Z) — Hn—k1—k2(M7Z)

Data dall’intersezioni dei cicli.
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Struttura di algebra sull’omologia

Definizione (H,(M,Z) come algebra)

Possiamo costruire:
Hn—kl(M,Z) X H,,_;Q(M,Z) — Hn—k1—k2(M7Z)

Data dall’intersezioni dei cicli.

Nel caso n — ki = ko si ottiene:
Teorema (Dualita di Poincaré)
Ho_k(M,Z) x H(M,Z) —s Ho(M,Z) = Z

é unimodulare.
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Struttura di algebra sull’omologia

Definizione (H,(M,Z) come algebra)

Possiamo costruire:

Hn—kl(M,Z) X H,,_;Q(M,Z) — Hn—k1—k2(M7Z)

Data dall’intersezioni dei cicli.

Nel caso n — ki = ko si ottiene:
Teorema (Dualita di Poincaré)
Ho_k(M,Z) x H(M,Z) —s Ho(M,Z) = Z

é unimodulare. /noltre:

Hp—«(M,Q) x Hi(M,Q) — Ho(M,Q) = Q

Accoppiamento perfetto.
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Fibrati vettoriali su Gr(k, V)

Definizione

Fibrato tautologico S, C V x Gr(k, V) — Gr(k, V) tale che
7Y (A) = A
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Fibrati vettoriali su Gr(k, V)

Definizione

Fibrato tautologico S, C V x Gr(k, V) — Gr(k, V) tale che
7Y (A) = A

Fibrato quoziente universale Q, = _Vng(k,v)'
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Fibrati vettoriali su Gr(k, V)

Definizione

Fibrato tautologico S, C V x Gr(k, V) — Gr(k, V) tale che
7Y (A) = A

Fibrato quoziente universale Q, = —VXG;(’“V)_

0— Sy — VxGr(k,V) — Qy —0
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Fibrati vettoriali su Gr(k, V)

Definizione
Fibrato tautologico Sy C V x Gr(k, V) — Gr(k, V) tale che
7Y (A) = A

Fibrato quoziente universale Q, = —VXG;(’“V)_

0— Sy — VxGr(k,V) — Qy —0

Il seguente & un isomorfismo naturale:
*: Gr(k,V) — Gr(n—k, V%)
A — Ann(A) ={l € V*| I(N) =0}

Osservazione

Il fibrato Sy« — Gr(n — k, V*) ha come pullback attraverso x
Qy — Gr(k, V).
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A — Ann(A) ={l € V*| I(N) =0}

Osservazione

Il fibrato Sy« — Gr(n — k, V*) ha come pullback attraverso x
Qy — Gr(k, V).

Il fibrato Qv+ — Gr(n — k, V*) ha come pullback attraverso *
Sy — Gr(k, V).
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Definizione
Fibrato tautologico Sy C V x Gr(k, V) — Gr(k, V) tale che
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Il seguente & un isomorfismo naturale:
*: Gr(k,V) — Gr(n—k, V%)
A — Ann(A) ={l € V*| I(N) =0}

Osservazione

Il fibrato Sy« — Gr(n — k, V*) ha come pullback attraverso x
Qy — Gr(k, V).

Il fibrato Qv+ — Gr(n — k, V*) ha come pullback attraverso *
Sy — Gr(k, V).
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Gauss-Bonnet |

Teorema (Gauss-Bonnet 1)

cr(S)=(-1)"-0o1. 1
Dove o3, e il duale di Poicaré di o1, 1.

o =3 = £ DA
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Gauss-Bonnet |

Teorema (Gauss-Bonnet 1)

&(S) = (-1 -of

Dove 0 ; é il duale di Poicaré di o1, 1.

ool

Per la dimostrazione occorre esplicitare 0 ;, si dimostra che:
30y

1 sea=n—k,....n—kn—k—-1,....n— k-1

o1 1(oa) =
1..1(0a) 0 altrimenti
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Fibrati vettoriali come pullback del fibrato tautologico

Sia V C HY(M,O(E)), dim V = n, tale che Vx Span{o(x)},cy = Ex.

=] = = E nac
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Fibrati vettoriali come pullback del fibrato tautologico
Sia V C HY(M,O(E)), dim V = n, tale che Vx Span{o(x)},cy = Ex.
Definiamo A, € V spazio delle sezioni che si annulla in x (dim A, = n— k)

iv:M— Gr(n—k, V)~ Gr(k, V)
x = Ny

Localmente in Gr(k, V*), o;i = )" ajjej:

3171(X) ce a,,71(x)
X =

al’k.(x) a,,,k-(x)

Davide Gori (Universita di Pisa) Classi di Chern 24 novembre 2020 35/37



Fibrati vettoriali come pullback del fibrato tautologico
Sia V C HY(M,O(E)), dim V = n, tale che Vx Span{o(x)},cy = Ex.
Definiamo A, € V spazio delle sezioni che si annulla in x (dim A, = n— k).

iv:M— Gr(n—k, V)~ Gr(k, V)
x = Ny

Localmente in Gr(k, V*), o;i = )" ajjej:

3171(X) ce an71(X)
X = : :
ak(x) ... apk(x)

Ora, in S* — Gr(k, V*), si vede che V C H°(G(k, V*), O(5%)).
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Fibrati vettoriali come pullback del fibrato tautologico
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Fibrati vettoriali come pullback del fibrato tautologico
Sia V C HY(M,O(E)), dim V = n, tale che Vx Span{o(x)},cy = Ex.
Definiamo A, € V spazio delle sezioni che si annulla in x (dim A, = n— k).

iv:M— Gr(n—k, V)~ Gr(k, V)
x = Ny

Localmente in Gr(k, V*), o;i = )" ajjej:

3171(X) ce an71(X)
X = : :
ak(x) ... apk(x)

Ora, in S* — Gr(k, V*), si vede che V C H°(G(k, V*), O(5%)).

E=iyS*
Il pullback di o; intesa in H°(G(k, V*),O(S*)) & o; sezione di E — M.
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Gauss-Bonnet I
Luogo di degenerazione

Date 01, ...,0k sezioni di E — M, possiamo definire:

D(o)i ={x | o1(x) A--- Aoj(x) =0}

=] = = E DA
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Gauss-Bonnet |l

Luogo di degenerazione

Date 01, ...,0k sezioni di E — M, possiamo definire:

D(o)i = {x|o1(x) A--- Aoi(x) =0}

Sotto ipotesi di " genericita” e regolarita di o;, D; orientabile e rappresenta
un ciclo in omologia.
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Gauss-Bonnet |1

Luogo di degenerazione

Date 01, ...,0k sezioni di E — M, possiamo definire:

D(O’),’ = {X | O'1(X) VAN /\O'i(X) = 0}

Sotto ipotesi di " genericita” e regolarita di o;, D; orientabile e rappresenta
un ciclo in omologia.

Teorema (Gauss-Bonnet 1) J

¢ (E) é il duale di Poincaré del ciclo di degenerazione Dy_, 1.
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Gauss-Bonnet |1

Luogo di degenerazione

Date 01, ...,0k sezioni di E — M, possiamo definire:

D(o)i = {x|o1(x) A--- Aoi(x) =0}

Sotto ipotesi di " genericita” e regolarita di o;, D; orientabile e rappresenta
un ciclo in omologia.

Teorema (Gauss-Bonnet 1)

¢ (E) é il duale di Poincaré del ciclo di degenerazione Dy_, 1.

Caso line bundle

L’enunciato € una generalizzazione del caso di ¢1([D]) con D divisore.
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Gauss-Bonnet |1

Luogo di degenerazione

Date 01, ...,0k sezioni di E — M, possiamo definire:

D(o)i = {x|o1(x) A--- Aoi(x) =0}

Sotto ipotesi di " genericita” e regolarita di o;, D; orientabile e rappresenta
un ciclo in omologia.

Teorema (Gauss-Bonnet 1)

¢ (E) é il duale di Poincaré del ciclo di degenerazione Dy_, 1.

Caso line bundle

L’enunciato € una generalizzazione del caso di ¢1([D]) con D divisore.
Se s sezione di [V], D; & proprio il luogo di zeri di s.
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Una descrizione assiomatica

Le seguenti determinano univocamente la classe di Chern:

Descrizione assiomatica
Sia ¢; che associa ad ogni fibrato un elemento di H? (M, Z), tale che:
o q(E)=1
o f: X — Y, EsuY: f'¢.(E) = ¢(f*E)
@ Whitney: ¢(E ® F) = c(E) — c(F)
o Normalizzazione: ¢(Opn(—1)) =1 — H dove H duale di Poincaré di
un iperpiano.
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