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Esercizio 1. Si consideri il moto di un punto materiale di massa m nel campo di forze
centrali

k
F(a:):—?:c, xeR*\ {0}, p=lz|, k>0
1. Assumendo che il momento angolare sia diverso da zero, si disegni il ritratto di
fase nel piano con coordinate (p, p).

2. Si trovino i valori del momento angolare per i quali si ha un’orbita circolare x.(t)
con energia totale nulla.

3. Calcolare il periodo dell’orbita circolare del punto precedente.

Esercizio 2. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Ozy. Un’asta
omogenea di massa M e lunghezza ¢ ha I'estremo A vincolato a scorrere sull’asse Oy e
I’estremo B vincolato a scorrere sull’asse Ox, ed entrambi i vincoli sono lisci. Inoltre,
un disco omogeneo di massa m e raggio r rotola senza strisciare sull’asta. Sul sistema
agisce la forza di gravita di accelerazione ¢ e rivolta verso il basso.

Si usino come coordinate la lunghezza s misurata dall’estremo A dell’asta al punto
P, con P punto di contatto tra asta e disco, e I’angolo € che 'asta forma con 'asse Ox
(si veda la figura).

i) Calcolare le velocita angolari dell’asta e del disco.

ii) Trovare le reazioni vincolari in A e B in funzione delle coordinate s e 6, e delle
loro derivate prime e seconde.

iii) Scrivere le equazioni del moto del sistema tramite le equazioni cardinali.
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Esercizio 3. Un punto materiale P di massa m ¢ vincolato a muoversi su un toro liscio
di equazioni parametriche

x = (R4 rcosyp)cost
y=(R+rcosp)sind

z=rsine

con ¢, 0 € St e R > r > 0 costanti. Sul punto agisce una forza elastica di costante
elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla, diretta verso il punto O = (0,0, 0).

i) Scrivere la lagrangiana del sistema e ridurre il sistema ad un solo grado di liberta
con il metodo di Routh.

i) Fissati R =+v/3rec® = %R‘l, dove c e il momento coniugato alla variabile ciclica,
tracciare il ritratto di fase nello spazio delle fasi ridotto.



Esercizio 1.

i)

Dalle ipotesi abbiamo che k > 0 e ¢ # 0, dove ¢ e la componente del momento
angolare ortogonale al piano del moto. Possiamo riscrivere la forza centrale come

Plx) = flp)s =2

Prima di tutto cerco eventuali orbite circolari nel piano del moto, che come sap-
piamo corrispondono a punti stazionari del potenziale efficace. Risolvo quindi
I’'equazione p = 0
c —mkp* + , |c|
f(p) + = =0 = p=— = p=

(p) —

mp? mp? mk

Quindi esiste sempre un’unica orbita circolare.

Per tracciare il ritratto di fase nello spazio delle fasi ridotto, calcolo I'energia
potenziale efficace

V(o) = — / F(p)dp +

c? c?
2mp? Wlogpt o2

2mp




ii) Poniamo E = 0, un’orbita circolare deve avere p = |c|/vVmk e p = 0. Quindi ¢
deve risolvere 1’equazione

k k
Valp) =0 — mog(%>:_§ 5 ooy

iii) Il periodo dell'orbita circolare & T = 27/|0|, dove 6 & costante perche 7 & fisso, e

vale
: c cmk  k
0 = F = 5 = —
D cm ¢
Quindi
T 2rlc]  2mvmk  2my/m
k ky/e vke
Esercizio 2.
i) La velocita angolare dell’asta & semplicemente w® = —6’e3, in quanto un riferi-

mento solidale alla lamina e ruotato di un angolo 6 rispetto ad Ozy, e il segno
meno ¢ dovuto al fatto che # € misurato in senso orario.

Possiamo calcolare la velocita angolare del disco come somma di velocita angolari
di sistemi di riferimento diversi. Considero infatti un sistema di riferimento inter-
medio ¥ solidale all’asta (con l'asse ' lungo l'asta e puntante verso B e I’asse ¢/
sempre nel piano del moto), sappiamo che la sua velocita angolare rispetto a Oxy

¢ w' = —0fes. In questo sistema di riferimento, sappiamo che la velocita angolare
del disco ¢ w” = —(s/r)ely = —($/r)es. La velocita angolare del disco ¢ quindi
d / i ) $
wi=wtw = <—9——)e3
r

ii) Siccome i vincoli in A e in B sono lisci abbiamo che le reazioni vincolari sono

della forma
P,y = DYe +%: d% e
by I%—l— (I)yBeg = (I)%GQ
Per esplicitarle posso scrivere la prima equazione cardinale per l'intero sistema

e proiettare su e; e e;. Scrivo le coordinate dei punti (dove C' ¢ il baricentro
dell’asta e D quello del disco):

(A— O) = Isinfe,
(B — O) = {cosbe;
(P —0O) = scosfle; + (¢ — s)sinfey
(C—0) = (£/2) cosbe; + (£/2) sin fe,y
(D —0) = (P—0)+rsinfe; + r cos fe;



Le accelerazioni dei baricentri sono:
ve = —(£/2)0sinfe; + (£/2)6 cos e,
vp = (5cosf — sOsinf + rf cosf)e, + (—5sinf + (£ — s)f cos§ — rfsin f)e,
ac = —(£/2)(fsinf + 6% cos B)e; + (£/2)(f cos § — 62 sin H)e,
ap = (§cosf — 250 sin 0 — s6sin 0 — s62 cos 0 + 16 cos O — r6? sin 0)e;+

(—§sinf — 250 cos O + (£ — )0 cos @ — (£ — s)0?sin @ — rfsin @ — r6° cos H)e,

La prima equazione cardinale per tutto il sistema e
Mac + map = —(M + m)ges + Phe; + ey

Quindi le reazioni vincolari in A e B sono

% = —M(£/2)(fsin 6 + 62 cos 0) + m((5 — 6% + r6) cos 6 — (250 + 56 + r6°) sin )
DY = M(£/2)(fcosf — 0%sinf) +m(—(5+ (£ — 5)8> 4 rf) sin @ — (250 — (£ — 5)0 + 762) cos ) + (M + m)g

iii) Per scrivere le equazioni del moto calcolo due nuove equazioni cardinali. Scelgo
la seconda equazione cardinale con polo P per il solo disco, la quale ¢ pura, e la
seconda equazione cardinale con polo P per la sola asta, la quale non e pura, ma
avendo calcolato le reazioni vincolari in A e B basta sostituirle nell’equazione.
Calcolo prima la velocita del punto P come punto solidale ai due corpi rigidi e
come polo:

ng,i) = VES) =vai+wx (P—A) = —ssinfe; + ({ — s)0 cos fe,
vp =d/dt(P —O) = (§cos — sOsinf)e, + (—ssinf + (£ — s)0 cos 0)e,
- Inizio con la seconda equazione cardinale con polo P per il solo disco
1\‘/132 = —vp x mvp + N%
Calcolo i vari elementi dell’equazione:
M4 = m(D — P) x ng) + Idw? = (mh’é sinf cos 0 — (3/2)mr?0 — (3/2)mré> es3
MY, = (mﬁré sin 0 cos 0 + mlro*(cos® 6 — sin?0) — (3/2)mr?0 — (3/2)m7‘[9'> e3

—Vp X mvp = —Vp X m(yvp — 6 sin fe; + ré cos fey) = (—mr592 + mrlf? cos? 9) es

N% = (D — P) x (—mgey) + (P = p) = —mgr sin fes
Da cui proiettando lungo ez ottengo la prima equazione del moto

mlrfsin 6 cos @ — mlrd?sin® 0 — (3/2)mr*6 — (3/2)mrs + mrsf? + mgrsinf = 0
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- Ora calcolo la seconda equazione cardinale con polo P per la sola asta
M“P = —vp X Mve + N%
Calcolo i vari elementi dell’equazione:
M, = M(C — P) x vo + Iow® = (M(€/2 — $)(£/2)6(cos? 0 — sin® ) — (1/12)M€29) es
MY, = (—M(f/Q)Sé(COSQ 0 —sin?6) + M(€/2 — s)(£/2)0(cos?  — sin 0)
—2M (0/2 — $)06% sin f cos O — (1/12)M€29> e3
—vp X Mve =—M{/2 (59(COSZ 0 — sin?6) 4 2(¢/2 — 5)6? sin 6 cos 9)
Np = (C = P) x (=mges) + (P = p)+ (A= P)x (®he1) + (B — P) x (Pges) =
= (—mg(l/2 — s) cos @ — PYssinf + PL(¢ — s)cosl)) es
Da cui proiettando lungo e ottengo
M(£/2—5)(€/2)8(cos® —sin® ) — M (£/2—s)(6? sin 0 cos O—(1/12) M (*6+mg((/2—s) cos +D% s sin §—DY ((—s) cos§ = 0
Sostituendo le reazioni vincolari ottengo la seconda equazione del moto.
Esercizio 3.
i) La velocita del punto materiale ¢
vp = —((R4r cos )0 sin 0+r¢ sin @ cos 0)ey+(( R+ cos )6 cos —r¢ sin o sin 0)ey+1¢ cos pes

Quindi ’espressione dell’energia cinetica e

1 1 .
T = §m|Vp|2 =gm ((R + 7 cos ©)%0% + 7“2@2)

e dell’energia potenziale ¢

1 1
Y= §k;|P — O = §k ((R+rcosp)® +r’sin’p) =

kRrcosy (a meno di costanti additive)

La Lagrangiana dipende da ¢ ma non da 6, che e una variabile ciclica
1 242 | 22
L=T-V= 5™ <(R+7”cosg0) 0= +1r°¢ ) — kRrcos g

Abbiamo quindi un integrale primo che € il momento coniugato a 6

oL . . c
00 m{R+ 1 cos ) ¢ V() m(R + rcosp)?
Posso quindi scrivere la Lagrangiana ridotta
2
(c) _ 1| . I R ¢
L =[L—cbllj_ = SmreT = SR roos gl kRr cos



ii) Dalle ipotesi abbiamo che R = V3r e ¢ = mkR4/8. Siamo arrivati ad una
Lagrangiana con un grado di liberta. Siccome abbiamo un ulteriore integrale
primo ('integrale di Jacobi, che equivale all’energia), possiamo tracciare il ritratto
di fase del sistema ridotto.

1 1 c?
Jr=Lro— Lro= —mr’p* + = kR
R=BR2 = BR0 = G e s ) | I eos e
dove posso definire
Vaali) = < 4 kR
A - = r COs
P 2m(R + rcosg)? 7

La funzione Vg ¢ periodica di periodo 27. Cerco prima i punti stazionari della

funzione:
/ a kR a kR
- ing — kRrsing =0 — rsi —kR) =0
T m(R + 7 cos gp)grsm@ ey reme (m(R+rcosgo)3 )
2
c
inp =20 = kR
sy oppure m(R + rcosy)3

Nel primo caso otteniamo i punti stazionari ¢ = 0 e ¢ = m. Nel secondo

c? R3 R V3
— = reosp=——=——r

3_ pr—
(R + rcosp) =% 3 5 5

da cui ottengo i punti stazionari ¢ = (5/6)7 e ¢ = (7/6)7.
Valuto la funzione Vet nei punti stazionari in modo da ricavare quali punti sono
massimi e quali minimi

2 18 +23v3
Ver(0) = (R T2 + kRr = — 35 kr
? 18 —23v3, ,
Verl®) = o gy M= T
5 7 c? 3
Ver [ =7 ) =Verr | =7 | = — (V3/2)kRr = —“kr?
H<6W) ﬁ3<67r) om(R— (32 VAR = =

Poiche vale che

Vur(0) > V() > Ve (%)

il ritratto di fase ridotto ¢ (tra 0 e 2m):






