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Esercizio 1. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento ¥ = Ouzy e si
consideri un pendolo formato da un punto materiale P di massa m saldato ad un
estremo di un asta di lunghezza ¢ e massa trascurabile. L’altro estremo O" dell’asta &
vincolato a muoversi su una guida circolare di raggio R centrata nell’origine, con legge
oraria data da t — «(t), dove a ¢ 'angolo tra OO’ e I'asse Ox. Sul sistema agisce la
forza di gravita, di accelerazione g.

Si consideri inoltre il riferimento ' con origine in O’ e orientato come Y. Usando
come coordinata lagrangiana I’angolo 6 che il pendolo forma con la direzione verticale,

i) Scrivere le lagrangiane L e L’ del sistema meccanico nei due riferimenti 3 e Y';

ii) trovare una funzione F'(6,t) tale che

dF
L=
T



Esercizio 2. In un piano verticale si fissi un sistema di riferimento Ozy. Si consideri
in tale piano il sistema meccanico formato da un’asta di lunghezza 2r e massa m, e
da un disco di raggio r e massa M. L’estremo A dell’asta e vincolato a scorrere lungo
I’asse Oy, mentre I'estremo B ¢ vincolato a scorrere lungo 1’asse x. Il disco rotola senza
strisciare sull’asse Oz. Il sistema e soggetto alla forza di gravita di accelerazione g,
diretta verso il basso, e i baricentri dei due corpi sono collegati tra di loro da una molla
di costante elastica k > 0 e lunghezza a riposo nulla. Inoltre, sull’estremo A dell’asta
agisce una forza costante F = F'é,, con ' > 0 e e, ¢ il versore dell’asse Oy.

Usando come coordinate lagrangiane l'ascissa s del punto di contatto P del disco
con l'asse Ox e 'angolo « che ’asta forma con la direzione verticale,

a) determinare le configurazioni di equilibrio del sistema
b) studiare la stabilita delle configurazioni trovate al variare del parametro

_mg —2F

J
kr

¢) nel caso J = 3, calcolare le frequenze proprie delle piccole oscillazioni attorno agli
equilibri stabili del sistema



Esercizio 1.

i) Siccome e; = €] e es = €}, la velocita angolare w del sistema ¥’ rispetto a ¥ &
nulla.
Calcolo prima la lagrangiana nel sistema di riferimento Y. L’unica coordinata
lagrangiana e #, mentre o ¢ una funzione esplicita del tempo. La posizione e la
velocita del punto P in ¥ sono:

(P—0)=(Rcosa+lsinfl)e; + (Rsina — £ cosf)ey
vp = (—Rdasina + (0 cos f)e; + (Ré cos a + (sin f)e,
L’energia cinetica ¢
1

1 . . .
T = §m‘Vp|2 =5m (R2d2 + 0207 — 2Rl sin o cos § + 2R cos asin 9)

L’energia potenziale ¢ data dalla sola gravita
V =mg(Rsina — £ cos0)

Siccome i termini costanti e i termini che sono solo funzioni esplicite del tem-
po non danno contributo nelle equazioni di Lagrange, posso definire la funzione
lagrangiana L omettendo questi termini, ottenendo:

1 . . .
L=T-V= gm (6292 — 2R0a0 sin v cos 0 4+ 2RIAH cos acsin 9) + mgl cos 6

Calcolo ora la lagrangiana nel sistema di riferimento Y'. La posizione e la velocita
del punto P in ¥/ sono:

(P — O') = lsinfe] — { cos be,
vl = 16 cos B€), + (0 sin fe),
L’energia cinetica ¢
1 1

T = 5m\v}|2 = §m€292

Questa volta, I’energia potenziale ¢ data dalla gravita e dalle forze apparenti. In
questo caso, siccome w = 0, 'unico contributo delle forze apparenti ¢ dovuta alla
forza di trascinamento di O’, la cui energia potenziale ¢ VT = mag - (P — O'),
dove ap e 'accelerazione di O nel riferimento X:

aor = (—Résina — RA? cos a)e; + (Révcos o — RA? sin a)e,

= (=Résina — RA® cosa)e) + (Rd cosa — R&? sin a)e),

Percio I'energia potenziale in ¥/ &
V' = —mgl cos 0+m(—Ré sin a— R&? cos a )l sin —m(Ré cos a— Ra* sin a)f cos 0

La funzione lagrangiana L’ é:

1 :
L'=T-V"= §m€292+mg€ cos O+m(Ré sin a+RA&? cos o) sin +m (Ré cos a— RA&? sin a ) cos 6



ii) Per trovare la funzione F faccio la differenza tra L’ e L:
L' — L = m(Résina + R&? cos a)lsin 6 + m(Ré cos o — R sin o)l cos 0
+mRl&H sin o cos § — mRL cos o sin O

=mRl ((a sina 4 6% cos a) sin 6 + &f sin a cos 9)
+mR{ <(a cosa — & sina) cos  — &b cos arsin 9>

Si verifica facilmente che questa differenza e la derivata totale nel tempo della
funzione

F(6,t) = mRl&(sinasinf 4 cos acos ) = mRl& cos(a — 0)

Esercizio 2.

i) Inizio calcolando l'energia potenziale del sistema. Le coordinate dei punti in cui
sono applicate le forze sono:

(A—O) =2rcosaey
(C'— O) = rsinae; + r cos aey
(D —0) = se; +reg

L’energia potenziale del sistema e quindi
V =mgrcosa+ Mgr —2Frcosa + %k ((s —rsina)® + (r — rcosa)?)
che a meno di costanti diventa
V = (mg—2F — kr)rcosa + %k’sQ — krssina

Per trovare le configurazioni di equilibrio pongo le derivate parziali di V' rispetto
alle coordinate lagrangiane uguali a zero.

ZS.—V =ks—krsina=0
8_2 = —(mg —2F — kr)rsina — krscosa =0

Dalla prima equazione ottengo s = rsin «, e sostituendola alla seconda:
—(mg — 2F — kr)rsina — kr’sinacosa = 0
cosasina + (J —1)sina =0
sina =0 oppure cosa=1-—J

Dalla prima ottengo le configurazioni di equilibrio (0,0) e (0,7), dalla secon-
da (rsina®,a*) e (—rsina*, —a*), con a* = arccos(l — J). Le ultime due
configurazioni di equilibrio esistono solo per 0 < J < 2.

4



ii)

iii)

Per studiare la stabilita delle configurazioni di equilibrio calcolo gli autovalori A
e Ay della matrice hessiana di V' valutata nei punti corrispondenti:

V" — O*V B k —krcosa
"~ O(s,a)?  |—krcosa kr*((1—J)cosa+ (s/r)sina)
Valuto V" nelle quattro configurazioni di equilibrio
" _ k —kr
Vi(0,0) = [—kr kr?(1 — J)]

det = —Jk*r* e tr = k + kr?(1 — J)

se J <0:det >0etr>0 = M,\ >0 = (0,0) stabile per teorema di
Lagrange-Dirichilet

per J > 0: det < 0 = esiste \; < 0 = (0,0) instabile perché almeno un
esponente di Lyapunov ¢ positivo

V0. V o ]

kr kr?(J—1)

det = k*r*(J —2) e tr = k + kr*(J — 1)

se J>2det >0etr >0 = Aj,A2 >0 = (0,7) stabile per teorema di
Lagrange-Dirichilet

se J <2 det <0 = esiste \; <0 = (0,7) instabile perch¢ almeno un
esponente di Lyapunov e positivo

k —kr(1—J)

" : * *\ "ne_ : ¥ K —
V' (rsina®, o) = V'(=rsina®, —a™) k(1) o2

dove abbiamo usato che cosa* =1 — J e sin® a* = 2J — J?

det = k?r?(2J — J?) e tr = k + kr?

se 0 < J < 2 (cioe quando queste configurazioni di equilibrio esistono): det > 0
etr >0 = A, A\ >0 = (rsina*,a*) e (—rsina*, —a*) sono stabili per
teorema di Lagrange-Dirichilet

Per J = 3 esiste un unico punto di equilibrio stabile ed ¢ (0, 7). Per prima cosa,
calcolo 'energia cinetica del sistema usando il teorema di Konig per 'asta e il
disco. Da risultati noti ho che w® = de;, w? = —(5/r)es, Iy = (1/3)mr? e
Iy p = (1/2)Mr?. Le velocita dei baricentri sono:

Vo = racosae; — rasin aes

Vo = .éel

Percio I'energia cinetica é:

T=T*+T%= 1mr20'42 + 17717"20'42 + 1MS2 + er2 f 2 = gmr20'42 + §M$2
2 6 2 4 r 3 4



La matrice cinetica e quindi

s =[O o]

Per trovare le frequenze delle piccole oscillazioni calcolo gli autovalori della matrice
A7V valutata nel punto di equilibrio stabile

A‘1V”(O,7r) =k |:2/<3M> 27’/(3M):|

3/(4mr) 3/(2m)

1 cul autovalori sono

Lok 2 8N R o2 3N 2 (ko sk, [0
279 \3Mm "om /) 2\ \3M T 2m Mm ~ \3M ' 4m OM? ' 16m2

E le frequenze proprie cercate sono

le\/)\—la WQZ\/)\_Z




