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In matematica, un integrale di linea (da non confondere con il calcolo della lunghezza di una curva usando l'integrazione) o integrale curvilineo
un integrale in cui la funzione da integrare & valutata lungo un cammino o una curva.

L'integrale di linea di un campo scalare é talvolta detto "di prima specie", mentre l'integrale di un campo vettoriale & "di seconda specie".
Talvolta l'integrale (di Il specie) &€ anche detto lavoro lungo una curva del campo vettoriale considerato.

Qualora la curva sulla quale si integra sia chiusa si parla di circuitazione
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FORME DIFFERENZIALI
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Nel calcolo differenziale vettoriale, il rotore di un campo vettoriale tridimensionale € un operatore

differenziale che ad un campo vettoriale tridimensionale F fa corrispondere un altro campo vettoriale
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In termini intuitivi, esso esprime una rotazione infinitesima del vettore dato, associando a ogni punto
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la divergenza è un campo scalare che misura la tendenza di un campo vettoriale a divergere o a convergere verso un punto dello spazio.
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Formule di GrausS- GreQn
Jedcoduzong

Sia A un dominio regolare di R , cioe un insieme limitato di iR, coincidente con la chiusura del suo interno, con frontiera ¥ costituita da una curva
generalmente regolare.

La frontiera di A, come curva generalmente regolare, ammette versore tangente % i tutti i suoi punti, con I'eventuale eccezione di un numero finito
di essi.

In corrispondenza & definita la retta normale, o perpendicolare, alla retta tangente alla frontiera 9.

Secondo convenzione, si orienta la retta normale verso I'esterno dell'insieme A e si considera il corrispondente versore normale esterno ™

Si orienta poi la retta tangente in modo che la coppia (n. /& ) sia congruente all'orientamento degli assi X, y (cio€, con un movimento rigido piano,

costituito da una rotazione ed una traslazione, tale da sovrapporre il versore n. con il versore dell'asse X, risulti che il versore ¢/ venga a coincidere
con il versore dell'asse y).

In corrispondenza all'orientamento del versore tangente, viene indotto un orientamento della frontiera 3 che, per convenzione, viene detto positivo;
la frontiera cosi orientata si indica con gtq .

ESEMPIO

In figura & rappresentato un insieme A la cui frontiera & unione di due curve b‘uﬁfl;. I'orientazione positiva di ‘tﬂ:orrisponde al verso antiorario della
curva
&y

¥

Svo | xz x (Y ¢ v .
m&é(: gm t € Lo 0] moy foppresent, posamekr en delon Sul pette

Tale rappresentazione stabilisce un orientamento di R ; se, ad esempio, si cambia
parametro con la sostituzione s = -t, si ottengono le equazioni parametriche

X = X(-s),

y=y(-s),

se[-b, -a],

che rappresentano la stessa curva’bﬂ, ma orientata nel verso opposto al
precedente.

Supgu\?umo ehe a.SSeam‘ @ verso goadivo o of

T =( x! ’ —x ) o Y "
U )2 {a d N2 )2 . )
Y ) wtelyt Ty

Per mezzo delle notazioni introdotte possiamo ora ricordare le formule di Gauss-Green.

Tali formule sono utili per il calcolo di integrali doppi estesi a domini A definiti tramite equazioni parametriche della frontiera; A

in tal caso, tramite le formule di Gauss-Green l'integrale doppio € ridotto ad un integrale curvilineo di una forma differenziale estesa alla frontiera A.
Oltre a ci0, le formule di Gauss-Green hanno un'importanza teorica notevole nello studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali.
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Sia A un dominio regolare di     , cioè un insieme limitato di     , coincidente con la chiusura del suo interno, con frontiera      costituita da una curva 
generalmente regolare.
La frontiera di A, come curva generalmente regolare, ammette versore  tangente      in tutti i suoi punti, con l'eventuale eccezione di un numero finito 
di essi. 
In corrispondenza è definita la retta normale, o perpendicolare, alla  retta tangente alla frontiera     .
Secondo convenzione, si orienta la retta  normale verso l'esterno dell'insieme A e si considera il corrispondente versore  normale esterno   
Si orienta poi la retta tangente in modo che la coppia (   ,     ) sia congruente  all'orientamento degli assi x, y (cioè, con un movimento rigido piano, costituito da una rotazione ed una traslazione, tale da sovrapporre il versore      con il versore dell'asse x, risulti che il versore     venga a coincidere con il versore dell'asse y). 
In corrispondenza all'orientamento del versore tangente, viene indotto un orientamento della frontiera      che, per convenzione, viene detto positivo; la frontiera così orientata si indica con       .

ESEMPIO

In figura è rappresentato un insieme A la cui frontiera è unione di due curve       ; l'orientazione positiva di    corrisponde al verso antiorario della curva 

Tale rappresentazione stabilisce un orientamento di     ; se, ad esempio, si cambia 
parametro con la sostituzione s = -t, si ottengono le equazioni parametriche 
x = x(-s),
 y=y(-s),
 s  [-b, -a], 
che rappresentano la stessa curva    , ma orientata nel verso opposto al 
precedente. 

Per mezzo delle notazioni introdotte possiamo ora ricordare le formule di  Gauss-Green. 
Tali formule sono utili per il calcolo di integrali doppi estesi  a domini A definiti tramite equazioni parametriche della frontiera; 
in tal caso, tramite le formule di Gauss-Green l'integrale doppio è ridotto ad un integrale curvilineo di una forma differenziale estesa alla frontiera A. 
Oltre a ciò, le formule di Gauss-Green hanno un'importanza teorica notevole nello studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali. 


L& FORHULA D\ STOKES € (L TEORENA DELLA DIVERAENZA

def

Sia Ve (ua(e,t), (5,97, e gyE))  VRZO RS J
[Wa_ g Wz N QJu @3R3

rot V‘(a W % ay) RSO Teo ShoXes

formula & NoKes
w= Vi (y,R) de W (o Eldy v wa(xyE)de §. dferenziole

fau: f(ro%VJn) doo = (rotV. W40

915 S S

va\ Scoba ¢
cioé l'integrale curvilineo di W lungo il bordo di S(orientato positivamente) € uguale all'integrale di superficie del prodotto
scalare tra il vettore rot V ed il versore normale n a S.

de DuA qva , Quz
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Cioé sia B un dominio regolare di R, cioé B @ chiusura di un aperto limitato e connesso con frontiera ¥costituita da una
superficie regolare. L'integrale triplo della divergenza di V esteso a B € uguale all'integrale di superficie del prodotto
scalare |{,n) dove n & il versore normale esterno a B.

Il teorema della divergenza si interpreta dicendo che il flusso di un vettore V attraverso una superficie chiusa g, bordo
di un insieme®<®* € uguale all'integrale della divergenza di V estesa al solido B.

Invece la formula di Stokes stabilisce che la circuitazione di un vettore V lungo una curva chiusa}) , bordo si una
superficie Se ®* & uguale al flusso del rotore di V attraverso la superficie S

Teo 4L rolore

Sia~y : [a,b] — R? una curva plana liscia a tratti che sia anche una curva semplice chiusa (curva di Jordan): ovvero, se ¢ e s sono nell'intervallo (a,, b] allora 7(3) = 'y(t) implicat = s (cio& la curva & semplice), e per cui si abbia
(@) = (b) (cioé la curva & chiusa). Detto D il dominio di R? la cui frontiera & , sia inoitre 4 : D — R® una funzione liscia e F un campo vettoriale su R®.

Denotando con § = 1p(D) limmagine di D tramite 1 e con I' la curva definita dalla relazione I'(¢) = 1(~y(t)). il teorema stabilisce che:

}gF-dI‘:f/S.(VxF)-ﬁdS

Il termine a sinistra & l'integrale di linea di F' lungo I" ed il termine a destra & l'integrale di superficie del rotore V x F di F.


cioè l'integrale curvilineo di      lungo il bordo di S(orientato positivamente) è uguale all'integrale di superficie del prodotto scalare tra il vettore rot V ed il versore normale n a S.

Cioè sia B un dominio regolare di      , cioè B è chiusura di un aperto limitato e connesso con frontiera    costituita da una superficie regolare. L'integrale triplo della divergenza di V esteso a B è uguale all'integrale di superficie del prodotto scalare          dove n è il versore normale esterno a B.

Il teorema della divergenza si interpreta dicendo che il flusso di  un vettore V attraverso una superficie chiusa    , bordo di un insieme         è uguale all'integrale della divergenza di V estesa al solido B.

Invece la formula di Stokes stabilisce che la circuitazione di un vettore V lungo una curva chiusa    , bordo si una superficie S        è uguale al flusso del rotore di V attraverso la superficie S
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Il teorema di Stokes € un enunciato riguardante l'integrazione delle forme differenziali che generalizza diversi teoremi di calcolo vettoriale, quali il
teorema della divergenza o il teorema del rotore.

Consente di passare da un integrale superficiale a un integrale curvilineo o viceversa. Cioé sotto opportune hp puoi eliminare una dimensione nel
calcolo integrale

Il teorema della divergenza n-dimensionali del teorema fondamentale del calcolo integrale.

A sua volta, esso € un caso speciale del piu generale teorema di Stokes. Talvolta il teorema € meno propriamente detto teorema di Gauss da non
confondere col teorema di Gauss-Green.

Permette di passare da un integrale di superficie a un integrale di volume

Il teorema del rotore afferma che il flusso del rotore di determinati campi vettoriali attraverso superfici regolari dotate di bordo & uguale alla
circuitazione del campo lungo la frontiera della superficie. Si tratta pertanto di un caso particolare del teorema di Stokes.
Il teorema di Green € un caso speciale del teorema del rotore che considera superfici appartenenti a R 2

Cioé puoi passare dal calcolo di un integrale di superficie al calcolo di un integrale lungo la frontiera della superficie.

Esprime I'equivalenza del flusso del rotore di un campo vettoriale attraverso una superficie e della circuitazione del campo vettoriale lungo la
frontiera della superficie

Stabilisce che la circuitazione di un campo vettoriale attraverso una curva € uguale al flusso del rotore del campo attraverso la superficie
delimitata da tale curva

Il teorema di Green pone in relazione un integrale di linea attorno a una curva chiusa semplice e un integrale doppio su di una regione piana limitata
dalla medesima curva.

Il teorema del flusso, noto anche come teorema di Gauss, nella teoria dei campi vettoriali, afferma che i campi vettoriali radiali dipendenti dal
reciproco del quadrato della distanza dall'origine hanno un flusso attraverso una qualunque superficie chiusa che dipende solo dalle sorgenti di
campo in essa contenute ed € indipendente dalla posizione interna delle sorgenti che lo generano.

L'enunciato ha due espressioni, una integrale e una differenziale, legate tra di loro dal teorema della divergenza.


Il teorema di Stokes è un enunciato riguardante l'integrazione delle forme differenziali che generalizza diversi teoremi di calcolo vettoriale, quali il teorema della divergenza o il teorema del rotore.
Consente di passare da un integrale superficiale a un integrale curvilineo o viceversa. Cioè sotto opportune hp puoi eliminare una dimensione nel calcolo integrale



Il  teorema della divergenza n-dimensionali del teorema fondamentale del calcolo integrale. 
A sua volta, esso è un caso speciale del più generale teorema di Stokes. Talvolta il teorema è meno propriamente detto teorema di Gauss da non confondere col teorema di Gauss-Green.
Permette di passare da un integrale di superficie a un integrale di volume




Il teorema del rotore afferma che il flusso del rotore di determinati campi vettoriali attraverso superfici regolari dotate di bordo è uguale alla circuitazione del campo lungo la frontiera della superficie. Si tratta pertanto di un caso particolare del teorema di Stokes.
Il teorema di Green è un caso speciale del teorema del rotore che considera superfici appartenenti a 


Cioè puoi passare dal calcolo di un integrale di superficie al calcolo di un integrale lungo la frontiera della superficie.
Esprime l'equivalenza del flusso del rotore di un campo vettoriale attraverso una superficie e della circuitazione del campo vettoriale lungo la frontiera della superficie

Il teorema di Green pone in relazione un integrale di linea attorno a una curva chiusa semplice e un integrale doppio su di una regione piana limitata dalla medesima curva. 

Stabilisce che la circuitazione di un campo vettoriale attraverso una curva è uguale al flusso del rotore del campo attraverso la superficie delimitata da tale curva

Il teorema del flusso, noto anche come teorema di Gauss, nella teoria dei campi vettoriali, afferma che i campi vettoriali radiali dipendenti dal reciproco del quadrato della distanza dall'origine hanno un flusso attraverso una qualunque superficie chiusa che dipende solo dalle sorgenti di campo in essa contenute ed è indipendente dalla posizione interna delle sorgenti che lo generano.
L'enunciato ha due espressioni, una integrale e una differenziale, legate tra di loro dal teorema della divergenza.
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Esercizi sui teoremi di Green, Stokes, Gauss

Esercizio 1. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale
F(Jj, y) = ($2y + earctan (sin:c-i—log;(1-i-:c2))7 $y3 — oS esm (y4+y2+1))

lungo il bordo del triangolo di vertici O(0,0), A(1,0), B(1,1) percorso in senso antiorario.

Esercizio 2. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale

F(z,y,2) = (sin <e“’8> +15yz, @’y + +xz, e (0145) 4 8xy)

3yt + 7

lungo il bordo della superficie ¥ = {(x,y, 2)ERY: z=9—a2—9% 2<0, y>0, 2> O}, orientato
positivamente rispetto al versore normale a ¥ che forma un angolo ottuso con il versore fondamentale

dell’asse z.

Esercizio 3. Calcolare il flusso del rotore del campo vettoriale
F(z,y,z) = (52® — 14 cos (¢ — 1), 5y® — log (1 + arctan® (z2)), 2y — sin (z2))

attraverso la superficie > = {(x,y, 2)eERY: 22+ P +22=9, >0, 2> O}, orientata in modo che il

versore normale a Y formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Esercizio 4. Calcolare il flusso entrante del campo vettoriale
F(z,y,z) = (2* + ylog (2* + 1), 4y + zzlog (1 + 2°2°), 2° + zlog (y* + 1))

dal bordo dell’insieme ) = {(a:, y,2) ER?: 22 422<4, 0<y< 2}.

Esercizio 5. Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale
F(z,y,2) = <2$2 + e = 3210 gy + e — 3210 325910 — :):z)

dal bordo dell’insieme €2 = {(m,y,z) ER?: 3—y -2 < <6—4yVy2+22, y*+22<9, 2< 0}.

Esercizio 6. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale
F(z,y) = (Ty — ™%, 2cos (e ) — 2%y + Tx)

(© 2020 Sergio Lancelotti



lungo il bordo dell’insieme €2 = {(x, y) eR?: 22 +42 <9, 0<y<a+ 3} percorso in senso orario.

Esercizio 7. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale
F(z,y,2) = <3yz +sin® 2, zz 4+ 1og® (1 +4?), 22y + ezz>

lungo il bordo della superficie > = {(a?, y,2) ER?: z=4—2% —¢? 22 +9* <3, >0, y> 0}, orien-

tato positivamente rispetto ad un osservatore posto come il vettore uscente dal paraboloide z = 4 — 2% —

y2.

Esercizio 8. Calcolare il flusso del rotore del campo vettoriale
F(z,y,z) = (ysin (z + cosz') — 3z, y® "™, 3z 4 5a°z2)

attraverso la superficie 3 = {(:c, y,2) ER®: y=2— Va2 422, y> O}, orientata in modo che il versore

normale a ¥ formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse .

Esercizio 9. Calcolare 'integrale di linea del campo vettoriale

F(z,y) = (eSi” — 32%y, 22y — /2 + cos y)

lungo il bordo dell’insieme €2 = {(x, y) ER?*: 2?2 +92 <4, 2>0, y> O} percorso in senso antiorario.
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SVOLGIMENTO
Esercizio 1. Il campo vettoriale ' & di classe C' su R2.

Denotato con € il triangolo OAB, calcoliamo 'integrale / F-dP.
o0

Osserviamo che ) = {(x,y) eR?: 0<z<1, 0<y< x}

Posto F' = (fi, f2), per il Teorema di Green si ha che

— Of2 ofr B JA
/ast = /Q (%(I’y) - a—y(m,y)) dx dy =

:/Q(y?’—xz) dxdyz/ol (/Ox(y?’—ﬁ) dy) dr =
I (o

Esercizio 2. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/ F~dP:/r0tF-nda,
% b

dove rotF e il rotore del campo vettoriale I’ definito dalla scrittura formale

! J k
0 5 9
V(z,y,2) € R®: rotF(z,y,2) = Er 5 2 _

sin (6””8) +15yz 2%y + g + a2 e0s(0"+5) 4 8y

= (Tx, Ty, 2zy — 142).

La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R definita da g(z,y) = 9 — 2% — y?, dove
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Quindi ¥ = ¢(K), dove o(x,y) = (z, y, 9 — 2* — y*). Ne segue
che

/ F-dP :/rotF-nda :/ rotF(o(z,y)) - N(z,y) dzdy,
o% ) K

dove N(z,y) & un vettore normale a ¥ che forma un angolo ot-
tuso con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
axe

Nala9) = (=52t 0), =G 1) = (20 20,1,

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fonda-
mentale dell’asse z. Quindi un vettore normale a ¥ che for-
ma un angolo ottuso con il versore fondamentale dell’asse z e
N(z,y) = —Ny(z,y) = (—2z, =2y, —1).

Si ha che
I‘OtF(O’(.’L’,y)) ) N('Tay> = rotF (.T, Y, 9— 'T2 - y2) ’ (_2'T7 _2y7 _1) =

= (7, 7y, 2zy — 126 + 142” + 14y%) - (=22, —2y, —1) = 126 — 282 — 28y* — 2uzy.

Ne segue che

/ F-dP = / rotF - ndo = / rotF(o(z,y)) - N(z,y) dedy = / (126 — 2822 — 28y% — Qxy) dr dy =
% b K K
passando in coordinate polari nel piano zy
= / (126 — 28p? — 2p? cos ¥ sin 19) pdpdd = / (126p — 28p% — 2p3 cos ¥ sin 19) dpdv =
K/

K’

dove K’ =[0,3] x [%, 7]

=Tr </03 (90 — 2p%) dp> —2 (/03p3d,0) </fcosﬁsinz9d19> =

(© 2020 Sergio Lancelotti



Esercizio 3. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF~ndU:/ F-dP.
b Y

Flz{(x,y,z)E]R?’: P 4+y?=9, 2=0, xZO}, ng{(x,y,z)€R3: VP+22=9 =0, zZO}.

Osserviamo che 0¥ =1'; UT',, dove

Y A A \
3 3 2
0 3 = -3 19 3y
7
-3

Quindi

/ F~dP:/F~dP+/F-dP,
0% Y1 Y2

dove v e 75 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente I'y e I's in modo che
0% =Ty UT'y sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a
3], che deve formare un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che 71 : [—3, 2] — R® & 71(¢) = (3cost,3sint,0). Quindi

jus

LlF'dP:[Z F(m(t) - n(t)dt,

NIE]

dove
F(n(t)~1(t) = F(?) cost, 3sint, 0) -(—3sint,3cost,0) = (45 cos*t,45sin’ ¢, 6sint)-(—3sint, 3cost,0) =

= —135sintcos®t + 135 cost sin® t.

Pertanto

/ F.dP = /2 F(71(t)) -1 (t) dt = 135/2 (—sintcos®t + costsin®¢t) dt =
7 -

n n
2 2

(© 2020 Sergio Lancelotti



=135 1cosf"’t+1sini"’t i =90
N 3 3 e

[SIE]

Inoltre si ha che v, : [0, 7] — R3 & 2(t) = (0, 3 cost, 3sint). Quindi

/VQF'dP:/OWF(%(t))'vé(t)dt,

dove

F(y(t)) - v4(t) = F(O, 3cost,35int) - (0, —3sint, 3cost) = (0,45cos’ t, 6 cost) - (0, —3sint, 3cost) =

= —135sintcos®t + 18 cos t.

Pertanto

/F-dP:/ F(yg(t))wg(t)dt:/ (—135sintcos® t + 18 cos* t) dt =
Y2 0 0

= [45 cos® t 4+ 9(t + sin t cos t)]7r =97 — 90.
0

In conclusione si ha che

/rotF-nda:/ F~dP:/ F~dP+/ F-dP =90+ 97 — 90 = 9.
by [ T Y2

Esercizio 4. Si ha che F & di classe C*! su R?. Per le proprieta degli integrali di flusso, il flusso entrante

di F' da 0f) e I'opposto del flusso uscente di F' da 0f).

Per il Teorema di Gauss si ha che il flusso uscente di F' da 0€2 &

/ F-nda:/divF(x,y,z) dx dy dz,
o+ Q

dove, posto F' = (fi, fa, f3), si ha che divF(z,y,z) = %(m,y,z) +

oh
dy

9fs

(l’,y,Z) + —(ZL',’y,Z).

0z
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Quindi divF(z,y,2) = 3(x® + 2%) +4 e

/ F~nda:/divF(:c,y,z) d:cdydz:/ [3(z* + 2°) + 4] dxdy d=.
on+ Q Q

T

Osserviamo che €2 ¢ I'insieme dei punti del cilindro retto di equazione 2% 4+ 22 = 4 e dei punti interni
ad esso, compresi fra i piani y = 0 e y = 2. Passiamo in coordinate cilindriche con asse coincidente con

I’asse y. Poniamo quindi

x = pcosv
Y=y p>0,0<9<2m, yeR, |detJs(p,d,y)|=p.
z = psind,
Allora
0<p<2
224+ 22 <4
(r,y,2) €Q — {0<v¥<2r
0<y<?2 0 )

Quindi Q = ®(), dove

Ne segue che

/ F-nda:/ [3(z* + 2°) + 4] d:)sdydz.:/ (30 +4p) dpdv dy =
o+ 0 /

essendo ' un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi p, ¥ e y e la funzione integranda prodotto di

una funzione di p, una di ¥ e una di y, si ottiene

2 3 2
=4r (/ (3p° + 4p) dp) =dn {Zp‘* + 2/)2] = 807.
0 0

In conclusione, il flusso entrante di F' da 02 e

/ F~nda:—/ F -ndo = —80r.
a0~ an+
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Esercizio 5. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Gauss si ha che

/ F-nda:/divF(x,y,z)da:dydz,
o9 Q

8f1 8f2 8f3

dOV@, pOStO F = (flaf2>.f3)a si ha che leF(l’,y,Z) = —(Z',y,Z) + —(Z',y,Z) + —(Z',y,Z).
Ox Ay 0z
Quindi divF(z,y,2z) =4z e
/ F-ndaz/divF(:)s,y,z)dxdydz:/45dedydz.
o0 Q Q
x

Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse x.

Si ha che
r=x

D : y = pcosv p>0,0<9 <21 z€R, |detJs (p, ¥, y)| = p.
z = psind

Si ottiene che ;

/ F-nda:/divF(x,y,z)dxdydz:/4xdxdydz:/ dxpdp dd dx,
o9 Q Q '

doveQ’:{(p,ﬁ,x)E]R?’: 0<p<1, w<9<2m, 3—p2§x§6—4p}.

Quindi

1 6—4p 1 6—4p
/ F-nda:/ 4xpd,0d19dxz7r/ ,0</ 4xdz)d,0:27r/ p[:ﬁ] dp =
o0 ’ 0 3—p2 0 3—p?

1 1
= 27?/ p[(6— 4p)? — (3 — p*)?] dp = 27?/ p (220" — 48p + 27 — p*) dp =
0 0

1 11 27 1" 17
= 27?/ (22p* — 480" +27p — p°) dp = 21 | =p* — 16p° + —p* — —p°| = —m.
0 2 2 6" |, 3

Esercizio 6. Il campo vettoriale I ¢ di classe C! su R2.

Per le proprieta degli integrali di linea, 'integrale di linea del campo F' lungo 0f) percorso in senso

orario ¢ I'opposto dell’integrale di linea di F' lungo 02 percorso in senso antiorario.
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Posto F' = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che I'integrale di linea di F' lungo 02 percorso in

senso antiorario e

_ of2 of1 B
/69+F-dp—/g(%(%y) —6—y(:c,y)> dx dy =

= —Q/xydxdy.
Q

Osserviamo che
Q:{(az,y)eRQ: 0<y<3 y—3<az< 9—y2}.

Quindi & un insieme z-semplice. Procedendo con
I'integrazione si ottiene

3 \/ 9—y2
/ F~dP=—2/ / rxydx | dy =
o0t 0 y—3

3 9—y? 3
= —2/ Yy {—xZ] dy = —2/ (3y2 — y3) dy =
0 2 0

y—3

1,13 27
— 2|y — St = =28,
[y 4y]0 2

In conclusione l'integrale di linea del campo F' lungo OS2 percorso in senso orario e

/ F-dP:/ F-dng.
0~ o0+ 2

Esercizio 7. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/ F~dP=/r0tF-nd0.
) b

dove rotF e il rotore del campo vettoriale I’ definito dalla scrittura formale

i j k
V(z,y,2) €R*:  10tF(2,y,2) = o & 7| = (2, —22).

3zy +sin®z xz4log® (1442 2ay+e”
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La superficie X ¢ il grafico della funzione g : K — R
definita da g(z,y) = 4 — 2% — y?, dove

I\

K={(z,y) eR*: 2> +y*<3, >0, y>0}.

Quindi ¥ = ¢(K), dove o(z,y) = (z,y,4 — 2* — y?).
Ne segue che

/ F-dP:/rotF-ndaz/ rotF'(o(z,y))-N(z,y) dx dy,
ox 2 K

N
dove N(z,y) ¢ il vettore normale uscente dal Y
paraboloide z = 4 — 22 — g%
T

Un vettore normale al piano tangente a > e

0o oo 0 0
M) = G A 5 o) = (=g (o). =51 ) = (22 20, 1)

Questo vettore ¢ uscente dal paraboloide z = 4 — 22 — 2. Si ha che
rotF(o(z,y)) - N(z,y) = rotF (z,y,4 —2* —y°) - (22, 2y, 1) =

_ (x y, 227 + 2 — 8) (22, 2, 1) = 4 (22 + ¢?) — 8.

Ne segue che

/ F-dP:/rotF~nda:/rotF(a(x,y))~N(x,y) dxdy:/ [4(2* +y*) — 8] dady =
ox s K K

passando in coordinate polari nel piano

™

V3
2 _ T 3 _ T4 42 __§
(4p 8),0dpd19 = 2/0 (4p 8p) dp = 5 [,0 4p} =57

/Kf:[txﬁ] x[03]

(© 2020 Sergio Lancelotti
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Esercizio 8. Si ha che F ¢ di classe C! su R3. Per il Teorema di Stokes si ha che

/rotF-ndaz/ F-dP,
) %

dove il bordo di X e orientato in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale

a Y che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse y che ¢ j.

Si ha che
822{($,y,z)€R3: 2 4 2% =4, y:O}.

z

\ N

\ v
\
]

v ]

Una curva parametrica 7y che parametrizza 9% inducendo tale verso di percorrenza e ad esempio
v : [0,27] — R? definita da
~v(t) = (2cost, 0, —2sint).

Quindi )
/rotF~nda:/ F-dP:/F~dP:/ F(y(8)) - (1) dt.
5 o5 ~ 0

Per ogni t € [0, 1] si ha che
F(y(t)) -+'(t) = F(2cost,0,—2sint) - (—2sint, 0, —2 cost) =
= (6sint, 0, 6cost — 40 cos®tsint) - (—2sint, 0, —2cost) =
=80cos’ tsint — 12sin’t — 12 cos®t = 80 cos’ tsint — 12.

Ne segue che

2T 2T
/ rotF' - ndo = /F -dP = / F(y(t)) -+'(t) dt = / (80 cos® tsint — 12) dt = —24r.
2 o 0 0

(© 2020 Sergio Lancelotti
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Esercizio 9. Il campo vettoriale ' & di classe C' su R2.

Posto F' = (fi, f2), per il Teorema di Green si ha che

_ dfo _% B
/aQF-dP—/Q(%(Ly) dy (ar,y)> dr dy =

:/ (2y + 32%) dady =
Q

passando in coordinate polari centrate nell’origine si
ottiene

= / (2,02 sin ¥ 4 3p® cos? 19) dpdv =

essendo ' = [0,2] x [0, Z] si ha

22(/02p2d,0) (/fmﬁdﬁ) —|—3</02p3dp> (/02008219dq9> =

2

=2 Bp?’r [— cosﬁ]f +3 Ep‘*]

0 0

B(t‘} + sin ¥ cos 19)]

1
§6+37r.
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Esercizi svolti e assegnati sulle formule di Gauss-Green

Esercizio 1. Calcolare 'area di

dove a > 0, b > 0 sono fissati.

Svolgimento. Si consideri la curva regolare I" che percorre in senso in senso antiorario, una volta sola, il
bordo della regione E, cio¢ I'ellisse 73 + “;2 = 1. Una parametrizzazione di I' &

T(t) = acos(t)Tl + bsin(t)727 t €0, 27

Applichiamo la formula di Gauss-Green per I'area

1
area(E) = B ]{(m dy —ydz) = 7{F dr,
r
- — —
dove F' = —y i 1+ 2 i 2, e calcoliamo l'integrale curvilineo. Essendo
T (t) = —asin(t )71 + bcos(t)72
F(T(t) = —bsin(t) i 1 + acos(t) i 5
si ha
ab

27 27
area(F) = = absin?(t) + abcos?(t)) dt = — dt = mab
2
0 0

Esercizio 2. Calcolare
f (2° — xy®) da + (y* — 2zy) dy
T

dove T" ¢ il perimetro del quadrato @ = [0, 2] x [0, 2] percorso in senso antiorario.

Svolgimento. Non conviene calcolare direttamente l'integrale curvilineo: dovrei “spezzarlo” in 4 integrali,
essendo I' dato dall’unione delle quattro curve corrispondenti ai lati del quadrato.
E invece opportuno usare la formula di Gauss-Green “al rovescio”: riportare 'integrale curvilineo all’integrale

doppio su Q.
0 0
]:ﬁ[(x:‘—xy) 14 (y? = 22y) 22 -dl = // [81’ y)—ay(ch—myfs)} dz dy

:// (72y+39:y2) dz dy

Q

27 2
_ B 2
_A {A( 2y—|—3xy)dy] dx

2 2
2/ [—y2—|—my3](2) dmz/ (—4+8z)dx =38

0 0

Esercizio 3. Calcolare 'area del dominio F limitato dai grafici delle funzioni

Al)=z(1-2) zel01], folx)=2(>-1) xec[0,1].



Svolgimento. Si noti che fa(z) <0 < fi(z) per ogni z € [0, 1], quindi
(1) E={(z,y) eR*>: 2€[0,1], z(2* - 1) <z(1—2)}.

Applichiamo il teorema di Gauss-Green: il bordo I' di F, percorso in senso antiorario, ¢ dato dall’'unione
delle due curve I'y = graf(f;) e I's = graf (f2), orientate in senso antiorario. Denotando con I'y la curva che
percorre graf(f;) in senso orario (cioe I'y = —T'y, per la formula di G.G. si ha

1
area(E):%f(xdy—ydx)zi/ (wdy—ydx)—%[ (zdy — yda).
r T2 Iy

Osserviamo che una parametrizzazione di I's &
— — —
Yoty =ti 1 +tt? —1) iy = ~h(t)= i1+ (32 —1)

—
v 2

quindi
1

1
2/112(zdy—yda:) =7

Allo stesso modo si ha

M) =ti1+t1—1) 72 = At) = i1+ (1—2t)7s
e si calcola
L/ oty
) sz y—ydx) = 5

Allora
1 1 5

wam)= - (1)

Procedimento alternativo: si sarebbe anche potuto procedere direttamente al calcolo dell’area di F,

tenendo conto della (1)
1 z(l—1x) 5
area(E):/ / ldy | de=...= —.
0 z(z2—1) 12

Esercizi assegnati. Usando le formule di Gauss-Green, calcolare

1. l'integrale curvilineo di seconda specie
I= f ydr + (22 —y*) dy
r

ove I' & il perimetro del triangolo di vertici A = (0,0), B = (1,1) e C = (2,0), percorso in senso
orario.
Risposta: [ = —1.

2. l'integrale curvilineo di seconda specie

I:][xydx—(l—i—wg)dy
r

ove I' & il perimetro del triangolo di vertici A = (0,0), B = (1,0) e C = (0,1), percorso in senso
antiorario.
Risposta: I = —%.

3. l'integrale curvilineo di seconda specie
I= j{ arctan(y)dz — zy dy
r

ove I ¢ il perimetro del triangolo di vertici A = (1,0), B = (0,1) e C = (0,—1), percorso in senso
orario.
Risposta: I = § —1In(2).
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Per passaggio al limite sotto al segno di integrale si intende la possibilita di calcolare il limite di una successione di integrali
come l'integrale del limite della successione delle funzioni integrande.
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Teorema di convergenza monotona o Beppo-Levi

Lo scambio tra le operazioni di limite e di integrazione & possibile se le funzioni sono non negative e se la successione e
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Teorema della convergenza dominata
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Per passaggio al limite sotto al segno di integrale si intende la possibilità di calcolare il limite di una successione di integrali come l'integrale del limite della successione delle funzioni integrande.



Teorema di convergenza monotona o Beppo-Levi
Lo scambio tra le operazioni di limite e di integrazione è possibile se le funzioni sono non negative e se la successione e monotona crescente.
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Uno spazio di Hilbert & uno spazio vettoriale completo secondo la norma indotta da un certo prodotto scalare.
Grazie alla definizione di spazio di Hilbert & possibile formalizzare la teoria delle serie di Fourier e generalizzarla a basi arbitrarie.
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Gli spazi £7 sono un caso molto speciale di spazi LP, dove lo spazio di misura associato & (N, P(N),v), con N I'insieme dei numeri naturali, P(N) = 2N l'nsieme delle parti di N

V[A] = #A che conta il numero di elementi di un insieme (assegnando infinito a insiemi infiniti). Facciamo osservare che, poiché i punti hanno misura unitaria, allora ogni succes
modulo la relazione d'equivalenza quasi ovungue.

In maniera analoga a quella descritta, a partire da un qualunque insieme numerabile § (ad esempio gli interi), si pud definire ED(S) come lo spazio delle successionis : § —+ Ra
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SERE DI FQURER

Una funzione f(z), definita per x € R, si dice periodica di periodo T, se
(8.1) flz+T) = f(x), VzeR.

Se una funzione e periodica di periodo T, essa ¢ anche periodica di periodo
2T, 3T, ... kKT, ...
Siano a, b due numeri reali e sia k € N. La funzione

(8.2) f(x) =acoskr + bsenkzx

e periodica di periodo 27. piu precisamente, essendo

(8.3) cos kxz = cos (kx + 2m) = cos (k (:I: + 2—;)) :

e analogamente per sen kz, la funzione f(x) in (8.2) verifica la relazione

21

(8.4) f(z) :f(:er?) ., VzeR,

ed e percio periodica di periodo 27 /k.
Particolarmente interessanti, anche per le applicazioni alla Fisica, sono com-
binazioni lineari di funzioni del tipo in (8.2), cioe della forma

(8.5) sn(x) = % —I—Z(ak cos kx + by sen kx) , VnéeN,
k=1
che prendono il nome di polinomi trigonometrici, ove aq € ax, by, per k=1,2,...,n,

sono numeri reali, detti coefficienti del polinomio trigonometrico. Evidentemente,
per ogni n € N, s,(z) & una funzione periodica di periodo 2.

Supponiamo che la successione (di somme parziali) s,(z) in (8.5) converga
per ogni x € R. In altre parole, fissati ay € R e ay, by, con k € N, supponiamo
che la serie, detta serie trigonometrica di coefficienti ag, ay, by,

Qo

5 + Z (ar coskx + by sen k),

k=1

(8.6)

sia convergente per ogni x € R. Allora, per la periodicita di s, (x) per ogni n € N,
anche la somma f(x) sara una funzione periodica di periodo 2.

Inversamente, data una funzione f(x), periodica di periodo 27, ci si puo
domandare se essa sia sviluppabile in una serie trigonometrica, cioe se si possono
determinare dei coefficienti ag, ax, b, con k € N, tali che la serie (8.6) converga
per ogni z € R, avendo per somma f(z).

Supposto che f(z) sia sviluppabile nella serie trigonometrica (8.6), cioé che
risulti

(8.7) f(a:):%+Z(akcoskas+bksenkx), VzeR,
k=1

e supposto inoltre che la serie (8.6) sia integrabile termine a termine in un in-
tervallo di ampiezza 27 (per il teorema di integrazione per serie del Paragrafo 5,
una condizione sufficiente affinché cio si verifichi ¢ che la serie converga uniforme-
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mente in tale intervallo), & possibile seguire un procedimento, dovuto a Fourier,
per determinare i coefficienti ag, ax, by. Precisamente, consideriamo la (8.7) per
esempio per z € [—m, 7], moltiplichiamo ambo i membri della (8.7) per cosmz o
per senmz, con m fissato in N, e integriamo tra 7 e . Si ottiene cosi

(8.8) f(z)cosmzdz = %9- cos mz dx+
-+ Z <a,.C / cos kx - cosmx dx + by / sen kzx - cosma:dx) ;
k=1 -7 —
(8.9) f(z)senmz dx = % / sen mx dx+

™

+> (ak/ coska:-senm:rd:z:-t—bk/
k=1 T

—T

sen kx - senmx da:) .

Osservando che

(8.10) /coska:-cosm:nda:: 0 se m#k
T se m=k#0,

(8

(8.11) / coskzr -senmzdr =0,
(8.12) / senkz - senmx dx = 0 se m#k
o T se m=k#0,
dalla (8.8) si ricava la relazione
1 s
(8.13) U = — f(x) cosmz dx , m=0,1,2,...,

(anche per m = 0, grazie al fattore 1/2 che figura nella (8.7), a moltiplicare ao)
e dalla (8.9) segue

1 ™
(8.14) by = - f(x)senmzx dz, m=1,23,....

—_T

In ogni caso, qualunque sia la funzione f(x) integrabile tra 7 e m, le costanti
definite per m = 0,1,2,..., dalla (8.13), e per m = 1,2,... dalla (8.14), si
chiamano coefficienti di Fourier di f(x). La serie (8.6), quando i suoi coefficienti
sono i coefficienti di Fourier (8.13), (8.14) di f(x), si chiama serie di Fourier
di f(x).

Si osservi che se f : [-m,m] — R & una funzione pari, cioé tale che f(z) =
f(—=z) per ogni z € [—m, 7], la serie di Fourier di f ha tutti i coefficienti b, nulli.
Viceversa, se f & dispari, cioe se f(r) = —f(—x) per ogni z € [—, 7], la serie di
Fourier di f si riduce a una serie di soli seni.

In questo paragrafo e nel seguente, data una funzione f integrabile tra —m
e m, periodica di periodo 27, studieremo il problema della sua sviluppabilita in

serie di Fourier, cio¢ il problema di stabilire quando essa sia uguale alla somma
della sua serie di Fourier.



A tale scopo introduciamo alcune notazioni. Sia f(z) una funzione definita in R;
se per x € R esiste il limite,
(8.15) lim f(x+h)

h—0t

lo indicheremo con f(z+). Se esiste il limite
(8.16) lim f(z+h)
h—0~

lo indicheremo con f(z—).

Diremo poi che f : [a,b] — R & regolare a tratti in [a, b] se esistono un numero
finito di punti z;, ¢ = 0,1,...,N,cona = 2 < z; < ... < zy = b, tali che
f € derivabile con derivata continua in ogni intervallo (x;_1,x;) e la restrizione
di f" a (x;-1,;) € prolungabile per continuita all’intervallo chiuso [z;_;, z;]. Se
f : R — R, diremo che e regolare a tratti su R se e regolare a tratti in ogni
intervallo chiuso e limitato di R.

Il seguente risultato, relativo alla convergenza puntuale delle serie di Fourier,
e provato nel Paragrafo 9.

EMA SULLA CONVERGENZA PUNTUALE DELLE SERIE DI FOU-
RIER> Sia f una funzione periodica di periodo 27, regolare a tratti su R. Per
ogni x € R la serie dv Fourier di f converge a

(8.17) > L@t + f(z-)]

cioé alla media fra il limite destro e il limite sinistro di f in x. In particolare la
serie di Fourier di f converge a f(x) nei punti x in cui é continua.

ESEMPIO 1 Sia f la funzione periodica di periodo 27 ottenuta prolungando per
periodicita su R la funzione z € [—m, 7] — |z]| (si veda la Figura 1.6).

A
y

T Y
-3n -2t -n 0 27 3 x

Figura 1.6.

Poiché f e pari, per quanto osservato in precedenza risulta by = 0 per ogni k € N, mentre
con facili calcoli si ha ap =7 e, per k =1,2,...

1 ™ s
akz—/ |x|coskxdm=z/ zcoskxdr =

—T

_2 /1 A 2 (-1)k -1
—W{[kwsenkm]o——]; ; senka:dx}—;T-.

(8.18)
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