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EQUAZIONI DIFFERENZIALI











DERIVATE  DIREZIONALI

DERIVATE  PARZIALI



GRADIENTE

DIFFERENZIABILITA'

DERIVABILITA'



DERIVATE DELLE FUNZIONI COMPOSTE

F continua in x1)
Esistono le derivate parziali in x2)
Esistono tutte le derivate direzionali in x3)
F è differenziabile in x4)

RELAZIONI TRA CONTINUITA', DERIVABILITA' E DIFFERENZIABILITA'

3⇒ 2
4 ⇒ 1+2+3
3 ⇒1

DERIVATE MISTE



TAYLOR

FUNZIONI OMOGENEE















ES FUNZIONI IMPLICITE







B) QUANDO I  MAX E I MIN RELATIVI   SONO ANCHE ASSOLUTI?       

A

C) MAX E MIN SU INSIEMI CPT

D)  FUNZIONI DEFINITE MA NON DERIVABILI IN QUALCHE PUNTO





Naturalmente (x0,y0) sarà un punto stazionario anche per f, e la natura del punto sarà la stessa sia per f 
che per f , in quanto f e f differiscono solo per una traslazione verticale

MASSIMI E MINIMI VINCOLATI 



MAX E MIN OSSERVAZIONI VARIE
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In matematica, un integrale di linea (da non confondere con il calcolo della lunghezza di una curva usando l'integrazione) o integrale curvilineo è un integrale in cui la funzione da integrare è valutata lungo un cammino o una curva. 

L'integrale di linea di un campo scalare è talvolta detto "di prima specie", mentre l'integrale di un campo vettoriale è "di seconda specie".

Talvolta l'integrale (di II specie) è anche detto lavoro lungo una curva del campo vettoriale considerato. 
Qualora la curva sulla quale si integra sia chiusa si parla di circuitazione
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INTEGRALI DI SUPERFICIE





AREA



nota

Se F è irrotazionale in un dominio semplicemente connesso allora F è conservativo

F è irrotazionale se il suo rotore é 0
F è irrotazionale se:

ROTORE

Nel calcolo differenziale vettoriale, il rotore di un campo vettoriale tridimensionale è un operatore differenziale che ad un campo vettoriale tridimensionale F fa corrispondere un altro campo vettoriale solitamente denotato da 
In termini intuitivi, esso esprime una rotazione infinitesima del vettore dato, associando a ogni punto dello spazio un vettore.



la divergenza è un campo scalare che misura la tendenza di un campo vettoriale a divergere o a convergere verso un punto dello spazio.





AREA CON GAUSS GREEN



Sia A un dominio regolare di     , cioè un insieme limitato di     , coincidente con la chiusura del suo interno, con frontiera      costituita da una curva 
generalmente regolare.
La frontiera di A, come curva generalmente regolare, ammette versore  tangente      in tutti i suoi punti, con l'eventuale eccezione di un numero finito 
di essi. 
In corrispondenza è definita la retta normale, o perpendicolare, alla  retta tangente alla frontiera     .
Secondo convenzione, si orienta la retta  normale verso l'esterno dell'insieme A e si considera il corrispondente versore  normale esterno   
Si orienta poi la retta tangente in modo che la coppia (   ,     ) sia congruente  all'orientamento degli assi x, y (cioè, con un movimento rigido piano, costituito da una rotazione ed una traslazione, tale da sovrapporre il versore      con il versore dell'asse x, risulti che il versore     venga a coincidere con il versore dell'asse y). 
In corrispondenza all'orientamento del versore tangente, viene indotto un orientamento della frontiera      che, per convenzione, viene detto positivo; la frontiera così orientata si indica con       .

ESEMPIO

In figura è rappresentato un insieme A la cui frontiera è unione di due curve       ; l'orientazione positiva di    corrisponde al verso antiorario della curva 

Tale rappresentazione stabilisce un orientamento di     ; se, ad esempio, si cambia 
parametro con la sostituzione s = -t, si ottengono le equazioni parametriche 
x = x(-s),
 y=y(-s),
 s  [-b, -a], 
che rappresentano la stessa curva    , ma orientata nel verso opposto al 
precedente. 

Per mezzo delle notazioni introdotte possiamo ora ricordare le formule di  Gauss-Green. 
Tali formule sono utili per il calcolo di integrali doppi estesi  a domini A definiti tramite equazioni parametriche della frontiera; 
in tal caso, tramite le formule di Gauss-Green l'integrale doppio è ridotto ad un integrale curvilineo di una forma differenziale estesa alla frontiera A. 
Oltre a ciò, le formule di Gauss-Green hanno un'importanza teorica notevole nello studio delle equazioni differenziali alle derivate parziali. 



cioè l'integrale curvilineo di      lungo il bordo di S(orientato positivamente) è uguale all'integrale di superficie del prodotto scalare tra il vettore rot V ed il versore normale n a S.

Cioè sia B un dominio regolare di      , cioè B è chiusura di un aperto limitato e connesso con frontiera    costituita da una superficie regolare. L'integrale triplo della divergenza di V esteso a B è uguale all'integrale di superficie del prodotto scalare          dove n è il versore normale esterno a B.

Il teorema della divergenza si interpreta dicendo che il flusso di  un vettore V attraverso una superficie chiusa    , bordo di un insieme         è uguale all'integrale della divergenza di V estesa al solido B.

Invece la formula di Stokes stabilisce che la circuitazione di un vettore V lungo una curva chiusa    , bordo si una superficie S        è uguale al flusso del rotore di V attraverso la superficie S



Il teorema di Stokes è un enunciato riguardante l'integrazione delle forme differenziali che generalizza diversi teoremi di calcolo vettoriale, quali il teorema della divergenza o il teorema del rotore.
Consente di passare da un integrale superficiale a un integrale curvilineo o viceversa. Cioè sotto opportune hp puoi eliminare una dimensione nel calcolo integrale



Il  teorema della divergenza n-dimensionali del teorema fondamentale del calcolo integrale. 
A sua volta, esso è un caso speciale del più generale teorema di Stokes. Talvolta il teorema è meno propriamente detto teorema di Gauss da non confondere col teorema di Gauss-Green.
Permette di passare da un integrale di superficie a un integrale di volume




Il teorema del rotore afferma che il flusso del rotore di determinati campi vettoriali attraverso superfici regolari dotate di bordo è uguale alla circuitazione del campo lungo la frontiera della superficie. Si tratta pertanto di un caso particolare del teorema di Stokes.
Il teorema di Green è un caso speciale del teorema del rotore che considera superfici appartenenti a 


Cioè puoi passare dal calcolo di un integrale di superficie al calcolo di un integrale lungo la frontiera della superficie.
Esprime l'equivalenza del flusso del rotore di un campo vettoriale attraverso una superficie e della circuitazione del campo vettoriale lungo la frontiera della superficie

Il teorema di Green pone in relazione un integrale di linea attorno a una curva chiusa semplice e un integrale doppio su di una regione piana limitata dalla medesima curva. 

Stabilisce che la circuitazione di un campo vettoriale attraverso una curva è uguale al flusso del rotore del campo attraverso la superficie delimitata da tale curva

Il teorema del flusso, noto anche come teorema di Gauss, nella teoria dei campi vettoriali, afferma che i campi vettoriali radiali dipendenti dal reciproco del quadrato della distanza dall'origine hanno un flusso attraverso una qualunque superficie chiusa che dipende solo dalle sorgenti di campo in essa contenute ed è indipendente dalla posizione interna delle sorgenti che lo generano.
L'enunciato ha due espressioni, una integrale e una differenziale, legate tra di loro dal teorema della divergenza.
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Esercizi sui teoremi di Green, Stokes, Gauss

Esercizio 1. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale

F (x, y) =
(

x2y + earctan (sinx+log (1+x2)), xy3 − cos esin (y4+y2+1)
)

lungo il bordo del triangolo di vertici O(0, 0), A(1, 0), B(1, 1) percorso in senso antiorario.

Esercizio 2. Calcolare la circuitazione del campo vettoriale

F (x, y, z) =

(

sin
(

ex
8
)

+ 15yz, x2y +
1

3y4 + 7
+ xz, ecos (6z

4+5) + 8xy

)

lungo il bordo della superficie Σ =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : z = 9− x2 − y2, x ≤ 0, y ≥ 0, z ≥ 0

}

, orientato

positivamente rispetto al versore normale a Σ che forma un angolo ottuso con il versore fondamentale

dell’asse z.

Esercizio 3. Calcolare il flusso del rotore del campo vettoriale

F (x, y, z) =
(

5x2 − 1 + cos (exz − 1), 5y2 − log
(

1 + arctan2 (xz)
)

, 2y − sin (xz)
)

attraverso la superficie Σ =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 + z2 = 9, x ≥ 0, z ≥ 0

}

, orientata in modo che il

versore normale a Σ formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Esercizio 4. Calcolare il flusso entrante del campo vettoriale

F (x, y, z) =
(

x3 + y log (z2 + 1), 4y + xz log (1 + x2z2), z3 + x log (y2 + 1)
)

dal bordo dell’insieme Ω =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + z2 ≤ 4, 0 ≤ y ≤ 2

}

.

Esercizio 5. Calcolare il flusso uscente del campo vettoriale

F (x, y, z) =
(

2x2 + ey
6 − 3z10, xy + ez

6 − 3x10, 3x6y10 − xz
)

dal bordo dell’insieme Ω =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : 3− y2 − z2 ≤ x ≤ 6− 4

√

y2 + z2, y2 + z2 < 9, z ≤ 0
}

.

Esercizio 6. Calcolare l’integrale di linea del campo vettoriale

F (x, y) =
(

7y − e3 sinx, 2 cos (e3y+1)− x2y + 7x
)
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lungo il bordo dell’insieme Ω =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ 9, 0 ≤ y ≤ x+ 3

}

percorso in senso orario.

Esercizio 7. Calcolare l’integrale di linea del campo vettoriale

F (x, y, z) =
(

3yz + sin8 x, xz + log6 (1 + y2), 2xy + ez
2
)

lungo il bordo della superficie Σ =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : z = 4− x2 − y2, x2 + y2 ≤ 3, x ≥ 0, y ≥ 0

}

, orien-

tato positivamente rispetto ad un osservatore posto come il vettore uscente dal paraboloide z = 4− x2 −
y2.

Esercizio 8. Calcolare il flusso del rotore del campo vettoriale

F (x, y, z) =
(

y sin (x+ cos z4)− 3z, y8 ex+z, 3x+ 5x2z
)

attraverso la superficie Σ =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : y = 2−

√
x2 + z2, y ≥ 0

}

, orientata in modo che il versore

normale a Σ formi un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse y.

Esercizio 9. Calcolare l’integrale di linea del campo vettoriale

F (x, y) =
(

esinx − 3x2y, 2xy −
√

2 + cos y
)

lungo il bordo dell’insieme Ω =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ 4, x ≥ 0, y ≥ 0

}

percorso in senso antiorario.

c© 2020 Sergio Lancelotti



3

SVOLGIMENTO

Esercizio 1. Il campo vettoriale F è di classe C1 su R
2.

Denotato con Ω il triangolo OAB, calcoliamo l’integrale

∫

∂Ω

F · dP .

Osserviamo che Ω =
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x

}

.

Posto F = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che

∫

∂Ω

F · dP =

∫

Ω

(

∂f2

∂x
(x, y)− ∂f1

∂y
(x, y)

)

dx dy =

=

∫

Ω

(

y3 − x2
)

dx dy =

∫ 1

0

(
∫ x

0

(

y3 − x2
)

dy

)

dx =

=

∫ 1

0

[

1

4
y4 − x2y

]x

0

dx =

∫ 1

0

(

1

4
x4 − x3

)

dx =

=

[

1

20
x5 − 1

4
x4

]1

0

= −1

5
.

b

A(1, 0)

b
B(1, 1)

x

y

b

O γ

Ω

Esercizio 2. Si ha che F è di classe C1 su R
3. Per il Teorema di Stokes si ha che

∫

∂Σ

F · dP =

∫

Σ

rotF · n dσ,

dove rotF è il rotore del campo vettoriale F definito dalla scrittura formale

∀(x, y, z) ∈ R
3 : rotF (x, y, z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

sin
(

ex
8

)

+ 15yz x2y + 1
3y4+7

+ xz ecos(6z
4+5) + 8xy

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

=

= (7x, 7y, 2xy − 14z).

La superficie Σ è il grafico della funzione g : K → R definita da g(x, y) = 9− x2 − y2, dove

K =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ 9, x ≤ 0, y ≥ 0

}

.
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Quindi Σ = σ(K), dove σ(x, y) = (x, y, 9− x2 − y2). Ne segue
che
∫

∂Σ

F · dP =

∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

K

rotF (σ(x, y)) ·N(x, y) dx dy,

dove N(x, y) è un vettore normale a Σ che forma un angolo ot-
tuso con il versore fondamentale dell’asse z. Un vettore normale
a Σ è

Nσ(x, y) =

(

−∂g

∂x
(x, y), −∂g

∂y
(x, y), 1

)

= (2x, 2y, 1) .

Questo vettore forma un angolo acuto con il versore fonda-
mentale dell’asse z. Quindi un vettore normale a Σ che for-
ma un angolo ottuso con il versore fondamentale dell’asse z è
N(x, y) = −Nσ(x, y) = (−2x,−2y,−1).

x

y

z

Σ
N

Si ha che

rotF (σ(x, y)) ·N(x, y) = rotF
(

x, y, 9− x2 − y2
)

· (−2x, −2y, −1) =

=
(

7x, 7y, 2xy − 126 + 14x2 + 14y2
)

· (−2x, −2y, −1) = 126− 28x2 − 28y2 − 2xy.

Ne segue che

∫

∂Σ

F · dP =

∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

K

rotF (σ(x, y)) ·N(x, y) dx dy =

∫

K

(

126− 28x2 − 28y2 − 2xy
)

dx dy =

passando in coordinate polari nel piano xy

=

∫

K ′

(

126− 28ρ2 − 2ρ2 cosϑ sin ϑ
)

ρ dρ dϑ =

∫

K ′

(

126ρ− 28ρ3 − 2ρ3 cosϑ sinϑ
)

dρ dϑ =

dove K ′ = [0, 3]×
[

π
2
, π
]

= 7π

(
∫ 3

0

(

9ρ− 2ρ3
)

dρ

)

− 2

(
∫ 3

0

ρ3 dρ

)

(

∫ π

π

2

cosϑ sin ϑ dϑ

)

=

= 7π

[

9

2
ρ2 − 1

2
ρ4
]3

0

− 2

[

1

4
ρ4
]3

0

[

1

2
sin2 ϑ

]π

π

2

=
81

4
.
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Esercizio 3. Si ha che F è di classe C1 su R
3. Per il Teorema di Stokes si ha che

∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

∂Σ

F · dP.

Osserviamo che ∂Σ = Γ1 ∪ Γ2, dove

Γ1 =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + y2 = 9, z = 0, x ≥ 0

}

, Γ2 =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : y2 + z2 = 9, x = 0, z ≥ 0

}

.

x

y

z

Σ

b

N

γ1 Γ1

γ2Γ2

x

y

O 3

−3

3

γ1

y

z

O 3

3

−3

γ2

Quindi
∫

∂Σ

F · dP =

∫

γ1

F · dP +

∫

γ2

F · dP,

dove γ1 e γ2 sono due curve parametriche che parametrizzano rispettivamente Γ1 e Γ2 in modo che

∂Σ = Γ1 ∪ Γ2 sia percorso in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale a

Σ, che deve formare un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse z.

Si ha che γ1 :
[

−π
2
, π
2

]

→ R
3 è γ1(t) = (3 cos t, 3 sin t, 0). Quindi

∫

γ1

F · dP =

∫ π

2

−π

2

F (γ1(t)) · γ′
1(t) dt,

dove

F (γ1(t))·γ′
1(t) = F

(

3 cos t, 3 sin t, 0
)

·(−3 sin t, 3 cos t, 0) =
(

45 cos2 t, 45 sin2 t, 6 sin t
)

·(−3 sin t, 3 cos t, 0) =

= −135 sin t cos2 t+ 135 cos t sin2 t.

Pertanto
∫

γ1

F · dP =

∫ π

2

−π

2

F (γ1(t)) · γ′
1(t) dt = 135

∫ π

2

−π

2

(

− sin t cos2 t+ cos t sin2 t
)

dt =

c© 2020 Sergio Lancelotti



6

= 135

[

1

3
cos3 t+

1

3
sin3 t

]
π

2

−π

2

= 90.

Inoltre si ha che γ2 : [0, π] → R
3 è γ2(t) = (0, 3 cos t, 3 sin t). Quindi

∫

γ2

F · dP =

∫ π

0

F (γ2(t)) · γ′
2(t) dt,

dove

F (γ2(t)) · γ′
2(t) = F

(

0, 3 cos t, 3 sin t
)

· (0,−3 sin t, 3 cos t) =
(

0, 45 cos2 t, 6 cos t
)

· (0,−3 sin t, 3 cos t) =

= −135 sin t cos2 t + 18 cos2 t.

Pertanto
∫

γ2

F · dP =

∫ π

0

F (γ2(t)) · γ′
2(t) dt =

∫ π

0

(

−135 sin t cos2 t + 18 cos2 t
)

dt =

=
[

45 cos3 t+ 9(t+ sin t cos t)
]π

0
= 9π − 90.

In conclusione si ha che

∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

∂Σ

F · dP =

∫

γ1

F · dP +

∫

γ2

F · dP = 90 + 9π − 90 = 9π.

Esercizio 4. Si ha che F è di classe C1 su R
3. Per le proprietà degli integrali di flusso, il flusso entrante

di F da ∂Ω è l’opposto del flusso uscente di F da ∂Ω.

Per il Teorema di Gauss si ha che il flusso uscente di F da ∂Ω è

∫

∂Ω+

F · n dσ =

∫

Ω

divF (x, y, z) dx dy dz,

dove, posto F = (f1, f2, f3), si ha che divF (x, y, z) =
∂f1

∂x
(x, y, z) +

∂f2

∂y
(x, y, z) +

∂f3

∂z
(x, y, z).
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Quindi divF (x, y, z) = 3(x2 + z2) + 4 e

∫

∂Ω+

F ·n dσ =

∫

Ω

divF (x, y, z) dx dy dz =

∫

Ω

[

3(x2 + z2) + 4
]

dx dy dz.

x
y

z

Ω

Osserviamo che Ω è l’insieme dei punti del cilindro retto di equazione x2 + z2 = 4 e dei punti interni

ad esso, compresi fra i piani y = 0 e y = 2. Passiamo in coordinate cilindriche con asse coincidente con

l’asse y. Poniamo quindi

Φ :











x = ρ cosϑ

y = y

z = ρ sin ϑ,

ρ ≥ 0, 0 ≤ ϑ ≤ 2π, y ∈ R, |det JΦ(ρ, ϑ, y)| = ρ.

Allora

(x, y, z) ∈ Ω ⇐⇒
{

x2 + z2 ≤ 4

0 ≤ y ≤ 2
⇐⇒











0 ≤ ρ ≤ 2

0 ≤ ϑ ≤ 2π

0 ≤ y ≤ 2.

Quindi Ω = Φ(Ω′), dove

Ω′ =
{

(ρ, ϑ, y) ∈ R
3 : 0 ≤ ρ ≤ 2, 0 ≤ ϑ ≤ 2π, 0 ≤ y ≤ 2

}

.

Ne segue che

∫

∂Ω+

F · n dσ =

∫

Ω

[

3(x2 + z2) + 4
]

dx dy dz. =

∫

Ω′

(

3ρ3 + 4ρ
)

dρ dϑ dy =

essendo Ω′ un parallelepipedo con spigoli paralleli agli assi ρ, ϑ e y e la funzione integranda prodotto di

una funzione di ρ, una di ϑ e una di y, si ottiene

= 4π

(
∫ 2

0

(

3ρ3 + 4ρ
)

dρ

)

= 4π

[

3

4
ρ4 + 2ρ2

]2

0

= 80π.

In conclusione, il flusso entrante di F da ∂Ω è

∫

∂Ω−

F · n dσ = −
∫

∂Ω+

F · n dσ = −80π.

c© 2020 Sergio Lancelotti
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Esercizio 5. Si ha che F è di classe C1 su R
3. Per il Teorema di Gauss si ha che

∫

∂Ω

F · n dσ =

∫

Ω

divF (x, y, z) dx dy dz,

dove, posto F = (f1, f2, f3), si ha che divF (x, y, z) =
∂f1

∂x
(x, y, z) +

∂f2

∂y
(x, y, z) +

∂f3

∂z
(x, y, z).

Quindi divF (x, y, z) = 4x e
∫

∂Ω

F · n dσ =

∫

Ω

divF (x, y, z) dx dy dz =

∫

Ω

4x dx dy dz.

Passiamo in coordinate cilindriche con asse parallelo all’asse x.
Si ha che

Φ :











x = x

y = ρ cosϑ

z = ρ sinϑ

ρ ≥ 0, 0 ≤ ϑ ≤ 2π, x ∈ R, |detJΦ(ρ, ϑ, y)| = ρ.

Si ottiene che
∫

∂Ω

F ·n dσ =

∫

Ω

divF (x, y, z) dx dy dz =

∫

Ω

4x dx dy dz =

∫

Ω′

4xρ dρ dϑ dx,

dove Ω′ =
{

(ρ, ϑ, x) ∈ R
3 : 0 ≤ ρ ≤ 1, π ≤ ϑ ≤ 2π, 3− ρ2 ≤ x ≤ 6− 4ρ

}

.

x

Ω

y
z

Quindi
∫

∂Ω

F · n dσ =

∫

Ω′

4xρ dρ dϑ dx = π

∫ 1

0

ρ

(
∫ 6−4ρ

3−ρ2
4x dx

)

dρ = 2π

∫ 1

0

ρ
[

x2
]6−4ρ

3−ρ2
dρ =

= 2π

∫ 1

0

ρ
[

(6− 4ρ)2 − (3− ρ2)2
]

dρ = 2π

∫ 1

0

ρ
(

22ρ2 − 48ρ+ 27− ρ4
)

dρ =

= 2π

∫ 1

0

(

22ρ3 − 48ρ2 + 27ρ− ρ5
)

dρ = 2π

[

11

2
ρ4 − 16ρ3 +

27

2
ρ2 − 1

6
ρ6
]1

0

=
17

3
π.

Esercizio 6. Il campo vettoriale F è di classe C1 su R
2.

Per le proprietà degli integrali di linea, l’integrale di linea del campo F lungo ∂Ω percorso in senso

orario è l’opposto dell’integrale di linea di F lungo ∂Ω percorso in senso antiorario.

c© 2020 Sergio Lancelotti
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Posto F = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che l’integrale di linea di F lungo ∂Ω percorso in

senso antiorario è

∫

∂Ω+

F · dP =

∫

Ω

(

∂f2

∂x
(x, y)− ∂f1

∂y
(x, y)

)

dx dy =

= −2

∫

Ω

xy dx dy.

Osserviamo che

Ω =
{

(x, y) ∈ R
2 : 0 ≤ y ≤ 3, y − 3 ≤ x ≤

√

9− y2
}

.

Quindi è un insieme x-semplice. Procedendo con

l’integrazione si ottiene

∫

∂Ω+

F · dP = −2

∫ 3

0

(

∫

√
9−y2

y−3

xy dx

)

dy =

= −2

∫ 3

0

y

[

1

2
x2

]

√
9−y2

y−3

dy = −2

∫ 3

0

(

3y2 − y3
)

dy =

= −2

[

y3 − 1

4
y4
]3

0

= −27

2
.

x

y

O 3

3

−3

Ω

In conclusione l’integrale di linea del campo F lungo ∂Ω percorso in senso orario è

∫

∂Ω−

F · dP =

∫

∂Ω+

F · dP =
27

2
.

Esercizio 7. Si ha che F è di classe C1 su R
3. Per il Teorema di Stokes si ha che

∫

∂Σ

F · dP =

∫

Σ

rotF · n dσ.

dove rotF è il rotore del campo vettoriale F definito dalla scrittura formale

∀(x, y, z) ∈ R
3 : rotF (x, y, z) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

i j k

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

3zy + sin8 x xz + log6 (1 + y2) 2xy + ez
2

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= (x, y,−2z).
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La superficie Σ è il grafico della funzione g : K → R

definita da g(x, y) = 4− x2 − y2, dove

K =
{

(x, y) ∈ R
2 : x2 + y2 ≤ 3, x ≥ 0, y ≥ 0

}

.

Quindi Σ = σ(K), dove σ(x, y) = (x, y, 4− x2 − y2).
Ne segue che

∫

∂Σ

F ·dP =

∫

Σ

rotF ·n dσ =

∫

K

rotF (σ(x, y))·N(x, y) dx dy,

dove N(x, y) è il vettore normale uscente dal
paraboloide z = 4− x2 − y2.

x

y

z

Σ

N

Un vettore normale al piano tangente a Σ è

N(x, y) =
∂σ

∂x
(x, y) ∧ ∂σ

∂y
(x, y) =

(

−∂g

∂x
(x, y),−∂g

∂x
(x, y), 1

)

= (2x, 2y, 1) .

Questo vettore è uscente dal paraboloide z = 4− x2 − y2. Si ha che

rotF (σ(x, y)) ·N(x, y) = rotF
(

x, y, 4− x2 − y2
)

· (2x, 2y, 1) =

=
(

x, y, 2x2 + 2y2 − 8
)

· (2x, 2y, 1) = 4
(

x2 + y2
)

− 8.

Ne segue che

∫

∂Σ

F · dP =

∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

K

rotF (σ(x, y)) ·N(x, y) dx dy =

∫

K

[

4
(

x2 + y2
)

− 8
]

dx dy =

passando in coordinate polari nel piano

=

∫

K ′=[0,
√
3]×[0,π2 ]

(

4ρ2 − 8
)

ρ dρ dϑ =
π

2

∫

√
3

0

(

4ρ3 − 8ρ
)

dρ =
π

2

[

ρ4 − 4ρ2
]

√
3

0
= −3

2
π.
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Esercizio 8. Si ha che F è di classe C1 su R
3. Per il Teorema di Stokes si ha che

∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

∂Σ

F · dP,

dove il bordo di Σ è orientato in senso antiorario rispetto ad un osservatore posto come il versore normale

a Σ che forma un angolo acuto con il versore fondamentale dell’asse y che è j.

Si ha che

∂Σ =
{

(x, y, z) ∈ R
3 : x2 + z2 = 4, y = 0

}

.

x

y

z

Σ

b

N

γ

x

z

O 2−2

2

−2

γ

Piano y = 0

Una curva parametrica γ che parametrizza ∂Σ inducendo tale verso di percorrenza è ad esempio

γ : [0, 2π] → R
3 definita da

γ(t) = (2 cos t, 0,−2 sin t).

Quindi
∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

∂Σ

F · dP =

∫

γ

F · dP =

∫ 2π

0

F (γ(t)) · γ′(t) dt.

Per ogni t ∈ [0, 1] si ha che

F (γ(t)) · γ′(t) = F (2 cos t, 0,−2 sin t) · (−2 sin t, 0,−2 cos t) =

= (6 sin t, 0, 6 cos t− 40 cos2 t sin t) · (−2 sin t, 0,−2 cos t) =

= 80 cos3 t sin t− 12 sin2 t− 12 cos2 t = 80 cos3 t sin t− 12.

Ne segue che
∫

Σ

rotF · n dσ =

∫

γ

F · dP =

∫ 2π

0

F (γ(t)) · γ′(t) dt =

∫ 2π

0

(

80 cos3 t sin t− 12
)

dt = −24π.
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Esercizio 9. Il campo vettoriale F è di classe C1 su R
2.

Posto F = (f1, f2), per il Teorema di Green si ha che

∫

∂Ω

F · dP =

∫

Ω

(

∂f2

∂x
(x, y)− ∂f1

∂y
(x, y)

)

dx dy =

=

∫

Ω

(

2y + 3x2
)

dx dy =

passando in coordinate polari centrate nell’origine si

ottiene

=

∫

Ω′

(

2ρ2 sin ϑ+ 3ρ3 cos2 ϑ
)

dρ dϑ =

essendo Ω′ = [0, 2]×
[

0, π
2

]

si ha

x

y

O 2

2

Ω

= 2

(
∫ 2

0

ρ2 dρ

)

(

∫ π

2

0

sin ϑ dϑ

)

+ 3

(
∫ 2

0

ρ3 dρ

)

(

∫ π

2

0

cos2 ϑ dϑ

)

=

= 2

[

1

3
ρ3
]2

0

[

− cosϑ
]

π

2

0
+ 3

[

1

4
ρ4
]2

0

[

1

2
(ϑ+ sinϑ cos ϑ)

]
π

2

0

=
16

3
+ 3π.
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Esercizi svolti e assegnati sulle formule di Gauss-Green

Esercizio 1. Calcolare l’area di

E =
{

(x, y) ∈ R2 :
x2

a2
+

y2

b2
≤ 1

}
,

dove a > 0, b > 0 sono fissati.

Svolgimento. Si consideri la curva regolare Γ che percorre in senso in senso antiorario, una volta sola, il
bordo della regione E, cioè l’ellisse x2

a2 + y2

b2 = 1. Una parametrizzazione di Γ è

−→r (t) = a cos(t)
−→
i 1 + b sin(t)

−→
i 2, t ∈ [0, 2π]

Applichiamo la formula di Gauss-Green per l’area

area(E) =
1
2

∮

Γ

(x dy − y dx) =
1
2

∮

Γ

−→
F · dΓ ,

dove
−→
F = −y

−→
i 1 + x

−→
i 2, e calcoliamo l’integrale curvilineo. Essendo

−→r ′(t) = −a sin(t)
−→
i 1 + b cos(t)

−→
i 2−→

F (−→r (t)) = −b sin(t)
−→
i 1 + a cos(t)

−→
i 2

si ha

area(E) =
1
2

∫ 2π

0

(ab sin2(t) + ab cos2(t)) dt =
ab

2

∫ 2π

0

dt = πab

Esercizio 2. Calcolare ∮

Γ

(x3 − xy3) dx + (y2 − 2xy) dy

dove Γ è il perimetro del quadrato Q = [0, 2]× [0, 2] percorso in senso antiorario.

Svolgimento. Non conviene calcolare direttamente l’integrale curvilineo: dovrei “spezzarlo” in 4 integrali,
essendo Γ dato dall’unione delle quattro curve corrispondenti ai lati del quadrato.
È invece opportuno usare la formula di Gauss-Green “al rovescio”: riportare l’integrale curvilineo all’integrale
doppio su Q.

I =
∮

Γ

[
(x3 − xy3)

−→
i 1 + (y2 − 2xy)

−→
i 2

]
· dΓ =

∫∫

Q

[
∂

∂x
(y2 − 2xy)− ∂

∂y
(x2 − xy3)

]
dxdy

=
∫∫

Q

(−2y + 3xy2
)

dxdy

=
∫ 2

0

[∫ 2

0

(−2y + 3xy2) dy

]
dx

=
∫ 2

0

[−y2 + xy3
]2
0

dx =
∫ 2

0

(−4 + 8x) dx = 8

Esercizio 3. Calcolare l’area del dominio E limitato dai grafici delle funzioni

f1(x) = x(1− x) x ∈ [0, 1], f2(x) = x(x2 − 1) x ∈ [0, 1].

1



Svolgimento. Si noti che f2(x) ≤ 0 ≤ f1(x) per ogni x ∈ [0, 1], quindi

(1) E =
{
(x, y) ∈ R2 : x ∈ [0, 1], x(x2 − 1) ≤ x(1− x)

}
.

Applichiamo il teorema di Gauss-Green: il bordo Γ di E, percorso in senso antiorario, è dato dall’unione
delle due curve Γ1 = graf(f1) e Γ2 = graf(f2), orientate in senso antiorario. Denotando con Γ̃1 la curva che
percorre graf(f1) in senso orario (cioè Γ̃1 = −Γ1, per la formula di G.G. si ha

area(E) =
1
2

∮

Γ

(xdy − y dx) =
1
2

∫

Γ2

(x dy − y dx)− 1
2

∫

Γ̃1

(x dy − y dx).

Osserviamo che una parametrizzazione di Γ2 è

γ2(t) = t
−→
i 1 + t(t2 − 1)

−→
i 2 ⇒ γ′2(t) =

−→
i 1 + (3t2 − 1)

−→
i 2

quindi
1
2

∫

Γ2

(xdy − y dx) =
1
4
.

Allo stesso modo si ha

γ1(t) = t
−→
i 1 + t(1− t)

−→
i 2 ⇒ γ′2(t) =

−→
i 1 + (1− 2t)

−→
i 2

e si calcola
1
2

∫

Γ2

(xdy − y dx) = −1
6
.

Allora

area(E) =
1
4
−

(
−1

6

)
=

5
12

.

Procedimento alternativo: si sarebbe anche potuto procedere direttamente al calcolo dell’area di E,
tenendo conto della (1)

area(E) =
∫ 1

0

(∫ x(1−x)

x(x2−1)

1 dy

)
dx = . . . =

5
12

.

Esercizi assegnati. Usando le formule di Gauss-Green, calcolare

1. l’integrale curvilineo di seconda specie

I =
∮

Γ

x3y dx + (x2 − y2) dy

ove Γ è il perimetro del triangolo di vertici A = (0, 0), B = (1, 1) e C = (2, 0), percorso in senso
orario.
Risposta: I = − 1

2 .

2. l’integrale curvilineo di seconda specie

I =
∮

Γ

xy dx− (1 + x2) dy

ove Γ è il perimetro del triangolo di vertici A = (0, 0), B = (1, 0) e C = (0, 1), percorso in senso
antiorario.
Risposta: I = − 1

2 .

3. l’integrale curvilineo di seconda specie

I =
∮

Γ

arctan(y) dx− xy dy

ove Γ è il perimetro del triangolo di vertici A = (1, 0), B = (0, 1) e C = (0,−1), percorso in senso
orario.
Risposta: I = π

2 − ln(2).

2
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ARGOMENTI DI CARATTERE TEORICO





















Per passaggio al limite sotto al segno di integrale si intende la possibilità di calcolare il limite di una successione di integrali come l'integrale del limite della successione delle funzioni integrande.



Teorema di convergenza monotona o Beppo-Levi
Lo scambio tra le operazioni di limite e di integrazione è possibile se le funzioni sono non negative e se la successione e monotona crescente.


Teorema della convergenza dominata
Si applica nel caso di funzioni dominate da una funzione integrabile ovvero in cui esiste una funzione g, ad integrale finito tale che
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FUNZIONI LIPSCHTZIANE E TEOREMA DELLE CONTRAZIONI

INSIEMI CPT. FUNZIONI CONTINUE SU INSIEMI CPT
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1) Disegnare il grafico di f
2) Trovare il periodo , quindi L
3) Scrivere la formula generale della serie di Fourier
4) Vedere se f è pari o dispari
5) Trovare i coefficienti di Fourier
6) Riscrivere la serie con i coefficienti
7) Studiare la convergenza
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RISOLUZIONE DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 

Non lineari•

ORDINE I○

A variabili separabili

Non lineari Omogenee  (*)

Del tipo  

Esatte (cioè riconducibili a forme differenziali)

Di ordine superiore al primo○

Per sostituzione  (*)

Equazioni autonome (*)

Equazioni della forma

Di Bernoulli

Lineari•

ORDINE I○

Del primo ordine 

ORDINE II○

Omogenee a coefficienti costanti del secondo ordine 
Metodo delle variazioni delle costanti per non omogenee del II ordine a coefficienti costanti
Metodo di somiglianza per non omogenee del II ordine a coefficienti costanti 

ORDINE K○

Omogenee e non omogenee a coefficienti costanti di ordine n con somiglianza (*)
Metodo delle variazioni delle costanti per non omogenee di ordine n a coefficienti costanti (*)

𝑦ᇱ(𝑡) = 𝑔 ቆ
𝑎𝑡 + b𝑦(𝑡) + c

𝑎ᇱ𝑡 + 𝑏ᇱy(t) + cᇱ
ቇ (∗)

𝑦ᇱᇱ(௧) = 𝑓൫y(𝑡)൯ (∗)

(*)

Su quelle (*) devo fare esercizi perché non ne ho mai fatti 







EQUAZIONI DIFFERENZIALI NON LINEARI OMOGENEE



EQUAZIONI NON LINEARI DI ORDINE SUPERIORE AL PRIMO

PER SOSTITUZIONE

EQUAZIONI AUTONOME



EQUAZIONI DELLA FORMA

DI BERNOULLI









LINEARE OMOGENEE E NON OMOGENEA DI ORDINE n



EQUAZIONI LINEARI NON OMOGENEE A COEFFICENTI COSTANTI D ORDINE n



TUTTI I TIPI DI SOLUZIONI

TIPI DI SOLUZIONE
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TeoremiÊdiÊesistenzaÊeÊunicità
Problema di Cauchya.
Teorema di Cauchy-Lipschitzb.
Teorema dell'asintotoc.
Teorema di Peanod.
Soluzioni Massimali e.
Soluzioni globali f.
Dipendenza continua dal dato inizialeg.

1)

SistemiÊLineariÊ
Caso lineare a coefficienti costanti 

Esponenziale di matrici
Sistemi lineari omogenei a coefficienti costanti
Sistemi lineari non omogenei a coefficienti costanti

a.

Caso bidimensionale omogeneo (fuochi, selle, moti ,nodi, centro)b.

Caso  lineari (non a coefficienti costanti)
Caso omogeneo
Matrice Wronskiana + proprietà
Caso non omogeno

c.

2)

SistemiÊautonomi
Definizione a.

Traiettorie + proprietà
Integrale primo
Sistemi hamiltoniani

b.

Punti stazionari e di equilibrio 
Soluzioni stabili
Bacini di attrazione
Teorema di Poincarè-Bendixon
Funzioni di Lypunov
Stabilità degli equilibri 
Criterio di instabilità

c.

Sistema linearizzato 
Definizione di punto stazionario iperbolico
Teorema di linearizzazione(Hartman-Grobman))
Teorema di linearizzazione per punti di equilibri

d.

Sistemi bidimensionali autonomi
Sistemi esatti

e.

Sistemi bidimensionali lineari
u ഻഻ − (a + d)u ഻ + (ad − bc)u = 0  (con traccia e det(A))

f.

3)

൬
𝑎 𝑏
𝑐 𝑑

൰

A2 EQUAZIONI  DIFFERENZIALI
sabato 20 maggio 2023 17:16









𝑦(𝑥) = eఒ௫(𝑐ଵ + 𝑐ଶ𝑥 , 𝑐ଶ )

𝜆ଵ = 𝜆 , 𝜆ଶ = 𝜆̅ ∈ ℂ

𝛼 + i𝛽 𝛼 − i𝛽

𝑦(𝑥) = eఈ௫(𝑐ଵ cos(𝛽𝑥) + 𝑐ଶ sin(𝛽𝑥) , −𝑐ଵ𝑠𝑖𝑛(𝛽𝑥) + 𝑐ଶcos(𝛽𝑥))

𝜆ଵ, 𝜆ଶ < 0

Nodo stabile

𝜆<0

Moto improprio stabile

𝛼 < 0

Fuoco stabile

𝜆ଵ, 𝜆ଶ > 0

Nodo instabile 

𝜆>0

Moto improprio instabile

𝛼>0

Fuoco instabile

𝜆ଵ < 0 < 𝜆ଶ

Sella

\ 𝛼 = 0

Centro

𝜆ଵ ≠ 𝜆ଶ ∈ ℝ 𝜆ଵ = 𝜆ଶ ∈ ℝ

𝑦(𝑥) = ൫𝑐ଵe
ఒభ௫ , 𝑐ଶe

ఒమೣ൯





Ad ogni traiettoria corrisponde una famiglia di traslate della stessa soluzione dell’equazione 1)
Due traiettorie si intersecano se e solo se coincidono 2)
Ω è foliato dalle traiettorie, cioè è unione disgiunta di traiettorie3)

Intuitivamente un punto di equilibrio stabile è un punto per il quale posso scegliere un intorno abbastanza piccolo per il quale tutte le traiettorie passanti per 
questo intorno non vi si allontanano troppo. La stabilità asintotica implica non solo che le orbite rimangano limitate ma anche che convergano nel punto. 
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