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CAPITOLO 1

Spazi Normati e di Banach

1.1 Spazi Normati

Definizione 1.1.1: Uno spazio spazio normato su K =R o C ¢ una coppia (E, ||.||), in cui E

& uno spazio vettoriale su K e ||.|| € una norma su E, cioé una funzione ||.|| : E — [0, +00) t.c.
(1) ||z >0 Vxe Ee|z||=0seesolosexz=0¢€E;
(2) Azl = Mll=| Ve B VA € K;

B3) llz+yll < llzll + llyll v,y € E.

Osservazione 1.1.2: Uno spazio normato (E, ||.||) ha una naturale struttura di spazio metrico
con distanza d : E x E — [0, 400) data da

d(z,y) = llx —yl| Yo,y € E.

Proposizione 1.1.3: Sia (E, ||-||) uno spazio normato allora le operazioni di somma tra vettort,

il prodotto per scalari e la norma sono applicazioni continue.

Dimostrazione. Per quanto riguarda la norma si ha
]| < [l =yl + Iyl

ossia

2]l = llyll < ll= =yl

da cui segue

[zl =Nyl < [l =yl

3
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dunque ¢ 1-lipschitziana. Per il prodotto per scalari abbiamo
|tz — toxo|| < ||tx — txo|| + ||txo — tozol| — O per t — t9 e x — xp.
Mentre per la somma
[z +y) = (o + yo)ll < llz—zoll + [y — yol —> 0 per z = 2o e y — yo.

O]

Proposizione 1.1.4: Tutte le norme su uno spazio vettoriale di dimensione finita V su K =R

o C sono equivalenti, cioé inducono su 'V la stessa topologia.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia {ey, ..., e, } una base di V. Ogni z € V' ¢ scrivibile in modo unico

come x =y ;" ; aje; con {a;}i=1,..» C K. Definiamo su V la norma (facili verifiche)

n n
H:EH():Z|Q¢| in cuix:Zaiei Vr e V.
i=1 1=1

Dimostriamo che ogni altra norma ||.|| su V' ¢ equivalente a ||.||o. Osserviamo chesez = > | a;e;

si ha
n

2]l < (max fles]) D lail = (max fles|)llo

1<i<n ‘ 1<i<n
=1

cioe ||.|| < M]J.||o con M = maxi<i<p ||€;|. Adesso consideriamo S = {(a1,...,a,) € K" | Y"1, |a;| =
1} e la funzione

S35 (a1, s an) =2 |larer + ... + anen].

Notiamo che S ¢ chiuso e limitato rispetto alla topologia euclidea su K", inoltre ¢ ¢ continua e

positiva su S, dunque vi ammette minimo m > 0. Dunque se x € V' \ {0} ¢ Tl = dorae;

abbiamo (a1, ...,a,) € S e

i = ot a = m e v o)
0
da cui segue
[zl > mllzllo Vo eV
perché per x = 0 vale I'uguaglianza. O

Proposizione 1.1.5: Siano (E,||-|g) e (F,||-||r) due spazi normati ed L : E — F un operatore

lineare. Sono equivalenti:
(1) L é localmente limitata in 0 € E, cioé 3¢ >0 3IC >0 t.c. ||Lz||p < C Vz e B(0,¢);
(2) L é continua in 0;

(3) L é lipschitziana.
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xT

Dimostrazione. Se vale (1) allora per ogni x € E\{0} si ha STels € B(0,¢) in quanto H 5Tels
5. Dunque HL (%I £ )HF <Ce

E

|zl &

2C
Zzlr < = fals

ma questo, essendo L lineare, implica (3) che implica (2) banalmente che a sua volta implica (1)

sempre banalmente. O

Definizione 1.1.6: Siano (E, |.||g), (F,|.||r) due spazi normati. Definiamo lo spazio
L(E,F)={T:E — F | T lineare e continua}.

e data L € L(E, F') definiamo la norma operatoriale di L come

L
(T L L —
e£0 1zl lele=1

Inoltre denoteremo L(E) = L(E, E). Un operatore lineare continuo ¢ detto limitato.

Proposizione 1.1.7: Siano (E,||.|g), (F, ||.|F) due spazi normati. La norma operatoriale su

L(E, F) é effettivamente una norma. Dunque (L(E,F),||.|[op) € uno spazio normato.

Dimostrazione. Facili verifiche. O

Definizione 1.1.8: Sia (X,|.||) uno spazio normato su K = R o C, definiamo il suo duale
topologico come
X*={¢: X - K| ¢ lineare e continua}.

Per x € X e ¢ € X* adotteremo la notazione

E definiamo su X™* la norma duale come

[6ll+ = [|ollx+ = ll¢llop = sup [(¢,2)] V¢ € X™.

llzll=1

Osservazione 1.1.9: Nel contesto della definizione precedente la coppia (X*, .|| x+) forma uno

spazio normato.

Definizione 1.1.10: Sia (X, ||.||) uno spazio normato. Talvolta nel seguito useremo la seguente
notazione per indicare le palle unitarie di X

B ={zcE||z| <1}

Bp={xcE||z| <1}
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Proposizione 1.1.11: Se (X, ||.||lx) e (Y,|.|ly) sono spazi normati e definiamo su X xY la
norma max(||z| x, ||y|ly) per ogni (z,y) € X xY. Vale che (X x Y)* é linearmente isometrico
a X* xXY* su cui é definita la norma || f||x+ + ||glly+= per ogni (f,g) € X* x Y*. In particolare
lo é tramite ¥ : X* xY* — (X xY)* t.c

U(f,9)=f+g Y(fg) e X" xY".
Dimostrazione. (Facoltativo) Consideriamo la funzione lineare ® : (X x Y)* — X* x Y* t.c.
o(f) = (f(-,0),f(0,.)) Vfe (X xY)"
Questa ¢ bigettiva ed un’inversa (facili verifiche) ¢ data da ¥ : X* x Y* — (X x Y)* t.c.
U(f,9)=f+g Y(f,g) € X" xY".
Vediamo che sono isometrie. Sia (f,g) € X* x Y*, allora

(s Dl xxvys = 1+ gll sy < I llxxyys + gl ooy = [ llx + llglly-

da cui segue [|[¥|op < 1. Invece se f € (X xY)* e (z,y) € X XY con max(||z|x, |lylly) =1

allora

[ (2, 0) + £(0, )| < [f (2, 0)[ + [£(0, 9)] < [[fllx vy max(llzllx [ylly) = [[fllxy-

da cui segue ||®||op < 1 e quindi quanto voluto. O

1.2 Completezza Metrica e spazi di Banach

Definizione 1.2.1: Sia (X,d) uno spazio metrico e sia (z,)peny C X una successione. La

successione (x,)peny C X € detta di Cauchy se

Ve >0 3dN € N tc. Yn,m > N d(zp, xm) < €

Proposizione 1.2.2: Sia (X,d) uno spazio metrico e sia (p)nen C X una successione. Se
Tn > 2 € X = (Tn)nen € di Cauchy.

Dimostrazione. Sia € > 0, allora AN € N t.c. Vn > N d(z,,2*) < 5.
ha che d(zy, xm) < d(xy, z*) + d(z*, zy) < €. O

Ma allora se n,m > N si

Proposizione 1.2.3: Sia (X,d) uno spazio metrico e sia (Tn)neny C X una successione di

Cauchy. Se 3(xn, )ken sottosuccessione di (xp)nen t.c. Tn, — ¢* € X allora anche x, — x*.

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0. Essendo (xy,)nen di Cauchy, si ha che 3N € N t.c. Vn,m >
N d(zp,zm) < § ed essendo (T, JkeN t.c. Tp, — =* si ha che 3K € N t.c. Vk > K d(zy,,,2") <
5. Dunque se M = max{N,ng} si ha che ¥n > M, preso ny > M

d(z*,zy) < d(z*,xn,) + d(Tn,,Tn) <e/24+¢c/2 =c¢.
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Proposizione 1.2.4: Sia (X,d) uno spazio metrico. Se (xp)nen C X € una successione di

Cauchy = (zn)nen € limitata.

Dimostrazione. Dalla definizione di successione di Cauchy AN € N t.c. Vn > N si ha z, €
B(zn,1), dunque {zp}tnen C B(zn,1) U{z1,....,2n-1} C B(zn,R) per R > 0 abbastanza
grande. O

Definizione 1.2.5: Uno spazio metrico (X, d) ¢ detto completo se ogni successione di Cauchy
in (X,d) converge in (X, d).

Proposizione 1.2.6: Valgono le sequenti affermazioni:
(1) se (X,d) é uno spazi metrico completo e Y C (X, d) é chiuso allora’Y é completo;
(2) seY C (X,d) é completo come sottospazio di X allora é chiuso.

Dimostrazione. Facili verifiche. O

Definizione 1.2.7: Diremo che uno spazio normato (E, ||.||) € completo se & completo lo spazio
E munito della metrica indotta dalla norma ||.|| ed in tal caso chiameremo (E,|.||) spazio di
Banach.

Esempio 1.2.8: Lo spazio normato (R,|.|) é di Banach.
Infatti ogni successione di Cauchy e limitata per la Proposizione 1.2.4, dunque per il teorema
di Bolzano-Weierstrass ammette una sottosuccessione monotona e quindi convergente in R, ma

allora per la Proposizione 1.2.3 anche la successione originaria converge in R allo stesso limite.

Teorema 1.2.9 (Criterio di completezza per spazi normati): Sia (E, ||.||) uno spazio nor-
mato. Lo spazio (E,|.||) € di Banach se e solo se ogni serie normalmente convergente converge
in E, ossia

v(xn)nEN CE Z Hl‘nH < +00 = Z:L‘n cF.
neN neN

Dimostrazione. Sia (E,| - ||) completo e siano (zn)neny C E t.c. Y, ||zn]| < +o0o0. Allora la
successione delle somme parziali o, = Y ;_ ||| € convergente in R e (oy)nen € di Cauchy in
R. Ma allora la successione S, = Y x;, € anch’essa di Cauchy, infatti presi p,q € Nconp < ¢
abbiamo
1Sq = Spll = | Z zjl| < Z |zjll = 0g —0op =loqg —0op| <€
P<j<q P<j<q

per p, q abbastanza grandi. Di conseguenza, essendo E completo, (Sy,)nen converge in E.

Supponiamo ora che tutte le serie normalmente convergenti convergano in E. Sia (z,), una

successone di Cauchy. Per definizione Vk € N Inj, € N t.c. Vp >y |lzn, — 2| < 27 e posso
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scegliere induttivamente gli n; in modo che siano strettamente crescenti. Dunque abbiamo una
sottosuccessione (Zn, )ken di (Zp)nen t-c. [|Zn, —Tny,, || < 27% (prendendo p = ny11). Scriviamo
k-1
Ty, = Tng + Z(xnjﬂ - xnj)
=0
notiamo che questa ¢ la somma parziale della serie di elementi di F

Ty + E (Tp, 0y — Tn;) = kgrfoox”’“
jeN

che & normalmente convergente, infatti

1znoll + > latnssn = @ns |l < g [l + Y 277 = [l || + 2.
JEN JEN
Ma allora tale serie converge in E per ipotesi e quindi (z,,)nen € una successione di Cauchy con

una sottosuccessione convergente, dunque converge per la Proposizione 1.2.3. O

Definizione 1.2.10: Siano (X, ||.]|) uno spazio normato ed N C X un suo sottospazio lineare
chiuso. Sul quoziente X/N oltre alla ben nota struttura di spazio vettoriale ¢ definibile anche
la norma quoziente

N — inf vz € X.
|z + Nlx/n VlgNHerVH T €

Proposizione 1.2.11: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed N C X un suo sottospazio lineare

chiuso. X é completo se e solo se lo sono entrambi X/N (con la norma quoziente) ed N.

Dimostrazione. Supponiamo X completo. Allora automaticamente anche N e completo essendo
chiuso. Per quanto riguarda X/ consideriamo (&,)nen C X/N con ), o €nllx/n < +00. Per

definizione di norma quoziente possiamo trovare una successione (,)peny C X t.c.

1
nll < [&nllx/n + 3 Vn € N.

Dunque

S lleall < 3 lenllm + - oy < +oo

neN neN neN
e, per il Teorema 1.2.9, la serie ZnEN x, converge in X. Inoltre la proiezione 7 : X — X/N ¢
lineare, continua con ||7[[op = 1, in quanto x € 7z, dunque ||7z|x/x < [|z||. Di conseguenza
essendo &, = mx, Vn € N si ha che la somma ) &, converge in X/N a )y Zn.

Viceversa supponiamo che X/N ed N siano completi. Consideriamo (x,)ney € X una

successione di Cauchy. Siccome 7 : X — X/N ¢ lineare e continua & anche lipschitziana e
quindi uniformemente continua, quindi manda successioni di Cauchy in successioni di Cauchy.
Di conseguenza (mxy,)nen € di Cauchy in X/N che ¢ completo, quindi converge ad una £ € X/N.

Per surgettivita di m posso scrivere £ = my per un qualche y € X. Ora

Iy = 7wl x/n = I7(y = zn)llx/n < I7lloplly — 2nll — 0 per n — +o0
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quindi per definizione di norma quoziente si puo trovare una successione (h,)peny C N t.c.

1
ly = 2 + hall < ll7(y = 2n)llx/w +

ossia successione (g, =y — Tp, + hp)neny C X converge a 0 € X in X. Dunque h, =z, —y + ¢,
¢ somma di successioni di Cauchy e quindi & anch’essa di Cauchy. Ma ¢ di Cauchy in N che e

completo, dunque converge in N C X. Allora anche z,, =y + h,, — €, converge in X. ]

1.3 Alcuni Spazi di Funzioni

Sia S un insieme ed (E, || - ||) uno spazio normato. Presa f : S — E consideriamo

1flloc = sup || f ()]
z€eS
Dunque considero lo spazio
B(S,E)={f:5—= E||flloc <+o0}

si verifica che .| : B(S,E) — [0,+00) & effettivamente una norma sullo spazio vettoriale

B(S, E) ed & denominata norma uniforme.

Proposizione 1.3.1:  Sia S un insieme ed (E, ||.||) uno spazio di Banach. Allora (B(S, E), ||.|lco)

e uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Usiamo il Teorema 1.2.9. Sia (fn)n C B(S,E) con Y x|l fullc < 400 Allora
Vo € S essendo || f(z)||g < || f]leo si ha

ST a@lE <Y fallse < +oo

neN neN

dunque anche ) v fn(2) converge in £ per ogni € S in quanto E ¢ di Banach. Ora c’¢
da dire che la serie converge uniformemente (cio¢ nella metrica di B(S, E)) ad una limitata.

Consideriamo il limite puntuale della serie
oo
F(z) =Y falx).
n=0

Per ogni z € S
oo oo
IF@)le <Y 2@z <D lfallo < 400
n=0 n=0
quindi prendendo il sup,cg

00
1Flloo <D I falloo < +o00

n=0
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ossia F' € B(S, F). Inoltre

m [e's]
||F_an”oo§ Z [fnlloc = 0 per m — oo
n=0 n=m+1

dunque la serie converge uniformemente ad F' € B(S, E), dunque (B(S, E), |||« ) € effettivamente
di Banach. O

Nel caso in cui S € uno spazio topologico possiamo considerare lo spazio
CHS,E)={f:S — E | f continua e limitata} C B(S, E).
Proposizione 1.3.2: Sia S uno spazio topologico ed (E,| - ||) uno spazio di Banach allora
(CYUS,E), || “ lloo) ¢ uno spazio di Banach.

Dimostrazione. Essendo C(S, E) C B(S, E) basta mostrare che & chiuso in quest’ultimo munito
della norma uniforme. Sia (fn)nen C CP(S, E) che converge ad una f € B(S, E). Proviamo che
fe Cg(S, E). Sia xg € S, vediamo che f & continua in zy da cui la tesi per arbitrarieta di xg
in S. Sia € > 0, siccome f,, — f uniformemente, esiste un ng € N t.c. ||fny — flloo < §. Essendo

fno continua in zg esiste un intorno U di zg t.c.

e
an0<3?) - fno(xO)H < g Vo € U.
Ma allora per ogni x € U

1 () = f(@o)| < I[f(@) = Fuo (@) + [ fno (%) = frg (o) | + g (w0) = F (o)l

> e €
§2||fno_f"oo+§§2§+§:5'

Dunque f & continua in zg. O

Proposizione 1.3.3: Siano (E,|.||g), (F,|.||F) due spazi normati. Se F é spazio di Banach
allora (L(E, F),|.|lop) & di Banach.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa
L(E,F)>T+5 T €B(Bg,F).
E

Notiamo che la norma operatoriale ¢ fatta in modo tale da rendere quest’immersione un’isome-

tria,infatti

|Tx||F
ITlop = sup = sup |Tz]r =T}, lo
220 [ZIlE  |ala<t z

inoltre I'immagine di tale immersione J(L(E, F)) & chiusa in B(Bg, F). Infatti se (T ) & una
E

successione nell'immagine di J che converge ad una f € B(Bg, F) si ha

T.(z) = f(z) Vz € Bg
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in quanto in Bp la successione converge (addiritura assolutamente). Quindi Yz € E\{0}

abbiamo
T

x
7(0) = el () — heles () =7
" “\lzlle ]| 2
cioe le applicazioni T, : E — F convergono per ogni x € F ad una T : E — F (converge anche

in 0 perché in 0 & una successione costante di valore 0) e risulta che T ¢ lineare, infatti
T(azx+ Py) = lim T, (az+ Pfy) = a lim T, (x) + B lim T, (y) = o1 (z) + BT (y)
n—oo n—oo n—oo

inoltre T|§E = f che ¢ limitata, cioe T ¢ limitata sulla palla unitaria chiusa, ma allora, per
linearita, ¢ lipschitziana e quindi & continua. Di conseguenza f ¢ restrizione di una 7' € L(E, F')
cioe f € J(L(E, F)).

Abbiamo dimostrato che J(L(E, F)) & chiusa in B(Bg, F) che & di Banach (in quanto F &
di Banach), dunque J(L(E, F')) stesso ¢ di Banach ed essendo L(E, F) isometrico a J(L(E, F'))

¢ anch’esso di Banach. O

Corollario 1.3.4: Lo spazio duale di un qualsiasi spazio normato, reale o complesso, € uno

spazio di Banach.

Lemma 1.3.5: Siano (X, M, u) uno spazio mensurale, p € [1,4+00), (gn)nen C LP(X, u; K)

non negative e g(x) =Y >, gn(x). Allora vale

gller(x) < Z lgnllcr(x)-
n=1

Dimostrazione. (Facoltativo) Vale

00 N N
S lgallerce) = S lgnllerce = || 9
n=1 n=1 n=1 LP(X)

dove si ¢ usata la disuguaglianza di Minkowski per la seconda disuguaglianza. Inoltre esplicitando
gli integrali coinvolti e notando che vi ¢ la convergenza puntuale e monotona (per la positivita
delle g,,) delle somme parziali di g,(x) a g(z), per il teorema di convergenza monotona di Beppo

Levi, si ha

—
Lr(X)

> on

neN

N
> 9n
n=1

da cui segue quanto voluto. O

£P(X)

Proposizione 1.3.6: Sia (X, M, u) uno spazio mensurale e p € [1,400]. Sia K=R o C. Lo
spazio (LP(X, p; K), ||.[|r(x)) € di Banach.

Dimostrazione. (Facoltativo) Facciamo prima il caso pitt semplice di p = +00. Consideriamo lo
spazio
B (X, 1K) ={f: X - K| f misurabile e limitata}
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questo ¢ chiuso in B(X,K), che ¢ completo, dunque & anch’esso completo. Per concludere
notiamo che

incui N={f: X - K| f=0 p-q.0. su X}. Da cui segue la tesi notando che la norma indotta
al quoziente da B, (X, u; K) ¢ esattamente la norma ||. ||y, (x)-

Vediamo adesso il caso p € [1,+00). Tenendo a mente il Teorema 1.2.9 basta dimostrare che
data (fn)neny C LP(X, p; K) tec. D0 oy [ fnllie(x) allora la serie ) - fn converge a una qualche
f € LP(X, pu; K). Dividiamo la dimostrazione in due step.

Passo 1: Costruiamo la f.

Vale

o0 > Sl = S Ml = || [ 3215

n>1 n>1 n>1 L2 (X)

dove 'ultima disuguaglianza segue dal lemma precedente. Dal fatto che [|(37,cx [fn])lLr(x) < 00
segue che ) _n|fn| € finita p-q.o. su X, quindi, per la completezza di K = R o C, vale
Y nen fn(z) converge ad una qualche f(z) € K per p-q.o. z € X. (L’insieme in cui non vi ¢
convergenza puntuale & trascurabile, quindi ai fini della dimostrazione ¢ irrilevante sapere come
si comporta f su tale insieme).

Passo 2: Verifichiamo che la f cosi trovata é il limite in 1P (X, u; K) cercato.

Usando ancora il lemma precedente si ottiene

= > f <|[ > Ifal < Y falle

LP(X) n>N+1 LP(X) n>N+1 Lp(X) n>N+1

N
n=0

che e la coda di una serie convergente e dunque infinitesima per N — +oo. Otteniamo in
questo modo la convergenza in norma LP a f. Inoltre, con un conto analogo si ottiene anche che
f e LP(X, u;K), infatti si ha anche

>

neN

<

> 1l

neN

< Z | fulle(x)y < +o0.
LP(X) neN

||f||Lp(X) =

LP(X)

1.4 Serie di Neumann ed Omeomorfismi Lineari

Proposizione 1.4.1 (Serie di Neumann): Sia (E,|.||) spazio di Banach e sia H € L(E)
con ||H||op < 1 allora Uoperatore I — H ¢ invertibile con inversa continua, la serie > .y H* ¢

normalmente convergente, ossia oy [[H||op < +00, € vale

(I-H)'= in
k=0
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Dimostrazione. (Facoltativo) La serie > 7o, H* & normalmente convergente in quanto ||H*||op <
||HH’§p Vk € N e quindi

[H lop < > NHG = ——7—
Z op Z op — ||HHop

keN

Prendiamo quindi L = >, .y H* € L(E) (& continua perché L(E) & completo, quindi ogni serie
normalmente convergente converge in L(E)). Notiamo che moltiplicare per una A € L(F) ¢ un
applicazione lineare continua. Infatti che sia lineare & ovvio e per far vedere che & continua basta
notare che ¢ limitata in un intorno di 0 € L(E) (applicazione identicamente nulla) in quanto
|AT |lop < |Allopl|T]lop- Dunque se ho una successione (T,)nen C L(E) ed un T' € L(E) t.c
T, — T allora AT,, — AT. Di conseguenza si ha

- (ZH’f) H= ZH’““ =L-1
keN keN

e lo stesso per HL. Quindi vale
LH=HL=L-1

da cui segue
LI-H)=(I-H)L=1

cio¢ I — H e invertibile con inversa L = HF. O
keN

In realta si puo richiedere anche meno.

Proposizione 1.4.2: Sia (E, |.||) spazio di Banach e sia H € L(E) per il quale esiste unm € N
t.c. ||H™||op < 1 allora Uoperatore I — H ¢ invertibile con inversa continua, la serie Y, . H*

e normalmente convergente e vale
= E H*
keN

Dimostrazione. (Facoltativo) Alla luce della dimostrazione della Proposizione 1.4.1 basta vedere

che per la serie Y 72  H k& normalmente convergente. Abbiamo

Jn m—1

ZHH'“Iop<ZZIIHmH 1Hllop < max [IH]l, ZIIHmH

7=0 r=0
in cui J, — 400 quando n — 400. Dunque
M
HE
% H HOP - 1= HHmH

ossia la serie ¢ normalmente convergente. O
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Ora una conseguenza interessante. Denoteremo con
GL(E) = {A € L(F) | A invertibile con inversa continua}.

Si verifica facilmente che GL(E) & un gruppo con l'operazione di composizione. Talvolta nel
seguito useremo il termine omeomorfismo lineare per indicare un operatore lineare invertibile

con inversa continua.
Proposizione 1.4.3: Sia (E,|.||) spazio di Banach. Allora GL(E) é aperto in L(E) con la

topologia indotta dalla norma operatoriale.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia A € GL(E). Dimostriamo che B(A, HA_lﬂgpl) C GL(E). Infatti
sia H € B(0, || A7Y|5.), allora

A+ H=AI+A"'H)=A(I - (—A"'H))

el — A H|op = [|[A Hlop < |A Y opllH|lop < 1 dunque (I — (—A"1H)) € GL(E) per la

Proposizione 1.4.1 e quindi A + H € GL(E). O



CAPITOLO 2

Spazi di Hilbert

2.1 Spazi di Hilbert Reali

Definizione 2.1.1: Sia V spazio vettoriale reale, una forma su V' & una funzione (.-.) : VxV —
R ed ¢ detta

e bilineare se & lineare in entrambe le variabili;
o simmetrica se Vr,y €V (x-y) = (y-z);

o positiva se Vx € V' (z-x) > 0 e definita positiva se & positiva ed in aggiunta (z-z) = 0 se

e solo se z = 0.

Una forma bilineare, simmetrica e definita positiva su V' ¢ detta prodotto scalare su V.

Proposizione 2.1.2 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz): Sia V uno spazio vettoriale

reale su cui € definita una forma bilineare, simmetrica e positiva (.-.). Vale
(@ y)| < V(@ -2)\/(y-y) Ya,yeV. (2.1)
Dimostrazione. Presi x,y € V si considera la funzione polinomiale
Rt (x4 ty)? = (z-x) +2(x - y)t + (y - y)t* € [0, +00).

Questo & un polinomio di grado al pit 2 positivo su R, dunque il suo discriminante ¢ necessa-

riamente < 0, scrivendo chi ¢ il discriminante e ponendolo < 0 si ottiene (2.1). O

Corollario 2.1.3: Munendo V', spazio vettoriale reale, di (. -.) forma bilineare, simmetrica

e positiva ottengo uno spazio seminormato con seminorma ||x|| = \/(z-x) Vx € V. Se in
aggiunta (. -.) & definita positiva la funzione |.|| da vita ad una vera e propria norma e V

diventa quindi spazio normato.

15
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Definizione 2.1.4: Uno spazio pre-hilbertiano reale € uno spazio vettoriale H con un prodotto
scalare (.-.). Se lo spazio H, con la topologia indotta dalla norma ||z|| = /(z-x) Vo € H, ¢

completo sara detto spazio di Hilbert reale.

Proposizione 2.1.5 (Identita del parallelogramma): Siano H uno spazio pre-hilbertiano

reale con prodotto scalare (.-.) e ||.|| la norma su H da esso indotta. Allora vale
lz +ylI? + llz = ylI* = 2(|z]* + [ly|*) Vz,y € V.

Dimostrazione. Semplice conseguenza dellidentita ||z + y||? = ||z]|* + ||y||* + 2(z - y) per x,y €
H. O

Proposizione 2.1.6 (Identita del parallelogramma generalizzata): Siano H uno spazio
pre-hilbertiano reale con prodotto scalare (. -.) e ||.| la norma su H da esso indotta. Allora
V&1, ...,xn € H vale

n
E iy

=1

2.

ee{-1,1}n

2 n
=2") flzi*.
i=1

Dimostrazione. Sviluppando il membro di sinistra, ogni termine del tipo ||z;||? si trova 2" volte,
mentre i termini misti (z; - ;) con i # j si trovano tante volte col segno positivo quante col

segno negativo, dunque si elidono e si ottiene la tesi. O

Proposizione 2.1.7 (Circocentro in spazi di Hilbert): Siano H uno spazio di Hilbert
reale ed E C H limitato con diam(E) > 0. Esiste un’unica palla chiusa B(cg,rg) con cp € H

erg > 0 con raggio minimo tra quelle che contengono E. Il punto cp é detto circocentro di E.

Dimostrazione. L’ipotesi diam(E) > 0 ci serve per assicurarci che effettivamente rg > 0.

Considero
d = inf sup ||z —
inf sup o~y
e chiamiamo D, = sup,cp |z —yl| Vo € H (D < 400 Vr € H perché E ¢ limitato). Sia
(Zn)nen C H t.c. Dy, — desiae > 0. Sia N; € Nt.c. Vn > N, D%n < d? +¢. Dunque fissiamo
y € E, lo sceglieremo in seguito in modo intelligente. Prendiamo p,q > N., grazie all’ldentita

del Parallelogramma (Proposizione 2.1.5) si ottiene

2 = 2q)1* = [(2p — y) = (g — v)|?
=2 (llzp — ylI” + llzg — yl1?) = llzp + 24 — 2|
Tp+ X 2
<2D; +D;)—4 % -

<4d2+45—4’ —y




CAPITOLO 2. SPAZI DI HILBERT 17

adesso scegliamo y =y, 4, € F t.c. e ptaq

I”Tﬂc" — yH > D? — ¢ > d? — ¢, dunque si ottiene
2

|zp — fcq||2 < 8

da cui segue che (z,)nen € di Cauchy in H per l'arbitrarieta di ¢ > 0. Ma H ¢ completo dunque
I’inf & realizzato da almeno un punto z* € H. E preso r* = D,+ = d si ha che ogni palla chiusa
che contiene E & contenuta in B(x*,7*), dunque tale palla soddisfa le richieste della tesi.
L’unicita del punto che realizza I'inf segue da un procedimento simile a quello appena attuato
con al posto di x, e £, due punti minimizzanti. Se 7,25 € H sono due punti che realizzano

Uinf, cioé t.c. Dyx = Dyz =d, preso y € E' si ha

o} — 23]* = = (21 —y) — (3 — )|
xy 4+ xh 2
=2 (lla7 = yl* + ll25 — ") — 4 || =5 -
gk 2
< 4d? — 4 1T Ty
* * 2
Fissiamo ora ¢ > 0 e scegliamo y* € F t.c. % — yH > D,x1.x — €, dunque abbiamo
s

* *

] +x
1 2 *
Yy

2
|21 — x;HQ <4d* -4 5 < 4d* - AD xiy +4e < 4de
e

da cui segue 'unicita voluta grazie all’arbitrarieta di € > 0. O

Proposizione 2.1.8 (Punto di minima norma su un convesso): Siano H spazio di Hilbert

reale ¢ C C H convesso, chiuso e non vuoto. Allora dlc € C di minima norma, cioé t.c.
lell = inf [lz]} = min |||
zeC zeC

Dimostrazione. Sia d = inf,cc ||z|| € [0, +00). Sia (zp)neny C C t.c. ||z,|| — d. Basta provare
che (zp)nen converge in quanto essendo C' chiuso convergera ad un punto di C' ed essendo la
norma continua tale limite avra norma proprio d. Per completezza di H basta provare che

(Zn)nen € di Cauchy. Siano p,q € N, vale

0 < [lzp — $q||2 = 2(pr||2 + ||33q”2) - pr + quQ

2
Ty + Xq

= 2l + g |) = 4{| =

ma, %Qﬂ € C per convessita, quindi possiamo scrivere
lzp = 2qll* < 2(|2p]I* + llzq]|*) — 44
e quindi per p,q € N, p,q — +00 si ha

0 < [|zp — 24]|* < 2d* +2d° + o(1) — 4d® = o(1)
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da cui quanto voluto.

Inoltre se z, 2’ € C sono t.c. ||z] = ||2'|] = d abbiamo
0<lo—aP =4 —a]|ZE[ <o
in quanto %z/ € C, quindi z = 2’ ed il minimo ¢& unico. O
2.2 Proiettori e Ortogonalita
Fissiamo H spazio di Hilbert reale con prodotto scalare (. -.) e sia ||.|| la norma su H da esso

indotta.

Definizione 2.2.1: Dato C' C H convesso, chiuso e non vuoto definiamo il proiettore metrico

su C' come la funzione Pp : H — C t.c.

Pe(r) = argmingeclly — |

ossia quell’unico elemento Po(x) di C t.c. ||Po(z) — || = mingec ||y — ||
Osservazione 2.2.2: La definizione appena data € ben posta grazie alla Proposizione 2.1.8.

Proposizione 2.2.3: Siano C C H convesso, chiuso e non vuoto e P il suo proiettore metrico.

Allora per ogni x € H si ha
y=PFPo(z) <= yeC e ((x—y)-(z—y)) <0 Vzel.
Dimostrazione. Se y = Po(x) alloray € C eVz € C Vt € (0,1] vale

lz = yl* < llo = (tz + 1 = Oy)|* = Iz — y) — t(z = y)|I?

oz o 2. 12 (2.2)
[l —ylI” = 2t((x —y) - (z —y)) + ][z — vl

da cui segue
t
((Cﬂfy)'(zfy))§§|!ny||2%0 Vz € C per t—0.

Viceversa, fissiamo « € H e supponiamo che y € C'siat.c. ((x—y)-(z—y)) <0 Vz e C. Allora
per ogni z € C' abbiamo

lz = yl* = llz = 2> =2((z — ) - (= =) = Iz = yl* < 0

che implica y = Po(z). O

Proposizione 2.2.4: Siano C C H convesso, chiuso e non vuoto e P il suo proiettore metrico.

Vale che Po é 1-lipschiziana.



CAPITOLO 2. SPAZI DI HILBERT 19

Dimostrazione. Siano x,y € H, per la Proposizione 2.2.3 vale

((x — Po(x)) - (v—Po(z))) <0 Yvoel

(2.3)
((y = Pe(y)) - (w—Pe(y)) <0 Vwel

ma Pc(x), Po(y) € C, dunque ponendo w = Po(x) e v = Pe(y) rispettivamente nella prima e

nella seconda equazione in (2.3) e sommandole insieme otteniamo

1Pc(x) = Pe)|* < ((z —y) - (Po(z) — Po(y)))

da cui, usando la Proposizione 2.1.2, segue
[Pc(x) = Po(y)| < [lz =yl O

Definizione 2.2.5: Due punti z,y € H si dicono ortogonali se (x -y) = 0. Dato S C H

I’ortogonale di S ¢
St={zeH|(x-y)=0VyeS}

Osservazione 2.2.6: Qualunque sia S C H, per la continuita del prodotto scalare, vale che

S+ & un sottospazio lineare chiuso in H. Infatti ovviamente & un sottospazio lineare e vale

Sl:ﬂyl

yeSs

in cui y= = {y}* & chiuso per ogni y € S in quanto controimmagine del chiuso {0} C R mediante

la funzione continua H 3 z — (z - y) € R.
Osservazione 2.2.7: Per qualunque S C H vale
S+ = spanS.

Definizione 2.2.8: Un proiettore lineare su uno spazio vettoriale X, su K = R o C, ¢ un
operatore lineare P : X — X t.c. P2 = P.

Osservazione 2.2.9: Nel seguito dato uno spazio vettoriale X, su KK =R o C, edati I}, F, C X

sottospazi lineari in somma diretta algebrica, denoteremo con
Fy @ag Fo
I'usuale somma diretta algebrica tra Fj e F.

Proposizione 2.2.10: Se X é uno spazio vettoriale e P : X — X é un proiettore lineare allora
vale la decomposizione X =V @y V', in cui V = Ker(P) e V' =Im(P).
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Dimostrazione. Basta dimostrare che la funzione s : V x V! — X t.c. s(z,2’) = x4+ 2’ ¢
bigettiva. Per ogni z € X vale z = (x — Pz) + Px e © — Px € V mentre Px € V', quindi
si ha la surgettivitd. Proviamo l'iniettivita. Sia x € X e siano vi,vy € V, vj,v, € V' t.c.

T = vy + v} = vg + vh, allora
v —ve =vy —v) € VNV ={0}
infatti se y € VNV’ vale y = Pz per un qualche z € X e 0 = Py = P?2 = Pz = y. Quindi
vl = vy e V) = vh. O
Teorema 2.2.11: Siano F' C H un sottospazio lineare chiuso e Pr il suo proiettore metrico.
Allora
(1)Ver € H y=Pr(z) <= yecF e x—yecF*;
(2) Pr: H— F C H é un proiettore lineare continuo;
(3) H=F @qy F*;
(4) F* = F.
Dimostrazione. (1) Siano x € H, y = Pp(z) e v € F. Per ognit € Rsi ha y +tv € F in
quanto F' e sottospazio lineare, dunque
lz —ylI* < llz = (y + tv)|> = (& —y) — to]|* VtER
da questo segue
2t(v- (. —y)) <|v||*> VteR

ossia ;
(v-(z—y) < QHUII2 Vi>0

quindi (v- (z —y)) < 0 ed anche, scambiando v con —v, —(v- (z —y)) < 0. Di conseguenza
(v-(x—y))=0 Yo F,cioe x —y € FL.
Viceversa se y € F e x —y € F, allora Vi’ € F posso scrivere 4/ =y +v perun v € F e
lz = 3/I* = ll(z = ) — v||?
= llz = yl* + [lvl* - 2((z — ) - )
2 2

= [lz =yl + vl

> [lz —y|* sewv #0.
da cui segue che effettivamente Pr(z) = y.

(2) Dati x1,29 € H si ha 11 — Pr(z1), 29 — Pp(x2) € F* per il punto (1) ed essendo F* un

sottospazio lineare vale quindi

()\1561 + )\21’2) — (/\1PF((L'1) + )\QPF(wQ)) S FJ'
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ed inoltre A\ Pp(x1) + Ao Pr(x2) € F dunque per il punto (1) vale
Pp(Ax1 + Aaw2) = A\ Pp(21) + A2 Pr(22)

dunque Pr & lineare. La continuita segue dalla Proposizione 2.2.4. Infine P? = P segue
dal fatto che per x € H vale Ppx € F e dal fatto che se y € F vale Ppy = y.

(3) Segue dalla Proposizione 2.2.10.

(4) Ovviamente F C F*++. Inoltre preso x € F, per il punto (3), esistono unici v € Ft e

v' € F t.c. x = v+, dunque in particolare deve valere
0=(z-v) =[]l + (v v) = |Jv]

da cui si deduce v =0 e z = v’ € F. Quindi si ha anche F > F++.

2.3 Spazi di Hilbert Complessi

Definizione 2.3.1: Una forma su V spazio vettoriale complesso ¢ una funzione (.-.) : VxV —
C ed é detta

e sesquilineare se e lineare nella prima variabile e antilineare nella seconda variabile, cioe

(x-(y+2)=(@-y)+(x-2)e(x-\y) =Xz -y) Vo,y,2 €V V)€ C;

o antisimmetrica se (x -y) = (y - x);

o positiva se Vr € V (z-x) > 0 e definita positiva se & positiva ed in aggiunta (x-z) =0 se

e solo se z = 0.

Una forma sesquilineare, antisimmetrica e definita positiva su V' & detta prodotto hermitiano su
V.

Definizione 2.3.2: Uno spazio vettoriale complesso V' munito di un prodotto hermitiano (.-.) &
detto spazio pre-hilbertiano complesso. Se inoltre tale spazio € completo con la topologia indotta

dalla norma complessa ||z|| = /(z - x) , allora viene detto spazio di Hilbert complesso.

Osservazione 2.3.3: Se H con (.-.) ¢ uno spazio pre-hilbertiano complesso, con norma com-
plessa indotta |.||, se ne deduce uno spazio pre-hilbertiano reale per restrizione degli scalari e

con il prodotto scalare (facili verifiche)

(z-y)r =Re(x-y) Ve,yeV.

Tale prodotto scalare induce una norma ||z, = \/(z - ), = \/(z-x) = ||z| Vz € H, infatti

(x-z) € R Vo € H (per antisimmetria). Sullo spazio pre-hilbertiano reale H con (. - .),
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¢ definita la moltiplicazione per 'unita immaginaria ¢ che corrisponde all’applicazione di un

operatore lineare J : H — H R-lineare e isometrico t.c. J? = —1.
Viceversa preso uno spazio pre-hilbertiano reale H con (.-.), con norma indotta .||, munito
di un operatore lineare J : H — H R-lineare, isometrico e t.c. J?> = —I, se ne pud dedurre uno

spazio vettoriale complesso col prodotto per scalari
(a+ib)x = (al +bJ)xr =ax +bJx Vr € X Va,beR
e diventa uno spazio pre-hilbertiano complesso col prodotto hermitiano (facili verifiche)

(- y)e=(x-y)+i(x-Jy) Vo,ye H

che induce una norma complessa ||z|l. = \/(z - 2). = \/(z - x) = ||z| Vz € H.

Come conseguenza c’e 'esistenza di una naturale corrispondenza tra gli spazi pre-hilbertiani
complessi e gli spazi pre-hilbertiani reali muniti di un operatore J R-lineare, isometrico e t.c.
J? = 1.

Inoltre tale corrispondenza € isometrica, quindi da una "sottocorrispondenza' tra gli spazi
di Hilbert complessi e gli spazi di Hilbert reali muniti di un operatore J R-lineare, isometrico e
t.c. J2=—1I.

Proposizione 2.3.4 (Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz, caso complesso): Sia H con

(.-.) uno spazio pre-hilbertiano complesso. Allora vale
[(@-y) < lzlllyl Vz,y € H.

Dimostrazione. Abbiamo notato che Re(. -.) & un prodotto scalare su H visto come spazio

vettoriale reale, dunque per la Proposizione 2.1.2 vale
Re(z - y)| < |[z[l[lyll Vz,y e H
ma questa stessa disuguaglianza vale anche con Az € V al posto di z, con A € S' C C, dunque
[Re(A(z - y))| = [Re(Az - y)| < [[Azlllyll = ll=[[llyll Va,y € H

e preso A = giﬁ'

si ottiene quanto voluto. ]

Proposizione 2.3.5 (Identita del parallelogramma, caso complesso): Siano H uno spa-
zio pre-hilbertiano complesso con prodotto hermitiano (.-.) e ||.|| la norma complessa su H da

esso indotta. Allora vale
Iz + ylI* + |z — ylI* = 2([|=)|* + lyl1*) Va,y € H.

Dimostrazione. Segue dal caso reale (Proposizione 2.1.5) e dall’isometria con lo spazio di Hilbert

reale associato ad H provata nell’Osservazione 2.3.3, in quanto presi x,y € H si ha

lz +yll = llz + yllr = 2([lzll- + [lyll-) = 2(=] + [ly])-
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Fissiamo adesso H spazio di Hilbert complesso con prodotto hermitiano (.- .) e con norma
complessa indotta ||.||. Vediamo che le proprieta dimostrate fin’ora per gli spazi di Hilbert reali

valgono anche per quelli complessi.

Proposizione 2.3.6 (Punto di minima norma su un convesso, caso complesso): Sia

C C H convesso, chiuso e non vuoto. Allora 3lc € C di minima norma, cioé t.c.
lell = inf [[z]] = min ||z|
zeC zeC

Dimostrazione. Dall’Osservazione 2.3.3 sappiamo che restringendo gli scalari ad R e prendendo
su H il prodotto scalare Re(.-.) si ottiene uno spazio di Hilbert reale isometrico a quello originario.
In questo spazio vale la tesi (Proposizione 2.1.8) e per isometria si ottiene quanto voluto anche

nello spazio di Hilbert complesso originario, infatti se ¢ € C' & t.c.
cll, = inf ||z
lell» = inf o]l
per isometria si ha automaticamente anche

pu— 1 f
lell = in 12|

che ci da 'esistenza. Lo stesso ragionamento al contrario ci da anche 'unicita, in quanto se ci

fossero due punti di minima norma cy,co € C
llex]l = flez|| = min |||

allora varrebbe automaticamente anche

lleallr = flezl = min [|z{];
che ci da un assurdo con 'unicita nel caso reale (Proposizione 2.1.8). O

Esattamente come nel caso reale si definisce anche in questo conteso il proiettore metrico.

Definizione 2.3.7: Dato C' C H convesso, chiuso e non vuoto definiamo il proiettore metrico

su C' come la funzione Pp : H — C t.c.
Peo(z) = argmin cclly — z|

ossia quell’unico elemento Po(x) di C t.c. ||Po(x) — || = mingec ||y — ||

Teorema 2.3.8: Siano F C H un sottospazio lineare chiuso e Pg il suo proiettore metrico.
Allora

(1)Ver € H y=Pr(z) <= yecF e x—yecFt;

(2) Pp: H— F C H é un proiettore lineare;
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(3) H= F@alg FJ_;
(4) FH=F.

Dimostrazione. (1) Siano x € H, y = Pp(z) e v € F con |[v]| = 1. Per ogni a € C si ha

y+ av € F in quanto F ¢ sottospazio lineare, dunque
lz —ylI* < llz = (y + av)|* = ||z — y) — aw]* YaeC

da questo segue
0< o —a((z —y)-v) —a(v- (z —y))

che per a = ((z — y) - v) diventa
0< =2|(z—y)-v)f

da cui (z — y) - v) = 0. Avendo provato questo per ogni v € F' con ||v|| = 1, lo stesso si ha
anche per ogni v € F, ossia x —y € F*. 1l viceversa & molto simile la caso reale (Teorema

2.2.11) ricordando che in questo caso vale al formula
le + ylI* = [l ]]* + [lyl|* + 2Re(a - y).
(2) Analogo al caso reale (Teorema 2.2.11).

(3) Segue anche in questo caso dalla generale Proposizione 2.2.10.

(4) Come nel caso reale (Teorema 2.2.11).

Esempio 2.3.9: Sia (X, M, u) & uno spazio mensurale. Lo spazio di Lebesgue

1206t = {£:x > el [ 1P +oo
X
¢ uno spazio di Hilbert complesso col prodotto hermitiano

(f-g)z/xfgdu Vi,g € LA(X, M, ).

2.4 Duale di uno Spazio di Hilbert

Definizione 2.4.1: Sia H uno spazio di Hilbert su K = R o C. Preso v € H definiamo

¢y : X — K come il funzionale lineare e continuo t.c.

(pu,x) = (x-u) Vo€ H.
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Teorema 2.4.2 (di Riesz): Sia H uno spazio di Hilbert su K=R o C. La mappa
H>u+—— ¢, € H*

¢ un’isometria lineare se K =R o antilineare se K = C.

Dimostrazione. Vediamo che la mappa € isometrica, da cui segue anche I'iniettivita. Sia u € H.

Usando la Proposizione 2.1.2 se K = R o la Proposizione 2.3.4 se K = C, otteniamo

[fulls = sup [(z-uw)| < sup |[z[[[[ul] = [[ul
llell=1 llell=1
e vale l'uguaglianza con x = ﬁ, dunque ||y ||« = ||u]|. Manca da dimostrare solo la surgettivita.

Sia ¢ € H*. Se ¢ = 0 allora ¢y = 0, dunque supponiamo ¢ # 0. Sia F' = Ker¢, questo ¢ un
sottospazio lineare chiuso di H ed essendo ¢ # 0 vale F # H. Allora F- # {0}, in quanto
FL = F # H. Prendiamo v € F* # {0} con ||v|| = 1 e notiamo che vale

(p,v)x — (p,x)v € Kerp = F Vr € H

dunque Vx € H vale

0= (((¢,v)x — (¢, 2)v) - v) = (¢, v)(x - v) — (¢, 2)|[v]|* = (z - (¢, v)v) — (¢, )

da cui ¢ = ¢y, con u = (¢, v)v. O

Vediamo adesso due importanti applicazioni del Teorema 2.4.2 di Riesz.

Teorema 2.4.3 (di Lax-Milgram): Siano H uno spazio di Hilbert complesso eb: Hx H — K
un funzionale sesquilineare e continuo (cioé¢ 3C > 0 t.c. |b(z,y)| < Cllz||||y|| Vz,y € H). Allora
esiste B € L(H) t.c.

b(x,y) = (Bx-y) Ve,y e H

Dimostrazione. Per ogni x € H la mappa

H>y+—b(z,y) €C

¢ lineare continua, ossia ¢ un elemento di H*, quindi per il Teorema 2.4.2 di Riesz esiste unico
un v, € H t.c.

b(z,y) = (y-v.) Yy € H.
Definiamo quindi B : H — H t.c. B(xz) = v, per ogni x € H. Per I'unicita data dal Teorema
2.4.2 di Riesz si dimostra facilmente la linearitd di B ed inoltre
|Bz|| = sup |b(z,y)| < C|lz|| Yz € H
iz
y =

dunque effettivamente B € L(H). O
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Teorema 2.4.4 (di Radon-Nikodym): Sia (X, M) spazio misurabile e p,v : M — [0, +00)
due misure finite su di esso. Se v < p allora 3f € LY(X, 1), non negativa t.c. v = fdpu.

Dimostrazione. Consideriamo le catene di applicazioni lineari
1 2
X+ S X p+ ) B LX) R

LA(X, it v) S LN X ) S L )

in cui [, (u) = [y udv VYu € L*(X,v). L’inclusione (1) & vera e lipschitziana per un noto teorema.
(2) e (3) sono vere perché pu+v > p, v, dunque £H(X, u+v) C LY(X,v), L1(X, i) e tale inclusione
¢ continua e passa al quoziente definendo l'inclusione continua voluta, infatti se f = 0 (u+v)-q.o.
su X allora f =0 p-q.o. e v-q.o. su X (I'assoluta continuita di ¥ < p ci dice anche che la (3)
iniettiva, mentre la (2) potrebbe non esserlo, ma tutto questo non ci interessa, 'importante & che
siano ben definito e finito I'integrale di una funzione in L?(X, s+ v) sia rispetto a p che rispetto
a v). A questo punto utilizziamo il Teorema 2.4.2 di Riesz sul funzionale continuo 12 (x,,41)

che quindi & rappresentato dal prodotto scalare con una qualche g € L?*(X, u + v), cioe

I,,(u):/XudV:/Xugd(,u—FV):/)(ugdu+/)(ugdv

J =g = [ ugd

da cui segue g(z) € (0,1) per p-q.o. x € X (e quindi anche v-q.0. perché v < u). Infatti per

che da

u = 1¢,>1y si trova che

0z [ -gdv= [ gduzutig=1)
{9>1} {g>1}

che ci dice u({g > 1}) = 0. D’altra parte considerando per ogni n € N, la funzione u, =

1iy<_p-1) sitrova

1 _
og/ (1—g)du:/ gdu < ——p({g < —n'))
{g<—n—1} {g<n—1} n

da cui p({g < —n"1'}) =0 Vn € N, dunque {g < 0} = Unen, {9 = —n~1} & anch’esso p-nullo
(e quindi anche v-nullo perché v < p). Poi siccome g,1 — g > 0 p-q.o. su X segue che vale
I'identita
/ ugdp = / u(1l — g)dv per ogni u misurabile non negativa (2.4)
X X
in quanto valendo per le u € L?(X, u+v), vale in particolare per le funzioni semplici non negative

ed usando il teorema di Beppo Levi si arriva ad averla per ogni u misurabile non negativa come

voluto. Essendo 1 — g > 0 pu-q.0. su X, presa v misurabile non negativa & ben definita u-q.o. su
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X la funzione misurabile e non negativa u = —, come anche la funzione f = 2. Con queste

v g
1-g T—g
funzioni 'identita (2.4) ci da

/ vf du = / vdy per ogni v misurabile non negativa
X X

ma quindi questa formula vale anche per ogni v € L!(v) in quanto una tale funzione & sempre
decomponibile in parte reale e parte negativa che sono funzioni misurabili e non negative. In

particolare per v = 1 si ottiene
/ fdu=v(E) VE€M
E

cioe v = fdu. O

2.5 Famiglie Ortonormali e Basi Hilbertiane

Fissiamo H spazio di Hilbert su K=R o C.

Definizione 2.5.1: Una famiglia {e)}rca € detta sistema ortonormale se

(6)\ . €'u) = 5>\M YA u € A.

Definizione 2.5.2: Siano X spazio vettoriale topologico (cioé uno spazio vettoriale munito di
una topologia che rende continue le operazioni) e {z)}xen € X. Diremo che {z)}yepn C X €

una famiglia sommabile con somma S =\ 5 Ty se

VU intorno di 0 in X 34 € Py(A) t.c. VB € Py(A), BD Avale S — Y xy €U
AeB

in cui Pf(A) ¢ la famiglia delle parti finite di A.

Osservazione 2.5.3: Se X = R e {z)}xea C [0,400) vale che {z)}rea € sommabile con
somma S se e s0lo se S = Supcp,(A) Dorea TA-
Se invece {x)}ren C R vale che {z)}rea € sommabile se e solo se Y,y [2x] < +00.

Esempio 2.5.4: Sia {ej,...,e,} C H un sistema ortonormale finito. Consideriamo F =
span{ey, ..., en }, questo € un sottospazio vettoriale chiuso ed € quindi ben definito il suo proiettore

metrico Pr: H — F C H che ¢

n

Prx = Z(x -ex)e € F.
k=1
Infatti preso j € {1,...,k} vale

n

(&= (x-ex)er) - ej) = (w-ej) = (x-e;) =0

k=1
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ciot x—Y 7 (z-ep)er € FLe > }_ (z-er)ex € F, dunque si ha quanto voluto grazie al Teorema
2.2.11.

Definizione 2.5.5: Un sistema ortonormale {e)}rcp di H & detto completo o base hilbertiana

se

span({ex}ren) = H.

Teorema 2.5.6: Supponiamo K = R. Sia {e)}rca un sistema ortonormale di H. Sono equi-

valenti
(1) {ex}rea € una base hilbertiana;
(2) Vo € H infacp (n)dist(z, Ha) = 0 in cui Ha = span({e | A € A});
(8) Vx € H infacp,(n)[lz — Puyz| = 0;
(4) Yz € H la famiglia {(x - ex)ex}ren € sommabile con somma Y \cp(x - ex)ex = x;
(5) (Identita di Parseval) Vo € H |z||* =3 cp (2 - ex)|*;
(6) (Identitd di Parseval v.2)Va,y € H (x-y) =7 ycalz-ex)(y-ex);
(7) la famiglia {ex}ren € massimale tra i sistemi ortonormali di H.

Dimostrazione. Supponiamo che {e)} ca sia base hilbertiana. Prendiamo z € H e € > 0. Per
definizione di base hilbertiana esiste una combinazione lineare di elementi di {e)}xea che dista
da z meno di e. Dunque si ha (1) = (2). Il viceversa ¢ ovvio dalle definizioni, quindi si ha
(1) <= (2). (2) <= (3) segue dal fatto che dist(x, Ha) = ||z — Py, x| per ogni A € P¢(A) e
per ogni x € H. Ma Py,x =), 4(z-ey)ex per ogni A € Py(A) e per ogni 2 € H. Quindi, se
vale (3), preso € > 0 esiste un A, € P¢(A) t.c.

x — Z@'@\)@A <e
AEA,
ma quindi vale anche per ogni B D A, in quanto in tal caso

r— Y (z-exex

AEB

= dist(z, Hp) < dist(z, Ha.) = ||z — Z (x-enex|| <e
A€A.

dunque (3) = (4). Il viceversa & ovvio dalle definizioni, quindi si ha (3) <= (4). Ovviamente
(6) = (5). Dimostriamo che (5) = (6). Siano =,y € H, vale

(@-9) = gllw+ ol ~ 1z — o]
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dunque per (5) si ha
@)= [ D+ el = Sl =) el | = Y@ ey ex)
AEA AEA AEA

che ¢ (6). Notiamo che (7) & equivalente (facile verifica dimostrando le contronominali) all’af-
fermazione

Vee H ((x-ey) =0 YA€ A)=2=0. (M)

Da (5) segue facilmente (M). Viceversa se vale (M) dimostriamo che vale (5). Notiamo che ¢
ben definita in H la somma )y, (- ey)ey, infatti prendiamo Ho = span({ex}rea) che e chiuso
in H completo e quindi anch’esso ¢ completo e prendiamo zg = Pg,z. Notiamo che {e)}ren €

base hilbertiana in Hy che ¢ completo, dunque per il punto (4) si ha lo sviluppo

To = Z(ﬂfo “ex)ex

A€A

ma (ro-ey) = (z-ex) YA €A, in quanto Py, ¢ autoaggiunto e Py ey = e). Infatti essendo Py,

un proiettore lineare isometrico per ogni z,y € H vale
(P - y) = (Ph,a - Pryy) = (Prya - Pryy) = (x-y) = (Pret - Piyy) = (2 - Prpy)-

Quindi abbiamo

Z(az ~ey)ex = xo € H.

A€A

Di conseguenza possiamo considerare u = x — ) ., (- ex)ey che ¢ nullo per (M), dunque

x = Z(w - ex)ex

A€A

ossia (M) = (4). Da quanto dimostrato precedentemente sappiamo anche che (4) = (5), dunque
(M) = (5). Ossia si ha (7) <= (M) <= (5), che conclude la dimostrazione. O

Teorema 2.5.7: Supponiamo K = C. Sia {ex}rea un sistema ortonormale di H. Sono equi-

valenti
(1) {ex}ren € una base hilbertiana;
(2) Yo € H infacp(n)dist(z, Ha) = 0 in cui Ha = span({ey | A € A});
(5) Ve € H infacp ) |2 — Pu,z| = 0;
(4) Yo € H la famiglia {(x - ex)ex}ren € sommabile con somma Y\ (% - ex)ey = x;
(5) Vo e H |z]* = Xsep Iz - ex)l?;

(6) Vaz,y €H (.’L’ : y) = Z)\GA(x ' e)\)(y ' e)\);



30 2.5. FAMIGLIE ORTONORMALI E BASI HILBERTIANE

(7) la famiglia {ex}ren € massimale tra i sistemi ortonormali di H

Dimostrazione. Analoga alla dimostrazione del Teorema 2.5.6 tranne che per (6) che diventa

Ve,ye H (z-y) =Y (z-ex)y-en)
NeA

e si dimostra usando 'uguaglianza

3
(o) = [ +9)" (= 9)? il + i) — ile — i9)") = D0 (o + it

4
k=0
Infatti con (5) ci da
3

3
= izi’“z @+ ity e)P =Y 23 @ e) +ify-e)f = (- ey en).

k=0 AeA AEA k=0 AEA

B~ =

Definizione 2.5.8: Sia {e)}xca una base hilbertiana di H. Lo sviluppo

r=> (z-e))ex

AEA
dato dal Teorema 2.5.6 (4) o dal Teorema 2.5.7 (4), & detto sviluppo di Fourier di x rispetto alla
base hilbertiana {ey}rea. I numeri {(z - e))}aea sono detti coefficienti di Fourier di x rispetto

alla base hilbertiana {ey}xea.

Osservazione 2.5.9: Ricordiamo che una serie a termini positivi finita ha al pit un numero
numerabile di addendi non nulli. L’Identita di Parseval (Teorema 2.5.6 (5) o Teorema 2.5.7 (5),
a seconda di chi & K) ci dice che la serie delle norme quadre dei coefficienti di Fourier di un
qualunque elemento di H rispetto ad una qualsiasi base hilbertiana & finita, quindi i coefficienti

di Fourier non nulli di un qualsiasi z € H sono sempre al piu numerabili.

Corollario 2.5.10: Ogni sistema ortonormale di H si puo estendere ad una base hilbertiana
di H.

Dimostrazione. Sia {ex}xep, un sistema ortonormale di H. Se ho una catena per 'inclusione
di sistemi ortonormali di H che contengono {ey}xeca,, ovviamente la loro unione ¢ sempre un
sistema ortonormale che contiene {e)}rea, €d ¢ un maggiorante di tutta la catena nella famiglia
dei sistemi ortonormali di H che contengono {ey}rcp,. Quindi posso applicare il Lemma di Zorn
che mi da la tesi grazie al Teorema 2.5.6 (7) o al Teorema 2.5.7 (7) (a seconda di chi ¢ K). [

Proposizione 2.5.11: Supponiamo K = R. Sia {ex}recp una base hilbertiana di H. Allora H

¢ linearmente isometrico allo spazio

C(AR) = {f AR IFOVP < +OO} = L*(A,P(A), % R) = £2(A, P(A), ; R)

AEA
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munito del prodotto scalare (f - g) = > \en F(N)g(A) Vf,g € C2(A,R). In cui~v ¢ la misura

contapunti su A.

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ® : H — 2(A;R) t.c
O(z) =2 con T(A\)=(r-ey) Yr e H VAeA.

Questa mappa ¢ ben definita ed & I'isomorfismo cercato. Infatti per I'Identita di Parseval (Teo-
rema 2.5.6 (5)) vale & € (2(A,R) Vz € H, la linearita di ® segue dalla linearita nella prima
variabile del prodotto hermitiano di H ed ¢ isometrica sempre per I'Identita di Parseval (Teo-
rema 2.5.6 (5)). In particolare ® ¢ iniettiva essendo isometrica. Manca da dimostrare solo la
surgettivitd. Sia f € (2(A,R).Vale >, [f(A)]* < 400 , di conseguenza solo al pitt un numero
numerabile di addendi ¢ non nullo, mettiamo siano quelli di indici in A € A. Se A ¢ finito allora
la somma x5 = Y ., f(A)ex € banalmente ben definita in H e per costruzione vale ®(xy) = f.
Se invece A & numerabile, poniamo A = {Mk}ken, facciamo vedere che S, = Y77, f(Ar)ey, € di
Cauchy in H. Infatti presi p,q € N, p < g, si ha

1Sg — Sp|* = Z FORP < D7 1fw)? = o(1) per p,q — +oo

k=p+1 k>p+1

in quanto coda di serie convergente. Di conseguenza, per completezza di H, esiste & ben definita

la somma x5 = > .oy | f(A)* = Y aea f(Mex in H, inoltre per costruzione (e per continuita
del prodotto scalare) vale ®(x¢) = f. O

Proposizione 2.5.12: Supponiamo K = C. Sia {e)}rea una base hilbertiana di H. Allora H

¢ linearmente isometrico allo spazio

2(A;C) = {f A= C DY fN?< +oo} = LA, P(A),7) = L2(A, P(A),7)

AEA

munito del prodotto hermitiano (f - g) = > \cpx f(N)g(X) Vf, g € ?(A;C). In cuiy é la misura

contapunti su A.

Dimostrazione. Analoga a quella della Proposizione precedente, con 'unica differenza nell’uso
del Teorema 2.5.7 al posto del Teorema 2.5.6. O

Proposizione 2.5.13: Tutte le basi hilbertiane di H hanno la stessa cardinalita.

Dimostrazione. Se H ha un base hilbertiana finita di cardinalita n € N, allora H & isomorfo
a R", dunque ogni altra base hilbertiana di H avra cardinalitd n (in quanto una sottofamiglia
finita di H ¢ base hilbertiana se e solo se & base algebrica). Altrimenti sia {e)}rca una base
hilbertiana di H con [A] > Ng. Consideriamo il denso D = spang({ex}rea), con Q@ = Q se
K=RoQ=Q+iQ se K =C, e notiamo che |D| = |A|. Prendiamo quindi {f,},en un’altra
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base hilbertiana di H, essendo ||f, — f,|| = V2 Vu,v € M abbiamo che le palle {B(f,, 3)},.cm

sono disgiunte. Usando ’assioma della scelta possiamo prendere una mappa
1
M9u|—>xu€DﬂB<fu,2>

in cui D N B(fy, %) # () per densitd di D. Tale mappa ¢ iniettiva perché abbiamo detto che le
palle {B(f,, %)}ME M sono disgiunte, di conseguenza abbiamo |M| < |D|. Per simmetria della
costruzione otteniamo anche |D| < |M|. Quindi |M| = |D| = |A]. O

Definizione 2.5.14: La dimensione hilbertiana di H e la cardinalita di una sua qualsiasi base

hilbertiana.
Osservazione 2.5.15: La definizione appena data & ben posta grazie alla Proposizione 2.5.13.

Proposizione 2.5.16: Sia H di dimensione infinita e {e)}ren una sua base hilbertiana. Allora

{ex}ren € numerabile se e solo se H & separabile.

Dimostrazione. (=): Si ha

H = span({ex}xren) = spang({ea}aen)

con Q=Qse K=RoQ=Q+iQse K=C, e il termine spang({ex}rca) ¢ numerabile (in
entrambi i casi) essendo {e)}rcp numerabile.

(<): Se per assurdo ci fosse una {e)}rea base hilbertiana pitt che numerabile, essendo
llex —ex|l = V2 VA, X € A si avrebbe H non separabile perché avrei una famiglia piu che
numerabile di palle disgiunte, (B (e, \/Q)) zen» €d una famiglia numerabile non pud intersecarle
tutte. [

2.6 Ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt e Polinomi Ortonormali

Descriviamo adesso un processo standard per costruire basi hilbertiane. Tale processo e chiamato
ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt. Prendiamo H uno spazio di Hilbert separabile reale

o complesso di dimensione infinita. Sia {fx}reny una famiglia di elementi di H linearmente

indipendenti e t.c. spang ({fi}ren) = H con K = R o C a seconda del caso. Per ogni n € N

consideriamo il sottospazio n-dimensionale di H

Hn - SpanK(an ceey fn—l)

e notiamo che H, € H,11 Vn € N. Si vuole definite un sistema ortonormale (uy)ren t.c.

spang (ug, ..., un—1) = H, ¥n € N. Consideriamo

B
| foll

o fn_Pann

B ”fn_Pann”

(2.5)
Vn S N+

Un
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ed osserviamo che Py, f, € H, e f, € H,. Per induzione segue che spang (ug, ..., up—1) =
spang (fo, ..., fn_1) = Hy, ed in particolare per ogni k < n uy, € H, e u, € Hr, perché f, —
Py, fn € H: percio (uy, -u,) = 0 per ogni k < n. Per simmetria si ottiene (uy, - u,) = 0 per ogni
k # n. Mentre (uy - ux) =1 Vk e N.

Osservazione 2.6.1: Osserviamo che Py, f, = Z;(l)(fn -ug)uy per ogni n € Ny, quindi (2.5)

¢ effettivamente una definizione per ricorrenza.

Esempio 2.6.2 (Polinomi ortonormali): Consideriamo il caso particolare di H = L?(I, )
con I C R intervallo, ;¢ misura non atomica con [; v du(r) < +oo Vk € Ne t.c. la famiglia
(#¥)ren C L2(I, ) genera un sottospazio di L?(I, ) denso. Questo & il caso ad esempio di p
finita su I intervallo limitato, in quanto C[z] & denso uniformemente in CY(I) per il teorema di
Stone-Weierstrass e CO(I) C L?(I, ) & denso perché se u € L?(I, i) e (up)nen C CO(I) converge

ad u uniformemente si ha
/|un —ul?dp < ||Ju, — u|207]u(1') — 0 per n — 4o0.
I

Sotto queste ipotesi il processo di ortonormalizzazione di Grahm-Schmidt & applicabile (z*)gen
e produce una successione di polinomi (p’,j Jken che sono detti polinomi ortonormali di p. Os-
serviamo che ph(z) = anz" + ¢4_,(z), con a, > 0 e ¢}, di grado al pitt n — 1, per ogni
n € N.

Proposizione 2.6.3:  Sia u misura boreliana non atomica su I C R intervallo con [; v du(z) <
+o0o Vk € N e t.c. la famiglia (z*)ren € L2(I, 1) genera un sottospazio di L?(I,u) denso. I

polinomi ortonormali di yu, {ph}nen, compongono l'unica famiglia numerabile di polinomi t.c.
(1) ph(z) = apnz™ + ¢, _{(x), con a, >0 e gl di grado al pit n — 1, per ogni n € N;
(2) [, 0n(@)pm(x)dp(z) = 8y ¥Yn,m € N.

Dimostrazione. Si nota facilmente che i polinomi {p},},en soddisfano (1) e (2). Viceversa sia
{pPn}nen C Clz] una qualsiasi famiglia numerabile di polinomi che soddisfa (1) e (2). Fissiamo

n € N. Notiamo che la famiglia {p!'};—o,_» & una base per spanc(1,z,...,2"), dunque

n

(@) = enatf (@) (2.6)

1=0

per qualche coefficiente {c;}i—o,..,n. Inoltre, preso i € N, notiamo che anche {py}r—o,. ; € una

base di spang(1,z, ..., 2*), dunque

pi(z) = Z bi kPk(T)
k=0
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da cui si ottiene facilmente che p!' & ortogonale ad ogni py con ¢ < k, in particolare se i €
{0,1,...,n — 1} abbiamo che p{' & ortogonale a p,. Di conseguenza da (2.6) si ricava ¢, ; =
0 Vie{0,1,...,n— 1} e si ottiene

Pn (.%') = Cn,npﬁ .

Infine abbiamo
1= /I prdp=cp,, /I (Ph)2dp = i,

che ci da ¢, , = £1, ma scrivendo p,(x) = bpz"™ + gn—1(x) e ph = anz™+ ¢, _,(x), con an, by, >0
e gh_1,q,_, di grado al pitt n — 1, si ha b, = ¢, na, da cul necessariamente ¢, , = 1. Quindi

Pn = ph, da cui la tesi per I'arbitrarieta di n € N. O

Proposizione 2.6.4: Sia . misura boreliana non atomica su I C R intervallo con [, w2 du(z) <
+o0o Vk € N e t.c. la famiglia (2¥)ren C L*(I, 1) genera un sottospazio di L*(I, ;1) denso. Siano
{ph}nen la famiglia dei polinomi ortonormali di p. Allora per ogni n € N il polinomio pl, ha n

zeri reali e distinti su I.

Dimostrazione. Per n € N, il polinomio p), & ortogonale a pfy, per m € {0, 1,...,n — 1}, dunque
ph € HY Vn € Ny. Se ph non avesse n zeri distinti reali su I, i suoi zeri reali di molteplicita
dispari in I sarebbero meno di n. Siano z; < ... < z,, con r < n, tali zeri di molteplicita dispari.

Dunque il polinomio

in quanto ha grado r < n, quindi
/I Pl (2w (@)du(z) = 0.

Ma ¢(z) = ph(z)w(z) € Clz] ha segno costante su I, in quanto sia pj, che w cambiano di segno
in tutti e soli i punti {x;}i=1,.,, di conseguenza ¢(x) = 0 per pu-q.o. = € I. Grazie a quanto
appena provato ed alla continuita di g di ottiene ¢ = 0 su tutto I, che € un assurdo in quanto pu

€ non atomica, quindi ogni polinomio ¢ p-q.o. non nullo su 1. O



CAPITOLO 3

Spazi Vettoriali Topologici

In tutto il resto del capitolo sara K =R o C.

3.1 Definizione e Prime Proprieta

Definizione 3.1.1: Uno spazio vettoriale topologico (in breve SVT) su K X & uno spazio
vettoriale su KK munito di una topologia che rende continue le operazioni di somma e prodotto
per scalari definite su X. Se in aggiunta ogni punto x € X ammette un sistema fondamentale
di intorni convessi, lo spazio X & detto spazio vettoriale topologico localmente convesso (in breve
SVTLC) su K.

Esempio 3.1.2: Ogni spazio normato ¢ uno SVTLC.

Osservazione 3.1.3: Sia X uno SVT su K. Notiamo che le applicazioni di traslazione e
moltiplicazione per uno scalare sono omeomorfismi. In particolare la topologia di uno SVT &
invariante per traslazione, ossia VE C X Vx € X vale E aperto se e solo se x + E ¢ aperto.
Dunque la topologia di uno SVT & completamente determinata dagli intorni dell’origine, in
particolare preso un qualsiasi x € X un U ¢ intorno di x se e solo se U = z+V con V un intorno
di0e X.

Definizione 3.1.4: Sia X uno SVT su K. Chiamiamo sistema locale di intorni di X la famiglia
di tutti gli intorni di 0 € X. Mentre chiamiamo base locale di intorni un sistema fondamentale
di intorni di 0 € X.

Definizione 3.1.5: Dato X spazio vettoriale su K, un suo sottoinsieme B C X e detto
bilanciato se aB C B Ya € K con |a < 1.

35
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Osservazione 3.1.6: Se B ¢ un sottoinsieme bilanciato di X spazio vettoriale su K, allora per

ogni v € K con |y| =1 vale yB = B.

Definizione 3.1.7: Sia X uno SVT su K. Un suo sottoinsieme A C X ¢ detto assorbente se
Vee X Jt>0 tc. zctA.

Osservazione 3.1.8: Un U C X intorno di 0 € X, con X SVT, é sempre assorbente.
Infatti il prodotto per scalari € continuo, dunque preso € X qualsiasi, prendendo (¢, )nen C
K infinitesima abbiamo ¢,z — 0 in X, da cui segue l'esistenza di un o € K t.c. ax € U, ma

allora z € éU.

Corollario 3.1.9: Sia X uno SVT con base locale B. Se V C X é un suo sottospazio lineare

proprio allora vV =0.

Dimostrazione. Se fosse V # () allora preso = € V si avrebbe Desistenza di un U € B t.c.
x+U C V,maallora U CV eU & assorbente (¢ intorno di 0 € X), dunque necessariamente
V = X, assurdo. O

Osservazione 3.1.10: Se X ¢ uno SVT e C' C X ¢ un suo convesso assorbente si ha necessa-

riamente 0 € C.

Lemma 3.1.11: Sia X uno SVT su K. FEsiste una base locale di intorni aperti bilanciati per
Uorigine di X. Se invece X ¢ uno SVTLC su K allora esiste una base locale di intorni aperti

convessi e bilanciati per l'origine di X .

Dimostrazione. (Facoltativo) Proviamo la prima affermazione. Sia U un intorno di 0 € X. Es-
sendo la moltiplicazione per scalari un’applicazione continua, esistono un § > 0 ed un intorno
aperto V di 0 € X t.c. aV C U Va € K con |a| < §. Definisco

W= ] av
acK
|a|<d
allora W & un intorno aperto di 0 € X, W C U ed ¢ bilanciato. Infatti se § € K & con |5] <1
allora |fal < |a| < ¢ per ogni o € K con |a| < § e quindi faV C U. Di conseguenza

W =] pavc [ J v =w
acK veK
lo|<d vl<s

Vediamo il caso localmente convesso. Sia U un intorno convesso di 0 € X. Consideriamo il

A:ﬂaU

jaf=1

convesso bilanciato
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che ¢ non vuoto perché di sicuro 0 € A. Sia ora W come costruito nel caso precedente. Allora
W ¢ un intorno aperto e bilanciato di 0 € X contenuto in U. Quindi Ya € K con |a| = 1 vale
a W c W, da cui

W C aW C al.

Questo mostra che W C A. In particolare W C A Quindi A & non vuoto ed & allora un intorno
di 0 € X. Vediamo che ¢ convesso. Sia ¢t € [0,1], la convessita di A ed il fatto che AcA
implicano che

tA+(1-tHAc A

ed essendo A° il piu grande aperto in A e tA+ (1— t)/(i aperto in A segue tA + (1- t)/i C fi,
da cui tA + (1-— t)/(i = f(i, che e la convessita voluta. Per concludere bisogna vedere che A° e

bilanciato. Per costruzione se 5 € K con |5]| < 1, si ha

BA= () BalU = () e(|B|U)

acK a€ekK
ov|=1 lor|=1

ed essendo U convesso e contenente 0 € X si ha quindi |5|U C U, da cui
BA C A.

Segue che per § € K con |B] <1 ,vale

Bfi cA
che ¢ quanto voluto. Quindi A & un intorno aperto, convesso e bilanciato di 0 € X contenuto in
U. O

Lemma 3.1.12: Sia X un insieme e per ogni x € X sia data una famiglia B, di sottoinsiemi

di X. Supponiamo che per le {B,},ex valgano le sequenti proprietd:
(1) VA€ B,, x € A;
(2) VAe B, IBe€ B, t.c. Vye B si ha A€ By;

allora esiste un unica topologia su X t.c. per ogni x € X la famiglia B, coincida con la famiglia

degli intorni di x.
Dimostrazione. (Facoltativo) Non e difficile verificare che

T={0C X |VzreXsexecO alloraO € B,}

& una topologia su X che realizza quanto voluto. L’unicita segue dal fatto che una topologia

come nella tesi e caratterizzata dalle famiglie {B,},cx. O

Proposizione 3.1.13: Sia X wuno spazio vettoriale su K e sia B C P(X) una famiglia di
sottoinsiemi di X t.c. 0 € U YU € B. Supponiamo che B verifichi le sequenti proprieta:
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(1) VU,V e€B AW eB te WCUNV;
(2)VUeB IVeBte V+V CU;
(3) YU € B U ¢ assorbente e bilanciato;
allora B ¢ base locale di intorni per un’unica topologia da SVT su X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Per ogni € X definiamo la famiglia di insiemi
B(z)={VePX)|UeBtc.xz+UCV}

Sia U € B, avendo 0 € U necessariamente x = z + 0 € v + U € B(x) per ogni z € X. Inoltre
fissato 2 € X ed A = 2 + U € B(z), dalla (2) si ha lesistenza diun V€ B t.c. V+V C U.
Quindi definendo B =z + V € B(z) si ha che per ogni y € B

y+VCcB+VCce+V4+VCcae+U=A

dunque A € B(y). Quindi possiamo applicare il Lemma 3.1.12 per dire che che esiste un’unica
topologia 7 su X che ha B(z) come sistema fondamentale di intorni per x per ogni z € X, in
particolare B lo & per 0 € X. Rimane da controllare la continuita delle operazioni di somma
e prodotto per scalari rispetto a tale topologia. La continuita della somma segue facilmente
da (2). Vediamo la continuita del prodotto per scalari. Sia (Ag,z9) € K x X e sia U’ =
Xoxo+U € B(Aozp) (cioe U € B). Dalle proprieta (2) ancora segue I'esistenza di un W € B t.c.
W +W +W C U ed essendo W assorbente (per (3)) si ha 'esistenza di un » > 0 t.c. per ogni
A € K con |\ < r valga Azg € W e possiamo prendere r < 1 senza perdita di generalita.
Se Ao = 0 allora, essendo W bilanciato (e r < 1), si ha

U Mzo+W)= | Qao+ W)
)\GBK(O,T) )\EBK(O,T)

c U Qu+W)cW+WcCcW+W+WcCU.
AEBk (0,r)

Se invece Ag # 0, preso ¢ = min{r, |\o|}, sempre perché W ¢ bilanciato (e o < r < 1), si ha

U Ao+l W)= |J  (Azo+Aol™'W)
)\EBK()\(),O') )\EBK()\(),O')
= U ((t+x0)z0+ Et+20)W)
te Bk (0,0)

CW+W+W 4+ Axg C U+ Axg

da cui la continuita voluta. O

Proposizione 3.1.14: Sia X uno SVT su K. Siano K C X compatto e C C X chiuso con
KnNC =10. Allora 3V intorno di 0 € X t.c.

(K+V)n(C+V)=0.
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Dimostrazione. Per ogni z € K si ha x ¢ C, dunque 3U,, intornodi 0 € X t.c. (x4+U,)NC = (.

Per continuita dell’applicazione
XxXxX>3wvw)r—utv—weX

4V, intorno di 0 € X t.c. V, +V, —V, C U,. Siccome K C U$EK£C + V., per compattezza,
Hz1,yam} C K, meN, tee. K U2, z; + Vy,. Prendiamo

.
i=1

questo & ancora un intorno aperto di 0 € X e vale

m m m
K+V-Vc (U1:¢+in> +V -V = J@i+ Ve, +V-V)C i+ Uy
i=1 i=1 i=1
ma (z;4+U,,)NC = 0 Vi € {1,...,m}, dunque (K+V -V )NC = 0, da cui segue (K+V)N(C+V) =
0. O

Corollario 3.1.15: Uno SVT X su K é sempre T3.

Proposizione 3.1.16: Uno SVT X suK ¢ T0 se e solo se ¢ T1.

Dimostrazione. Se X & T1 ovviamente ¢ T0. Se invece X & TO prendiamo x,y € X, allora
U, C X intorno aperto bilanciato di x t.c. y € U, (a meno di scambiarli posso considerare
questo setting). Esiste V' C X intorno aperto bilanciato di 0 € X t.c. U, = 2+ V. Consideriamo
Uy, = y+ V e dimostriamo che = ¢ U,. Infatti se per assurdo fosse z € U, allora esisterebbe
veEVite x=y+v, maalloray=x—ve—v eV (Ve bilanciato), dunque si avrebbe

y € x +V = U, che & un assurdo. La tesi segue facilmente. O

Corollario 3.1.17: Uno SVT X suK éT0 se e solo se é regolare (T3+T1).

3.2 Seminorme, Funzionale di Minkowski e Topologia

Definizione 3.2.1: Sia X uno spazio vettoriale su K. Una funzione p: X — R t.c.
(1) p(z +y) <px) +ply) Vo,y e X;
(2) plazx) = |alp(z) Ve e X VaekK;

¢ detta seminorma su X.

Osservazione 3.2.2: Osserviamo che se p € una seminorma su X spazio vettoriale su K, allora
p(0)=0e

0=p(0) =p(z — z) < 2p(x)
ossia p(z) > 0 Vz € X. Inoltre se p(x) = 0 implica z = 0 € X allora p ¢ effettivamente una

norma su X.
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Definizione 3.2.3 (Funzionale di Minkowski): Siano X uno spazio vettorialesu Ke C C X

un suo convesso assorbente. Definiamo il funzionale di Minkowski di C' come il po : X — R t.c.

po(z) =inf{t >0 | z € tC} € [0,4+00) Vz € X.

Proposizione 3.2.4: Siano X uno spazio vettoriale su K e p una seminorma su X. Allora
linsieme

B={ze X |plx) <1}

e convesso, bilanciato ed assorbente, inoltre p = pp. Dunque ogni seminorma su uno SVT é il

funzionale di Minkowski di un convesso bilanciato ed assorbente.

Dimostrazione. Essendo p una seminorma ¢ chiaro che B ¢ bilanciato. Se z,y € B et € [0,1]

allora
p(tz + (1 —t)y) <tp(z) + (1 —t)p(y) <1
dunque B ¢ convesso. Se x € X e s > p(z) allora
p(stz) = s Ip(x) < 1
che prova I’assorbenza di B. Il conto appena fatto prova anche che pg(x) < s Vs > p(z), dunque

pe(z) < p(z) Vre X.

Inoltre se t € (0,p(x)], allora p(t~*x) > 1 da cui t 'z ¢ B, Quindi dalla definizione di pp segue
pe(x) =2t Vt € (0,p(z)], dunque

pp(z) > p(z) Vo e X.
che conclude la dimostrazione. O

Definizione 3.2.5: Siano X uno spazio vettoriale su K=R o Cep: X — K, diciamo che p ¢

sublineare se
(1) p(z+y) <p(z)+py) Yo,y € X;
(2) p(tx) =tp(x) Ve e X Vt>0.

Proposizione 3.2.6: Siano X uno spazio vettoriale su K e C C X un suo convesso assorbente.

1l funzionale di Minkowski pc ¢ sublineare e vale
{reX |pec(z)<l}cCcC{zeX|pc(z) <1}
Dimostrazione. Presi x € X et > 0 si ha
po(tr) = inf{s >0 | ta € sC}
=inf{tc | 0 >0, tzetoC}
=tinf{oc >0 |z € 0C} = tpc(x).
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Inoltre, per convessita, vale
aC +bC C (a+b)C VYa,b>0.

Infatti, se almeno uno tra a e b & non nullo, per ogni z,2’ € C si ha

a b,
a+bx+7a+b$ eC

che implica ax + bz’ € (a +b)C. Mentre se a = b = 0 'inclusione voluta & ovvia. Presi z,y € X

ed € > 0, per definizione di pc, si ha x € (pc(x) +¢€)C ey € (pc(y) + €)C, quindi

z+y € (po(z) +e)C+ (pc(y) +¢)C C (pe(z) + pely) +2)C
che implica
pc(z +vy) < po(x) +pc(y) + 2¢

che per e — 07 conclude la dimostrazione della sublinearita di p.

Inoltre dalla definizione di po vale po(z) < 1 Va € C, cioe C C {z € X | pc(z) < 1}.
Viceversa preso © € X con po(r) < 1, necessariamente 3s < 1 t.c. « € sC. Ma sC C C in
quanto s < 1, 0 € C e C & convesso, in quanto contiene tutto il segmento congiungente 0 ed z,

che in particolare contiene sz per ogni s < 1, quindi effettivamente

{reX |pc(x) <1} CC. O
Proposizione 3.2.7: Siano X uno spazio vettoriale su K e C C X un suo convesso, bilanciato
ed assorbente. Allora il funzionale di Minkowski pc é una seminorma su X.
Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 3.2.6 basta dimostrare che po(ax) = |a|pc(x) Vo €
X Va € K. Fissiamo quindi x € X ed a € K. Vale

«
po(ax) = |alpo )= lalpo(x)

infatti essendo C bilanciato, per v € K con |y| =1, vale yC =C e

pc(yx) = inf{t >0 | yz € tC}
=inf{t >0 |z € tyC}
inf{t >0 | z € tC} = pc(z).

O

Corollario 3.2.8: Sia X uno spazio vettoriale su K. Esiste una corrispondenza biunivoca tra
le seminorme su X e i suoi sottoinsiemi convessi, bilanciati ed assorbenti.
Vediamo ora come creare SVTLC.

Definizione 3.2.9: Sia X uno SVT su K. Una famiglia P di seminorme su X & detta separante
seVre X Ipe? te px)>0.
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Teorema 3.2.10: Siano X wuno spazio vettoriale su K e P una famiglia di seminorme. Asso-

ctamo ad ogni p € P ed ogni n € N linsieme
V(p,n)={z e X | plx) <n~'} (3.1)

e prendiamo

m

By = {ﬂ V(pi,ni) | meN, pieP, n; €N Vi= 1,...,n} )
=1

Allora By € una base locale di intorni convessi e bilanciati di una topologia Tp che rende X uno

SVTLC e per la quale ogni p € P é continua. Inoltre
o se P ¢ separante allora Tp rende X SVTLC T1;
o se P é numerabile allora Tp rende X SVITLC N1.

Dimostrazione. (Facoltativo) Definiamo 7p nel seguente modo
A € 1p <= A & unione di traslati di elementi di B.

Chiaramente la famiglia 7p cosi definita € una topologia invariante per traslazioni su X. Per 7p
la famiglia By ¢ una base locale di insiemi convessi e bilanciati (facili verifiche).

Verifichiamo la continuita delle operazioni. Sia U intorno di 0 € X, allora

US> (Vi)

i=1

per qualche pq,...,p, € P e qualche nq, ..., ny € N. Poniamo

m
V=V 2m),

i=1
intorno di 0 in X, essendo ogni p € P una seminorma vale V +V C U, in quanto se z,y € V ed
i€{l,..,m} siha

pi(x +y) < pi(e) + pily) <2(2n) " =n;

Questo prova che la somma ¢ continua in (0,0) € X x X, dunque ¢ limitata in un intorno di
(0,0) e quindi & continua su tutto X x X per la Proposizione 3.3.2. Sia ora z € X e a € K.
Prendiamo U e V' come sopra. Allora x € sV per un qualche s > 0, infatti per ogni i € {1,...,m}
esiste un s; > 0 t.c. x € 5,V (p;,2n;) (basta prendere s; > 0 t.c. s;p;(z) < (2n;)~'), dunque si
prende s = min{s; | ¢ € {1,...,m}}. Poniamo t = ars- Allorase y € x4+ 1V e § € K con
|8 —al <1siha

By—arx=py—x)+(B—-—a)xe|itV+|f—alsVCV+V CU

ossia
By € ax +U
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in quanto |G|t < 1 e V ¢ bilanciato. Questo prova che anche la moltiplicazione per scalari ¢
continua. Dunque X ¢ uno SVTLC.

Infine per costruzione 7p rende ogni p € P continua in 0 € X, da cui ogni p € P & limitata in
un intorno di 0 che, per la Proposizione 3.3.2, equivale alla continuita su tutto X.

Supponiamo ora P ¢ separante. Sia x € X, x # 0, allora p(z) > 0 per un qualche p € P
ed esiste un n € N t.c. np(x) > 1. Quindi z € V(p,n) e di conseguenza 0 € X non appartiene
allintorno z — V(p,n) di . Dunque = ¢ {0} Va € X \ {0}, ossia {0} = {0} che quindi & chiuso.

Ma allora, essendo 74 invariante per traslazioni, ogni singoletto ¢ chiuso, ossia X e T1. O

Osservazione 3.2.11: Nel contesto del Teorema precedente la topologia Tp é la meno fine tra
tutte le topologie su X che rende continue le seminorme di P.

Infatti una tale topologia contiene di sicuro tutti gli insiemi V' (p,n).

Teorema 3.2.12: Sia X uno SVITLC su K, allora esiste una famiglia di seminorme continue
P su X la cui topologia indotta Tp coincide con la topologia originaria di X. Se X ¢é anche T0

allora tale famiglia di seminorme é anche separante.

Dimostrazione. (Facoltativo) Per il Lemma 3.1.11 esiste una base locale B di intorni aperti,
convessi e bilanciati di 0 € X. Consideriamo la famiglia di seminorme P = {pc}ces (sono

seminorme per la Proposizione 3.2.7). Dico che
C={zxe X |pc(z) <1} VC € B.

Fissiamo C' € B. Se x € C esiste t < 1 t.c. x € tC, in quanto C & aperto. Quindi pc(x) < 1. Se
invece © ¢ C la condizione x € tC implica t > 1, in quanto C' ¢& bilanciato, dunque pc(z) > 1.

Ora se prendiamo € > 0, per quanto appena provato e dal fatto che pc € una seminorma, si ha

Ipc(z) —pe()| < po(r—y) <e

se ¢ —y € eC per ogni C € B, dunque pc ¢ continua. Infine se X ¢ TO e x € X e x # 0, allora
x ¢ C per un qualche C' € B e per questo C si ha po(z) > 1. Quindi P ¢ separante.
Consideriamo la topologia 75 (indotta su X dalla famiglia di seminorme P come nel Teorema
3.2.10) e confrontiamola con la topologia 7 originaria di X. 7p ¢ la meno fine topologia che rende
continue le seminorme di P, dunque per quanto appena dimostrato vale necessariamente 7p C 7.

Viceversa se C € B, allora

C={zxe X |pc(x) <1} =V(pc,1)
dunque C' € 79 e questo vale per ogni C' € B, quindi 7 C 7. O
3.3 Funzioni Lineari su SVT

Analogamente a quanto fatto per gli spazi normati diamo le seguenti definizioni.
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Definizione 3.3.1: Siano X,Y due SVT su K =R o C, chiamiamo
L(X,Y)={T: X — Y |T lineare e continuo}
lo spazio degli operatori lineari continui da X a Y. E per i funzionali
X' ={f: X = K| f lineare}

X*={f:X — K| f lineare e continuo}

gli spazi duale algebrico e duale di X.
Iniziamo studiando i funzionali lineari su uno SVT.

Proposizione 3.3.2: Siano X uno SVT suK ed f € X' un funzionale lineare non nullo. Sono

equivalenti
(1) f é continuo;
(2) Ker(f) é chiuso;
(3) Ker(f) é non denso in X;
(4) f é limitato in un intorno di 0 € X;
(5) [ é limitato su un aperto di X.

Dimostrazione. (Facolativo) Essendo Ker(f) = f~({0}) e {0} chiuso in K segue che (1) =
(2). Se Ker(f) € chiuso allora non puo essere denso, altrimenti f sarebbe il funzionale nullo
per continuita, dunque (2) = (3). Se Ker(f) non ¢ denso in X allora il suo complementare
X \ Ker(f) & non vuoto e con parte interna non vuota, quindi esiste un = € X \ Ker(f) e, per il

Lemma 3.1.11, esiste un intorno bilanciato di 0 € X, V, t.c.
(x+V)NnKer(f)=0.

Notiamo che anche f(V) ¢ un insieme bilanciato di K. Se f(V') e limitato allora si ha (4). Se
invece non ¢ limitato, essendo bilanciato, vale f(V) = K ed in particolare esiste un y € V t.c.
(f,y) = —(f,z) dacuiz+y € (z+ V) NKer(f) che contraddice ¢ un assurdo per scelta di z.
Quindi (3) = (4). Dimostriamo che (4) = (1). Se vale (4) allora esiste un V intorno di 0 € X
ed un M > 0 t.c.

(f,z)| < M VYxeV.

Sia & > 0 e consideriamo U = +;V, allora si vede che |(f,z)| < e Va € U, ossia f ¢ continua
nell’origine. Questo basta per concludere la continuita su tutto X. Infatti fissiamo un qualsiasi
z € X e un qualsiasi intorno U di (f,z) € K, allora essendo K stesso uno SVT esiste un intorno
W di0eKtc U=/(fz)+ W e per continuita in 0 € X di f esiste un intorno V"di 0 € X
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t.c. f(V) C W. Di conseguenza, per linearita di f, vale f(z+ V) C (f,z) + W = U. Dunque f
¢ continua in z, che implica (1).

Infine dimostriamo Iequivalenza tra (4) e (5). L’implicazione (4) = (5) € ovvia. Viceversa
se U C X e un aperto su cui f & limitato allora preso z € U qualsiasi vale che —x + U & un

intorno aperto di 0 in cui f ¢ limitata, infatti
in cui M > 0 & una costante t.c. (f,u) <M VYueU. O

Come abbiamo visto la continuita di un funzionale definito su un spazio normato equivale
all’essere dominato dalla norma (a meno di una costante positiva), la prossima proposizione ci da
un analogo di questo fatto nel caso in cui il funzionale e definito su uno SVTLC, la cui topologia
¢ quindi indotta da una famiglia di seminorme (dai fatti della sezione precedente). Sara ancora
K=RoC.

Teorema 3.3.3: Siano X, Y SVTLC su K con topologia indotta rispettivamente dalle famiglie
di seminorme {p;}icr € {qj}jes. Sia L : X =Y una funzione lineare, sono equivalenti:

(1) L é continua;

(2) per ogni j € J esistono I; C I finito ed M; > 0 t.c.

q;(Lx) < M; mz}xpi(a:) Vo € X.
S

Se inoltre J é totalmente ordinato e la famiglia di seminorme {q;j}jcy € crescente rispetto a tale

ordine allora la condizione (2) equivale alla sequente:

(2’) per ogni j € J esistono i; C I ed M; >0 t.c.

qj(Lz) < Mjp;;(z) Ve X,

Dimostrazione. (Facoltativo) Supponiamo valga (2). Essendo le p; continue, per la Proposizione
3.3.2, sono limitate in un intorno di 0 € X, quindi preso W un intorno di 0 in Y, esiste un
elemento di base locale contenuto in W, ossia esistono J' C J finito e £ > 0 (Teorema 3.2.10)
t.c.

{yey | Ijrg};;cﬁ(y) <etc W

Ora per il punto (2) per ogni j € J' possiamo trovare M; > 0 e I; C I finito t.c.

¢j(y) < M;jmaxp(z) Yz € X
1€l

e prendendo per ogni j € J' 'intorno di 0 in X

Vi={z € X |pi(x) <eM;' Viel}
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vale che U = [, ; Vj ¢ intorno di 0 in X e
LU)cwW

dunque f & continua in 0 e quindi ovunque essendo lineare.

Viceversa supponiamo valga (1). Preso j € J esiste un v; > 0 ed un I; C I finito t.c. se

V}=waEX|m@)§%}={r€Xlgym@ﬁéw}
iEIj 7

vale
L(Vj) c{y eV |gi(y) < 1}
allora si ha
qj(Lz) < fyj_l maxp;(x) Ve X
ZEI]'
che & quanto voluto per l'arbitrarieta di j € J. Infatti, fissati x € X e j € J:
e se p;j(x) =0 per ogni i € I; allora si ha
pi(mz) =mp;(x) =0 Viel; YmeN
dunque mz € U Vm € N e quindi
mq;(Lz) = gj(mLx) <1 Vm e N

da cui segue ¢j(Lx) = 0, dunque in tal caso la disuguaglianza ¢ vera ed & un uguaglianza;

o se invece max;es, pi() > 0 vale

i r
- (’Y) <o Viel
maxer; pi(x)

vi®

ossia ——L——
max;cr; pi(z)

€ V; e quindi

Yj Vi
maXieJ, Pi(@q]( ) =4 < |:max’i€1j Pi(l‘)]) -

da cui quanto voluto.

Un immediato corollario ¢ il seguente.

Proposizione 3.3.4: Sia X SVTLC su K, la cui topologia é indotta dalla famiglia di semi-
norme {p; }icr. Allora per ¢ : X — K funzionale lineare, sono equivalenti

(1) ¢ é continua;

(2) esistonon € N, {i;}j=1,.n CI edun K >0 t.c.

(¢, 2)| < K max p;,(z) YVre X,

1<j<n
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3.4 Limitatezza in SVT

Definizione 3.4.1: Sia X SVT e siano A,B C X. Se dt > 0 t.c. A C tB diremo che A &
assorbito da B e che B assorbe A.

Definizione 3.4.2 (Insieme limitato): Siano X uno SVT su K ed B una sua base locale di
intorni. Un sottoinsieme S C X & limitato se VU € B 3t > 0 t.c. S C tU. In parole se S ¢

assorbito da ogni intorno di 0 € X.

Osservazione 3.4.3: Nel contesto della definizione precedente S ¢ limitato se e solo se YU €
B FIt>0tc VE>t ScCt'U.

Osservazione 3.4.4: La definizione precedente non dipende dalla scelta della base locale scelta.

Osservazione 3.4.5: Se (X, ||.||) ¢ uno spazio normato, allora S C X ¢ limitato se e solo se
dR > 0t.c. SC B(0,R).

Proposizione 3.4.6: Sia X SVT su K. Valgono le sequenti affermazioni:

(1) Se S C X ¢ limitato allora anche S ¢ limitato;

(2) se S1,S2 C X sono limitati allora anche S; U Sy é limitato;

(3) seY C X é sottospazio lineare e S CY allora S é limitato in Y se e solo se lo é in X.
Dimostrazione. Sia B una base locale di intorni di X.

(1) Vale S = Nyes(S+V). Ora per continuita della somma esistono V1, Vo € B t.c. Vi+V5 C
U,siaV=ViNVy € Bin modo che V+V C U. Per limitatezza di S esiste ¢ > 0 t.c.

S C tV ed a meno di prendere il massimo tra ¢ e 1 posso supporre ¢t > 1. Dunque

SCS+VCtV+V CtV +tV C tU.

(2) Sia U € B e siano ti,ta > 0 t.c. S; C t;U e Sy C toU. Allora se t = max{t1,ta2} vale
S1USy CtU.

(3) Supponiamo che S sia limitato in X. Sia By la base locale di intorni per Y ottenuta da
B intersecando con Y. Sia V € By, allora U € B t.c. V =U NY. Per limitatezza in X
esiste un ¢t > 0 t.c. S C tU, allora

SCtUNY =t(UNY) =tV

infatti se y € tU NY allora esiste v € U t.c. y = tu, dunque u = t" 'y € Y e quindi
y € t(UNY). Di conseguenza tUNY C t(UNY). L’inclusione opposta ¢ ovvia essendo Y

sottospazio lineare.
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O]

Proposizione 3.4.7: Siano X,Y SVI su K e T : X — Y lineare continua. Se S C X ¢é

limitato allora anche T(S) é limitato.

Dimostrazione. Sia V C Y un intorno dell’origine di Y. Allora, per continuita, 7' (V) & intorno
dell’origine di X e quindi esiste t > 0 t.c. S C tT~1(V), ma allora T/(S) C tV. O

Proposizione 3.4.8: Sia X SVT su K. Un S C X ¢ limitato se e solo se ¥(xp)pen C S

successione e ¥(ap)nen C K successione infinitesima vale apx, — 0 € X in X.

Dimostrazione. Prendiamo B una base locale di intorni bilanciati (esiste per il Lemma 3.1.11).

Supponiamo S limitato, allora per ogni U € B esiste un ¢ > 0 t.c. {zp}tneny C S C tU, ossia
1
t
Di conseguenza essendo U bilanciato, definitivamente

z, € U Vn € N e siccome definitivamente vale |a,| < 1, definitivamente abbiamo t|a,| < 1.

1
nTpy = (tan)gxn eU

ossia apr, — 0 € X.
Viceversa se S non & limitato, esiste un U € B t.c. S & nU Vn € N, dunque esiste una

successione (Zp)nen, C S t.c. z, € nU Vn € Ni. Di conseguenza %xn A0e X. O

Proposizione 3.4.9: Siano (X, ||.||) uno spazio normato e S C X. Allora S é limitato se e
solo se

sup |[s|| < +oo0.
seSs

Dimostrazione. Supponiamo S limitato e consideriamo B(0,1) C X, esiste t > 0 t.c. S C
tB(0,1) = B(0,t), dunque sup g [|s|| <t < +o00. Viceversa cosideriamo la base locale di intorni

B = {B(0,7)}r>0 € prendiamo R > sup,cg ||s||. Allora per ogni r > 0 si ha
R
S c B(0,R) =—B(0,r)
r

da cui la tesi essendo % > 0. O

Proposizione 3.4.10: Siano X uno SVTLC su K la cui topologia é indotta dalla famiglia di
seminorme P. Allora S C X é limitato se e solo se

supp(z) < o0 Vp € P.
zE€S

Dimostrazione. Supponiamo S C X limitato e fissiamo p € P. Essendo V(p,1) (definito come
nell’Eq.(3.1)) un intorno di 0 € X, esistera unn € N t.c. S C nV(p,1), dunque p(z) <n Vx € S,
da cui quanto voluto. Viceversa prendiamo U un qualsiasi intorno di 0 € X, allora esiste un

aperto di base V(p1,n1) N ... NV (pm, nm) t.c.

UDV(p1,n1) N . NV (P, o).
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Siano {M;}i=1,..m t.c. sup,cgpi(z) < M; Vi=1,...,m. Quindi se n > maxj<j<m M;n; allora
S C nU, da cui segue che S ¢ limitato. O

Definizione 3.4.11: Sia X uno SVT su K. Una successione (x,)neny C X € detta di Cauchy
se
VU intornodi 0 € X dneN t.c. Vp,g>n z, -z, € U.

Inoltre X & detto completo se ogni sua successione di Cauchy converge in X.

Osservazione 3.4.12: Ovviamente se X € spazio normato ritroviamo l'usuale definizione di

successione di Cauchy in spazi metrici.

Osservazione 3.4.13: Se X ¢ SVT e (zp)nen € una successione convergente in X, allora
(Zn)nen € di Cauchy in X.
Infatti sia x,, — = € X. Presi U,V intorni di 0 € X t.c. V—V C U vale che £+ V ¢ intorno

di z e quindi z,, € (x + V) definitivamente. Ma allora definitivamente vale
zp—xg€(x+V)—(xz+ V)=V -V CU.

Proposizione 3.4.14: Sia X uno SVT su K. Una successione di Cauchy in X ¢é limitata in
X.

Dimostrazione. Siano (x,)nen una successione di Cauchy e U,V due intorni bilanciati di 0 € X
t.c. V+V C U. Per definizione di successione di Cauchy esiste un N € N t.c. Vn > N vale
Tp € xy + V. Prendiamo s > 1 t.c. xy € sV, allora per ogni n > N vale

T, €V +V CsV+sV CsU

quindi z,, € tU Vn € N per t sufficientemente grande. O

3.5 SVT di dimensione finita

Teorema 3.5.1 (di Riesz): Sia X uno SVT T0 su K=R o C. Sono equivalenti:
(1) X ha dimensione finita;
(2) esiste n € N t.c. X é linearmente omeomorfo a K";
(3) X ¢ localmente compatto.

Dimostrazione. Supponiamo che valga (1). Sia B = {ey,...,e,} una base algebrica di X e

consideriamo ¥y : K" — X l'isomorfismo lineare dato da

n
\I/%(al, ...,an) = Zaiei V(al, ...,an) c K"
=1
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Questa mappa ¢ lineare, bigettiva e continua (& composizione di prodotti e somme). Vediamo
che ¢ aperta, da cui segue che ¢ un omeomorfismo. Consideriamo Bk~ la palla unitaria aperta
di K" e vediamo che W (Bgn) € intorno di 0 in X (questo dimostra quanto voluto essendo X
SVT). Sia V intorno bilanciato contenuto nell’aperto X \ Uy (9Bgn) (X € T2 e 9Bgn € compatto
in K"), allora

V' (V) C K™\ 0Bgn

inoltre W%I(V) ¢ bilanciato e contiene lo 0 € K", dunque ¢ stellato con centro 0 (in particolare &
connesso per archi). Ma allora necessariamente si ha ¢ Uy;'(V) C Bgn e quindi V C Wes(Bin).
Quindi ¥ (Bgn) ¢ effettiamente un intorno di 0 € X.

Ovviamente (2) implica (3). Vediamo che (3) implica (1). Supponiamo quindi X localmente
compatto. Dico che sotto tali ipotesi X & N1, infatti se V & intorno compatto di 0 € X allora
{27"V},en € base di intorni (compatti) di 0 € X perché presa B una base locale di intorni

aperti bilanciati (esiste per la Proposizione 3.1.11) e U € B allora vale

X=|J2voVv
neN
e per compattezza di V esistera un m € N t.c. 2™U D V e quindi t.c. 27V C U, quindi e

effettivamente una base di intorni di 0 € X. Inoltre poiché V' & ricoperto da {z + %V}a:ev si ha
Desistenza di un F' C V finito t.c. V C F+1V. Sia Y = span(F), allora dim(Y) < |F| < +cc e

1 1 1
VY4 VCY+Y 4V =Y+ ]V

e iterando si trova

VcY+27"V VneN

In particolare
Ve (W +2v)=Y
neN
ma X & N1, dunque per ogni x € Y esiste (y,)nen C Y t.c. y, — . Ma Y ha dimensione finita
dunque per quanto mostrato prima esiste un ny € N t.c. Y ¢ omeomorfo ad K™Y | in particolare
Y & completo e (yn)nen € di Cauchy, dunque x € Y necessariamente. Allora Y =Y ed inoltre
essendo V assorbente (¢ intorno di 0 € X) vale X = J,cynV CY =Y (avevamo detto V C Y

e questo € un sottospazio lineare) quindi X =Y e quindi la tesi. O

Osservazione 3.5.2: Nel caso particolare in cui X sia uno spazio normato si ha che X ha

dimensione finita se e solo se Bx € compatta.

3.6 Metrizzabilita di SVTLC

Teorema 3.6.1: Uno SVTLC X topologizzato da una famiglia numerabile e separante di se-

minorme P = {pp}nen € metrizzabile attraverso una metrica invariante per traslazioni, ossia
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Ad: X x X — [0,400) metrica su X t.c.
d(z,2") =d(z +y, 2’ +y) Va,2’,y e X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia (ap)nen C (0, +00) infinitesima. Dimostriamo che la funzione
d: X xX —[0,400) t.c.

_ /
d(z,x’) = max —anpn(ﬂv 7)
neN 1+ pp(z — ')

€ una metrica invariante per traslazioni su X che induce la topologia di X. Osserviamo innan-
zitutto che il massimo e effettivamente raggiunto in quanto 0 < 1'1:;n < 1 su tutto X x X e
T‘_’;ﬁ: — 0 (quindi il massimo viene raggiunto). Inoltre essendo «a;, > 0 per oni

n € N vale che d(z,2z") = 0 implica p,(x — 2’) = 0 per ogni n € N e quindi x = 2’ (perché le

a, — 0, dunque

seminorme sono separanti). Per quanto riguarda la disuguaglianza triangolare basta mostrare

la seguente elementare disuguaglianza: se a,b,c € [0,400) sono t.c. a < b+ c allora

a b c
< -+ ,
14a ~14+b 1+c

che segue dalla crescenza della funzione [0, +00) 3 z — 7 € [0, +00), infatti da questo segue

1 b+c b c
< + .
l1+a " 14+b+c~14+0b 1+4c

Ora fissiamo un qualsiasi intorno di zg € X in X del tipo
Uj(zo;e) ={z e X | maﬁcpn(aﬁ —x0) < €}
ne

con J C N finito (questi formano un sistema fondamentale di intorni per x in X al variare di
e >0 e J C N finito). Dalla definizione di d si ha

anpn(z — ')

— s < d(x, 2 N e X
Tt pn(@—2) = (z,2") VYneN Vz,2' €

E) = {y € X | d(zo,y) < m”E}, con my = ming,c s &y, segue che

/ mn
ma allora se 2’ € By (wo, Tie T4e

ol
(20 = ') < d(z0,7') < e e g
1+ pn(xo — ') l+e¢

da cui ,
pn(xO - )

VneJ
1+ pn(xo—2') 1+¢

che per stretta crescenza di [0, +00) 3 z +— 17 € [0, +00) avviene se e solo se

pn(zo—12') <e VneJ

Ossia By (azo, T_ﬁf) C Uj(xo;€) che, per Parbitrarieta di g € X e di J C N finito, prova che la

topologia della metrica d € fine almeno quanto quella originaria di X.
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D’altra parte fissiamo qualsiasi zg € X e prendiamo ¢ > 0 e n. € N t.c. ap, < e Vn > ne.
Allora si ha

d(z,z") < max Onpn (20 — ') ma OnPn(20 — ')
T nsne 1+ pu(wo — ') 0<n<ne 1+ pu(wo — ')

anpn(zg — ') ,
< m < B ‘
set Oﬁnaé)f"ba 1 +pn(l’0 — ZL'/) set anzgis p”(ajo €T )

con M = max,cn ay. Quindi U'intorno di xg € X
Uso,...ne3 (w0, €){z" € X | Jax Pz’ — o) < €}

¢ contenuto nella palla metrica By (xo, (1 + M)e). Questo prova che la topologia originaria di

X ¢ fine almeno quanto quella indotta dalla metrica d. Si ha quindi la tesi. ]

Definizione 3.6.2: Uno SVTLC metrizzabile e completo ¢ detto spazio di Frechét.

3.7 Limiti Induttivi di SVT

Fissiamo {X,}nen una famiglia di SVT t.c. X, C X,41 per ogni n € N e con inclusioni
X, — Xp41 continue. Per ogni n € N fissiamo B,, una base locale di intorni bilanciati per X,
(esiste sempre per il Lemma 3.1.11).

Denoteremo

Xy = U X,,.
neN

Inoltre data una famiglia di insiemi in uno SVT {S;};cn sara
ZSz = U(Sl + S5 + +Sn)
€N neN

Quindi denotiamo

Bm_{ZVHWeBi WGN}.
€N

Teorema 3.7.1: La famiglia B € base locale di intorni di una topologia da SVT su X che

rende continue le inclusiont X,, — X per ogni n € N.

. . . ,
Dimostrazione. Osserviamo che se D, Vi, > icn Vi € Boo allora

(Z v) n (Z V) oY (VinVy) (3.2)

1€EN i€EN i€EN

VIAVICV VieN = (ZW'>+<ZW') =YWV v (63)

1€eN 1€EN 1€N 1€N

V; & assorbente e bilanciato Vi € N = Z V; € assorbente e bilanciato (3.4)
€N
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da queste tre equazioni, grazie alla Proposizione 3.1.13, segue che esiste un’unica topologia da

SVT su X, con By, come base locale di intorni dell’origine. Inoltre essendo

V, C X, N (Zv) VYV, € B, Yn €N
€N

si ha che ogni inclusione X,, — X, € continua. ]

Definizione 3.7.2 (Limite induttivo): Lo spazio X, munito della topologia 7o indotta
dalla base locale By, & detto limite induttivo degli spazi {X, }nen e talvolta lo indicheremo con

la notazione hﬂ X,

Lemma 3.7.3: Sia Y SVT con base locale di intorni By . PresoV € By allora 3{V;}jen C By
te. Y ienViCV.

Dimostrazione. Basta definire i V; per ricorrenza nel seguente modo: sia Vy € By t.c.
Vo+WcCV

e per n € Ny sia V41 € By t.c.
Vn-i—l + Vn+1 C Va.

Allora vale

VoWww+WwoWw+WVi+V D ..
OV +Vi+ Vo + VooV + i+ +

per ogni n € N, ossia
Vo) v
JEN
O

Teorema 3.7.4 (Proprieta universale del limite induttivo): Sia Y SVT con base locale
By. Allora per ogni L : Xo — Y lineare vale che L ¢ continua se e solo se Lix, : Xn =Y ¢
continua per ogni n € N.

Inoltre la topologia 1o, € la massima topologia su X, tra quelle da SVT, che rende continue
le inclusioni X,, — X. In particolare oo mon dipende dalle basi locali di intorni B,, scelte per
gli X,,.

Dimostrazione. Se L & continua, essendo le inclusioni continue allora per ogni n € N ¢ continua
anche la restrizione L x, (¢ la composizione tra 'inclusione X,, — X ed L). Viceversa suppo-

niamo Lx, ¢ continua per ogni n € N. Fissiamo V' € By e per il Lemma 3.7.3 si ha 'esistenza

2 VicV,

jeN

di insiemi {V}};en C By t.c.



54 3.7. Livrti INpDuTTIVI DI SVT

per continuita si ha che per ogni j € N esiste un U; € B; t.c. L(U;) C Vj, quindi ZjeN Uj € B

LY U | =) Lw)cd v,cv
JEN JEN JEN
da cui segue la continuita di L per I'arbitrarieta di V € By.
Dimostriamo adesso la massimalita della topologia. Per farlo basta considerare L = Idx__ :
(Xoo, Too) = (X0, T) con qualunque 7 topologia da SVT su X che renda continue le inclusioni
Xn < Xoo. Allora le restrizioni L|x,, sono proprio le inclusioni X, < X« e sono quindi continue,

dunque L & continua (per quanto dimostrato precedentemente) e si ha che 7 C 7. ]

Osservazione 3.7.5: In generale non vale 'uguaglianza:

Too = {A C X | AN X, aperto in X,, Vn € N}.

Proposizione 3.7.6: Se per ogni n € N lo spazio X, ¢ SVILC allora anche X con la
topologia da limite induttivo é SVTLC. Inoltre in tal caso una base locale in intorni é data
anche da

Ble ={U c Xoo | UN X, ¢ intorno convesso di 0 in X,}.

Dimostrazione. Dal Lemma 3.1.11 sappiamo che possiamo prendere le basi locali B,, tutte fatte

da intorni dell’origine bilanciati e convessi, la tesi segue quindi notando che:

V; e assorbente bilanciato e convesso Vi € N = g V; e assorbente, bilanciato e convesso.
€N

Vediamo ora che B! & base locale di intorni. Se U € Bl allora per convessita

UD> 2771 (UNX;) € By
1€N
infatti se € Y ;e 27 HU N X;), allora esiste un n € N t.c. = Y1 (27" !a; per qualche
z; € UNX; peri€{l,..,n}, maallorax=> 1 27" o; +0(1 - 3" ;27"!) & combinazione
convessa di elementi di U (0 € U) e quindi # € U. Dunque U & intorno di 0 in X, ossia B
¢ una famiglia di intorni di 0. Invece un U intorno 0 in X, contiene un U’ = EieN Vi € B
con V; € B; convesso per ogni i € N (posso prendere le basi locali B; fatte da intorni convessi),
ma allora U’ stesso ¢ convesso e di conseguenza U’ N X, ¢ intorno convesso di 0 in X, per ogni
n € N, ossia U’ € Bl. Quindi, essendo B, base locale di intorni, B! & una base locale di
intorni di X. ]

Osservazione 3.7.7: La costruzione di hﬂ X, ¢ invariante per sottosuccessioni, ossia per

qualsiasi successione strettamente crescente di indici (n;)jen C N vale

lim X, = lim X,.
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Definizione 3.7.8 (Limite induttivo stretto): Se per ogni n € N la topologia di X, ¢ esat-
tamente quella ottenuta come sottospazio topologico di X, 41, allora il limite induttivo hﬂ Xn

viene detto limite induttivo stretto. Quando il limite induttivo ¢ stretto lo indicheremo con
ligns X,.

Osservazione 3.7.9: Il caso di limite induttivo stretto & proprio quello considerato inizialmente

da J. Dieudonné e da L. Schwartz. In seguito poi e stato generalizzato da A. Grothendieck.

Lemma 3.7.10: Sia X = @5 X, e per ognin € N sia U, € B,,. Allora esistono {V,}nen,
Vi€B, VneN, te. V,, CU, e X, N (Vip1 + V1) C Vi, per ogni n € N. Segue che:

Xnm<2m-> cvn+zn:m- Vn € N.

1€N =0

Dimostrazione. L’esistenza dei V,, con tali proprieta segue dalla continuita della somma e dal fat-
to che, essendo il limite induttivo stretto, la topologia di X, ¢ quella da sottospazio topologico in-
dotta da X,,4+1 per ognin € N. Fissaton € N la successione di insiemi (Xn N (Vk + Z?:o VJ)>

k>n
¢ decrescente per inclusione, infatti per k& > n vale

k+1 [ k
XN [ Vir + ) Vi | = X0 | X6 | Vi + Vigr + DV
j=0 i j=0
[ k
=X, N | Xe N (Vi +Vk+1)+ZVj
L j=0
[ k
cX,N Vk+ZVj
j=0

in cui si € usato nella prima uguaglianza che X,, C X per k > n, nella seconda che Zf:o V; C
Xk VEk € N e nel terzo passaggio che Xi N (Vi1 + Vir1) € Vi Vk € N. Di conseguenza per
k > n si ha

k k

XY v cxan [ Ve+ DY
j=0 Jj=0

CXaN(Vat D Vil =Vat DV
7=0 J=0

da cui segue la tesi per 'arbitrarieta di k > n. O

Proposizione 3.7.11: Sia X, = ligs X, allora:

(1) la topologia di X,, é esattamente quella da sottospazio topologico in Xso;
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(2) sia ng € N, un C C X, € chiuso in X se e solo se C ¢é chiuso in X,, per ogni n > ng

(in particolare se X,, & chiuso in X, 11 per ogni n € N allora X,, é chiuso in X per ogni

neN);

(8) se X,, ¢ TO per ognin € N, allora anche X ¢ TO0;

(4) se X, é chiuso in X411 per ogni n € N, allora A C X € limitato se e solo se esiste un

neNte ACX, eA ¢ limitato in X,,.

Dimostrazione. (1) Fissiamo n € N. Se U € B,,, grazie al Lemma 3.7.10, si possono prendere

{Vitien con V; € By perogni i € Ntc. V, +> " Vi CUe

n

o (Zv) VA3V,
i€N i=0

(possiamo prenderli cosi perché: esistono per continuita della somma degli U; € B; per

ognii<mneW, W B, tc W, +W,+ Z?;ll U; C U, poi prendiamo U, = W,, "W, e

applichiamo il Lemma 3.7.10 con tali U; per i <n e U; = X; per i > n) per cui

Xnm<2w> cU

1€N
da cui segue che X, induce su X,, proprio la topologia originaria di X,.

se C C X,, ed & chiuso in ogni X, con n > ng allora & anche chiuso in X,. Infatti se
r € Xoo, x & C, allora z € X,,, con ng > ng. Ma C & chiuso in X,,,, dunque esiste U
intorno di z in X,,, disgiunto da C ed essendo X,,, sottospazio topologico (per (1)) di X
si puo prendere U della forma

U=VnX,,

con V aperto in X e vale z € V, VN C = 0 (perché C C X,,). Quindi C° & aperto in

Xoo. Il viceversa ¢ ovvio grazie al punto (1).

Ricordiamo che uno SVT & TO se e solo se ¢ T1 (dimostrato in una sezione precedente).
Sia C' = {0}. Se tutti gli X,, sono TO si ha che C ¢ chiuso in X,, per ogni n € N e quindi
anche in X per il punto (2). Quindi X ¢ T1.

Un A C X, ¢ limitato in X, se e solo se ¢ limitato in X, (in quanto la topologia di X,
¢ esattamente quella indotta da X, come sottospazio topologico per (1)). Proviamo che
se A C X4 ¢ limitato in X, allora necessariamente esiste un n € N t.c. A C X,,, da cui
segue la tesi per quanto appena osservato. Sia quindi A C X t.c. A ¢ X, Vn € N,
vediamo che non ¢ limitato in X,,. Esiste una successione strettamente crescente di indici

(nk)ken C N ed una successione (ag)ren C A t.c.

ag € Xn, \ Xn Vk € Ny.

k—1
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Siccome la costruzione di ligs X, = X« € invariante per sottosuccessioni si ha X, =
ligls Xy, ed X, | ¢ chiuso in X, per ogni £ € N, dunque possiamo assumere senza
perdita di generalita X, = X Vk € N. Quindi ap € X \ Xx—1 Vk € Ni. Sia k € N4,
essendo Xj_1 € chiuso in X}, si puo trovare un intorno U € By, t.c.

(% . Uk> NXp =0

(infatti, essendo Xj_1 sottospazio lineare e ar ¢ Xj_1, necessariamente % ¢ Xi_1, ma

X _, € aperto in Xy, da cui quanto voluto) ossia
a
T ZUp + Xp—1.

Adesso, usando il Lemma 3.7.10, prendiamo {Vj }ren t.c. Vi € By, Vi + Vi C U e

k
XN (ZV> CVi+ ) Vi
=0

1€EN

per ogni k € N. Allora

k
XN (Zw) CVi+> Vi
ieN =0

k—1
=V +V; +ZV]

=0
CVie+Vi+Xiq

C U+ X1

(in cui si ¢ usato che Z?;& Vi € Xx—1 Vk € N;) per ogni k € N;. Ma per ogni k € N si
ha % & X1 + Uy (per scelta degli Uy), dunque % ¢ X3 N (ZZEN V}), ossia 9t & > . N Vi

e questo per ogni k € N, di conseguenza

Aaak¢k<2%> Vk e N4
1€N
da cui segue che ), Vi, che ¢ intorno dell’origine di X, non assorbe A, che quindi non

¢ limitato in X.

O]






CAPITOLO 4

Teorema di Hahn-Banach e Convessita

4.1 Forma Analitica del Teorema ed Alcune sue Conseguenze

Teorema 4.1.1 (di Hahn-Banach, forma analitica): Siano X uno spazio vettoriale reale,
V € X wun suo sottospazio lineare e p : X — R sublineare. Sia f : V — R lineare t.c.
f(x) <p(z) Ve V. Allora esiste f: X — R lineare che estende f e t.c. fﬁ p su tutto X.

Dimostrazione. Consideriamo la famiglia di tutte le estensioni lineari possibili di f
I'= {g : W — R | g lineare, W C X sottospazio lineare, gy = f, g < p su W}

e ordiniamola tramite 'inclusione dei grafici, cioe g; <X go <= graph(g1) C graph(ga) per
ogni g1,92 € I'. Ovviamente se (g, )nen ¢ una sottocatena di I' la funzione g = (J,,cny gn € un
maggiorante, dunque per il lemma di Zorn esiste un elemento massimale f € I'. Sia f : V- R,

dobbiamo dimostrare che V = X o equivalentemente che
Vge ' W =dom(g) € X = g ammette estensione propria ¢’ € T

Siaquindig: W =R, geT',con W C X esiax € X\W. Vogliamo definire una ¢’ : We&Rz — R
tc. g ele g"W = g. Poniamo

gdw+tr)=gw)+ta YveW VteR

con o € R t.c.
gv)+ta<plv+tx) Yoe W VteR

o equivalentemente che

P Yu,v e W V>0
p
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cioe

ta < +tx) —
asplvtiz)—gQ) Va0 €W V>0
ta > —p(u —tz) + g(u)

che sostituendo u con tu e v con tv diventa la condizione equivalente
—p(tu —tz) + g(tu) < ta < p(tv +tx) — g(tv) Yv e W Vt >0
che vale a sua volta se e solo se
—plu—z)+g(u) <a<plv+z)—g(v) Yu,ve W.
Dunque un tale « esiste purché

sup (—p(u — ) +g(u)) < inf (p(v +x) - g(v))
ueWw ve

e questo e vero se e solo se
9(u) +g(v) < plu—=2z)+plv+z) Vu,veW
che effettivamente vale perché presi comunque u,v € W si ha
9(u) + 9(v) = glu+v) < p(u+v) = p((u— ) + (v +2)) < p(u— ) + p(v + ).

O]

Corollario 4.1.2 (Estensione di funzionali continui): Siano (X, ||.||) uno spazio normato

reale, Y C X un suo sottospazio lineare ed f € Y*. Allora f si estende ad una ]7 € X* tc.

1Fllx= = [1]

Dimostrazione. Consideriamo p(z) = || f]

Y*-

y+||lz||. Allora

Y *

(fry) < |If]

yl=ply) VyeyY

e per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach vi & una f: X —Rt.c.
[(fs )| < pla) = [[flly-[lzl] VoeX

da cui segue || f||lx- < || f|ly+, ma vale anche che

Il fllx== sup (f,z) > sup (f,y) = sup (f,y) = ||flly=
reX yey yey
<1 lyll<1 Iyl <1

da cui la tesi. ]

Corollario 4.1.3 (Estensione di funzionali continui, caso complesso): Siano (X, |.|)
uno spazio normato complesso, Y C X un suo sottospazio lineare ed f € Y*. Allora f si estende

ad una f € X* t.c. ||f]lx+ = ||flly~-
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Dimostrazione. Considero fo = Ref : Y — R che ¢ R-lineare e continua. Per il Corollario 4.1.2

esiste fo : X — R che estende fo e t.c. || follx+r = || folly+ . Definiamo adesso f : X — C via

(f,x) = (fo, ) —i(fo,iz) Vo e X

che & C-lineare, estende f (Vz € C vale Im(z) = —Re(iz)) e per ogni x € X con f(x) # 0, preso
(f.x)

— = 1 h
A= Qe e
[(fr o)l = M, m) = (f, Az) = (fo, Az) < [ follx+ rllAz] = [ folly- rllz]
ma vale
[folly+r = sup [Re(f,v)] < sup |[(f,v)] = [[f[ly-
[[vlI<1 vl <1
dunque
[(F )l < N flly=lll
da cui si ottiene || f||x- < ||f|ly- e si conclude come nel Corollario precedente. O

Osservazione 4.1.4: Ogni sottospazio lineare di dimensione finita di uno spazio normato ha
sempre un addendo diretto chiuso.
Infatti preso (X, ||.||) spazio normato ed Y C X sottospazio lineare chiuso di dimensione

finita. Allora esistono n € N ed una base di Y {y1,...,yn} C Y, quindi per ogni y € Y possiamo

n
y= aiy)y
=1

e per ogni ¢ = 1,...,n la funzione a; : Y — K ¢ lineare e continua, dunque si estende ad una
A; € X* e quindi ¢ facile notare che vale la somma diretta X =Y & N con N = (i, Ker(4;).

scrivere

Corollario 4.1.5 (Norma via funzionali): Sia K = R o C. Siano (X,|.||) uno spazio
normato su K e x € X. Consideriamo Y =Kz e f: Y — K definito da

(f; Az} = Allz]| VA e K

che ¢ lineare e continuo e di norma unitaria. Allora vi é un x* € X* t.c. (z*,z) = ||z| (cioé

che estende f) e ||x*||x+ = 1. In particolare si ha

|zll= sup [(f,2)[= sup [(f,z)| Vo€ X, (4.1)
fex+ fex*
(11l =1 1Nl <1

Dimostrazione. La prima parte ¢ conseguenza del Corollario 4.1.2 o del Corollario 4.1.3 a seconda

di chi ¢ K. La (4.1) viene dalla prima parte insieme al fatto che

(s )] < I fllx-lle] Vo e X VfeX
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che implica

[zl = sup  [{f, )]
fex-

llf 1l x+=1
e anche
[z = sup [(f,z)]
fexr
[l fllx*<1
dalle quali, con 'esistenza di z* prima provata, seguono le uguaglianze nell’eq. (4.1). ]

Corollario 4.1.6: Sia K=R o C. Siano (X,||.||) uno spazio normato su K e x € X. Allora

sono equivalenti:
(1) =0¢€ X;
(2) (f,x) =0 VfeX* con [fllx- <1;
(3) (fix) =0 VfeX" con [fllx-=1;
(4) (f,x) =0 Vfe X"

Corollario 4.1.7:  Siano (X, ||.||) uno spazio normato suk =R 0o C, Z C X un suo sottospazio
lineare chiuso e g € X \ Z. Allora esiste un ¢ € X* t.c. ||¢|lx~ =1, ¢z =0 e (¢, g) = d(g,Z).

Dimostrazione. Consideriamo il quoziente X/Z e sia m : X — X/Z la proiezione sul quoziente.
Per il Corollario 4.1.5 esiste un ¢ € (X/Z)* t.c. Hg”(X/Z)* =1e (¢ mg) = |79l x/7z- Dunque

prendiamo ¢ = ¢ o 7w, questo € continuo e lineare, quindi ¢ € X* e valgono

Igllx+ = sup (¢, 2)| = sup [(¢,72)| = sup [(6,9)| = lI6ll(x/z)- =1
r€Bx r€Bx YyEB Xz

<¢ag> - <$7 7Tg> = H’/TQHX/Z - d(.q’Z)

O]

Corollario 4.1.8: Sia H uno spazio di Hilbert su K = R o C, con prodotto (.- .) e norma
indotta ||.||gr. Sia A € L(H), allora vale

|Allop = sup (Az-y)=  sup (Az-y).
z,yeH zyeH
2l llylla<1 Nzl eyl a=1

Dimostrazione. Segue dal Corollario 4.1.6 e dal Teorema 2.4.2 di Riesz. O
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4.2 Biduale, operatore aggiunto e annullatore

Definizione 4.2.1: Sia K = R o C. Dato uno spazio normato (X, ||.||) su K, definiamo il suo

spazio biduale come

X" =(X")"={¢: X" - K| ¢ lineare e continuo}.

Corollario 4.2.2: Sia K = R o C. Sia (X,|.||) uno spazio normato su K, allora vi é

un’inclusione isometrica

P X — X

t.c. (®(x),f)=(f,z) Yx € X Vf e X*. Nel sequito chiameremo tale mappa immersione cano-
nica per valutazioni nel biduale o anche solo immersione canonica per valutazioni o immersione

canonica nel biduale

Dimostrazione. La funzione ® ¢ ben definita, infatti se x € X ®(x) € ovviamente lineare e grazie
al Corollario 4.1.5
[@(2)||x== = sup  [(®(x), )l = sup [(f,2)| =[]
fexr fexr
[[fllx+<1 [[fllx+ <1
dunque ®(x) ¢ effettivamente continua, ossia ®(z) € X**. Inoltre ® ¢ lineare e dall’equazione

appena scritto si ha che preserva le norme, dunque € un’isometria. ]

Osservazione 4.2.3: In generale I'immersione canonica per valutazioni ¢ non e surgettiva,

tale aspetto molto importante verra studiato in uno dei capitoli successivi.

Definizione 4.2.4: Siano (X, |.|[x), (Y, ].|ly) due spazi normati e ' € L(X,Y). Definiamo
I’operatore aggiunto, trasposto o duale di T' come T* : Y* — X* t.c.

T*(y*) =y* oT Vy" €Y™

Proposizione 4.2.5: Siano (X, |.|x), (Y, |.|ly) due spazi normati e T € L(X,Y). Allora

Voperatore aggiunto T* : Y* — X* é continuo con norma | T™*||op = ||T||op-

Dimostrazione. Grazie alla definizione di operatore aggiunto ed al Corollario 4.1.5 possiamo
scrivere
1T lop = sup || T"y" | x~
Y
™ lly==
= sup  sup [(T"y", )

y eYy* , zeX
= St llzlx <1

= sup  sup [(y*, Tx)|
TE yrey*
l2]lx <1 ffy Ty« St
= Ssup ||T5'3||Y:HT||OP-
X

Te
llzllx<1



64 4.2. BIDUALE, OPERATORE AGGIUNTO E ANNULLATORE

O]

Corollario 4.2.6: Siano (X, ||.||x), (Y,|.]ly) due spazi normati e T € L(X,Y). Se T é un

omeomorfismo lineare allora lo é anche T*.

Dimostrazione. Basta notare che (T'~1)* = (T*)~! e la tesi segue dalla Proposizione precedente.

O]

Osservazione 4.2.7 (Aggiunto per operatori su uno spazio di Hilbert): Sia H uno
spazio di Hilbert e sia T € L(H). Sia T* € L(H*) laggiunto di T, allora presi z € H e ¢ € H*
si ha

(0, Tx) = (T"¢, x).

Ora per ogni ¢ € H* sia vy, € H che rappresenta 1 secondo il Teorema 2.4.2 di Riesz. Allora
si ha Desistenza di un operatore lineare 7" : H — H t.c. T'(v4) = v+ € grazie al fatto che la
corrispondenza tra H ed H*, data dal Teorema 2.4.2 di Riesz, ¢ in realta un’isometria si ottiene

che 7" € L(H). Osserviamo che per ogni vy, vy, € H si ha

(Twg - vy) = (1, Tvg) = (T*P,v4) = (vg - vpegp) = (vg - T'vy).

Nel seguito chiameremo impropriamente I'applicazione 7" € L(H) aggiunto di T ed useremo la
notazione T* per indicarlo (fregandocene dell’ambiguita tanto 77 e T* sono essenzialmente la
stessa cosa per T' € L(H)).

Definizione 4.2.8: Sia (X, ||.||) uno spazio normato ed ¥ C X un suo sottospazio lineare

chiuso. Definiamo 'annullatore di Y come
YE={feX*|(f,y)=0 VyeY}={fecX*"|Y CKer(f)}

Osservazione 4.2.9: L’annullatore Y- di un sottospazio lineare chiuso Y di uno spazio di
Banach X é sempre un sottospazio lineare chiuso di X*.
Infatti per ogni y € Y si ha che {y}+ = {2* € X* | (z*,y) = 0} & chiuso in X* (le mappe di

valutazione su X* sono continue rispetto alla norma duale) e vale

vt = ({y}"

yey

Proposizione 4.2.10: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed Y C X un suo sottospazio lineare

chiuso. Allora Y* ¢ linearmente isometrico a X* /Y.

Dimostrazione. Consideriamo I'inclusione j : Y < X e il suo aggiunto j* : X* — Y*. Osservia-
mo che Ker(j*) = Y*, dunque ¢’¢ una mappa lineare sul quoziente ¢ : X*/Y1 — Y* iniettiva
indotta da j*. Ma j*(f) = foj = fiy Vf € X*, dunque in realta j* non ¢ altro che la mappa

restrizione. Di conseguenza, grazie al Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach, possiamo affermare che
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j* € anche surgettiva da cui segue anche la surgettivita di v. Quindi %) ¢ bigettiva e continua.
Manca solo da mostrare 1) ¢ un’isometria. Sia f € X* e f + Y la sua classe al quoziente, allora,

per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach si ha

ye = [0(f + Y )|y~

+YJ_ * - Hlf —+ * =
1 llxe /v gew”f 9llx = [l fjv|

O]

Proposizione 4.2.11: Siano (X, ||.||) uno spazio normato ed Y C X un suo sottospazio lineare
chiuso. Allora Y+ ¢ linearmente isometrico a (X/Y)*.
Dimostrazione. Consideriamo la proiezione al quoziente 7 : X — X/Y e dualizziamo

™ (X)) — X*

questa risulta essere isometrica, infatti

7 fllx+ = sup [(7"f, )| = sup [(f,mz)| = sup  [(f,z+Y)] = |[fllx/v)- VS € (X/Y)"
zeX reX z+YeX/Y
lzll<1 lzll<1 z+Y ] x,/y <1

Inoltre vale Ran(7*) = Y+, infatti g € Y- se e solo se Y C Ker(g) se e solose g = fom = n*f
per un qualche f € (X/Y)*. O

4.3 Forme Geometriche del Teorema

Lemma 4.3.1: Sia X uno SVT su K =R o C, allora ogni funzionale lineare f : X — K non

costante é aperto.

Dimostrazione. (Facoltativo) Essendo f non costante esiste z € X t.c. (f,z) # 0, in particolare
esiste un £ € X t.c. (f,Z) = 1. Ora consideriamo V aperto di X e y € f(V). Siaz € X t.c.
(f,x) = y. Per continuita delle operazioni esiste un ¢ > 0 t.c. per ogni ¢t € K con [t| < ¢ vale
r+1tx € V e quindi

y+t=(fz+tz) e f(V).

Quindi Bg(y,d) C f(V) e f(V) ¢ aperto. O

Definizione 4.3.2: Sia X uno SVT su K = R o C. Anche in questo caso ¢ ben definito lo
spazio duale di X come

X*={f:X — K| f lineare e continuo}.
Teorema 4.3.3 (di Hahn-Banach, prima forma geometrica): Siano X uno SVT su R,

A C X aperto convesso non vuoto e B C X convesso non vuoto con ANB = (). Allora 3F € X*
ed Ja € R t.c. Va € A e Vb € B wale

(F,a) < a < (F,b).



66 4.3. FOorRME GEOMETRICHE DEL TEOREMA

Dimostrazione. Sia C = A — B + x9 con xg € B — A, allora C ¢ aperto (perché C = J,cg(A —

b+ xp) che & unione di aperti) e convesso, infatti V¢ € [0, 1] si ha
tIC+(1—-t)CCtA+(1—-t)A]—tB+(1—t)B]+20 CA—B+x9=C.

ed inoltre 0 € C e xg € C (perché g € C <= Ja€ A b€ B tc. zp=a—-b+xy < Ja €
A Jb e B t.c. a=be questo non puo avvenire per ipotesi). Prendiamo p¢ il funzionale di
Minkowski di C, dal fatto che z¢g ¢ C si ha pc(xg) > 1. Per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach
(estendendo il funzionale f : Rxg — R t.c. f(tzo) =t < |t|pc(zo) = po(trg) Vi € R) esiste
F : X — R lineare t.c.

(F,z0) =1 < p(x0)

e t.c. F <psututto X. Allora per ogni a € A e per ogni b € B si ha
(Fya) — (F,b) = (F,a — b+ x9) — (F,x0) <pcla—b+x9) —1<0
in quanto a + b — g € C, dunque pc(a+ b — xp) < 1. Dunque

(F,a) <supF < (F,b) Ybe B
A

inoltre ogni funzionale lineare (continuo o no) ¢ aperto per il Lemma 4.3.1, quindi F' non ha

massimo su A dunque se a = sup4 F', per ogni a € A e per ogni b € B si ha
(F,a) < o < (F,b).

La continuita di F segue dal fatto che limitato sull’aperto A, quindi si applica la Proposizione
3.3.2. .

Teorema 4.3.4 (di Hahn-Banach, seconda forma geometrica): Siano X uno SVTLC su
R, K C X un convesso compatto non vuoto e C' un convesso chiuso non vuoto con K NC = ).
Allora 9F € X* t.c.

mlz(xxF < igf F.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.1.14 esiste un intorno di 0 € X t.c. (K+V)N(C+V) =10
e per locale convessita posso prendere V convesso, inoltre a meno di prendere la sua parte
interna posso considerarlo aperto. Dunque si applica il Teorema 4.3.3 agli aperti A= K +V =
Urexz+VeB=C+V=U,ccy+V, ottenendo l'esistenza di un F' € X* t.c.

(F,x) <ing Ve e K

e per continuita di F' sul compatto K, segue maxy F' < info F. O

Osservazione 4.3.5: I Teoremi precedenti valgono anche nel caso di X SVT/SVTLC su C.
Infatti posso vederlo come spazio vettoriale reale, applicare il teorema in questione per trovare
un funzionale lineare continuo f : X — R, ma vedendo R C C ho che f anche visto a valori in

C rimane un funzionale lineare continuo per il quale vale la tesi.
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Corollario 4.3.6: Sia X SVTLC su K =R o C. Siano Z C X sottospazio lineare e xo & Z.
Allora esiste un F' € X* t.c. (F,wg) # 0 e Fjz =0.

Dimostrazione. Per il Teorema 4.3.4 esiste un funzionale F' € X* a valori reali t.c.
(F,z) < (Fyxg) Yx € Z
ma per x € Z, essendo Z sottospazio lineare, vale A\x € Z VA € R, dunque
MFE,z) < (F,z9) Yr € Z YAeR

da cui segue (F,z) =0 Vx € Z. O

4.4 Convessita e Punti Estremali

Definizione 4.4.1: Siano X uno spazio vettoriale reale ed S C X. Un punto p € S € un punto
estremale di S se Vsg,s1 € S Vt € (0,1) 'uguaglianza tsg + (1 — t)s; = p implica sy = s1 = p.

Denotiamo 'insieme dei punti estremali di S con ext(S).

Osservazione 4.4.2: Sia S C R. Allora p € ext(S) se e solo se p € {max.S,minS} quando

esistono.

Osservazione 4.4.3: Nel contesto della definizione precedente, in generale p & estremale di S

se e solo se per ogni retta affine r passante per p si ha che p & estremale di 7N S.

Osservazione 4.4.4: Sia X spazio vettoriale reale. Se S C X & convesso, vale che p € S ¢

punto estremale di S se e solo se
1
Vsp,s1 €8 p= 5(50+51) = 50 =851 = p.

Osservazione 4.4.5: Sia X uno spazio vettoriale reale. Se f : X — R & convessa e non

costante su un S C X, allora ogni punto di massimo di f|g ¢ punto estremale di S.

Esempio 4.4.6: (1) In un poliedro di R? i punti estremali sono i vertici;

(2) dato H spazio di Hilbert, i punti estremali di {T" € L(H,H) | T = T"* > 0} sono i proiettori

ortogonali;

(3) i punti estremali dello spazio delle misure di probabilitd su un dato spazio misurabile

(X,B), con X spazio metrico compatto, M1(X, B), sono le misure di Dirac {0, }rex;

(4) i punti estremali di {g € M;(X,B) | p & T-invariante}, in cui 7' : X — X ¢ misurabile,

sono le misure di probabilita ergodiche rispetto a T'.
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Definizione 4.4.7: Siano X uno spazio vettoriale reale ed S C X. Definiamo I'inviluppo
convesso di S come il pit piccolo sottoinsieme convesso di X che contiene S' e lo denoteremo con
co(.9). Inoltre chiameremo la chiusura dell’inviluppo convesso di S inviluppo convesso chiuso di

S e lo denoteremo con ¢o(S).

Osservazione 4.4.8: Nel contesto della definizione precedente, essendo intersezione di convessi

sempre convessa vale

co(S) = ﬂ C.

C C X convesso
scC

Definizione 4.4.9: Siano X uno spazio vettoriale reale ed S C X non vuoti. Un insieme
A C S non vuoto e detto insieme estremale di S se Vsg,s1 € S Vt € (0,1) avverarsi di
ts1 + (1 —t)sp € A implica sg, s1 € A.

Osservazione 4.4.10: Nel contesto della definizione precedente.
(1) p & punto estremale di S se e solo se {p} ¢ insieme estremale di S;

(2) A C S ¢ insieme estemale di S se e solo se per ogni retta affine r che incontra A vale che

rNACrnS ¢ insieme estremale di » N S;

(3) Se A C S C R allora A ¢ insieme estremale di S se e solo se A & uno dei seguenti insiemi

S, {max S}, {min S}, {max S, min S}, quando esistono.

Proposizione 4.4.11: Sia X uno spazio vettoriale reale. Valgono i sequenti fatti:

(1) se AC BC C C X e A ¢ insieme estremale di B che a sua volta é insieme estremale di

C, allora A é insieme estremale di C;

(2) se {Ai}tier sono sottoinsiemi di X, B C X e A; C B ¢é insieme estremale di B per ogni

i €I, allora (;c; Ai, quando é non vuoto, é ancora insieme estremale di B;

(3) se f: X — R é convessa che ha massimo in S C X allora i punti di massimo di f formano

un insieme estremale di S.

Teorema 4.4.12 (di Krein-Milman): Siano X SVTLC TO reale e S C X compatto non

vuoto. Allora
(1) ext(S) # 0;
(2) S C co(ext(9)).

In particolare se S é anche convesso vale S = co(ext(S5)).
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Dimostrazione. Passo 1: Dimostriamo [’esistenza di un punto estremale in S.

Sia A = {A C S | A chiuso, A ¢ insieme estremale di S}, allora S € A # 0 e, per la
Proposizione 4.4.11 (2), ogni sua sottocatena ammette un minorante, dunque per il lemma di
Zorn esiste un elemento minimale B € A. Proviamo che B = {p} per un qualche punto p € S,
in quanto, in tal caso, si avrebbe p € ext(S). Supponiamo per assurdo che B abbia almeno due

elementi e prendiamo a,b € B con a # b. Per il Teorema 4.3.4 esiste un f € X* t.c.

(f,a) > (£,0)

(stiamo usando che uno SVT e TO se e solo se & T1). Allora, essendo B chiuso, vale
By={z€B| {f,x) = maxf} #0

ed ¢ chiuso in S (f & continua), dunque ¢ compatto (chiuso in S che & compatto) e per quanto
detto nella Proposizione 4.4.11 (3) si ha che By ¢ insieme estremale di B. Di conseguenza B
¢ insieme estremale anche di S, ma b ¢ By, dunque By C B e questo ¢ un assurdo perché B
doveva essere minimale.

Passo 2: Dimostriamo che S C ¢o(ext(S)).

Per assurdo sia a € S\ ¢o(ext(S)). Per il Teorema 4.3.4 esiste f € X* t.c.
(ra) > (f,2) Vo € colext(S))

Consideriamo
So={z e S|{f,x)= mng}

che € compatto, convesso e non vuoto. Per il passo precedente Sy ha un punto estremale
p € Sy C S, allora p & punto estremale anche di S (perché Sy ¢ insieme estremale di S per la

Proposizione 4.4.11 (3), quindi p ¢ estremale in S sempre per la Proposizione 4.4.11 (1)) e quindi

(fia) > (fp)

ma a € S, dunque p € Sy che € un assurdo. O

Teorema 4.4.13 (di Choquet): Siano X SVTLC T0 N1, C C X convesso, compatto e non
vuoto, ¢ € C' e Bo una o-algebra di parti di C. Allora esiste una misura di probabilitd p sullo

spazio misurabile (C,Bc) t.c. ulext(C)) =1 e

c= /de,u,(a:)

(in cui Uintegrale é inteso nel senso di Bochner; ¢ va pensato come il "baricentro” di C rispetto

alla misura p).

Dimostrazione. Non trattata. O






CAPITOLO ES

Topologia per 1’Analisi Funzionale, prima parte

5.1 Topologie Iniziali

Proposizione 5.1.1: Siano X un insieme, {(X;,7;) }ier una famiglia di spazi topologici e G =
{9i + X — X,}ier una famiglia di funzioni. Allora esiste la topologia meno fine 7¢ su X che

rende continue tutte le funzioni di G.

Dimostrazione. Sia ¢ € I, affinché g; sia continua 7 deve contenere ogni insieme della forma
9; 1(A) con A € 7;. Dunque dovra contenere anche ogni intersezione finita di insiemi di questo

tipo, cioe dovra essere
gi_ll(Azj) n... ﬂgi_rl(Air) et VA, €1iy,..., YA €T, V{il, ...,’ir} cl.

Inoltre se chiamo Bg tale famiglia di intersezioni finite si nota facilmente che ¢ base di una
topologia su X e tale topologia rende le g; continue ed ¢ la pill piccola possibile per costruzione.
O

Definizione 5.1.2: Siano X un insieme, {(X;,7;)}icr una famiglia di spazi topologici e § =
{9; + X — X;}ier una famiglia di funzioni. Chiamiamo topologia iniziale su X associata alla
famiglia G la topologia meno fine su X che rende continue tutte le funzioni di G e la denotiamo

con Tg.

Fissiamo adesso X un insieme, {(X;, 7;) }icr una famiglia di spazi topologicie § = {g; : X —

X }ier una famiglia di funzioni..

Proposizione 5.1.3: Sia (zp)neny C X una successione. Allora x,, — x € X in 1g se e solo se

gi(xn) — gi(z) Viel.

71
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Dimostrazione. Se x,, — = in 7g, allora g;(z,) — g¢i(x) Vi € I per continuita delle g;. Per il
viceversa consideriamo un intorno U di x per la topologia g, allora questo conterra un aperto
di base della forma V' =, gj_l(Aj) € Bg e per ogni j € J (che ¢ finito) esiste un N; € N
t.c. gj(zn) € A; ¥Yn > Nj, da cui z,, € gj_l(Aj) Vn > N;j. Dunque z, € V. C U Vn >
maX;e s IVj. O

Teorema 5.1.4 (Proprieta universale della topologia iniziale): La topologia 7¢ su X é
l'unica che rende le funzioni di G continue e che presi comunque Y spazio topologicoed f 1Y — X
funzione, vale che f é continua rispetto alla topologia 7¢ su X se e solo se g;o f:Y — X; é

continua per ogni i € I.

Dimostrazione. Per definizione 7¢ rende le funzioni di § continue. Se f € continua allora per
composizione di continue anche ogni g; o f lo €. Viceversa supponiamo che g; o f sia continua

per ogni i € I. Sia U € 75, allora sard U = U, 1itraria Manita 9; (Ai) € quindi

o= U Nrtetan= U Neen 4
arbitraria finita arbitraria finita
che e aperto per le ipotesi. Dunque effettivamente 7 gode della proprieta dell’enunciato.
Sia adesso 7/ una qualsiasi altra topologia su X che gode della proprieta dell’enunciato.
Scegliendo f1 = Idx : (X,7") = (X, 7g) si ha g; o fi = ¢; : (X,7') — X, che & continua, dunque
anche f; & continua, ossia 7¢ C 7. Prendendo fo = Idx : (X,79) — (X, 7’) e facendo gli stessi

passaggi si ottiene anche I’altra inclusione. O

Esempio 5.1.5: L’usuale topologia prodotto sul prodotto cartesiano di spazi topologici e la

topologia iniziale associata alle proiezioni.

Esempio 5.1.6: L’usuale topologia di sottospazio di un sottoinsieme di uno spazio topologico

¢ la topologia iniziale associata all’inclusione.

Teorema 5.1.7 (di transitivita): Siano X, {X;}ics insiemi, {(X;;,7i;)}jes spazi topologict,
i€

G ={9i: X = Xi}ier famiglia di funzioni e F; = {fij : Xi = Xij}je, famiglia di funzioni per

ogni i € I. Consideriamo

F={fijogi: X = Xij}ljes-
el

Allora la topologia iniziale T3 indotta su X da F e la topologia iniziale Tg indotta su X da G, in

cut si considera su ogni X; la topologia iniziale T5,, sono in realtd la stessa.

Dimostrazione. Usiamo la proprieta universale (Teorema 5.1.4). Sia Y uno spazio topologico
e f:Y — X una funzione. Allora f ¢ continua per la topologia 74 se e solo se f;jog; o f
¢ continua per ogni j € J; e per ogni ¢ € I, mentre ¢ continua per la topologia 7g se g; o f €
continua per ogni 7 € /. Ma per ogni ¢ € I vale g; o f continua se e solo se f; jog;o f ¢ continua

per ogni j € J;, dunque in realta le due condizioni di continuita sono la stessa, da cui la tesi. [
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In tutto il resto della sezione sara K =R o C.

Teorema 5.1.8 (Topologie iniziali e SVT): Siano X spazio vettoriale su K, {(X;, 7i) }ier
una famiglia di SVT(LC) su K e § = {g; : X — Xi}tier una famiglia di applicazioni lineari.
Allora la topologia iniziale T¢ su X lo rende SVT(LC).

Dimostrazione. Infatti per la somma vale g; o + = +; o (g;,9;), in cui +; & la somma in X;,
e il RHS & continua perché composizione di continue, dunque per la proprieta universale + €
continua. Similmente si fa per il prodotto per scalari. Se inoltre ogni X; & SVTLC, prese B;

basi locali di intorni aperti convessi, allora

B =< (g;'(Uj) | JCI finito, U; €B; VjeJ
jed

¢ una base locale di aperti convessi di X con 7g. O

Definizione 5.1.9: Siano X uno spazio vettoriale e § = F C X’. Allora in un questo contesto
indicheremo useremo la notazione o(X, F') (al posto di 7r) per indicare la topologia iniziale su

X indotta dalla famiglia di funzioni F'.

Proposizione 5.1.10: Siano X uno spazio vettoriale su K ed F C X' un sottospazio lineare.
Allora (X,0(X, F)) é uno SVTLC. Inoltre tale topologia non é mai normabile, ossia non é mai

indotta da una norma su X, se dim X = +oo.

Dimostrazione. Per quanto detto nell’Osservazione 3.2.11, la topologia o(X, F') & esattamente
la topologia indotta dalla famiglia di seminorme P = {|(f,.)|} fer. Ma allora si ha che una base
locale di intorni aperti di o(X, F') = 7 ¢ data da

B={Uf} tcr

f finito
in cui

Uf)={zeX | |(f,z)| <1 Vfef} VfC F finito.

Osserviamo che
U(f) D ﬂ Kerf Vf C F finito
fef

ed il nucleo di un funzionale lineare ha sempre codimensione 1, dunque l'intersezione dei nuclei di
m € N funzionali lineari ha codimensione al pit m, in particolare finita, dunque se dim X = +oo
il sottospazio lineare U(f) ha sempre dimensione infinita per f C F' finito. Dunque ogni intorno
dell’origine di X nella topologia (X, F') ha sempre al suo interno un sottospazio lineare di
dimensione infinita quando dim X = +o00 e questo ci dice che tale topologia non puo essere
normabile perché se lo fosse le palle sarebbero una base di tale topologia e queste non contengono

mai nemmeno una retta (almeno per K=R o C). O
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Osservazione 5.1.11: Nella dimostrazione della proposizione precedente si ¢ in particolare
dimostrato che in uno spazio del tipo (X, o(X, F)), con X spazio vettoriale e F' C X’ sottospazio

lineare, la topologia ¢ sempre indotta dalla famiglia di seminorme P = {|(f,.)|}fer-

Lemma 5.1.12: Siano X uno spazio vettoriale su K e fi,..., fn, f € X'. Le sequenti afferma-

zioni sono equivalenti:

(1) esistono A1, ..., A\, € K t.c.
F=Y_Mfi;
i=1

(2) esiste v € (0,+00) t.c.
< A .
(F,2) < v max |{fi,2)] ;

(3) Ker(f) D N, Ker(f).

Dimostrazione. Ovvie sono le implicazione (1) = (2) e (2) = (3). Dimostriamo (3) = (1). Sia
m: X —- K" t.c.
() = ((fi,2))i=1,.n. VT €X.

Se w(z) = m(2’) allora x — 2’ € (N Ker(f;) e, grazie a (3), otteniamo (f,z) = (f,2’). Dunque
¢ ben definito il funzionale lineare A : 7(X) — K t.c.

(A, 7(x)) = (f,z) VreX.

Estendiamo A ad un funzionale lineare A su tutto K > 7(X) (ad esempio ponendolo uguale a

0 fuori da m(X)). In particolare quindi esistono Ay, ..., A\, € K che rappresentano A, ossia t.c.
(A, (ur, ey un)) = > Ajug Y(ua, ... uy) € K™

Dunque
n

(fx) = (A 7@) = (A, ((fr,2), s (Fr @) = D Nilfirz) Vo€ X

=1

che ¢ (1). O

Teorema 5.1.13: Siano X uno spazio vettoriale su K ed ' C X' un sottospazio lineare. Allora
lo spazio duale di (X,o0(X, F)) coincide con F'.

Dimostrazione. Per definizione di o(X, F') ogni g € F' & continuo rispetto a o(X, F'). Viceversa
supponiamo che ¢ sia continuo rispetto a o(X, F'), allora ¢ in particolare continuo in 0 € X e di

conseguenza esiste un aperto di base locale U(f), con f C F finito, t.c.

l{g,z)| <1 Vx e U(f).
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Dimostriamo ora che Ker(g) D ()¢ Ker(f). Se ci fosse un z € (¢ Ker(f)) \ Ker(g) allora
tutto span(z) C (e Ker(f) C U(f), quindi per ogni n € N4 si ha

nl{g,z)| = [(g,nz)| < 1
ossia )
(g, 2)| < — VnENy

e quindi mandando n — oo si ottiene z € Ker(g), che & un assurdo. Di conseguenza vale la
condizione (3) del Lemma 5.1.12, che pero ¢ equivalente alla condizione (1) dello stesso lemma,

dunque g € F. O

Proposizione 5.1.14: Sia X uno spazio vettoriale e F C X' un sottospazio lineare. Allora
S C X é limitato in (X,0(X,F)) se e solo se

sup |(f,z)| < +oo Vf € F.
TES

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione 3.4.10 e dall’Osservazione 5.1.11. O

Proposizione 5.1.15: Siano X spazio vettoriale su K e F C X' un sottospazio lineare. La
topologia o(X, F) su X é N1 se e solo se dim F' < N.

Dimostrazione. Se F = span({fi}res) con |J| < Vg, allora la topologia (X, F) & la meno fine
topologia che rende continua le funzioni { f; }xes ed € quindi indotta dalla famiglia di seminorme
P = {|{f&, )| }res (come mostrato nella Proposizione 5.1.10) ed ha base locale numerabile di

intorni aperti B = {V'(fj,n)}jes, nen, con

V(fjn)={z e X | [(fjz)| <n '}

Viceversa se esiste una base locale numerabile di intorni, posso prenderla senza perdita di

generalita fatta di insiemi del tipo
U(fiy oo fm) ={z e X | |{fi,z)| <1 Vi=1,...,m}

con m € N (infatti per quanto visto nella Proposizione 5.1.10 gli insiemi di questo tipo formano
a loro volta una base locale di aperti), ossia posso considerare la base locale numerabile della

forma By = {Up, }nen con
Up={ze X ||(fniz) <1 Vi=1,...,k,} VneN
in cui k, € N; Vn € N. Quindi, per continuita di f, esistera un n € N t.c.
[(f,x)| <1 VzeU,

ed effettuando un ragionamento analogo a quello fatto nella dimostrazione del Teorema 5.1.13
si ottiene che f verifica la proprieta (3) del Lemma 5.1.12 con le funzioni {fy,;}i=1,., relative
ad U, e quindi sara combinazione lineare delle funzioni { fy, ; }i=1,.. k,. Quindi {fn:}i=1. k., che
¢ al piu numerabile, genera F' e da questo se ne deduce che una base di F' avra necessrzﬁiamente

cardinalita al pit numerabile. ]
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5.2 Topologia Debole e Debole*

Nel resto della sezione sara sempre K =R o C.

Definizione 5.2.1 (Topologia debole): Siano X uno SVT su K ed X* il suo spazio duale.
La topologia o(X, X*) & chiamata topologia debole di X.

Osservazione 5.2.2: Nel contesto della definizione precedente, talvolta chiameremo topologia

forte la topologia originaria di X.

Osservazione 5.2.3: Nel contesto della definizione precedente, la topologia debole mantiene
continui i funzionali di X™* ed e la topologia meno fine che lo fa, dunque se 7 & la topologia forte
di X, vale (X, X™*) C 7.

Definizione 5.2.4 (Topologia debole*): Siano X uno SVT su K ed X* il suo spazio duale.

La topologia o(X™, X), in cui si ¢ identificato X con le valutazioni (con l'immersione canonica

X g X**), & chiamata topologia debole* di X*.

Osservazione 5.2.5: Siano X SVT su K e X* il suo duale. Ovviamente X* C KX, consideria-
mo su KX 'usuale topologia prodotto, ossia la topologia iniziale associata alle proiezioni di KX.
Osserviamo che le proiezioni di KX non sono altro che le valutazioni, dunque per il Teorema
5.1.7 di transitivita, la topologia debole* su X* coincide con la topologia da sottospazio di X*
ereditata da KX (ricordiamo che la topologia da sottospazio & la topologia iniziale associata

all’inclusione).

Osservazione 5.2.6: Nel caso in cui X € spazio normato, su X* € ben definita la topologia
data dalla norma operatoriale 7,,. Per tale topologia le valutazioni su X* sono continue, dunque
o(X*, X) C Top.

Osservazione 5.2.7: Consideriamo le famiglie di funzioni {®x} e X* e notiamo che, se per
ogni f € X* evaly: X = K t.c.

(valy, ) = (@, f) Vo e X™,

si ha
(valp o @x,x) = (valy, &x(x)) = (Px(2), f) = (f, 2)

ossia valy o ®x = f per ogni f € X*. Quindi per il Teorema 5.1.7 di transitivita si ha che
o(X, X*) ¢ esattamente la topologia iniziale su X indotta da ®x : X — ®x(X) C X** in cui su
®x(X) c’¢ la topologia o (X™, X*) |9 (x) € x diventa un omeomorfismo lineare tra questi spazi
(facile verifica controllando che ®x : (X, 0(X, X)) — (®x(X),o(X™, X*) 0 (x)) ¢ bigettiva,

continua e aperta).
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Osservazione 5.2.8: Talvolta (soprattutto nei capitoli successivi) chiameremo gli aperti deboli
di uno spazio w-aperti, i chiusi deboli di uno spazio w-chiusi, i compatti deboli di uno spazio
w-compatti, i limitati deboli di uno spazio w-limitati, gli aperti deboli* di un duale w*-aperti,
i chiusi deboli* di un duale w*-chiusi, i compatti deboli* di un duale w*-compatti e i limitati
deboli* di un duale w*-limitati. Un funzionale di uno spazio sara detto w-continuo se ¢ continuo
rispetto alla topologia debole nello spazio. Un funzionale di un duale sara detto w*-continuo
se ¢ continuo rispetto alla topologia debole* sul duale. Indicheremo la chiusura nella topologia
debole con S e la chiusura nella topologia debole* con §"*. Un sottoinsieme denso rispetto
alla topologia debole sara detto w-denso, mentre un sottoinsieme di funzionali denso rispetto
alla topologia debole* sara detto w*-denso. Inoltre talvolta indicheremo la topologia debole di

uno spazio e la topologia debole* di un duale rispettivamente con 7, € Tyux.

Proposizione 5.2.9: Sia X SVT, allora valgono le sequenti affermazioni:
(1) il duale di (X,0(X,X™)) coincide con X*;

(2) il duale di (X*,0(X*, X)) coincide con ®(X) (in cui X & X** ¢ Vinclusione canonica

per valutazioni).

Dimostrazione. Segue dal Teorema 5.1.13. O

Definizione 5.2.10: Siano X uno SVT su K, X* il suo spazio duale e (z,)pey € X una

successione. Diciamo che z,, converge debolmente ad x € X e scriviamo
Ty — T
quando z, — x nella topologia debole (X, X*).

Definizione 5.2.11: Siano X uno SVT, X* il suo spazio duale ed (f,,)neny C X* una succes-

sione. Diciamo che f,, converge debolmente* ad f € X* e scriviamo

*

fn—=f
quando f, — f nella topologia debole* o(X*, X).

Osservazione 5.2.12: Talvolta per dire che z,, — z nella topologia forte dello SVT di cui

sono elementi diremo che x,, converge fortemente ad x.

Proposizione 5.2.13: Siano X uno SVT su K, X* il suo spazio duale, (zp)neny C X una

successione ed x € X. Valgono le sequenti affermazioni:
(1) zp =z <= (f,2n) = (f,2) Vf € X"

(2) se x, — x nella topologia forte = x, — x.
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Dimostrazione. (1) Segue dalla definizione di topologia debole e dalla Proposizione 5.1.3.

(2) Vale perché la topologia debole ¢ meno fine della topologia forte.
O

Proposizione 5.2.14: Siano X uno SVT su K, X* il suo spazio duale, (fp)nen C X* una

successione ed f € X*. Vale la sequente affermazione
fo > f = (fu,x) = (f,2) Yz €X.

Dimostrazione. Segue dalla definizione di topologia debole* e dalla Proposizione 5.1.3. 0

D’ora in poi sara fissato (X, ||.||) spazio di Banach su K. Inoltre chiameremo Bx e By« la
palla unitaria chiusa degli spazi normati X ed X* rispettivamente (consideriamo su X* I'usuale

norma operatoriale).

Teorema 5.2.15: Gli spazi "deboli" (X,0(X,X™")) e (X*,0(X*, X)) sono entrambi SVITLC

T0, in particolare sono regolari (e quindi T2).

Dimostrazione. Per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach (in particolare per il Corollario 4.1.5)
{If|'| f € X*} una famiglia di seminorme su X separante ed induce proprio la topologia debole
su X, quindi (X, o(X, X™*)) ¢ uno SVTLC T0. Ovviamente anche i moduli delle valutazioni sono
una famiglia separante di seminorme su X* ed inducono proprio la topologia debole* su X*,
quindi anche (X*,0(X*, X)) € uno SVITLC TO0. Per concludere si usa il Corollario 3.1.17. [

Osservazione 5.2.16: Lo spazio duale X* é denso nello spazio duale algebrico X' (visti come
sottospazi di KX ). In particolare X* non & in generale chiuso in K¥ (con la topologia prodotto).
Infatti prendiamo f € X’. Consideriamo un generico intorno di f in X’ ¢ K* (con la

topologia di sottospazio)
U1, emie) = g € X' | |(f — g,ai)| <& Vi=1,..,m}

in cui si sono fissati z1,...,2;m, € X e € > 0. Per il Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach Elf e X*
t.c. (f,z) = (f,z) Va € span(zi,...,7) = V e | flx~ = [|fijvl]lv~ (abbiamo esteso fj/), in
particolare

dunque f € U(Z1, ey T €), 0ssia U(xq, ..., Ty ) N X* £ (.
Proposizione 5.2.17: Se (zp)neny C X e x € X sono t.c. x, — x allora vale

< limi .
) < T nf [
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Dimostrazione. Per ogni f € X* vale

[Cfs2n) < [If]1x

dunque passando al limite inferiore per n — +oo si ottiene
()] < 1 e T o [

che prendendo ’estremo superiore per f € X* con || f|| < 1 ci da (grazie al Corollario 4.1.5) la
tesi. O

Proposizione 5.2.18: Se X ¢ separabile, allora la palla Bx+ & sequenzialmente compatta in
(X*,0(X*, X)) e lo spazio (Ex*,U(X*,X))‘Ex*) ¢ metrizzabile.

Dimostrazione. Sia {zp}reny denso in Bx. Sia (fn)nen C By, allora le f, sono tutte 1-
lipschitziane, quindi, per il teorema di Ascoli-Arzela, esiste una sottosuccessione (fy, )ren che
converge puntualmente su x; Vk € N (notiamo che i singoletti {z}} sono compatti ed estraendo
iterativamente per ogni k£ € N una sottosuccessione che converge in x; per ogni j < k ed attuia-
mo un argomento diagonale per estrarre una sottosuccessione che converge in ogni z). Essendo
I'insieme di convergenza di (fy, )ren chiuso e contenente {zj}ren segue che (fy, )ren converge
puntualmente su tutto Bx e quindi su tutto X per la linearita delle f,, . Sia f il limite puntuale
di (fn,)keN, questa sara ancora lineare ed 1-lipschitziana, ossia (fp, )rken converge in o(X*, X)
ad un elemento di B+, questo prova la compattezza sequenziale.

Vediamo la metrizzabilita. Consideriamo su X* la norma

fllo =" 27"|(f,2)| Vfe X"

keNy

Dico che ||.||o induce su Bx+ la topologia o(X*, X))ng*. La mappa
(Bx+|llo) = (Bx+, o(X*, X)5,.)

¢ sequenzialmente continua, infatti sia (f,,)neny C Bx+ convergente in norma ||.||op ad f € Bx-,
questo avviene se e solo se

> 27 (fo — foak) — 0

keNL
che implica |(f, — f,zx)] = 0 Vk € Ny e quindi come prima f, — f puntualmente su tutto
X, ossia f, — f nella topologia debole*. Ma la topologia indotta da una norma ¢ N1, dunque
la mappa considerata ¢ anche continua e quindi la topologia o(X™*, X ))|§X* ¢ contenuta nella

topologia su Bx+ indotta dalla norma ||.||o. Invece

(Bx+0(X*, X)5..) = (Bx+|l-llo)
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¢ sequenzialmente continua in quanto se (f,)neny C Bx+ vale fy X f € By~ se e solo se
(fn,x)y = (f,z) Vx € X ed in particolare per x = zx, k € N e quindi per il Teorema di

convergenza dominata si ha

1fa = fllo=">_ 27¥[(fu = frax)] — 0

keNy

infatti per ogni k € Ny si ha 27F|(f,, — f,zp)| < 27Kt e (27FF) oy, € €1, Ma allora es-
sendo (Bx«,o(X* X )[By.) sequenzialmente compatto segue che lo ¢ anche (Bx+,|-lo), ma
quest’ultimo & metrico, quindi & compatto. Infine basta osservare che (Bx«,o(X*, X )|§X*) e
T2 per concludere che la mappa Idg , : (Bx+,||.[o) = (Bx+,0(X",X)p, ) ¢ un omeomorfi-
smo (continua tra un compatto ed un T2) e da questo segue immediatamente la metrizzabilita

voluta. O

Proposizione 5.2.19: Sia C C X un sottoinsieme convesso. Allora C ¢é chiuso rispetto alla

topologia forte di X (quella della norma) se e solo se C' é w-chiuso in X.

Dimostrazione. Essendo la topologia debole meno fine della topologia forte di X segue che se C
¢ chiuso debole allora & anche chiuso nella topologia forte di X. Viceversa se C ¢ chiuso forte,
preso un z ¢ C, per il Teorema 4.3.4 di Hahn-Banach, seconda forma geometrica, segue che
esiste un F € X*eduny > 0t.c. 2 € U ={F <~} e CNU = 0, inoltre U & aperto nella
topologia debole di X, dunque U € un intorno debole di x tutto contenuto in C¢ che & quindi

aperto debole. O

Corollario 5.2.20: Lo spazio (X, |.||) € separabile se e solo se lo ¢é lo spazio (X,o(X, X¥)).

Dimostrazione. Ovviamente se (X, o (X, X)) ¢ separabile allora lo ¢ anche (X, ||.||). Viceversa
sia D C X numerabile w-denso, consideriamo Span(D) che & convesso e chiuso in (X, |.]]), in
particolare & chiuso anche in (X, o (X, X*)), quindi contiene la chiusura debole di D che & tutto
X, quindi span(D) = X. Ma span(D) = spang(D), per la continuita delle operazioni, quindi

spang (D) = X. Di conseguenza spang(C') ¢ il denso numerabile cercato. 0
Q Q

Proposizione 5.2.21: Siano H uno spazio di Hilbert su K, (z,)neny C H una successione e

x € H. Allora x,, — x nella topologia forte se e solo se

Ty — X

[znll = [l
Dimostrazione. Se x,, — x allora z,, = x (Proposizione 5.2.13) ed ||z,| — ||z|| per la continuita
della norma. Viceversa vale

lz — 2] = [|lznll* + [l2]|* — 2Re((zn - z))
= [lzall® = ll2* + 2(|l2]* — Re((zn - )))
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ed il funzionale H 5 y — Re((y,z)) ¢ continuo, dunque per la convergenza debole di z,, a x si

ha ||z]|? — Re((zy, - ¥)) = o(1). Di conseguenza per n — +o0o abbiamo

ln = 2l* = [lan]l* = ll2]* + o(1) = o(1).

5.3 Polare e Teoremi di Banach-Alaoglu e di Goldstine

Definizione 5.3.1 (Polare): Siano X SVT e S C X un suo sottoinsieme. Definiamo il polare

di S come

Se={feX"||{f,z)|<1 Vxe S}
Osservazione 5.3.2: Siano X uno SVT e¢ S ¢ X. Allora

S° = ({fe X" [[(f,2)| <1}

eSS

¢ intersezione di convessi w*-chiusi, dunque ¢ convesso w*-chiuso.

Proposizione 5.3.3: Siano X SVT, S C X un suo convesso assorbente e pg il suo funzionale
di Minkowski. Allora vale

Se={feX"||{f,x)] <ps(z) Ve X}.

Dimostrazione. Sia A = {f € X* | [(f,z)| < ps(x) Vz € X}. Se f € S° ez € X allora
Vr > pg(z) 3t >0 con pg(z) <t <rt.c. x€tS. Maallora 12 € S e quindi

)<

[(fra)l <t<r

da cui

e questo vale Vr > pg(x). Di conseguenza |(f,z)| < ps(x) Vx € X. Se invece f € A allora
Vx € S vale

[(f.2)] < ps(z) <1
ossia f € S°. O
Teorema 5.3.4 (di Banach-Alaoglu): Siano X SVT eV C X intorno convesso di 0. Allora

V° ¢ convesso ed ¢ compatto in (X*,0(X*, X)) (ossia ¢ w*-compatto). In particolare Bx« ¢

w*-compatto.
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Dimostrazione. Nell’Osservazione 5.3.2 abbiamo dimostrato che un polare € sempre convesso.
Dimostriamo la compattezza debole*. Essendo V intorno di 0 si ha che V' ¢ assorbente e quindi
py () < 0o per ogni x € X. Inoltre per ogni f € KX si ha che f € V° se e solo se f & lineare e
f(x) € Bg(0,py(7)) (questo perché f(x) < 1 su V garantisce la continuita).

Allora

Ve =X'n ][ Bx(0,pv(z)) c K¥
zeX
allora V° & compatto in KX rispetto alla topologia prodotto in quanto chiuso (perché X’ &

chiuso nella topologia prodotto di K* essendo X’ = ;. yex Ker[val,ay — (val, — avaly)]) in un
o ackK
compatto (infatti [] .y Bx(0, pv(z)) ¢ compatto per il Teorema di Tychonoff). Ma la topologia

prodotto di KX induce su X* la topologia o(X*,X)e Ve C X* C KX, dunque V° & anche
w*-compatto in X*.

L’ultima affermazione dell’enunciato segue dal fatto che (Bx)° = Bx~ (semplice verifica).

[

Teorema 5.3.5 (di Goldstine): Sia (X, |.||) uno spazio di Banach. Consideriamo l’immer-
sione canonica per valutazioni ® : X — X** allora ®(Bx) ¢ w*-denso in Bys«, ossia ¢ denso
nello spazio (EX**’U(X**’X*)\EX**)-

Dimostrazione. In tutta la dimostrazione sarda B = ®(By). Essendo Iinclusione ® isometrica
si ha B C Bx+ ma By« ¢ chiaramente w*-chiuso, dunque si ha B ¢ Bx++. Dimostriamo

W

quindi Paltra inclusione. Sia ¢ € X**\ B"". Usando il Teorema 4.3.4 di Hahn-Banach seconda

forma geometrica, con {¢} e B"" (che & convesso e chiuso), si trova un funzionale ¢ : X** — K
che sia o(X™**, X*)-continuo, quindi una valutazione su un ¢ € X* che separa (in senso forte) ¢
da B"" > B. Ma allora si trova

<C790> > 1 Z ’<907x>’ Va EEX

dove sfruttiamo la simmetria della palla per mettere il modulo. Quindi ||¢|/x+ < 1 e allora
¢l x=+ > (¢, ) > 1 dunque ¢ ¢ Bxs». o

5.4 Topologie Polari sul Duale e Teoremi di Dieudonné

In tutto il resto della sezione sara fissato (X, ||.||) spazio di Banach. Inoltre nel seguito indiche-
remo le parti di X con P(X) e le parti finite di X con P(X).

Teorema 5.4.1 (di Mazur): Sia K C X un compatto. Allora ¢o(K) é compatto.

Dimostrazione. Ovviamente ¢o(K) & completo essendo chiuso di un completo. Proviamo che ¢

totalmente limitato. Sia € > 0, per compattezza di K, esiste F' C K finito t.c.

KCF—F%EXCCO(F)—F%EX
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ma somma di convessi ¢ convessa dunque abbiamo anche
E —
co(K) C co(F) + §BX.
Dico che co(F') & compatto, infatti ¢ immagine della mappa continua
n n
Ap_q = {)\ 01" Y Ni= 1} SAr— Y NfieX
i=1 i=1
con {fiti=1,.n=F, ma A,_; ¢ compatto da cui segue quanto voluto. La compattezza appena
dimostrata ci assicura 'esistenza di un G C co(F’) finito t.c.
E —
co(F) C G+ §BX
dunque abbiamo
€— €— —
ma G + By ¢ chiuso dunque vale
ﬁ(K) c G+ EE)(.

L’arbitrarieta di € > 0 ci assicura quindi che ¢o(K) ¢ totalmente limitato. O

Teorema 5.4.2 (di Dieudonné): Sia K C X un compatto. Allora I(xy)neny C X tc. ||zy| —
0 e K C co({zn}nen).

Dimostrazione. Essendo K compatto esiste un R > 0 t.c. K C B(0,R), supponiamo senza
perdita di generalita R = 1. Per compattezza di K vale che Vn € N 3F,, € P;(K) t.c.

KCF,+ 4—n§X'

Allora D = |J,,cy Fn ¢ denso in K. Avendo assunto K C By prendiamo Fy = {0}. Sia y € D,
allora y,, = y € F,, per un qualche n € N. Siccome Fj,_1 & una 4 "l-rete vi & un y,_1 € F,_1
t.c.

Yyn — Y1l < 47

Procediamo a ritroso fino a trovare {yx}tr=o,.n t-c. yp € Fy Yk =0,...,n e
lye — yk—1]| <475 VE=1,..,n.

Possiamo scrivere

n

Y=Yn=> (Y — Yr-1)
k=1
n

=) 2" <2k(yk - yk—l)) +27"-0

k=1
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che ¢ combinazione convessa dei punti {2*(y; — Yk—1)tk=1,..n € {0}, ma per ogni k = 1,...,n
vale 2F||yp — yr_1|| < 2F47F+1 = 27542 ¢ quindi

Qk(yk — yk_l) € Qk(Fk — Fk—l) N 2_k+2§X = Ay.

Di conseguenza, se A = {ycn, Ak, vale D C co(A), da cui segue K C ¢0(A). Inoltre I'insieme
A ¢ t.c. A\eBx @ finito per ogni e > 0. cio¢ (essendo numerabile per costruzione) ¢ I'immagine

di una (x,)nen infinitesima. O

Osservazione 5.4.3: Sia X uno SVT.
e Se SC X eteR\{0} allora

(t5)" ={f € X* [ [{f,tx)] <1 V& € S}
={fe X" [[{tf,2)] <1 Vo eS}

1 1
= {tQGX* | [{g,2)| <1 Vz e S} =5

e Se A, B C X allora
(AUB) ={feX*|[(f,x))<1 Vzxe AU B}
={feX"||(fix)| <1 VeeA}n{fe X" ||(f,x)| <1 Vze€ B}=A°NB".

o Se {A;}ier C X allora

(45 =(W{feX | (f,z)] <1 Vz e A;}

iel iel
={feX"||(f,x)] <1 VexeA; Viel}

Ja

1€N

7

e Se A C X allora co(A)° = A°. Infatti ovviamente co(A)° C A° e viceversa se f € A° e
z € co(A) allora . =" | a;x; con {a;}i=1,.n» C[0,1] con Y 1" ja; =1e {z;}i=1,.n CA

e du conseguenza
n n
(o) <) ail(fiai) <Y ai=1
i=1 i=1
ossia f € co(A)°.
Definizione 5.4.4 (Topologie polari): Sia A C P(X) t.c.

(1) UAGAA =X;

(2) VA, Be A AUB e A,
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(3) VAc A VteR tAc A.
Definiamo quindi su X*, spazio duale di X, la topologia polare associata ad A come la topologia

indotta dalla famiglia separante di seminorme {||.||s0,4}4ex-

Osservazione 5.4.5: (1) La condizione (1) ci assicura che la famiglia di seminorme {||.||s0,4} aca
¢ separante e quindi che la topologia & T1 (dal Teorema 3.2.10).Quindi ogni topologia polare
su X* lo rende uno SVTLC regolare ed in particolare T2 (dal Teorema 3.2.10).

(2) La palla unitaria di [|.]|oc,4 €
{F e X" [[[flloc,a <1} ={f e X" | [{f,2)| <1 Vo e A} = A°.

La condizione (3) ci dice in particolare che per ¢t € R\ {0} anche tA € A e la palla unitaria
di [|-[Joo,ea
1
(tA)° = ;AO

dunque per t = n € N otteniamo gli insiemi

¥ 1
V0w = {7 € X Iflooa < 3}

che come sappiamo dal Teorema 3.2.10 formano una base della topologia da SVTLC indotta
dalle seminorme {||.[|oo,4}aea (V(||-]lo0,4,7) D V(||.]lco,4, 7)), ossia della topologia polare
associata ad A. Quindi la famiglia By = {A4°}4cq forma una base locale di intorni

dell’origine di X con la topologia polare associata ad A.

(3) Se inoltre ogni A € A ¢ convesso allora || f|lco,4 = || flloo,co(a) Vf € X
Passiamo adesso a studiare alcuni esempi notevoli di topologie polari.

Esempio 5.4.6: » La topologia forte indotta dalla norma operatoriale 7, coincide con la
topologia polare associata ad A = {S C X | S limitato}. Questa topologia ¢ anche detta

topologia della convergenza uniforme sui limitati.

e La topologia della convergenza uniforme sui compatti 7 € la topologia polare associata
alla famiglia
K ={K C X | K compatto di X}

o equivalentemente (per il Teorema 5.4.1 di Mazur) quella associata alla famiglia

K1 ={K C X | K compatto convesso di X}

o ancora equivalentemente (per il Teorema 5.4.2 di Dieudonne, insieme al punto (4)

dell’Osservazione precedente) quella associata alla famiglia

Ko={K C X | K= {2p}lnen tc. [z,]— 0}
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o La topologia debole* 7,« coincide con la topologia polare associata alla famiglia A =
P¢(X), infatti per ogni F' € P¢(X) vale || f|loo,r = maxzer |(f, x)].

Osservazione 5.4.7: Vale la seguente catena di inclusioni:
Top D TK O Tw*-

Inoltre tutte e tre le topologie hanno gli stessi limitati.

Teorema 5.4.8 (di Dieudonné 1): Vale ['uguaglianza tra i biduali
(X*’ %) = (X*’ Tw+)" = {valz fzex.

Dimostrazione. L'uguaglianza (X*, 7, )* = {val; },cx segue dalla Proposizione 5.1.13. Essendo
Ps(X) C X vale 7+ C %. Dunque se € (X*, 7,+)* allora n € (X*, 7%)*. Viceversa prendiamo
un ¢ € (X*,7)*, dimostriamo che ¢ una valutazione su un elemento di X. Per la continuita
rispetto a Ty, grazie alla Proposizione 3.3.4, si ha ’esistenza di una successione (z,)pen C X,

con ||z,| — 0, t.c.
46, 11 < Wl ot = max |, 20)] VS € X*.

Infatti la Proposizione 3.3.4 ci garantisce che esistono {(xg))neN}jzo,,,,,mq C Ko, m €N, t.c.

(o Al =  max Ifll oy

0<j<m—

e definita (2, )pen t.c.
Thmiy =10 VEEN Vj=0,.,m—1

¢ semplice notare che (z,),en € Ko e vale

Gy = I lloo, {zntnen

max_ | [N INPE I

0
quindi effettivamente
(s I < M1 f Moo {anpnen- (5.1)
Consideriamo adesso 1'operatore lineare

X* 3 f s ((fyn))nen € o

(infatt essendo ||z,|| — 0 ed f € X* vale anche |(f, z,)| — 0). E sull'immagine T(X*) C ¢o €

ben definita 'applicazione lineare

T(X*) 3 ((f, ) nen — (6, f) € K

infatti se (f,z,) =0 Vn € N allora (¢, f) = 0 per l'eq. (5.1). Inoltre munendo ¢y dell’ usuale

norma del sup ||.||oo, sempre 'eq. (5.1) ci dice

(&, A < NI({Fs 2n) Inenll o
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ossia che 1 ¢ continua. Quindi, per il Corollario 4.1.2 (o il Corollario 4.1.3), 1 si estende ad
una forma lineare continua definita su tutto cp. Quindi, essendo ¢y linearmente isometrico a o,

esiste un A = (A\,)nen € £* t.c.

neN neN

in cui I'ultima uguaglianza vale perché f : X — K ¢ continua e ) Az, € una serie

normalmente convergente in X che ¢ completo (e quindi la serie converge anche in X), infatti
[Anznll < [Ap| max ||z, || = C|A,]
neN
e A € /1. Abbiamo quindi dimostrato che
(9. f)=(fu) VfeX”
con u =) .y AnTn € X. O

Un’immediata ed interessante conseguenza del teorema appena dimostrato e descritta nel

seguente corollario.

Corollario 5.4.9: Sia p una misura boreliana finita concentrata su un compatto K C X.

Consideriamo il funzionale integrale su X* associato a

X*af&/fdueK.
K

Allora esiste un u € X t.c.

| fau=tr0) vrex.
K
11 vettore u rappresenta il "baricentro della misura p".

Dimostrazione. 11 polare K° & un intorno di 0 € X* nella topologia 7« e vale

() = [ Fip < E) < o0 vf € K°

ossia il funzionale integrale ¢, ¢ limitato in un intorno di 0 € X™* e questo, grazie al Teorema
3.3.2, ci da la continuita di ¢, rispetto alla topologia 7 su X*. Ma allora ¢, € (X*,7x)" e

quindi per il Teorema 5.4.8 di Dieudonné 1, ¢, ¢ la valutazione per un qualche v € X. O

Definizione 5.4.10: Siano {(X,, 7,) }nen spazi topologici t.c.
XnCXpy1 € T CTpy1 VneN.

Definiamo Xoo = (J,ey Xn € con questo prendiamo le inclusioni J, : X, — X, dunque
definiamo 7, come la piu fine topologia su X, che rende continue le inclusioni {J, }nen. Tale

topologia e detta topologia limite delle {7, }en.
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Osservazione 5.4.11: Mettiamoci nel contesto della definizione precedente, supponiamo che

o sia una topologia su X, che rende continue le inclusioni {.J, } ,en € consideriamo la topologia
T={AePX)| AnX, €T, YneN}

Ovviamente, dovendo o rendere continue le {J, }nen, vale o C 7. Dunque 7 & piu fine di ogni

topologia che rende continue le {J, } en, dunque 7 = 7.

Proposizione 5.4.12: Siano {(X,,7,)}nen spazi topologici t.c. X, C Xpq1 € Ty C Tpy1 per

ognin € N e sia Xoo = U, ey Xn- Consideriamo la topologia limite delle {T,}nen, Too. Dico che

Too:{A:UAn]AnGTn, Ap C Apyr VneN}.

neN

Dimostrazione. Per esercizio. O]

Definizione 5.4.13: Siano X spazio normato e X* il suo spazio duale. Su X* & ben definita

la topologia limite associata alle inclusioni
(nBx-, () pupy.) = X°

tale topologia ¢ detta topologia debole* limitata e la indicheremo con Tp,+. Chiameremo il
suoi aperti bw*-aperti, i suoi chiusi bw*-chiusi, i suoi compatti bw*-compaitti, i suoi limitati

bw*-limitati, la chiusura rispetto a questa topologia gbw* ed i suoi densi bw*-densi.

Osservazione 5.4.14: Nel contesto della definizione precedente un A C X* & bw*-aperto (bw*-
chiuso) se e solo se ANnBx+ ¢ w-aperto (w*-chiuso) in nBx+ per ogni n € N. In particolare

quindi T D Tyw*-

Teorema 5.4.15 (di Dieudonné 2): Su X* sono definite le topologie Ty € . In realtd

vale

Thw* = T

Dimostrazione. Come abbiamo in precedenza osservato, una base locale di intorni per 7y &
{4° | A e Ko}

incui Ko={K C X | K={zp}tnen t.c. |z, — 0}. Per ogni n € N, vale

A° NnBx- = A° N n(Bx)°

= A°N(n'Bx)°

= (AU (n'Byx))°

= [(A\ (0 'Bx)) U (n" ' Bx)]°

=(A\ (0" 'Bx))°N(n"'Bx)° = (A\ (n"'Bx))° N nBx-
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ma A\ (n"!By) ¢ finito, dunque

(A\('Bx))°’= () {feX"|[fo)l<1)

z€A\(n~1Bx)

& un’intersezione finita e di conseguenza (A \ (n"!Byx))° un w*-intorno di 0 € X*. Da questo
segue che ogni aperto di 7y induce su ogni palla nBy+, con n € N;, un w*-aperto di nB .
Quindi vale T4 C Tpy+ (Osservazione 5.4.14). Vediamo 'inclusione opposta. Sia U intorno aperto
dell’origine di X* nella topologia Ty,-. Allora per ogni n € N, insieme U NnBx+ & aperto in
(Tw* )15 . » Quindi esiste un A, € Pp(X) t.c.

Az ﬁnPX* cU

(in quanto la topologia debole* ¢ la topologia polare associata alla famiglia di insiemi P;(X)).
Inoltre, come dimostreremo tra poco, possiamo prendere gli A, € Ps(X) t.c. A, \ Ap_1 C

(n—1)"'Bx per n > 2. In particolare, preso A = | A, siha che A\ eBy ¢ finito per ogni

neNL
€ > 0 e quindi A° & intorno dell’origine di X* nella topologia 7%. Ma essendo A° C Ay Vn € Ny

vale anche
A°NnBx- CU VneN,.

Da questo segue che esiste un intorno aperto in 7 dell’origine di X™* contenuto in U e quindi
che ¢ D Tpyp+. Costruiamo quindi gli insiemi A, adeguati. Lo facciamo per ricorsione. Sia
A € Py(X) tec.

AN By« CU.

Poi supponiamo che sia definito A, € P¢(X) t.c.
A; N nBx~ CU

si ha

)= A NnBx-NU°N (n+1)Bx-

=4 nn| | {z}| nU°N(n+1)Bx-
z€Bx
=A,nn () {z}°NU°N (n+1)Bx-
z€Bx
= AN ﬂ (n2}° U (n+1)Bx-
z€Bx
= () [Anu{n'a}]°N[U°N (n+1)Bx:]
z€Bx

ma UM (n+1)Bx+ & w¥-chiuso in (n+1)Bx- (U & bw*-aperto) ed anche (.5 [, U{n " 2}]°
¢ w*-chiuso in (n+1)Bx+, ma (n+1)Bx~ ¢ w*-compatto, quindi ci deve essere un J,, € P;(Bx)
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b= () [AnU{n'2}°N[U°N (n+ 1)Bx-]
= ﬁX[A;’L N{n~2}IN[U°N (n+1)Bx-]
= ZJTFLW n () {z}° N [U°N (n+1)Bx-]
= [4, U ngc—elJJnn]o NU°N (n+1)Bx-

cioe definendo A, 1 = A, Un~'J, si ha
A?L+1 ﬂ (n+ 1)§X* C U

ed ovviamente vale n='J, C n"'Bx. Dunque Ant1 \ 4, = n~1J, C n"'Byx, di conseguenza

{An}nen, cosi definita fa quello che deve fare. O

Un importante corollario dei teoremi di Dieudonné 1 e 2 ¢ il seguente teorema che caratterizza

i convessi w*-chiusi del duale.

Teorema 5.4.16 (di Krein-Smulian): Sia C C X* un convesso. Allora C' ¢ w*-chiuso se e

solo se nBx+ N C é w*-chiuso ¥Yn € N,

Dimostrazione. Ovviamente se C' & w*-chiuso allora nBx+NC & w*-chiuso ¥n € N_. Dimostria-
mo il viceversa. Dire che nBy+ N C & w*-chiuso ¥n € Ny equivale a dire C' bw*-chiuso, ossia
chiuso per 7 (Teorema 5.4.15 di Dieudonné 2). Per il Teorema 4.3.4 di Hahn-Banach (seconda
forma geometrica) due topologie su uno spazio vettoriale X che lo rendono SVTLC e con lo
stesso duale hanno anche gli stessi convessi chiusi, quindi nel nostro caso si ha la tesi grazie al
Teorema 5.4.8 di Dieudonné 1. O



CAPITOLO 6

Teoria degli Operatori Lineari Limitati, prima parte

6.1 Teorema delle Categorie di Baire

Definizione 6.1.1: Sia X uno spazio topologico. Un E C X & detto mai denso se E = ().
Inoltre E e detto di I-categoria in X se € unione numerabile di insiemi mai densi di X, altrimenti
FE e detto di Il-categoria in X.
Proposizione 6.1.2: Sia X spazio topologico.

(1) Siano A,B C X, se AC B e B ¢é di I-categoria allora anche A lo é.

(2) Un unione numerabile di insiemi di I-categoria é di I-categoria.

(8) Un C C X chiuso é di I-categoria se e solo se ¢ =0.

(4) Sia f: X — X un omeomorfismo e E C X. Allora E e f(FE) sono di stessa categoria.

Teorema 6.1.3 (di Baire): Supponiamo che X sia

(1) uno spazio metrico completo, o
(2) uno spazio topologico localmente compatto di Hausdorff.

Allora se {Ap}tnen € una famiglia di aperti densi di X wvale che anche (o An € un aperto
denso di X.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia By C X un qualsiasi aperto aperto non vuoto. Per n > 1
definiamo per ricorrenza B, # 0 nel seguente modo: abbiamo B,_1 # () aperto, essendo A,
denso vale A, N B,_1 # ( e sia che valga (1) sia che valga (2) ¢ possibile trovare un B,, # ()
aperto t.c.

B, C A, N By_1. (6.1)

91
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Se vale (1) B,, puo essere una palla di raggio minore di 27™; mentre se vale (2), per locale

compattezza, B, puo essere preso t.c. B, ¢ compatto. In entrambi i casi prendiamo

Nel caso valga (1) i centri delle palle innestate B,, formano per costruzione una successione di
Cauchy che per completezza di X converge e converge in realta ad un punto di K che quindi ¢
necessariamente non vuoto. Se vale (2) K # () perché & intersezione di compatti innestati non
vuoti. Ma allora in entrambi i casi K # ) e K C BoNpen, An, dunque BoN(,en, An # 0. O

Corollario 6.1.4: Ogni spazio metrico completo e ogni spazio topologico localmente compatto
di Hausdorff € di II-categoria.

Dimostrazione. (Facoltativo) Sia X uno spazio metrico completo o uno spazio topologico local-
mente compatto di Hausdorff e siano {E, },en una famiglia numerabile di insiemi mai densi di
X. Consideriamo per ogni n € N

A, =E,f
e notiamo che essendo E,, = () vale che A,, = X, ossia ogni A, & un aperto denso di X, quindi

per il Teorema 6.1.3 di Baire anche A, ¢ denso in X, in particolare ¢ non vuoto, dunque

neN

(UEn>C:ﬂE;3 () An # 0

neN neN neN

da cui J,ey En # X. O

6.2 Teorema di Banach-Steinhaus e di Uniforme Limitatezza

Definizione 6.2.1: Dati due SVT X, Y denotiamo

L(X,Y)={T: X — Y | T lineare continuo}.

Definizione 6.2.2: Siano X,Y SVT. Una famigliaI’ C L(X,Y) ¢ detta equicontinua se VU C Y
intorno dell’origine 3V C X intorno dell’origine t.c. VI' € I' T'(V) C U. Ossia denotando

rwv)=Jrw

Tel

)= 7'W)

Terl

se vale I'(V) C U o se vale V.C T-}(U).

Proposizione 6.2.3: Siano X, Y SVTLC su K con topologia indotta rispettivamente dalle
famiglie di seminorme {p;}icr € {q;}jes. Siano Ly : X —Y funzioni lineari per ogni k € N,

sono equivalenti:
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(1) {Li}ren € equicontinua;
(2) per ogni j € J esistono I; C I finito ed M; > 0 t.c.

sup ¢j(Lrx) < Mjmaxp;(x) Vo e X.
keN €l

Dimostrazione. Non ¢ difficile adattare la dimostrazione del Teorema 3.3.3 (tutte le stime ed i

passaggi fatti con L in tale dimostrazione vale con Ly e per ogni k € N). O

Osservazione 6.2.4: Nel contesto della definizione precedente, alla condizione data € equiva-
lente anche

YU C Y intorno dell’origine I'"*(U) & intorno dell’origine.

Teorema 6.2.5 (di Banach-Steinhaus): Siano X,Y SVT. Sia I' C L(X,Y) puntualmente

limitata su sottoinsieme di Il-categoria di X. Allora I' é equicontinua.

Dimostrazione. Sia U C Y un intorno bilanciato di 0 € Y e V un intorno bilanciato chiuso di
0eY te V-V CU. Sia

S ={x € X | '(x) ¢ limitato in Y}.
Per ogni x € S, essendo I'(x) limitato, esiste un n, € N t.c. I'(x) C nzV, ossia Tz € n,V VT €
[, cioe z € T~ Y(n,V) =n, T 1(V) VT €T, ovvero z € n,I'"}(V). Dunque

S C U nI (V).
neNL
Ma per ipotesi S & di II-categoria, dunque almeno per un n € N deve essere nI'~1(V) # () e di

conseguenza si ottiene che I'~1(V) # (). In particolare possiamo concludere che T=1(V)—T'~1(V)
e un intorno aperto di 0 € X. Valendo V —V C U si ha

T'V) -1\ (V) =T"Y(V - V) cT Y (U)
e quindi
r‘vV)-r*vV)ct*(vV)-17*(V)cT*(U) YT €T
da cui possiamo concludere
r-'(v)-r-(v)cr-(u.
Dunque I'"}(U) & un anch’esso un intorno di 0 € X, quindi per arbitrarietd di U intorno

aperto bilanciato di 0 € Y (esiste sempre una base locale di intorni aperti bilanciati) I e

equicontinua. O

Teorema 6.2.6 (di uniforme limitatezza): Siano (X, |.|x), (Y, |.|ly) spazi di Banach e
I' CL(X,Y). Se vale

sup |[Tz|ly = My < o0 Vz e X

Tel

allora T' é limitata nella norma operatoriale.
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Dimostrazione. Avendo X una struttura di spazio metrico completo, per il Corollario 6.1.4 del
Teorema di Baire, ¢ di II-categoria. Dunque le ipotesi del Teorema 6.2.5 di Banach-Steinhaus
sono verificate e possiamo concludere che I' & equicontinua, cioe, essendo I' famiglia di operatori

lineari continui tra spazi normati, 3C' > 0 t.c.
|Tz||y < Cllz||x VT €T VreX

di conseguenza
|T)|op < C VT €T.

O]

Proposizione 6.2.7: Siano (X, ||.||x), (Y, ||.]ly) spazi di Banach e (T),)neny C L(X,Y) puntual-

mente convergente a T : X — Y. Allora T & un operatore lineare continuo con
| T[lop < sup [ Tnllop < +o0.
neN

Dimostrazione. Le ipotesi del Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza sono ovviamente verificate,

dunque si ottiene che sup,,cy [|Tn|lop = C' < +00. Inoltre
|Thzlly < C|z||x YneN Vee X

dunque
IT(z)|ly < Cllz|]lx Vre X

Ovviamente T & lineare, dunque si ha la tesi. O

Proposizione 6.2.8 (Continuita di operatori bilineari): Siano (X, ||.||x), (Y |.llv), (Z, ]| z)
spazi di Banach e b: X XY — Z un operatore bilineare. Se

(1) X 52+ b(z,y) € Z é continua per ogniy € Y ;
(2) Y 5y blx,y) € Z é continua per ogni v € X ;
allora b ¢ continua.

Dimostrazione. La famiglia Fx = {b(z,.)} con By la palla unitaria chiusa di X, & fatta

:EEEX ?
di operatori lineari continui ed ¢ puntualmente limitata in quanto

sup [|b(z,y)llz = [|b(.,y)llop < +o0 Vy €Y

Z‘EBX
in quanto b(.,y) : X — Z & continua per ogni y € Y. Dunque essendo Bx chiuso in uno spazio
di Banach possiamo applicare il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza e dire che Fx & limitata

nella norma operatoriale di L(Y, Z), ossia

sup ||b(z,.)||op < M < 400
J?GEX
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ma sup, gz [0z, ) lop = sup,cz, [b(z,9)]2, dunque
X X
yEBy

sup ||b(z,y)||lz < M < 40
:DEEX
yEBy

e questo per linearita ci da alla tesi. O

Proposizione 6.2.9: Siano (X, ||.||) spazio di Banach, X* il suo spazio duale e I' C X*. Allora

I' ¢ w*-limitato se e solo se I' & limitato nella norma operatoriale su X*.

Dimostrazione. Se I' non ¢ w*-limitato, allora esiste un intorno aperto U € o(X*, X) di 0 € X*
che non assorbe I'. Ma la topologia debole* ¢ meno fine della topologia della norma operatoriale,
dunque U ¢ aperto anche rispetto a quest’ultima topologia, ma allora esiste una palla B(0,7) C
U C X*. Dunque per ogni ¢t > 0 vale tB(0,r) = B(0,tr) C tU e di conseguenza non puo
assorbire I', che quindi non ¢ limitato anche nella norma operatoriale di X*.

Viceversa se I ¢ w*-limitato, allora " & assorbito da ogni intorno di 0 € X* del tipo
U, ={fe X" ||{f,z)] <1} con z€ X
dunque per ogni x € X esiste un n, € N t.c. I' C n,U,, che implica
[(f,z)| <ng, VeeX Vfel

quindi si applica il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza che ci da la tesi. O

Proposizione 6.2.10: Siano (X,|.||) spazio di Banach eI’ C X. Allora I' é w-limitato se e

solo se ¢ limitato nella norma di X.

Dimostrazione. Se I non & w-limitato allora esiste un intorno aperto U € o(X, X*) di 0 € X che
non assorbe I' . Ma la topologia debole &€ meno fine della topologia della norma di X, dunque U
¢ aperto anche rispetto a quest’ultima topologia, ma allora esiste una palla B(0,r) C U C X.
Dunque per ogni ¢t > 0 vale tB(0,7) = B(0,tr) C tU e di conseguenza non puo assorbire I'; che
quindi non & limitato anche nella norma di X.

Viceversa se I' ¢ w-limitato, allora I' & assorbito da ogni intorno di 0 € X del tipo
Us={y € X [ [(¢,y)] <1} con ¢ € X~
dunque per ogni ¢ € X* esiste un ng € N t.c. I' C nyUy, che implica
(¢, z)| <ng Vpe X* Veel
ossia
|(valy, ¢)| <ny Voe X* Vel

quindi si applica il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza e si trova che {val,},er € limitata
nella norma operatoriale di X**. Ma se ® : X — X** ¢ I'inclusione canonica nel biduale per
valutazioni, questa ¢ isometrica e {valy},er = ®(I'), dunque anche I" ¢ limitata nella norma di
X. O
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6.3 Teoremi della Mappa Aperta e del Grafico Chiuso

Nel seguito di questa sezione tutti gli spazi vettoriali saranno su K =R o C.

Teorema 6.3.1 (della mappa aperta): Siano (X, |.||x), (Y, |.|ly) spazi di Banach e T €
L(X,Y) surgettiva. Allora T é aperta.

Dimostrazione. Denotiamo con By e By rispettivamente la palla unitaria aperta e la palla
unitaria chiusa di X.
Passo 1: Usando la completezza di' Y dimostriamo che T(Bx) é un intorno di0 € Y.

Osserviamo che X = nBx, dunque

neNL
Y =T(X)= |J nT(Bx)

neNL

ma Y ha una struttura da spazio metrico completo, dunque per il Corollario 6.1.4 del Teorema

di Baire & di II-categoria e di conseguenza esiste necessariamente un n € N t.c. (nT(Bx)) # 0,

ma allora (T(Bx)) # (0. Dunque esiste un aperto A CY t.c. ) # A C T(Bx) e quindi

0DeA-A Cijxlgx) —-le3x)

ossia T(Byx) — T(Bx) € un intorno di 0 € Y. Inoltre vale

T(Bx) —T(Bx) C T(Bx — Bx) = 2T(Bx)

(nell’ultima uguaglianza abbiamo usato la convessita di By ed il fatto che T'(x—2') = 27'(27 ! (2 —

z'))) allora 2T(Bx) & un intorno di 0 € Y e quindi anche T'(Bx) lo &.
Passo 2: Usando la completezza di X dimostriamo che T(Bx) é un intorno di 0 € Y.
Siccome abbiamo provato che T(Bx) & un intorno di 0 € Y allora lo & anche %m e,
ricordando che in un qualsiasi SVT la chiusura di un sottoinsieme S ¢ S =\, c5(S+ V) con B

una qualsiasi base locale di intorni, si ha che

T(Bx) C T(Bx) + %T(BX). (6.2)

Dimostriamo che ¢T'(Bx) C T(Bx) per un qualche ¢ € (0, 1), che prova che T'(Bx) € un intorno

di 0 € Y. Per farlo proviamo prima che T(By) C 2T(Bx) che implica $T(Bx) C T(Bx) e
fatto questo si ha allora che ad esempio 1T(Bx) C T(Bx), infatti

iT(BX) C %T(Ex) =T <;BX> C T'(Bx).

Proviamo allora che T(Bx) C 2T(Bx). Sia yo € T(Bx), per l'eq. (6.2) esistono 29 € Bx e
y1 € T(Bx) t.c. yo =Txzo+ %yl. Iterando il ragionamento si ottiene una successione (y)ren C
T(Bx) ed una successione (zx)reny C Bx t.c. yp = Txp + %yk+1 Vk € N. Quindi

n
Yo = Z 27"y, + 27"y VneEN
k=0
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e per linearita
n
y=T <Z 2ka:k> + 2in71yn+1
k=0

ma |lzx||x <1 Vk € N, dunque la serie Y, .y 2 F24 & normalmente convergente in X, dunque

per completezza converge ad un qualche x € X con

lzllx < 27" =2

keN

ossia # € 2Bx. Inoltre (yi)ren € limitata perché y, € T(Bx) Vk € N dunque
lyklly < [|Tlop < +00

di conseguenza 27%"ly, — 0 € Y. Quindi, per continuita di T, si ha T(ZZZO 2_kxk) +

2*”*1yn+1 — T'z. Dunque in conclusione possiamo scrivere

Yo = Tx € T(QE)() = QT(EX)

da cui segue T(Bx) C 2T(Bx), che & quanto volevamo provare. ]

Corollario 6.3.2: Siano (X, ||.||x), (Y |.|ly) spazi di Banach e T € L(X,Y) bigettiva. Allora

T ¢é un omeomorfismo lineare.

Corollario 6.3.3: Se (X, |.|[1) € uno spazio di Banach e ||.|2 é un’altra norma completa su X

che é piu fine di ||.||1, allora le ||.||1 e ||.||2 sono equivalentsi.

Teorema 6.3.4 (del grafico chiuso): Siano (X, ||.||x), (Y, |.|ly) spazi di Banach eT : X —Y
lineare. Allora T é continua se e solo se graph(T) = {(z,Tz) € X XY | x € X} ¢é chiuso in
X xY.

Dimostrazione. Se T & continua allora anche la funzione lineare U7 : X xY — Y t.c. Up(z,y) =
y — Tz & continua e graph(7') = Ker(¥r) ¢ quindi chiuso.

Viceversa supponiamo che graph(7') sia chiuso. Siano px : graph(7') — X e py : graph(T') —
Y le proiezioni sulle due componenti, queste sono continue e px € bigettiva. Siccome graph(7")
¢ chiuso in X x Y che & completo, dunque graph(T") stesso & completo e, per il Corollario 6.3.2,

px € un omeomorfismo lineare. Quindi 7" = py o p;(l & continua. O

Proposizione 6.3.5: Siano (X, |.||x), (Y, |.|lv) spazi di Banach e T : X — Y lineare. Allora
T é continuo ||.||x — ||-|[y se e solo se é continuo o(X, X*) — o(Y,Y™).

Dimostrazione. Supponiamo che T sia continuo ||.||x — ||.||y. Per la proprieta universale delle
topologie iniziali T' ¢ continua o(X, X*) — o(Y,Y™) se e solo se Vf € Y* ¢ continua foT :
(X,0(X,X*) > K. Ma foT :(X,]|.]|x) = K & continua Vf € Y* e quindi ¢ continua anche
foT:(X,0(X,X*)) = K per il Teorema 5.1.13.



98 6.3. TEOREMI DELLA MAPPA APERTA E DEL GRAFICO CHIUSO

Viceversa supponiamo che T sia continuo o (X, X*) — o(Y,Y™*). Dimostriamo che il graph(7")
¢ chiuso in X x Y. Prendiamo U7 : X xY — Y t.c. Up(z,y) =y — Tx, mettendo su X x Y
la topologia prodotto o(X, X*) ® o(Y,Y ™) si ha Ur continua e quindi graph(7") = Ker(¥r) e
chiuso nella topologia o(X, X*)®@c(Y,Y™*). Ma o(X, X*)®0c(Y,Y™) & meno fine della topologia
prodotto metrica su X x Y, dunque graph(7’) & chiuso anche in quest’ultima. La tesi segue dal

Teorema 6.3.4 del grafico chiuso. O

Definizione 6.3.6: Sia X uno SVT e Fi, F> C X due suoi sottospazi. Se la mappa F1 x F5 3
(x1,x2) = z1+2x2 € X & un omeomorfismo allora Fi ed Fy sono detti in somma diretta topologica

e si indica X = F; @ F5. Diremo in questo caso che I e un addendo diretto di F}.

Proposizione 6.3.7: Sia (X, |.||) uno spazio di Banach, Fi,F» C X sottospazi lineari in
somma diretta algebrica, cioe X = Fy ®qy I, che equivale a dire che Fy X Fy > (z1,22)
r1+x9 € X € bigettiva. Allora la decomposizione é una somma diretta topologica, cioé Fi X Fy 3

(x1,22) = x1 + 22 € X € un omeomorfismo, se e solo se Fy ed Fy sono chiusi in X.

Dimostrazione. Se F ed Fy sono chiusi allora sono completi, quindi anche F} x F5 con l'usuale
topologia prodotto ¢ completo e quindi Fy x F» 3 (r1,22) — x1 + 22 € X & un omeomorfismo
per il Corollario 6.3.2.

Viceversa sappiamo che p; : F} x Fy — F) proiezione ¢ continua, allora Ker(py) = {0} x F»
¢ chiuso in F x Fy ed analogamente se ps : F1 x Fy — Fy anche Ker(py) = F} x {0} & chiuso in
Fy x Fy, ma Fy X Fy 3 (x1,22) — x1 + 22 € X & un omeomorfismo, dunque le sue restrizioni a
{0} x Fy e Fy x {0} costituiscono due omeomorfismi tra questi due spazi e F» o F} a seconda

del caso. Si ha quindi la tesi. O

Osservazione 6.3.8: In generale un sottospazio lineare chiuso di uno spazio di Banach puo

non avere un addendo diretto.

Corollario 6.3.9: Sia H uno spazio di Hilbert ed F C H un suo sottospazio lineare chiuso,

allora
H=FaFt

In particolare in uno spazio di Hilbert ogni sottospazio lineare chiuso ammette un addendo diretto.

Dimostrazione. Segue dai Teoremi 2.2.11 e 2.3.8 e dalla Proposizione 6.3.7. O

Teorema 6.3.10 (di Lindenstrauss-Tzafiri): Se (X, ||.||) é uno spazio di Banach t.c. VF C
X sottospazio lineare chiuso AF' C X sottospazio lineare chiuso t.c. X = F @ F’', allora X
ammette una norma hilbertiana equivalente, ossia ammette una norma equivalente che é indotta

da un prodotto scalare se K =R o hermitiano se K =C su X.

Dimostrazione. Non trattata. O
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Proposizione 6.3.11: Siano (X, ||.||x), (Y,|-|ly) spazi di Banach. Per T € L(X,Y) sono

equivalenti

(1) T ¢é un inversa destra;

(2) T é iniettivo e Ran(T") é un addendo diretto topologico.
e per S € L(Y, X) sono equivalenti

(1) S é un inversa sinistra;

(2) S é surgettiva e Ker(S) é addendo diretto topologico.

Dimostrazione. Supponiamo T inversa destra e S inversa sinistra, wlog assumiamo che lo siano
I'uno dell’altra, cioe ST = Idx. Allora S ¢ surgettiva e T & iniettiva. Inoltre P=TS5:Y — Y

& un proiettore lineare continuo, infatti
P?=T(ST)S =TS =P

esey €Y valey = Py+ (I — P)y, dunque Y = Ran(P) @ Ker(P). Ma Ran(P) = Ran(T'S) =
Ran(T) (S surgettiva), mentre Ker(P) = Ker(7T'S) = Ker(S) (T iniettiva), dunque Y =
Ran(T) @ Ker(S). Quindi (1) = (2).

Viceversa sia 7' € L(X,Y) iniettivo con Ran(T) @ F» = Y e sia p; : ¥ — Ran(T) la
proiezione sulla prima componente. Allora T : X — Ran(7") ¢ invertibile con inversa continua
per il Corollario 6.3.2 (Ran(T") ¢ chiuso in Y completo, allora & anch’esso completo) e posso
quindi definire S = T"'op; : Y — X che verifica ST = Idy. Sia invece adesso S € L(Y, X)
surgettivo con F; @ Ker(S) =Y e sia i; : F} — Y l'inclusione, allora Sum1 : F; — X ¢ iniettivo
(ho tolto Ker(S)), quindi & invertibile con inversa continua per il Corollario 6.3.2 e definendo
T=i10(Sp)"': X =Y siha ST = Idx. O

6.4 Surgettivita di Operatori Lineari, Pre-annullatore e Teorema dell’Imma-
gine Chiusa

Nel seguito di questa sezione tutti gli spazi vettoriali saranno su K =R o C.

Lemma 6.4.1 (di iterazione): Siano (X,|.||x), (Y, |.|ly) spazi di Banach, L € L(X,Y),
U CY limitato et € (0,1). Se U C L(Bx) +tU allora (1 —t)U C L(Bx). In particolare se U

¢ assorbente allora L é surgettiva. F se U é intorno di 0 € Y allora L é surgettiva e aperta.

Dimostrazione. Sia ug € U, allora esistono zg € Bx e u; € U t.c.
ug = Lxg + tug

iterando si ottiene

n
ug = L (Z thk> T
k=0
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congliz, € Bx Vk=1,...n e uyi1 € U per ogni n € N,. Ma essendo U limitato e ¢t € (0,1)

tn+1

vale Up4+1 — 0 €Y per n — 400, mentre

1
k k
t < "= ——
Stk < ok =
keN keN
ossia ) ;o tFx), converge normalmente ed X & completo, quindi esiste un & € X t.c.
Z thx =z
keN
e [14]] < 1L, dunque
1 —
k N
ug =L t"zy | =Lz e L|{——B
: (z ) (125%)
neN

ossia U C L (ﬁEX), da cui segue la prima parte dell’enunciato.

Vediamo adesso la surgettivita nel caso di U assorbente. Sia y € Y, allora esiste un n € N
t.c. y € nU, ma nU C nL (ﬁﬁx) =1L <%§X> C Ran(L), da cui la tesi per arbitrarieta di
yevy.

Per 'ultima parte basta notare che un intorno di 0 in uno SVT é automaticamente assorbente,
da cui segue la surgettivita per quanto provato precedentemente. Inoltre vale U C L (%—tEX> C

L(nBy), cioé¢ n~'U C L(Bx) con n € N abbastanza grande, che conclude la dimostrazione. [

I seguenti importanti teoremi sono entrambi proprieta di surgettivita.

Teorema 6.4.2 (di estensione di Tietze): Siano (M,d) spazio metrico, (E,||.||) spazio di
Banach, A C M chiuso ed f : A — E continua e limitata. Allora esiste f: M — E continua
che estende f e con || f|loo,mr = || flloo,A-

Dimostrazione. Consideriamo 'operatore di restrizione
pa: Cp(M,E) — Cy(A, E)

t.c. pa(f) = fla Vf € Cy(M, E). Vogliamo provare che ¢ surgettivo. Proviamo le ipotesi del
Lemma 6.4.1 di iterazione per concludere la surgettivita di p4, in particolare data f € C(A, E)
con || flloo,a < 1 troveremo una g € Cyp(M, E) con ||gfloopr < 1etc. |[f = gjalloo,a < %, ossia si

prova che
_ _ 1_
Beyap) © pa(Beyarg) + 5Bo,4.8)
Sia allora f € Cy(A, E) con || f|lss,a < 1, per ogni a € A 3U, C A intorno aperto di a in A t.c.

Hﬂ@—fme<§vxem.

Sia Uy = A€ aperto, allora {U;};c Au{4} € un ricoprimento aperto di M di cui posso prenderne
una partizione dell’unita subordinata {¢;};cauga). Definiamo

g(x> = Z Soa(x)f(a)

acA
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allora g : M — E ¢ continua e vale ||g||co, i < || flloo,a < 1. Infine per ognib € A, se I = AU{A},

definendo formalmente f(A) = 0, vale

=Y ad)f(@) = F(B) D _walb) =) ¢a(b)(f(a) — f(b))

a€l a€el ael

e quindi

lg®) = FO) e <Y ea®)f(@=fO)lz= Y. wa®f(@—fO)5 <5 tha =3

acl a€l aEI
besupp(pa)CUq

da cui segue ||f — g|AHoo,A < % -

Teorema 6.4.3 (di sollevamento lineare): Siano (E, ||.||g), (F,|.||r) spazi di Banach, (M,d)
spazio metrico, T € L(E, F) surgettivo e f : M — F continua. Allora esiste j?: M — FE t.ec.

To f: f.
Dimostrazione. Consideriamo 'operatore di composizione
Ty : Cb(M, E) — Cb(M, F)

t.c. Tu(g) =T og Vg € Cy(M, E). Vogliamo provare che & surgettivo. Proviamo le ipotesi del
Lemma 6.4.1 di iterazione per concludere la surgettivita di 7. Per il Teorema 6.3.1 della mappa
aperta T ¢ aperto e quindi esiste un R > 0 t.c. T(RBg) = RT(Bg) D Bp. Dimostreremo
che presa f € Cy(M,F) con ||f|loo,m < 1 esiste una g € Cp(M,E) con ||g|leco,m < R e t.c.

|f =T o glloom < %, ossia si prova che

_ _ 1
Be,u,rpy CT(RBeywm,E)) + §BC,,(M,F)-

Prendiamo quindi f € Cy(M,F) con | f|lcos < 1. Abbiamo T(RBg) D Bp, allora Va €
M 3Fg, € E t.c. Tgy = f(a) con ||galle < R||f(a)||F ed inoltre Va € M 33U, C M intorno

aperto di a t.c.
1
HTga - f(x)HF < 5 Vo € Ua.

Prendiamo una partizione dell’unita {¢, }qec s subordinata al ricoprimento aperto di M {Uy }aenr-

r) = Z ©a(T)ga

aeM
allora g : M — E e Vz € M vale ||g(2)|lg < R|/f|loo,m = R, dunque ||g||oo,ps < R. Infine in

modo molto simile al teorema precedente si dimostra anche che

Definiamo

HTOg f”ooMS

l\.’)\r—t



102 6.4. SURGETTIVITA DI OPERATORI LINEARI, PRE-ANNULLATORE E TEOREMA DELL'IMMAGINE CHIUSA

Definizione 6.4.4: Siano (E, ||.||g), (F,|.]|r) spazi normati, un operatore L € L(E, F) ¢ detto
fortemente iniettivo se vale
|Lz||F > K||z||g Yz € E

per un qualche K > 0.

Proposizione 6.4.5: Siano (E, ||.||g), (F,||.||r) spazi di Banach ed L € L(E, F). Allora sono

equivalenti:
(1) L é fortemente iniettivo;
(2) L é iniettivo e Ran(L) é chiusa.

Dimostrazione. Se vale (1) allora L : E — Ran(L) ¢ iniettiva ed ¢ omeomorfismo lineare in
quanto l'inversa ¢ continua per la condizione di forte iniettivita. Ma E & completo, dunque
anche Ran(L) ¢ completo (L ¢ un omeomorfismo lineare tra E' e Ran(L)) e quindi ¢ in particolare
chiuso. Viceversa se vale (2) vale che L : E — Ran(L) ¢ omeomorfismo lineare sempre per il

Corollario 6.3.2, da cui segue quanto voluto con K = ||L_1ng1. O
Lemma 6.4.6: Siano (X, ||.||x), (Y, |.|ly) spazi di Banach, T € L(X,Y) e T* € L(Y*, X*) il
suo operatore aggiunto. Se T* & fortemente iniettivo allora T é surgettivo.

Dimostrazione. Possiamo supporre senza perdita di generalita K = 1. Sia t € (0, 1), dico che
By C T(Bx) + tBy da cui segue la surgettivitd grazie al Lemma 6.4.1 di iterazione.
Supponiamo per assurdo che esista un yo € By t.c. yo € T(Bx) + tBy. Notiamo che
T(Bx) + tBy & convesso aperto perché & somma di convessi di cui il secondo aperto, quindi
posso utilizzare il Teorema 4.3.3 di Hahn-Banach prima forma geometrica (il singleton {yo} €

banalmente convesso) per dire che Jy5 € Y* t.c.
(Yo, Tz — ty) < (y5,%0) Yz € Bx Vy€ By
in paticolare vale per y = yg che ci fa ottenere
(1 = £){y5, yo) > (yg, Tx) = (T"y5,x) Vo € Bx
e prendendo il sup,.p, Siottiene
IT*yollx= < (1= £)(yo, yo) < (1= Dllwolly+ < llyolly-

ossia ||T*|lop < 1 che & un assurdo, in quanto T ¢ fortemente iniettivo con K = 1, dunque deve
essere ||T%||op > 1. O

Fissiamo (X, ||.||) uno spazio di Banach su K = R o C. Per A C X sottospazio lineare

abbiamo definito il suo annullatore
At ={fe X" | (f,z)=0 Yoz e A} Cc X*

che & w*-chiuso. Possiamo definire un concetto "duale" all’annullatore.
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Definizione 6.4.7: Sia B C X™* sottospazio lineare, definiamo il suo pre-annullatore
B, ={zxeX | (f,z)=0 Vfe B} CX.

Osservazione 6.4.8: Se B C X™ sottospazio lineare, il suo pre-annullatore B & chiuso nella

topologia debole di X e vale
B, = '(BYHnx

in cui @ : X — X™* & I'usuale inclusione per valutazioni.

Osservazione 6.4.9: Vale B C At <= AC B, <= (hja)=0 Yac€ A Vb B. In
particolare A C At | e quindi anche A C A+ |, in quanto in uno spazio di Banach vale convesso

e chiuso se e solo se convesso e w-chiuso (Proposizione 5.2.19).

Proposizione 6.4.10: Sia A C X sottospazio lineare. Allora A= Al .

Dimostrazione. Abbiamo detto nell’Osservazione precedente che vale il contenimento A C A+ | .
Se invece z € A per il Corollario 4.3.6 esiste un f € X* t.c. (f,z) #0 e flja = 0, ossia t.c.
feAle(f,x)#0, cioe z ¢ A+ |, dunque si ha anche I’altra inclusione. O

Proposizione 6.4.11: Sia B C X* sottospazio lineare. Allora B"" = B *.

Dimostrazione. Osserviamo che B+ & w*-chiuso, dunque da B C Bt segue B ¢ B, 1. Se
f & B"", per il Corollario 4.3.6 esiste ¢ : X* — K lineare e w*-continuo t.c. (o, f) # 0 e
gb'ﬁw* =0, allora ¢ € By e (¢, f) # 0, cioe f ¢ B, ~+, dunque si ha anche I’altra inclusione. [

Lemma 6.4.12: Siano (X, ||.||x), (Y, |.|ly) spazi di Banach e T € L(X,Y). Allora vale
(1) Ker(T') = Ran(T™) ;
(2) Ker(T*) = Ran(T)> .

Dimostrazione. Dimostriamo (1). Si ha z € Ker(T) se e solo se Tz = 0 e per il Corollario 4.1.6
questo equivale a (f,Tx) =0 Vf € X* ma questo vale se e solo se (T*f,x) =0 Vf € X*, ossia
se e solo se x € Ran(7T™) .

Per (2) ¢ totalmente analogo in quanto f € Ker(7™) se e solo se T* f = 0 e questo equivale a
(T*f,x) =0 Vx € X, ossia se e solo se (f,Tx) =0 Vz € X, cioé se e solo se f € Ran(T)*. O

Corollario 6.4.13: Siano (X, |.||x), (Y, |l-llv) spazi di Banach e T € L(X,Y"). Allora vale
(1) Ker(T)* = Ran(T*)"";

(2) Ker(T*), = Ran(T).
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Dimostrazione. Grazie alla Proposizione 6.4.11 possiamo scrivere
Ran(T%)"" = Ran(T™*) . = Ker(T)*
e grazie alla Proposizione 6.4.10 possiamo scrivere
Ran(T) = Ran(T)* | = Ker(T*),
O

Proposizione 6.4.14: Siano (X, |.||x), (Y,|.||y) spazi di Banach e T € L(X,Y). Allora vale
(1) T é iniettivo <= T* ha immagine w*-densa;
(2) T* é iniettivo <= T ha immagine densa <= T ha immagine w-densa.

Dimostrazione. Segue dal Corollario precedente e I'ultima equivalenza di (2) segue dalla Propo-
sizione 5.2.19. ]

Teorema 6.4.15 (dell’immagine chiusa): Siano (X, ||.||x), (Y, |.|ly) spazi di Banach e T €
L(X,Y). Allora sono equivalenti

(1) Ran(T) ¢ chiusa;

(2) Ran(T) ¢ w-chiusa;
(3) Ran(T) = Ker(T*) ;
(4) Ran(T*) ¢ chiusa;
(5) Ran(T™) ¢ w*-chiusa;
(6) Ran(T*) = Ker(T)* .

Dimostrazione. (1) <= (2) Segue dalla Proposizione 5.2.19.

(2) <= (3) Abbiamo dimostrato nel Corollario precedente che Ker(T*), = Ran(7T). Dunque
se vale (2) allora vale (1) (provato prima) e quindi segue (3). Se vale (3) allora Ran(T) = Ran(T),
dunque si ottiene (1) che equivale a (2).

(5) = (4). Segue dal fatto che la topologia debole® & meno fine di quella forte.

(5) <= (6). Abbiamo dimostrato nel Corollario precedente che Ker(T)* = Ran(T*)
dunque se vale (5) allora mw* = Ran(T™*) e si ha (6). Se invece vale (6) si ottiene
Ran(T*)"" = Ker(T)* = Ran(T*), ciod (5).

Wk
)

(4) = (1) Sia Ran(T™) chiuso. Sia Z = Ran(T"). L’operatore T si fattorizza con j, inclusione
diZinY,comeT =j0S8
x5z 5Ly
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e da questo si dedue una fattorizzazione anche per 7% = §* o j*

v L o 5 xr

Ora S ha immagine densa in quanto Ran(S) = Ran(T") e quindi Ran(S) = Ran(T) = Z. Di
conseguenza, grazie alla Proposizione precedente si ottiene che S* & iniettivo. Inoltre per il
Teorema 4.1.1 di Hahn-Banach vale che j* ¢ surgettivo (j* ¢ la mappa di restrizione a Z),
quindi Ran(S*) = Ran(T™) che ¢ chiusa per ipotesi. Dunque S* ¢ iniettiva con Ran(S*) chiuso,
quindi S* e fortemente iniettiva e grazie al Lemma 6.4.6 si ottiene la surgettivita di S da cui
segue

Z = Ran(T) = Ran(S) = Ran(T)

che implica (1).
(1) = (6) Supponiamo valga (1), vogliamo provare che Ran(T*) = Ker(T)*. Osserviamo che
vale sempre Ran(T*) C Ker(T)*. Sia z* € Ker(T)*+ C X*, allora Ker(z*) D Ker(T) = Ker(r)

conm: X — X/Ker(T) la proiezione al quoziente. Dunque x* si fattorizza con 7 come z* = T*or
X T X/Ker(T) -5 K.

Consideriamo il trasporto al quoziente T : X/Ker(T) — Y di T, essendo Ran(T) = Ran(T)
chiuso, per il Corollario 6.3.2, T : X/Ker(T) — Ran(T) & invertibile con inversa continua. Di
conseguenza z* o T~ : Ran(T) — K ¢ lineare e continua e si estende quindi per il Corollario
4.1.2 (o il Corollario 4.1.3) ad un y* € Y*. Ma allora &* = y* o T e quindi 2* = #* o7 =
y*oTom =y*oT =T*y* cioe z* € Ran(T*). Quindi Ker(T)*+ C Ran(T™). O

A questo punto e possibile completare il criterio di surgettivita via aggiunto avviato con il
Lemma 6.4.6.

Proposizione 6.4.16 (Criterio di surgettivita via aggiunto): Siano (X, |.||x), (Y, |-llv)
spazi di Banach e T € L(X,Y). Allora sono equivalenti

(1) T é surgettivo;
(2) T* é fortemente iniettivo;
(3) T* é iniettivo e Ran(T™) é chiusa.

Dimostrazione. Nella Proposizione 6.4.5 abbiamo dimostrato I'equivalenza tra (2) e (3). Ve-
diamo adesso l'equivalenza tra (3) e (1). Grazie al Corollario 6.4.13 ed al Teorema 6.4.15

dell’immagine chiusa segue

T* iniettivo <= Ran(7T) densa

Ran(T™) chiusa <= Ran(T) chiusa

e gli ultimi due fatti insieme equivalgono a dire Ran(T") =Y. O
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Proposizione 6.4.17 (Criterio di surgettivita per ’aggiunto): Siano (X, |.||x), (Y, ||-llv)
spazi di Banach, T € L(X,Y) eT* € L(Y*, X*) il suo operatore aggiunto. Allora sono equivalenti

(1) T* é surgettivo;
(2) T ¢ fortemente iniettivo;
(8) T é iniettivo e Ran(T') é chiusa.

Dimostrazione. Nella Proposizione 6.4.5 abbiamo dimostrato 'equivalenza tra (2) e (3). Ve-
diamo adesso l'equivalenza tra (3) e (1). Grazie al Corollario 6.4.13 ed al Teorema 6.4.15

dell’immagine chiusa segue

T iniettivo <= Ran(7™) w*-densa

Ran(T') chiusa <= Ran(T™) w™*-chiusa

e gli ultimi due fatti insieme equivalgono a dire Ran(7*) = X*. O



CAPITOLO ;

Topologia per 1’Analisi Funzionale, seconda parte

7.1 Riflessivita e Uniforme Convessita

In tutto il resto della sezione, dato uno spazio normato (E, ||.||), denoteremo con
bp: F— E*

la sua immersione canonica per valutazioni nel biduale.

Definizione 7.1.1: Uno spazio normato (X, ||.||) & riflessivo se la sua immersione canonica nel

biduale ®x & surgettiva (e quindi bigettiva).

Teorema 7.1.2: Ogni spazio di Hilbert reale o complesso é riflessivo.

Dimostrazione. Sia H spazio di Hilbert (reale o complesso) con prodotto (. -.). Per il Teorema
2.4.2 di Rappresentazione di Riesz c¢’e un’isometria tra H ed H* che associa ad ogni f € H* un
vettore vy € H t.c. (f,z) = (x-xf) Vo € H. Dunque possiamo canonicamente dotare H* di

una sua struttura di spazio di Hilbert definendovi il prodotto

(f-9)s = (x5 -24) Vfge H".

Di conseguenza anche per H* ed H** si applica il Teorema 2.4.2 di rappresentazione di Riesz.

Abbiamo quindi due isometrie
J:H— H*
Jo: H* — H**
t.c. per ogni x € H ed ogni g € H*
(Ji(x),v) =(v-z) Yve H

7.1
<J2(f),g>:(g-f)*:(l‘g'l'f):<f,l‘g> VQGH* ( )
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quindi
(J2o 1)(), f) = (Ni(x), 25) = (x-25) = (fz) VfeH" VoeH

ossia effettivamente Js o J; = ®p, da cui segue quanto voluto perché J; e Jy sono entrambe
bigettive. 0

Fissiamo adesso (X, ||.||) uno spazio di Banach su K=R o C.

Teorema 7.1.3: Lo spazio di Banach (X, ||.||) € riflessivo se e solo se lo é il suo spazio duale
(X 1)

Dimostrazione. Si ha la seguente catena
X x5 e (X e

Se ®x ¢ surgettivo allora ¢ omeomorfismo lineare (Corollario 6.3.2 del Teorema della mappa
aperta) e quindi lo & anche (®x)* (Corollario 4.2.6). Ma allora essendo (®x)* o @y« = Idx~
(verifica non difficile) si ha che anche ®x+ ¢ omeomorfismo lineare e quindi, in particolare,
surgettivo. Viceversa se ®y« ¢ surgettiva allora ¢ omeomorfismo lineare (Corollario 6.3.2) e
quindi lo & anche (®x)* (sempre perché (®x)*o®x+ = Idx+). Ma allora (®x)* € iniettiva e con
immagine chiusa, dunque per il criterio di surgettivita via aggiunto, Proposizione 6.4.16, ®x &

surgettivo e quindi omeomorifsmo lineare (Corollario 6.3.2). O

Teorema 7.1.4 (di Kakutani): Lo spazio di Banach (X,]|.||) ¢ riflessivo se e solo se Bx ¢

w-compatta.

Dimostrazione. Teniamo a mente ’Osservazione 5.2.7.

Supponiamo X riflessivo, allora ® y (Bx) = By« (®x & isometria nel caso riflessivo). Ma per
il Teorema 5.3.4 di Banach-Alaoglu la palla Bx« & compatta nello spazio (X**,o(X**, X*)), ma
®x & un omeomorfismo linere tra (X, o(X, X*)) e (X**, 0(X**, X*)), dunque Bx = & (Bx++)
& w-compatta.

Viceversa supponiamo Bx ¢ w-compatta in X. Osserviamo che la mappa
Py : (X,0(X,X")) — (@X(X),J(X**,X*>|¢X(X)> C(X™,o(X™,X"))

& omeomorfismo lineare. Ma allora per continuita si ha che ® x(Bx) ¢ w*-compatta in X** ed
in particolare ¢ w*-chiusa in X** (la topologia debole* & T2). Per il Teorema 5.3.5 di Goldstine
®x(By) & w*-densa in By, dunque deve essere ®x(By) = Bxs. Da questo, grazie alla

linearita di ®x, si ottiene facilmente che ®x & surgettiva. O
Definizione 7.1.5: Una norma ||.|| su Y spazio vettoriale ¢ uniformemente convessa se

Ve>0 35 >0 t.c. Va,y € By Hx;szl—é = |lz—y|| <e
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Esempio 7.1.6: Per p € (1,400) le ||.||, su R" sono uniformemente convesse.

Teorema 7.1.7 (di Milman-Pettis): Se la norma ||.| é uniformemente convessa, allora lo

spazio di Banach (X,|.||) é riflessivo.

Dimostrazione. (di Kakutani) Sian € X** unitario; vogliamo vedere che n € ®x(X). OraVk € Nt
sia 0 un numero relativo a ¢ = k! dato dalla Definizione 7.1.5 con §;, — 0, senza perdita di

generalita possiamo prenderli t.c. §; € (0,1) Vk € Ny. Possiamo trovare { fy}ren, C X* t.c.

| frllx= =1
(0, fr) > 1 — 6y

inoltre prendiamo fy arbitraria in X™* e definiamo formalmente dy = +o00. Per il Teorema 5.3.5

di Goldstine per ogni n € Ny & non vuota la seguente intersezione
Ox(Bx)N{0 € Bx= |0 —n,fr) <n ™t e (0, fi)>1—-6, Vk=1,...n}

(intorno di 7 in Bx«+ nella topologia o(X**, X*)|§X** ). Dunque vi ¢ una successione (2, )nen, C
Bx t.c.

[{fir 2n) = (0, i)l <n™!

<fk7$n> >1-— 5k

Allora per ogni p,q € Ny, p < ¢, vale

Vk=0,...n Vne N,

Tp + X4
2

> (B ) = S Upt) + U)) > 18y

Quindi per la proprieta dei 6, vale ||z, — x| < 1%' Ma allora la successione (2, )nen, € di Cauchy

e converge a un elemento & € Bx che verifica

(fe, ) = (0, fr) Vk €N

In particolare la T trovata verifica

(fo,Z) = (n, fo)

ma fp € X* era arbitrario, dunque n = val; € ®x(X). O

Concludiamo con un’importante proprieta degli spazi di Banach con norma uniformemente

convessa.

Teorema 7.1.8 (di Radon-Riesz): Se la norma ||.|| é uniformemente convessa, allora per

ogni successione (Tp)neny C X ed x € X sono equivalenti:
(1) zp, — = per n — +o0;

(2) xp — x e ||z,| = ||z|| per n — +oo.
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Dimostrazione. Ovviamente (1) implica (2). Dimostriamo 'implicazione opposta. Se z = 0 la

conclusione ¢ ovvia, supponiamo quindi x # 0. Grazie alle ipotesi si ha
max(||z, |, z]) " tan = 2" le

quindi chiamando y,, = max(||z,||, |z||) "'z, ed y = ||z|| "'« si ha anche

yn"‘y4
B Yy

e grazie alla Proposizione 5.2.17 si ottiene

1 < liminf

n—-+4o0o

<1

Yn ty
2

di conseguenza |25 || — 1 e per uniforme convessita ||y, — y|| — 0, ma allora anche

]

2 — 2| = [l2|[[lyn =yl = 0

H max ||z, [|z|)
dunque

el ||

— 0.

[n — 2| < |jzn - Ty — T

max(||zn ), [lz]) ™" HmaX(Hxn!H!xH)

7.2 Separabilita di Spazi di Banach

Sara ancora (X, ||.||) uno spazio di Banach su K = R o C. Inoltre dato S un insieme denoteremo

ancora le parti finte di S con P(S5).

Lemma 7.2.1: Sia {z}neny C X allora sono equivalenti:
(1) se fe X* étc. (f,xn) =0 per ognin € N allora necessariamente f =0 € X*;
(2) span({z,}nen) € denso in X.

Dimostrazione. Sia Y = span({z,}nen) allora (1) equivale a dire Y+ = {0}, dunque dobbiamo
dimostrare
Y+ ={0} < Y ¢densoin X.

Se Y+ = {0} allora Y = Y{* = X (Proposizione 6.4.10). Viceversa se Y ¢ denso in X allora
ovviamente Y+ = {0}. O

Teorema 7.2.2: Valgono le sequenti condizioni:
(1) (X*,||.|lx=) separabile = (X,|.||) separabile;

(2) (X,|.|]) é separabile <= (Ex*,(Tw*)|§X*) é metrizzabile,
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(3) (X*,||.||x+) & separabile <= (Bx, (Tw) B, ) € metrizzabile.

Dimostrazione. (1) Se (X*,||.]|x~) € separabile, allora esiste { fy, }neny C X ™ tale che { f, }neny =

X*. Per ogni n € Nsia x, € X tale che

[{fr> )| > 5l fnll o

R

Dimostriamo che span({z, }nen) = X utilizzando il Lemma 7.2.1. Sia f € X* t.c. (f,x,) =
0 per ognin € N e sia (fy,)jen una successione t.c. || fn, — f|lx+ — 0 (esiste perché { f, }nen

¢ denso in X*). Allora

Sy llxe < [y, @) < [y — Frn, )+ s,

= ‘(fnj - f?xnj>‘ < ”fnj — fllx==0o(1) per j — +o0

dunque f =0 € X*.

Che X separabile implichi (EX*,(TU,*)@X*) metrizzabile, si & gia visto (Proposizione
5.2.18).

Dimostriamo il viceversa. Supponiamo (EX*,(Tw*)‘Ex*) metrizzabile. Sia (Fj,)peny C
ﬂ)f(X) t.c.

2F, C Fry1 YneN

e t.c. {F° N Bx}nen sia un sistema fondamentale di intorni dell’origine dello spazio
(Bx+, (Tw*)‘gx*) (tali {F,}nen esistono per la metrizzabilita dell’ipotesi, infatti basta
prendere il sistema fondamentale di intorni delle palle {B(0,27")},eny C P(Bx+) nella
metrica che topologizza (B -, (Tw*)@X*) ed essendo 7,+ la topologia polare associata a
P+(X) e per questo {Fo}FeTf(X) forma una base locale di intorni dell’origine di X*, di
conseguenza si ha per ogni n € N Pesistenza di un F;, € Pf(X) t.c. F;NBx« C B(0,27"),
allora {Fy}nen € a sua volta un sistema fondamentale di intorni di 0 € X* e, a meno
di aggiungere 2F,, a F, 1, possiamo supporre 2F, C F,11, infatti aggiungendo punti il

polare si rimpicciolisce soltanto e questo non crea problemi).

Consideriamo

Y:ww<UPO

neN

ed osserviamo che ¢ un sottospazio lineare separabile di X (|J, ¢y Fn € numerabile), ve-

diamo che & denso in X. Essendo {F° N Bx+}nen un sistema fondamentale di intorni
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dell’origine abbiamo

{0} = ((FsNBx-)=|[) Fr| NBx-
neN LneN

= U F, QE)(*
LneN

]

N Bx+«

iy

= |span (U Fn>
L neN

=Y°NBx- =Yt NBx- = {0}

o

ﬂ?x*

e quindi Y+ = {0} (Y* & un sottospazio lineare), ma allora Y = Y+, = X (Proposizione
6.4.10) (osserviamo che per il passagio dalla terza riga alla quarta nell’ultima equazione
abbiamo usato il fatto F,, C 271 F,, ;1 Vn € N).

Se X* & separabile, Bx« & metrizzabile con la topologia indotta da o(X**, X*) (per il
punto (2)). Per 'Osservazione 5.2.7, la topologia debole o (X, X*) su X ¢ in corrispondenza
con quella indotta da o(X**, X*) su ®x(X). Ma ®x(Bx) = Bx«~ N ®x(X) (®x &
isometria con le norme), dunque ®x (By) & metrizzabile e quindi lo & anche By (in quanto

per I’Osservazione 5.2.7 ® x ¢ un omeomorfismo tra questi due spazi).

Viceversa supponiamo (B, (Tw)lgx) metrizzabile. Consideriamo (F,)nen C Pp(X¥)
t.c. {F; N ®x(Bx)}nen sia un sistema fondamentale di intorni dell’origine dello spazio
(®x(Bx),o(X*, X*)|<I>x(§x)) (ricordiamo che la topologia debole* su X** ¢ la topologia
polare associata alla famiglia A = Pf(X*) e per questo {Fo}Feg)f(X*) forma una base

locale di intorni dell’origine di X**). Prendiamo

Zzspan(U Fn> cX*

neN
e notiamo che Z ¢ chiuso (nella topologia della norma di X*) e separabile (|, ¢ I €
numerabile). Vogliamo provare che Z = X* da cui seguirebbe la tesi. Supponiamo per

assurdo che esista g € X*\ Z, allora per la Proposizione 4.1.7 esiste una ¢ € X** t.c.

[l xe =1
Ker(¢) D Z

(¢,9) = dist(g, Z)

inoltre senza perdere di generalita possiamo supporre dist(g, Z) = 1 (in quanto Z & un
sottospazio lineare di X*). Osserviamo che Ker(¢) D Z <= ¢ € Z+. Siccome

V:{xeBX | |<g,x>l<§}
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¢ un intorno di 0 € X in (By, (Tw)|§X), vi € necessariamente un n € N t.c.
o (FoN®x(Bx)) CV

(in quanto questi formavano una base locale di intorni dell’origine di X** e ®x (V') ¢ intorno

dell’origine di X**) ossia

_ — 1
<I>)_(1(F,‘f)ﬂBX cCV = {z € Bx | l{g,z)| < 2}.

Consideriamo adesso l’'insieme
— 1
U={neBx~|I[ng)|> 5 € (n, /)l <1VfeF.}>¢

che & un intorno di ¢ in (EX**,U(X**,X*)@X**) (¢ € U in quanto ¢ € Z*, dunque
(¢, f) = 0 per ogni f € Z DO F,, ed inoltre (¢,g) =1 > %), ma per il Teorema 5.3.5 di
Goldstine ®x (Byx) ¢ denso in (B, o(X**, X*)@X** ), quindi in particolare interseca U,
ossia

_ 1
dval, € Px(Bx) t.c. |(valg,g)| > =

5 |(valg, f)| <1 VfeF,

che equivale a dire
— 1
Jr € Bx t.c. |<g,x>|>§, |(f,z)| <1 VfeF,

e la seconda condizione sulle f € Fj, implica che z € @;(1(F,‘;) N Bx C V e quindi

[{g, )| < %, che & un assurdo per la scelta di z.
O

Osservazione 7.2.3: Il viceversa del punto (1) del Teorema precedente é falso.

Ad esempio ¢! ¢ separabile ma il suo duale che & linearmente isometrico ad £>° non lo é.

Corollario 7.2.4: Lo spazio (X,|.||) é riflessivo e separabile se e solo se lo é (X*,||.||x+)-

Dimostrazione. Se (X*,||.|[x+) e riflessivo e separabile allora lo & anche (X, ||.||) per il Teorema
7.1.3 e il Teorema 7.2.2 (1). Viceversa se (X, ||.||) € riflessivo e separabile allora lo & anche
(X**||.]|x*) (per riflessivita 'immersione canonica per valutazioni ®x ¢ un’isometria lineare,
ed in particolare un omeomorfismo lineare, tra (X, ||.||) e (X**,||.||x=+)) e sempre per il Teorema

7.1.3 e il Teorema 7.2.2 (1) si ottiene quanto voluto per (X*, ||.| x*). O






CAPITOLO 8

Teoria degli Operatori Lineari Limitati, seconda parte

8.1 Operatori Compatti tra Spazi di Banach

In tutta la sezione saranno fissati (X, [|.||x), (Y, ||.|ly) due spazi di Banach.

Definizione 8.1.1: Una funzione T : X — Y ¢ detta compatta se
(1) T & continua;

(2) VE C X limitato vale T'(F) relativamente compatto in Y (cioé T'(E) compatto in V).

Osservazione 8.1.2: Nel contesto della definizione precedente, essendo Y spazio di Banach,

due condizioni equivalenti a (2) sono le seguenti:
(2) VE C X limitato vale T'(E) totalmente limitato;

(2)” T(Bx) ¢ totalmente limitato.

Proposizione 8.1.3: Un operatore T € L(X,Y) é compatto se e solo se ¥Y(Tp)peny C X

successione limitata vale che (Txy)nen ammette sottosuccessione convergente in'Y .

Dimostrazione. Se T & compatto e (z,)neny € X € una successione limitata allora {x,}nen €
sottoinsieme limitato di X e quindi T'({z, }nen) = {T2n}nen € relativamente compatto, da cui

segue facilmente quanto voluto. Viceversa prendiamo E C X un qualsiasi sottoinsieme limitato

di X allora per lipotesi T'(F) ¢ sequenzialmente compatto e quindi compatto in Y. O

Lemma 8.1.4: Se X ¢ riflessivo allora € localmente sequenzialmente debolmente compatto,

ci0é Y(xn)nen C X successione limitata 3(zp, )ken Sottosuccessione debolmente convergente in

X.

115
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Dimostrazione. Sia (x,)neny C X successione limitata. Consideriamo Xy = span({zy }nen) che
¢ sottospazio chiuso, separabile e riflessivo di X (sottospazio chiuso di un riflessivo é riflessivo).
Quindi anche il suo duale ¢ separabile (per il Corollario 7.2.4) e di conseguenza ogni palla chiusa
di Xy, B(0, R) N Xy con R > 0, munita della rispettiva restrizione della topologia debole di X,
¢ metrizzabile e sequenzialmente compatta (Proposizione 5.2.18), ma per limitatezza IRy > 0
t.c. B(0,Ro) N Xo D {Zn}nen, dunque I(z,, )ren sottosuccessione convergente nella topologia
debole di X che in realta non ¢ altro che o (X, X*)|x, (per il Teorema 5.1.7 di transitivita). [

Proposizione 8.1.5: Supponiamo X riflessivo. Allora T € L(X,Y) é compatto se e solo se
V(p)nen € X tc. xp — x € X vale Tz, — Tx inY.

Dimostrazione. (Facoltativo) Supponiamo 7' compatto. Sia (zp)ney C X t.c. x, — = e senza
perdita di generalita possiamo supporre x = 0. Vogliamo dimostrare che Tz, — 0 in Y. Per la

convergenza debole che abbiamo assunto si ha
(f,za) =0 Vfe X

dunque {val,, }nen C X** & puntualmente limitata su X*, quindi per il Teorema 6.2.6 di

uniforme limitatezza si ha 1’esistenza di un M > 0 t.c.
|valg, ||x+ < M V¥n € N.

Ma l'immersione canonica per valutazioni ¢ un’isometria, quindi vale ||z, ||x < M Vn € N,
questo dimostra che la successione (zy,)nen € limitata in X e quindi per la Proposizione 8.1.3
esiste una sottosuccessione (zy, )gen t.c. Tx,, — y in Y per un qualche y € Y. Dico che
y =0 €Y. Infatti

{g.) = lim_|{g.Ta,)| = lm [(Tg.z,)| =0 Vg eV

perché T*g € X* Vg € Y*. Dunque per il Corollario 4.1.5 del Teorema di Hahn-Banach si ha
llylly = 0, cioe y = 0 € Y. Potendo fare questo per ogni sottosuccessione di (xy)nen, quanto
voluto segue dalla Proprieta di Urysohn.

Per il viceversa usiamo la Proposizione 8.1.3. Sia (x,)nen, essendo X riflessivo & localmen-
te debolmente sequenzialmente compatto (Lemma 8.1.4), dunque esiste una sottosuccessione

(n, )ken t.c. Tn, — x per un qualche x € X, ma allora per ipotesi si ha Tx,, — Tz. ]

Definizione 8.1.6: Indicheremo con Lo (X,Y") la famiglia degli operatori lineari compatti tra
X ed Y. E chiameremo Lo (X) = Lo(X, X).

Osservazione 8.1.7: Ovviamente Lo(X,Y) C L(X,Y).

Proposizione 8.1.8: Valgono i sequenti fatti:

(1) Lo(X,Y) & un sottospazio lineare chiuso di L(X,Y).



CAPITOLO 8. TEORIA DEGLI OPERATORI LINEARI LIMITATI, SECONDA PARTE 117

(2) Sia (Z,|.||z) un terzo spazio di Banach e siano T € L(X,Y) e S € L(Y,Z). Allora

ST € Lo(X, Z) purché almeno uno tra L ed S sia compatto. In particolare Lo(X) € un
ideale bilatero dell’algebra L(X).

Dimostrazione. (1) Sia T € Lo(X,Y). Per ogni S € Lo(X,Y) si ha

T(Bx) =[S+ (T = S)|(Bx) € S(Bx) + IT' = Sllop By

Quindi dato € > 0 prendiamo S € L¢(X,Y) t.c.

£
7~ Sllp < &
ed essendo S(Bx) totalmente limitato (& relativamente compatto in un metrico completo)

si ricopre con finite palle di raggio §, ciot IF C S(Bx) finito t.c.
_ e__
S(Bx) C F+ §By
e quindi mettendo insieme si trova
T(Ex) Cc F+ €§y

dunque anche T(Bx) & totalmente limitato per l'arbitrarieta di ¢ > 0. Dunque T &
compatto e Lo(X,Y) = Lo(X,Y). Vediamo che Lo(X,Y) ¢ effettivamente un sottospazio
lineare. Se T, S € Lo(X,Y) allora

(T + S)(Bx) Cc T(Bx) + S(Bx)

¢ totalmente limitato perché T', S sono compatti e la somma ¢ un’applicazione continua
tra due spazi di Banach (e quindi somma di totalmente limitati ¢ totalmente limitata).
Infine se A € K allora (\T)(Bx) = AT (Bx) che & totalmente limitato perché T' ¢ compatto

e la moltiplicazione per scalare ¢ un’applicazione continua tra spazi di Banach.

Ovviamente presi T e S come nell’enunciato, se almeno uno tra 71" ed S & compatto, vale
che S(T(Bx)) ¢ totalmente limitato. Infatti se T' & compatto allora gia da subito T'(By)
¢ totalmente limitato e quindi anche S(T(Bx)) lo sara perché S & continua. Se invece
T non & compatto ma lo & S allora comunque T(Bx) ¢ limitato per continuita e quindi
S(T(Bx)) sara totalmente limitato.

[

Definizione 8.1.9: Uno operatore lineare 7' € L(X,Y") ¢ detto di rango finito se Ran(T') ha

dimensione finita. Nel seguito indicheremo con L¢(X,Y’) la famiglia di operatori lineari continui

di rango finito.
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Esempio 8.1.10: Un classico esempio di operatore di rango finito ¢ il seguente: siano {ai}izlp,,’n C
X*e{yi}tiz1,.n CYalloraT: X =Y tc.

n

Tx = Z(ai,@yi Ve e X
i=1

& un operatore lineare continuo di rango finito.

Osservazione 8.1.11: In generale si ha Ly(X,Y) C Lo(X,Y) e puo accadere Ly(X,Y) C
Lo(X,Y).

Proposizione 8.1.12: Sia H é uno spazio di Hilbert. Allora Lo(H) = Ly(H).

Dimostrazione. Sia T € Lo(H). Allora Ran(T) = span(T(By)) ¢ separabile (perché per 1'Os-
servazione 8.1.2 (2)” T(Bp) ¢ totalmente limitato e quindi separabile), dunque ammette una
base hilbertiana numerabile e quindi esiste una successione di proiettori (P, )nen di rango finito

(prendiamo P, il proiettore sullo span dei primi n vettori della base hilbertiana) t.c.

Ran(T U Py
neN
Dico che P, T — T in Lo(H), infatti questo significa P, T Id H TG uniformemente e
questo segue dal Teorema di Ascoli-Arzeld, infatti T(Bp) ¢ compatto e le { } sono
|T(BH) neN

equilipschitizane di costante 1 e convergono puntualmente a Idg dunque esiste una sot-

IT(Bu)’

tosuccessione di { convergente uniformemente a Idy e potendo fare questo

\T(BH)}neN |T(BH)
ragionamento anche per ogni sottosuccessione la convergenza voluta segue dalla Proprieta di

Uryshon. Ma allora T € Ly(H). O

Esempio 8.1.13: Alcuni esempi notevoli di operatori compatti sono i seguenti:

(1) Sia K € C°(]0,1]2) consideriamo Tk : C°([0,1]) — C°(]0,1]) t.c

(Tk f)(x /ny ) dy.

Infatti & lineare ed & compatto per il teorema di Ascoli-Arzela, infatti K & continua su
un compatto dunque ¢ UC ed in particolare ammette un modulo di continuita w. Allora

Ve C00,1]) con | flleo < 1 vale

1
Tk f(x) = Tk f(2")] S/O 1K (2,y) — K", y)|lf ()| dy < w(|z =yl fllo

cioe le {Txf | f € ECO([OJ])} sono equicontinue. In particolare, per ogni successione
(fa)nen C Beo(o,1), esistera una sottosuccessione di (Tx fn)nen convergente uniforme-

mente su [0, 1] e quindi si ha la compattezza voluta grazie alla Proposizione 8.1.3.
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(2) Sia K € L?([0,1]?) & ben definito Tk : L*([0,1]) — L?([0,1]) t.c

(Tk f)(x /Kﬂ:y ) dy.

Infatti e lineare ed & compatto perché & limite di operatori di rango finito in norma ope-
ratoriale. Vediamolo approssimando K in L?([0,1]?) con K, semplice, costante sugli n?
quadrati (=L 4] x [%,%] = I; x Ij con i,j € {1,..,n} con K, che su I; x I; vale
fI <1, K (z,y)dzdy. Allora si verifica che K,, — K in L?([0,1]?). Inoltre Tk, ha immagine
contenuta in span({1z,xz, |i,j € {1,...,n}}) e quindi dalla convergenza L?* si ottiene che

Tk, — Tk in norma operatoriale.

Teorema 8.1.14 (di Schauder): Dati (X, ||.||x), (Y, |.|lv) spazi di Banach e T € L(X,Y) é
compatto se e solo se T* € L(Y*, X*) é compatto.

Dimostrazione. Se T' & compatto e (y))neny C Y* t.c. ||yh]lys < M Vn € N, con M > 0, vale

che {y* = } ¢ una successione equilipschitziana (di costante M) di funzioni definite sul
an(BX) neN

compatto T'(Bx) e quindi per il Teorema di Ascoli-Arzela esiste una sottosuccessione {yn, Yren
t.c. yp, o7 converge uniformemente su Byx o equivalentemente t.c. T*yy, converge in X™.
Dunque T™ & compatta per la Proposizione 8.1.3

Viceversa se T™ ¢ compatto allora per quanto appena provato anche 7%* € L(X* Y**) ¢

compatto, ma la composizione

& T** & x (I)_l
X 25 (valyhaex € X B3 falp beex C Y™ 25 Y

con ®x e Py le rispettive immersioni nel biduale per valutazioni, coincide con T ed essendo T™**

compatta si ha che tutta la composizione, cioe T', € compatta. O

8.2 Teoria Spettrale di Fredholm-Riesz-Schauder su Spazi di Banach

Lemma 8.2.1: Sia (X, |.||) spazio di Banach su K = R e C. L’dentita Idx ¢é un operatore

lineare compatto se e solo se X ha dimensione finita.

Dimostrazione. L’identita di X & operatore compatto se e solo se Idx(By) = Bx & compatta

in X e questo, per il Teorema 3.5.1 di Riesz avviene se e solo se X ha dimensione finita. 0

Teorema 8.2.2 (di Fredholm): Siano (X, |.||) spazio di Banach e T € Lc(X). Allora:

(1) Ker(I — T) é sottospazio lineare chiuso, di dimensione finita e T-invariante; e piu in

generale per ogni n € N:

(2) K, = Ker((I —T)") é sottospazio lineare chiuso, di dimensione finita, T-invariante e

(Kn)nen € successione crescente per inclusione stazionaria;
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(8) Ran(I — T) é sottospazio lineare chiuso, di codimensione finita e T-invariante; e piu in

generale per ogni n € N:

(4) R, = Ran((I —T)™) ¢ sottospazio lineare chiuso, di codimensione finita, T-invariante e

(Rp)nen € successione decrescente per inclusione stazionaria.

Dimostrazione. (1) Essendo nucleo di un operatore continuo Ker(I — T') & chiuso. Inoltre ¢

T-invariante perché T' e I — T commutano. Poi Tikerr—7) : Ker(l —T) — Ker(I —T) ¢
compatto e coincide con l'identita, dunque Ker(/ — 7T') ha dimensione finita per il Lemma
8.2.1.

Per n € Ny, usando il fatto che Lo(X) € un ideale bilatero (Proposizione 8.1.8 (2)),
possiamo scrivere (I —T)" =1 —T' con T' € Lo(X). Quindi per (1) K, ¢ sottospazio
lineare chiuso e di dimensione finita, inoltre ¢ T-invariante perché T commuta con (I —T")".
Ovviamente K,, C K,,11 Vn € N. Vediamo che la successione ¢ stazionaria. Se (K )nen
non fosse successione stazionaria, allora per ogni n € N esisterebbe =, € K,, \ K,_1 ed

anzi, a meno di traslazione ed omotetia per ognuno, li possiamo prendere t.c.

[ an]l <2
dist(zy, Kpo1) > 1
T, € K,
Allora per ogni i,j € N, i > j, vale
Tei—Trj=x;— (I —T)x; —Tr; € xy — Ki
in quanto (I —T)x; € K;—1 e Tx; € T(K;) C K; C K;—1. Di conseguenza abbiamo
|Tx; — Taj|| > dist(z;, Ki—1) > 1 (8.1)

perd (z;)ien € una successione limitata, quindi si ha un assurdo perché T ¢ compatto,
dunque (T'z;);eny dovrebbe avere sottosuccessione convergente (Proposizione 8.1.3), cosa

che per 'eq. (8.1) non puo accadere.

Ran(I — T') e certamente sottospazio lineare T-invariante. Vediamo che & chiuso. Sia
X1 un addendo diretto di Ker(I —T) = K; (Osservazione 4.1.4), X = K; @& X;. Allora
(I —=T)x, : X1 = Ry & bigettivo. Dico che ¢ fortemente iniettivo, cioe¢ che (I — T)z| >
Cl|lz|| Vx € X per una qualche C' > 0. Se cosi non fosse ci sarebbe una successione
(Zn)nen C X1 con ||z,|| =1 Vn € Netc. z, — Ta, —> 0. A meno di prenderne una

sottosuccessione possiamo supporre che
Tx, —ye X,
per un qualche y € X; (che & chiuso), infatti

Ty =Txp + (X — Txy) — ¥
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Inoltre queste due convergenze e la continuita di 7' implicano che Ty = y e ||y|| = 1,
cioe y € X1 N Ky ey # 0 e questo ci da un assurdo in quanto (I — T)x, ¢ bigettiva
(in particolare iniettiva). Di conseguenza (I —T')x, : X1 — R; & fortemente iniettiva e

surgettiva, quindi Ran(I — T') & chiuso per la Proposizione 6.4.17.

Sia n € Ny prima vale (I —T)* = I —T' con T" € Lo(X), quindi da (3) segue che
R,, ¢ sottospazio lineare chiuso, inoltre ¢ T-invariante perché T commuta con (I — T')".
Banalmente vale R,11 C R, Vn € N. Vediamo che la successione e stazionaria. Si fa

come prima, se non fosse stazionaria si avrebbe una successione (z,)nen t.c.

[n] <2
diSt(l’n,RTH_]_) > 1

T, € R,
Alloa per ogni 4,5 € N, i < j vale
Tei—Trj=x;— (I —T)x; —Tr; € xy — Ripa
in quanto (I —T)x; € Rit1 e Tx; € T(R;) C Rj C Rit1, quindi
|Tx; — Txj|| > dist(zi, Riz1) > 1

e si conclude come in (2).

Corollario 8.2.3: Siano (X, |.||) spazio di Banach e T € Lo(X). Allora sono equivalenti:

(1) I —T é iniettivo;

(2) I —T é surgettivo;

(8) I —T ¢é omeomorfismo lineare.

Dimostrazione. In generale se V' € uno spazio vettoriale e L : V' — V ¢ lineare vale

L iniettiva L™ iniettivo 1
= Vne N, = L"™L(V)C LP(V) VYneN.
L non surgettiva L(V)CcV

Ed analogamente

L surgettiva L™ surgettivo
=

Vn € Ny = Ker(L"™) D Ker(L") Vn € N.
L non iniettiva Ker(L) 2 {0}

Dunque, tornando al nostro caso in cui i nuclei e le immagini devono stabilizzarsi ad un certo

punto (Teorema 8.2.2), sara I — T iniettivo se e solo se surgettivo se e solo se bigettivo e

quest’ultima proprieta, per il Corollario 6.3.2, equivale ad essere un omeomorfismo lineare (per

un operatore lineare continuo). O
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Proposizione 8.2.4: Siano (X,|.||) spazio di Banach e T € Lo(X). Allora per ogni n € N4

vale
dim(Ker[(I — T)"]) = codim(Ran[(I — T)"]) = dim(Ker[(I — T™)"]) = codim(Ran[(I — T™)"]).

Dimostrazione. Considerando come prima 77 = I — (I — T')" basta dimostrare il risultato per
n = 1. Proviamo che
dim(Ker[I — T) = codim(Ran[I — T).

Sia X7 un addendo diretto topologico di K1, X = K7 & X e sia Y7 un addendo diretto algebrico
di Ry (che & sottospazio lineare chiuso, ma al momento non necessariamente ammette addendo
diretto topologico), X =Y ®aig R1. Sia P il proiettore su K; in X = K1 @ X;. Notiamo che
esiste S : K1 — Y] lineare continua che sia o iniettiva o surgettiva (dipende dalla dimensione di
Y1). Allora I — T + SP ¢ o iniettivo (se lo ¢ S, infatti in tal caso si verifica facilmente che il
nucleo di I — T + SP ¢ banale usando il fatto che R; e Y7 sono in somma diretta algebrica) o
surgettivo (se lo & S) perché T — SP € L¢(X) e quindi per il Corollario 8.2.3 ¢ omeomorfismo

lineare, dunque anche S & omeomorfismo lineare che implica la tesi
dlm(Kl) = dlm(Yl) = codim(Rl).

Poi considerando T™ coincidono anche gli ultimi due numeri (& la stessa dimostrazione fatta per
T). Inoltre Ker(I — T*) = Ran[(I — T)]* che & isometricamente isomorfo a (X/Ran(I —T))*
che a sua volta ¢ isometricamente isomorfo a X/Ran(l —T) perché quest’ultimo ha dimensione

finita (uguale a dim(Ker[/ — T™])) quindi X/Ran(/ — T') stesso ha dimensione finita. Dunque
codim(Ran[l — T) = dim (X/Ran[l — T) = dim(Ker[I — T"]).
O

Proposizione 8.2.5: Siano (X,|.||) spazio di Banach e T € Lo(X). Sia ng € N Uindice di
stabilizzazione delle due successioni (Kyp)nen € (Rp)nen. Allora vale X = R,, @ K,, VYn > ng.

Dimostrazione. Se x € K, N Ry, cioe (I —T)"x =0e x = (I —T)"y per un qualche y € X,
allora
(I-T)"y=I-T)"z=0

cioe y € Ko,. Ma Ko, = K,,, di conseguenza x = (I —T)"y = 0. Inoltre la somma & tutto perché

codim(R,) = dim(K,). La somma diretta ¢ topologica perché i due addendi sono chiusi. O
D’ora in poi sara fissato (X, ||.||) spazio di Banach complesso.
Definizione 8.2.6: Sia T' € L(X). Lo spettro di T ¢

o(T)={\eC|\—T¢GL(X)}
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mentre l'insieme degli autovalori di T' e
oa(T) ={X € C| Ker(A = T) # {0} }.

Inoltre, se A € 04y(T), un vettore x € Ker(A — T') sara chiamato autovettore di T relativo

all’autovalore \.

Osservazione 8.2.7: (1) Siccome GL(X) ¢ aperto in L(X) e C > A — A —T € L(X) ¢

continua vale che o(T") chiuso in C.
(2) Vale o(T) C B(0,]|Tlop), infatti se A € C & con [A| > ||T||op vale
A—T =\XI—-\"1T)
¢ invertibile (con la serie di Neumann), quindi o(7") & compatto in C.

Definizione 8.2.8: Sia T € L¢(X). Definiamo la molteplicita geometrica di A € C\ {0} come
mg(A, T') = dim(Ker[A —T7)
e la molteplicita algebrica di A € C\ {0} come

ma(A\,T) = max dim(Ker[(A —T)"])).

L’autospazio generalizzato di A € C\ {0} &

V(AT) = | Ker[(A—T)"].
neN

Inoltre, per A € C\ {0}, definiamo

R(\,T) = () Ran[(A — T)"].
neN

Osservazione 8.2.9: Nel contesto della definizione precedente, con A € C\ {0}, preso ny € N
I'indice di stabilizzazione di (Ry,)nen € (Kp)nen. Allora

V(A T) = Ker[(A—T)"]

R(\,T) = Ran[(\ — T)™].

Dunque in particolare abbiamo

X =R\T)a V(AT).
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Osservazione 8.2.10: Nel contesto della definizione precedente vale

mg()\, T) = mg(/\7 T*)

ma(N,T) = mg(\,T7)

per ogni A € C\ {0}.

Proposizione 8.2.11 (Riesz-Schauder): Supponiamo che X abbia dimensione infinita. Sia
T € Lo(X), allora

(1) 0 € o(T);
(2) o(T)\{0} = 0au(T) \ {0};
(3) ogni A € o(T) \ {0} é autovalore con mq(A,T) = dim(V (A, T));

(4) ogni A € o(T) \ {0} é punto isolato in o(T). Quindi, essendo o(T) compatto, l'unico

possibile punto di accumulazione di o(T) € {0};

(5) dati A, € C vale V(N T) C R(p,T) (e V(p, T) C R(\,T)).

Dimostrazione. (1) Supponiamo per assurdo 0 ¢ o(T'). Allora T' ¢ omoeomorfismo lineare e

I =TT~ ' & compatto perché lo & T, ma questo ¢ un assurdo per il Lemma 8.2.1.

(2) Ovviamente 04,,(T") \ {0} C o(T) \ {0}. Sia A € o(T) \ {0} e supponiamo che non sia un

autovalore. Allora X = Ran(A—T'), dunque A—T' ¢ omeomorfismo lineare per il Corollario
8.2.3, assurdo.

(3) Facile osservazione.

(4) Sappiamo che esiste la decomposizione X = R(\,T) & V(A,T) in spazi T-invarianti e

quindi anche (@ — T')-invarianti. Ma
T = (= N+ A —T) = (= NI+ (= \) 1A= T)]

e siccome (A — T)y(x) & nilpotente, la serie di Neumann di [I + (. — A)7 (A = T)]jy(y)
¢ convergente (ha solo finiti addendi non nulli) e quindi rappresenta la sua inversa, di
conseguenza [I + (u — A) " (A — T)]jy () & omeomorfismo lineare. Quindi (1 — T)jy(y)
V(NT) = V(A T) & omeomorfismo lineare per qualsiasi p € C\ {A}.

Invece (u—T)g : BN, T) — R(A, T) ¢ omeomorfismo lineare purché [u— A| sia sufficien-
temente piccolo. Infatti GL(R(A,T)) € un aperto di L(R(A,T")) ed anzi se A € GL(R(A, 1))
allora Bl (g1 (4, |[A755) € GL(R(A, T)), dunque, essendo (A=T") g 1) € GL(R(A, T)),
se [ — A < [[(A=T)71|5,)} vale che (u—T) gy 1) & omeomorfismo lineare. Di conseguen-
za per ogni u € Be(A, (A = T)7H|5)) si ha p— T € GL(X). In conclusione, quindi,
VA€ o(T)\ {0} Je>0t.c. Vue Be(Ae)\ {\} vale u & o(T), ossia A & punto isolato di
o(T) cC.
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(5) Essendo p # X si ha che A\—T' & omeomorfismo lineare su V' (i, T') (visto nella dimostrazione
del punto precedente) e quindi lo & (A — T)" e di conseguenza V(u, T) C R(\,T).
O

Osservazione 8.2.12: In generale date due decomposizioni X =V ®R=V'®R conV C R/,
V' C R eproiettori P : X -V e P': X — V', se ne deduce un’altra del tipo X = VaV'®&(RNR')
con proiettori P,P' eI — P — P'.

Infatti V" Cc R, V' € R implicano P'P = PP’ = 0 e quindi P + P’ & proiettore lineare
(P+P)2=P2+P?2+PP +PP=P2+P?2=P+P)evale

V + V' C Ran(P + P') C Ran(P) + Ran(P') =V + V'

dunque Ran(P + P') =V +V'. Ma allora Ker(P + P’) = RN R/, in quanto se x € Ker(P + P’)
allora
Pr+Px=0

ed applicando P e P’ di nuovo si ottiene Pz = P’z = 0, ossia x € Ker(P) NKer(P') = RN R/,
quindi Ker(P 4+ P') C RN R’ e vale ovviamente anche I'inclusione opposta.

In conclusione, se T' € Lo (X)), preso un qualsiasi A C o(T")\ {0} finito si ha la decomposizione

BviT

AEA

X = ®

() R\ T)

AEA

Definizione 8.2.13: Sia T € L(X), definiamo il risolvente di T come
p(T) = C\ o(T).

Osservazione 8.2.14: Dato T € L(X) il risolvente di T', p(T'), & aperto in C. Infatti C\ p(T') =
o(T) & chiuso.
Proposizione 8.2.15: Sia T € L(X), allora valgono le sequenti affermazioni:

(1) per ogni A € C con |X| > ||T||,p vale

A=)t => " ATy

neN
(2) per ogni Ao € p(T) ed ogni A € Be(Xo, [[(Ao —T)75,)) vale

A=) => (o= N"[(Xo—T) 1"

neN

ed in particolare la mappa risolvente associata a T
p(T) 2 A — A=T)"' € L(X)

¢ analitica e (A —T)7|op = 0 per |\ = +oo;
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(8) (identita del risolvente) per ogni A\, u € p(T) vale
A=T)" = (p=T)"=(p-NA=T)" (p-T)"".

Dimostrazione. (1) Segue dalla serie di Neumann.

(2) Vale
A=T=MN-T)—A—-N=RK—-T)-(o-ANA—-T)"]

quindi per [Ag — A] < [[(Ao = T) 7|55, usando la serie di Neumann, si trova

A=) =D Qo =N =D)T"| (Ao = 1)

neN

da cui segue quanto voluto.

Corollario 8.2.16: Se T € L(X) allora o(T) # 0.

Dimostrazione. Se fosse o(T) = () allora si avrebbe p(T) = C e la mappa risolvente Ry : C —
L(X) sarebbe intera e infinitesima cosi come ¢ o Ry per ogni ¢ € X*, ma allora per ogni ¢ € X*
la mappa ¢ o Ry : C — C é analitica e limitata, dunque costante per il Teorema di Liouville e

quindi (essendo infinitesima) dovrebbe essere costantemente nulla, che & un assurdo. O

Definizione 8.2.17: Dato T € L(X) definiamo il suo raggio spettrale come

r(T) = max ||
Xeo(T)
Lemma 8.2.18: Se (an)nen € una successione reale subadditiva, cioé t.c. apim < an +

am VYn,m € Ny, allora

. Gy _ . an
4 lim — = inf —.
n—+o0o N neNL N

Dimostrazione. Dato d € Ny, per ognin € Ny si han =p,d+kcon 0 <k <dep,=[%]
Allora per subadditivita si ha

1
— < —(pnaq + ag)
n " n
¢ 1 dag 1
a Pna aq
inf 2 <2< Z(ppag+ar) <24+ - max a
meNy m — n n(pn d k) < n d ni<k<d

Quindi per ogni d € N, abbiamo
a a a
inf — < limsup — < &d
meNL m n—+oo N d

(abbiamo usato che p;;—d — 1 eche %maxlgkgd ax — 0 per n — +00), quindi prendendo linfgen,
si ottiene

. Gnp .
limsup — = inf —
n—+oo N neNy n

da cui segue la tesi. O
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Proposizione 8.2.19 (Formula di Gelfand per il raggio spettrale): Sia T € L(X), allora
vale

1 1
o(T) = inf 7" = Jim 7”5

Dimostrazione. La successione (log(\\T”]\op))n€N+ ¢ subadditiva, infatti
1og (7™ [lop) < 1og(IT™ [lopllT" llop) = log(IT™ lop) + log(IT" [lop) Vn,m € N,

1
dunque, per il Lemma 8.2.18, esiste il limite lim,_, . log(||7"||&») € quindi esponenziando si
ottiene )
3 lim [|[T"& =

n——+oo N n
Inoltre se A € o(T), ossia A — T ¢ GL(X), allora anche A" — T™ ¢ GL(X) (perché A — T ne &
un "fattore"), cioe A\ € o(T™) per ogni n € Ny. Quindi |A\"| < ||T"||op (Osservazione 8.2.7 (2)),

cioe

1
inf (|75
inf 7"l

1
A< 17" Wn e Ny

e quindi )
A< tim TG
da cui segue r(7T') < limy,_ oo HT”HO%p.

Per la disuguaglianza opposta prendiamo r > r(7T'), allora o(T') C Bc(0,7). Osserviamo che
(21 —T)~! & ben definito per ogni z € Bc(0,r(T)™1), infatti se 2| < r(T)~! allora 2=t € p(T),
questo almeno per z # 0, ma per la Proposizione 8.2.15 vale, almeno per z € B(0, ||T|5;) \ {0},
lo sviluppo

(Z—l N T)—l _ Z Sntlm
neN
fatto che ci permette di estendere analiticamente la funzione considerata anche a z = 0.
e X, ot e X*} t.c

Consideriamo quindi la famiglia di funzioni analitiche { f; ;=

f:c,ac*

p(T) 2 25 (o*, (271 =T)'z) e C

il cui sviluppo in serie di potenze &

fop(2) = Z(a:*, T ) 2"+,
neN
Poiché questa serie converge uniformemente almeno per z € Be(0,771) € Be(0,r(T)™1) (la
serie di Taylor in un dato punto di una funzione analitica converge assolutamente almeno nel
pit grande disco con centro il centro dello sviluppo contenuto nel dominio su cui ¢ analitica),
ma allora la serie Y (z*, r~ """ T"z)w" ™ converge assolutamente almeno per w € B¢ (0,1) i

suoi termini sono limitati in n € N. Quindi

[{(x*, rfnflT”xH < C(x,z")
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per una costante C(z,x*) > 0, per ogni n € N, ogni = € X ed ogni z* € X*. Di conseguenza

per il Teorema 6.2.6 di uniforme limitatezza si ha

sup sup  sup |(z*,r "1y < C
neN [Jz]|=1 [lz* || x+=1

con C' > 0, da cui segue (grazie al Corollario 4.1.5)

7" T op < C VR €N

ossia
IT™op < Cr™™ Vn e N
e quindi
. 1 . ntl = 1
lim [|[T"5 < lm rn» Cn =7
n—-+0o n——+00
da cui segue quanto voluto per larbitrarieta di r > r(7). O

Osservazione 8.2.20 (Teoria spettrale nel caso reale): Se (X, ||.||) ¢ uno spazio di Banach

reale, si puo considerare la sua complessificazione
Xe=XxX

con la "struttura complessa' data dall’operatore "immaginario" J : X x X — X x X t.c.
J((x,y)) = (—y,x). Dunque possiamo utilizzare 'usuale notazione x + iy per indicare (z,y) €
Xc. Ed e possibile dare una struttura da spazio vettoriale complesso a X¢ munendolo dell’usuale
somma

(x+iy)+ @ +iy)=(x+2")+ily+y) Vo, 2"y, € X
e del prodotto per scalare complesso
(a +1ib)(z +iy) = (ax — by) + i(bx + ay) Va,be R Vz,y e X.

Inoltre si puo dotare X¢ di una norma complessa ||.||c : X¢ — [0, +00) prendendo ad esempio

|2 +iyllc = max{]|z], [[y[|}.
Poi preso T' € L(X) possiamo considerare il suo complessificato T : X¢ — Xc t.c.

Telx + iyl =Tx +iTy Ve,ye X

e si verifica facilmente che questo definisce un operatore C-lineare continuo su X¢. Ed e possibile

considerare come teoria spettrale di T' quella (gia nota) di T¢.

8.3 Operatori Simmetrici su uno Spazio di Hilbert

Nel seguito, se non specificato diversamente, sara fissato H spazio di Hilbert complesso di

dimensione infinita con prodotto hermitiano (. -.) e norma da esso indotta ||.||.
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Definizione 8.3.1: Un operatore A € L(H) & detto simmetrico se

(Az -y) = (z - Ay) Vx,y € H.

Inoltre denoteremo lo spazio degli operatori lineari limitati simmetrici su H con LSim(H ), ossia

se A* = A.

Proposizione 8.3.2: Sia A € L*™(H). Allora:

(1) Ker(A) = Ran(A)* e Ran(A) = Ker(A)* (ortogonali in spazi di Hilbert);

(2) se Hy C H ¢ un sottospazio lineare A-invariante, allora HOL e Hy sono anch’essi sottospazi

lineari A-invarianti;

(3) a(A) C [=lAllops [[Allop] < R;

(4) autovettori di autovalori differenti sono ortogonali;

(5) gli autovalori sono semisemplici, ossia mq(N) = mg(N) per ogni X € 0gy(A).

Dimostrazione. (1) Vediamo la prima uguaglianza. Vale z € Ker(A) se e solo se Az = 0 e

questo vale se e solo se
(Az-y)=0 Yye H

che si puo riscrivere, usando la simmetria di A, come
(r-Ay)=0 Yye H

che ¢ equivalente a dire x € Ran(A)L. La seconda uguaglianza segue dalla prima appli-

cando l'ortogonale.

Il fatto che Hy & A-invariante segue dal fatto che se ho una successione in Hy questa verra
mandata da A in una successione ancora in Hy (perché questo ¢ A-invariante). Vediamo
l'altro fatto. Sia x € HOL, allora

(Az-y) = (z- Ay) =0 Vy € Hy
in quanto Hy € A-invariante, dunque Ax € HOL.
Se a,b € R e b # 0 vale che (a +1ib) — A € GL(H), infatti ¢ omeomorfismo lineare
((a+ib) — A)((a —ib) — A) = (a — A)? + V2.

Per vedere quest’ultima cosa basta dimostrare che (a — A)? + b2 & fortemente iniettivo,
infatti da questo segue che e iniettiva e con immagine chiusa e questo ci da anche la
surgettivita per il punto (1), quindi per il Corollario 6.3.2 del Teorema della mappa aperta

si ha quanto voluto. Vediamo quindi la forte iniettivita

(@ = A)? + )z ]* = [(a — A)%|* + 27| (a — A)?a|l + b*||* > b*|l]|*.
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(4) Facile verifica;

(5) Sia A € 04,(A). Vale che Ker((A — A)?) = Ker(\ — A), infatti un contenimento & ovvio e
preso x € Ker((A — A)?) si ha

1A= Az ]|* = (A= A)z) - (A = A)z) = (A= A)*z - 2) =0

dunque z € Ker(A — A). Ma allora la successione dei nuclei si stabilizza subito e questo

implica che 'autospazio generalizzato di A coincide in realta con ’autospazio di .

O
Proposizione 8.3.3: Sia H spazio di Hilbert reale ¢ A € L5™(H). Sia H > z + qa(x) =
(Az - z) € R la forma quadratica associata ad A. Denotiamo
ra= sup [ga(z)| = sup [ga(z)],
zeH x€H
[J]l=1 =<1
allora vale 4 = || Al|op-
Dimostrazione. Per il Corollario 4.1.8 si ha
[Allop = sup (Az-y)
z,yeH
]l lyll<1
e per ogni z,y € H con ||z||,|y|| <1siha
1
(Az -y) = “laa(z +y) — qalz —y)]
1
< lrallz +yl* + rallz — i)
TA
= 2lal +2lyl") < ra
quindi ||a|lop < 74, da cui segue la tesi. O

Definizione 8.3.4: Sia A € L*™(H), chiamiamo quoziente di Rayleigh relativo ad A la funzione
fa:H\ {0} =R t.c.

fa(z) =

Proposizione 8.3.5 (Caratterizzazione variazionale degli autovalori): Sia A € L¥™(H).
Una coppia (x,\) € H x K sono una coppia (autovettore, autovalore) per A se e solo se sono
una coppia (punto critico, valore critico) per il quoziente di Rayleigh fa relativo ad A.

Dimostrazione. 11 gradiente di f4 €

Vfa(z) = (x-2)Vga(z) — qa(z)V(x - 1)

(x - z)?
_ (@rr)Ar — (Az - x)r Az — fa(z)x
I e P

quindi V f4(z) = 0 se e solo se Az = fa(z)x, cioe la tesi. O
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Lemma 8.3.6: Sia A € LS (H), allora vale ||A||(2); = ||A%"||,p per ogni n € N.

Dimostrazione. Dimostriamolo per n = 1, il caso di n > 1 segue poi iterando. Per ogni x € H

vale per la Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

[Az]|* = (Az - Az) = (A%z - ) < [ A2 |lop|l2]?

dunque
1AlIS, = sup [|Az]* < [[4%[lop < [|A]l5,
xcH
llzll<1
che ci da quanto voluto. ]
Proposizione 8.3.7: Sia A € L*™(H), allora vale v(A) = ||Al|op. In particolare almeno uno

tra || Allop € —||Allop appartiene a o(A) e se o(A) = {0} allora A =0.

Dimostrazione. Grazie la Formula di Gelfand (Proposizione 8.2.19) ed al Lemma precedente si
ha
r(A)= lim |A™|

m——+00

= HAHOP'

1 _
op = EI_E HAanOpn

La penultima affermazione segue quindi dalla Proposizione 8.3.2 (3), mentre se o(A) = 0 allora
|Allop =r(A) =0 da cui A=0. O

Definizione 8.3.8: Per un operatore A € L*™(H) la scrittura
A>0
significa (Az-z) >0 Vx € H.
Lemma 8.3.9: Sia A € L (H) t.c. A>0, allora vale o(A) C [0, +00).
Dimostrazione. Sappiamo gia dalla Proposizione 8.3.2 (3) che 0(A) C R. Ora sia A < 0, allora
I3 = A)zlf* = M|z ]| + || Az ]| — 2X(Az - ) > N|]|?

quindi A — A ¢ fortemente iniettivo, ossia (per la Proposizione 6.4.5) A\ — A ¢ iniettivo e con

immagine chiusa. Quindi dalla Proposizione 8.3.2 (1) si ha
Ran(A — A) = Ran(A — A) = Ker(A — A)t = {0} = H

da cui segue che A\ — A € GL(H), ossia A & o(A). Di conseguenza si ha la tesi per 'arbitrarieta
di A <0. O

Definizione 8.3.10: Sia A € L*"(H). Chiamiamo valutazione inferiore di A il numero

ma = “931%1151(14575 - )
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e valutazione superiore di A il numero

My = sup (Az - x).
rcH
lzll=1
Proposizione 8.3.11: Sia A € L*™(H), vale 0(A) C [ma,Ma] e ma, My € o(A). In
particolare se A >0 si ha r(A) = Ma.
Dimostrazione. Sia t < my, vale
(Az - 2) > malz?

dunque A — m4 > 0 ed in particolare
1
mag—t

(A—my) >0

1
ma—t

quindi —1 ¢ o ( (A— mA)>, cioe t —myg & 0(A—my) o ancora t € o(A). Di conseguenza
o(A) C [ma,+o0) per Parbitrarietd di ¢ < my4. In modo totalmente analogo si ottiene che
Vit > Ma sihat & o(A) e quindi che o(A) C [ma, Ma].

Dalla Proposizione 8.3.7 sappiamo che almeno uno tra ||A|op € —||Allop appartiene a o(A).
Ora se A > 0 allora o(A) C [ma, M) C [0,400) e quindi necessariamente M4 = || A||op € 0(A)
(perché necessariamente ||Allop € 0(A), dunque [|Alop < My ed in modo ovvio si ha anche
Ma < ||Allop). Altrimenti prendiamo ¢ > 0 t.c. A4+c¢> 0 allora Myy. = Mag+c € o(A+c) da

cui segue My € o(A). Analogamente considerando —A si ottiene anche che my € o(A). O

Corollario 8.3.12: Sia A € L*™(H). Vale A >0 se e solo se a(A) C [0, +00).

Dimostrazione. Nel Lemma 8.3.9 abbiamo gia provato che se A > 0 allora o(A) C [0, +00). Ora
supponiamo o(A) C [0,+00). Dalla Proposizione 8.3.11 si ha my € o(A), dunque my4 > 0 e
quindi la tesi. O

Passiamo adesso a trattare il caso di operatori simmetrici compatti, in particolare vedremo il
fondamentale Teorema di Hilbert-Schmidt per 'esistenza di una base hilbertiana di autovettori.
Tale teorema ¢ molto utile in fisica matematica, soprattutto nell’ambito della meccanica quan-
tistica. Successivamente studieremo alcune proprieta dello spettro di un operatore simmetrico

compatto. Nel seguito Lgm(H ) sara lo spazio degli operatori simmetrici e compatti su H.

Lemma 8.3.13: Siano A € L3™(H), e Hy C H, Hy # {0}, un sottospazio lineare chiuso e

A-invariante. Allora A ha un autovettore non nullo in Hy.

Dimostrazione. Se fosse Hy C Ker(A) allora, essendo Hy # {0}, 0 sarebbe autovalore per A e
quindi ci sarebbe un autovettore non nullo per ’autovalore 0. Supponiamo quindi Hy ¢ Ker(A).
Vale Ag = Ay, € LE™ (Hp), dunque per la Proposizione 8.3.7 vale che uno tra || Agllop € — | Ao |lop
¢ autovalore per Ag (|| Ao|lop # 0 perché Ay # 0 in quanto Hy ¢ Ker(A)) (é esattamente in questo
punto che entra in gioco la compattezza, in particolare stiamo usando la Proposizione 8.2.11 (2)),

dunque esiste un autovettore ey € Hy \ {0} per Ap e quindi per A. O
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Teorema 8.3.14 (di Hilbert-Schmidt): Sia A € LE™(H), A # 0. Allora esiste una base
hilbertiana di H fatta di autovettori di A.

Dimostrazione. Un sistema ortonormale massimale B tra quelli fatti di autovettori esiste per il
Lemma di Zorn. Il sistema ortonormale di autovettori massimale B & pero una base hilbertiana

per H, infatti se cosi non fosse si avrebbe
Hy=span(B) C H

e questo implicherebbe HOL # {0}. Ma allora HOL sarebbe un sottospazio lineare chiuso, non
banale e A-invariante, quindi per il Lemma 8.3.13 A avrebbe un autovettore non nullo in Hd-.
Tale autovettore sarebbe per costruzione ortogonale a B, dunque B non sarebbe massimale,

assurdo. O

Definizione 8.3.15: Sia A € L{¥™(H). Possiamo indicizzare gli autovalori non nulli di A in

modo monotono scrivendo

A1(A) S A a(A) < o A n(A) < e S0 < o € An(A) < oot € Aa(A) < A1 (A)

e sia [y C Z\ {0} l'insieme degli indici di tale ordinamento. Chiameremo tale ordinamento

ordinamento di Courant.

Osservazione 8.3.16: Per ogni A € 04,(A) vale |[{i € T4 | Mi(A) = A} = ma(NA) e
max{A1(A4), —A_1(A)} = ||Allop (I'ultimo fatto segue dalla Proposizione 8.3.7).

Teorema 8.3.17 (Principio min-max di Courant): Sia A € LE™(H) ed indicizziamo gli
autovalori non nulli di A secondo 'ordinamento di Courant: o4, (A)\{0} = {Xi(4)}icr,. Allora
per ognin € Ny t.c. n € I4 si ha

M(A)=min max(Azr-z)= max min (Az-x)
ECH relk FCH el
E ssp. ch. ||z||=1 F ssp. ch. ||z]|=1
codim(E)<n dim(F)>n

mentre se —n € 14 si ha

An(A)= max min (Az-z)= min max(Az- )
ECH el FCH  =zcF
E ssp. ch. ||z||=1 F ssp. ch. ||z||=1
codim(E)<n dim(F)>n

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che basta dimostrare le formule per A,(A) con
n € N t.c. n € I4, le altre seguono dal fatto che A_,,(A) = A\,,(—A) per ogni n € N con —n € 14.
Fissiamo {e; }icr, C H autovettori di A con e; autovettore per 'autovalore \;(A) per ogni i € I4,
se A\i(A) = \j(A) scegliamo e; # e;. Sia Ey = {0} e per ogni n € Ny t.c. n € I sia

E, = span(ey,...,e,)
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allora E;- = span({e; | i € 14\ {1,...,n}}). Ora A, = diag(Ai(A),...,\(A)) : B, — Ey e
Apr = diag({Ai(A) biern\{1,...n}) © E+ — E} ed inoltre A\,(A) ¢ il minimo autovalore di Ag,
ed il massimo autovalore di A| EL dunque

A (A) = min (Az - z) = max (Az-x).

TEEnR z€E; |
Iel=t Jall=1

D’altra parte, se E C H ¢ sottospazio lineare chiuso di codim(E) < n oppure se F' C H ¢

sottospazio lineare chiuso di dim(F) > n, vale
E,NE#{0} e E- , nF #{0}

in quanto dim(E,) = n e codim(E) < n mentre codim(E;- ;) =n — 1 e dim(F) > n. Quindi vi

sono elementi z9 € E, N E e yo € E- ;N F con ||z, ||yo]| = 1 e vale

roel ro€E,
sup (Az-x) > (Azp-z9) > mJlEp (Axz - x) = M (A)
zelR fASY
llz|=1 llzll=1

da cui

inf sup (Az-x) > \(A) = max (Az-x) >  inf sup (Azx - x)

ECH — zecE zeEL ECH  4cE
E ssp. ch. |z[[=1 ||x||111 E ssp. ch. l=[[=1
codim(E)<n - codim(E)<n
e similmente vale
YyoEF yOGEi{_1
inf (Az-z) < (Ayo-yo) < max (Ax-z) = A (A)
reF JJEE,JL;l
Iel=t =1
da cui
sup inf (Az-z) < A\(A) = min (Az-2z) < sup inf (Az-z).
FCcH xEF r€EFn, FcH  =€F
F ssp. ch. |lz[=1 llzll=1 F ssp. ch. [[z[|=1
dim(F)>n dim(F)>n

Abbiamo quindi dimostrato le uguaglianze

M(A)= sup inf (Az-z)= min (Az - x)

FcH x€F zeb,

F ssp. ch. lz||=1 [lz||=1

dim(F)>n

M(A)= sup inf (Az-z)= min (Az - x)

FCH e F zeE,

F ssp. ch. [lz[|=1 [|lz[|=1

dim(F)>n

per ogni n € N, t.c. n € I4, che ci danno la tesi. O

Corollario 8.3.18 (Principio degli autovalori intervallati): Sian A € L& (H) e Hy C H

iperpiano chiuso con immersione Jy : Hy — H e proiettore ortogonale Py : H — Hy (osserviamo
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che Py = Jg). Sia Ag = PyAJy € L™ (Hy) (¢ simmetrico perché Ji = Py). Allora per ogni
n €Ny t.c. n € 1y vale
Ant1(4) < An(Ag) < An(A)

ed analogamente se —n € I wvale
)\—n(A) < )\—n(AO) < A—n—l(‘A)~

Dimostrazione. Valgono le disuguaglianze

A A) = min max (Az-x) < min  max (Az-z) = A\ (A
ni1(4) ECH meE( )< ECH er( ) = An(4o)
E ssp. ch. ||z||=1 E ssp. ch. |jz||=1
codim(E)<n+1 codim(E)<n
= max min (Az-z) < max min (Az-z)=\,(A4)
FCHy z€F FCH xEF
I ssp. ch. ||z]|=1 I ssp. ch. ||z]|=1

dim(F)>n dim(F)>n

dunque si ha quanto voluto nel caso in cui n € I4. 1l caso in cui —n € I4 segue da quello gia
provato osservando che A_,(A) = A\, (—A). O

8.4 Calcolo Funzionale per Operatori Simmetrici

Definizione 8.4.1: Siano X spazio di Banach complesso, A € L(X) e p € C[z]. Se p(x) =

> j—1 aja’, con a, # 0, definiamo

p(A) = Z a; Al
j=1

Teorema 8.4.2 (della mappa spettrale): Siano X spazio di Banach complesso, A € L(X)
e p € Clz]. Allora p(A) € L(X) e vale o(p(A)) = p(a(A)).

Dimostrazione. Sia A € C. Fattorizzando il polinomio p(x) — A, con p(z) = 2?21 a;x’, ap # 0,

si trova
n

p(z) — A =ay, H(x — )
§=0
in cui p(u) = X se e solo se 35 € {1,....,n} t.c. w=p; {pi}j=1,.n =p (). Quindi

n

p(A) = X =a, [J(A - 1)

j=1
che & omeomorfismo lineare se e solo se lo sono tutti gli A — p; per j € {1,...,n}. Dunque
A€ o(p(l) <= pAd) - X € GLX) < 3Fje{l,..,n}tc A—p; € GL(X) =
Jj € {1,...,n} tec. pj € 0(A) <= p AN No(4d) #0 < X € p(c(A)). Quindi si ha la
tesi. [

Fissiamo H spazio di Hilbert complesso con prodotto hermitiano (.-.) e norma indotta ||.| .
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Osservazione 8.4.3: Siano p € C[z] e A € L™ (H). Presi 2,y € H si ha
(p(A)z-y) = aj(Az-y)=> aj(x- Aly)
j=1 j=1
=3 @G ATY) = (@ FA)
j=1

in cui p(z) =377, a;jx?, an # 0. Quindi vale

Corollario 8.4.4: Sia A € L*™(H). Allora preso p € Clz] si ha

[P(A)lop = lIPlloo.o(a)-

Dimostrazione. Grazie al Teorema 8.4.2 della mappa spettrale, all’Osservazione 8.4.3, al fatto
che p(A)*p(A) € L*™(H) e al fatto che p(A)*p(A) > 0 si ha (ricordando la Proposizione 8.3.11)
Ip(A)l5 = sup (p(A)z - p(A)z)
xzeH
)l m=1
= sup (p(A)"p(A)z - )

zeH
llzllz=1

= Mp(A)*p(A) = HP(A)*p(A)Hop
= [P(A)p(Allop = |(P)(A)lop
= sup [N = sup [(pp)(N)]

Aea(pp)(A)) Aea(A)
= sup [p(N)p(A\)| = sup |p(\)|?
Aea(A) A€o (A)
2
= ( sup Ip(A)I> = (11120 o ()-
AEc(A)

Definizione 8.4.5: Dato un sottoinsieme S C C definiamo
IIs = {Funzioni polinomiali S — C}.

In cui per funzione polinomiale si intende la funzione indotta da un polinomio di C[x].

Osservazione 8.4.6: Nel contesto della definizione precedente, lo spazio Ilg con 'operazione
di somma e di prodotto (tra i rispettivi polinomi di due funzioni polinomiali in IIg) forma un
algebra di funzioni. Inoltre se S ¢ compatto ¢ possibile dare a Ilg una struttura di spazio

normato con la norma ||.||s,s-
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Osservazione 8.4.7: Per riportare alla memoria quel che riguarda la differenza tra polinomi
e funzioni polinomiali, ricordiamo ad esempio che se S ¢ finito la funzione polinomiale su S

associata ad un polinomio p € C[z], p # 0, puo essere la funzione nulla.

Lemma 8.4.8: Sia A € L5 (H). Allora esiste un omomorfismo di algebre isometrico
I, 4 =2 L(H)
t.c. pa(p) =p(A) Vp € Il,4). Inoltre se p € Rlx] si ha p(A) € L™ (H).

Dimostrazione. 11 fatto che sia un omomorfismo di algebre & una banale verifica. Vediamo che

¢ isometrico. Sia p € Il,(4), grazie al Corollario 8.4.4, possiamo scrivere

”p(A) ”OP = HpHoo,o(A)

che ¢ quanto voluto. L’ultima affermazione segue dalle seguenti uguaglianze
(p(A)z-y) = a;j(Az-y) = aj(z- Ay)
j=1 j=1
n .
= (z-a;Aly) = (z - p(A)y)
j=1

incui z,y € H e p(x) = Z?Zl a;z? con {a;}j=1,..n CR, a, #0. dJ

Teorema 8.4.9 (Calcolo funzionale continuo per operatori simmetrici): Sia A €

L$"™(H). Esiste un unico omomorfismo continuo di algebre
dy:C%0(A),C) — L(H)
t.c. ®4(ldy(a)) = A. Inoltre, indicando f(A) = ®a(f), si ha:

(1) ®4 ¢ isometrico ed ha immagine C[A]" (chiusura nella norma operatoriale di C[A] =

eA(yca));
(2) se f € CY%a(A),R) t.c. f>0 suoc(A), allora f(A) > 0;
(3) se f € C%c(A),R) si ha f(A) € L (H);
(4) F(A) = f(A)* per ogni f € C%(o(A),C);
(5) se Be L(H) e AB = BA allora f(A)B = Bf(A).

Dimostrazione. Per il Teorema di Stone II, 4y & uniformemente denso in C%(c(A), C) (ricordia-
mo che o(A) & compatto), dunque essendo ¢4 omomorfismo di algebre isometrico, si estende
per densita ad un omomorfismo di algebre isometrico ® 4 che soddisfa ®4(Id,(4)) = A. Questo

dimostra l’esistenza dell’omomorfismo ed il punto (1).
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Vediamo il punto (2). Se p € C[z]| con p > 0 su o(A) allora o(p(A)) = p(c(A)) C [0, +00),
che significa p(A) > 0 (grazie al Corollario 8.3.12) e questo si estende anche alla chiusura. Infatti
se f € CYc(A),C) t.c. f>0,allora esiste (pg)ren C Ug(a) t-c. pr > 0 per ogni k € Nepy — f
uniformemente su o(A) (in quanto se (gr)ren C Iy (4) sono t.c. gx — f uniformemente su o(A),
allora definendo py = qx + || f — qkloo,o(4) Per 0gni k € N, si ha che anche py — f uniformemente
suo(A) e pr > 0 per ogni k € N) e di conseguenza anche f(A) > 0.

Per quanto riguarda il punto (3) notiamo che se f € C°(c(A),R) questa puod essere appros-
simata uniformemente su o(A) con polinomi (py)ken tutti a coefficienti reali (per il Teorema di
Stone reale) e, grazie al Lemma 8.4.8, vale pi(A) € L (H) Vk € N e di conseguenza anche
f(A) € L™ (H).

Vediamo adesso il punto (4). Siano f € C°0(A),C) e (pg)ren C Clz] tic. pp — f

uniformemente su o(A), allora presi x,y € H, grazie all’Osservazione 8.4.3, si ha

(pr(A)z - y) = (z-pr(A)y) VkeN
ma P — f uniformemente su o(4), dunque segue che

(f(A)z-y) = (z- f(A)y) Yo,y e H

da cui segue f(A)* = f(A).

Anche (5) segue per approssimazione notando che se B € L(H) commuta con A e p € C[z]
si ha che anche p(A) commuta con B.

Resta da dimostrare soltanto 'unicita. Sia ¥ : C°(0(A)) — L(H) omomorfismo continuo
di algebre t.c. W(Id,(4)) = A. Allora ¥ ¢ determinata su tutto Il, ), infatti se p € C[z],
p(z) =327, ajx?, si ha

n n
U(p) =T | Y a;[ldea)l’ | = a;¥(Idy4)) = p(A),
j=1 J=1
dunque, essendo ¥ continua, ¢ determinata su tutta la chiusura uniforme di II,;(4), cioe su

C%0o(A),C), ed & uguale a ® 4. O

Osservazione 8.4.10: Nel contesto del teorema precedente lo spazio [A]Op corrisponde al-

'algebra chiusa generata da A in L(H).
Ricordiamo il fondamentale Teorema di Riesz-Markov per funzionali continui.

Teorema 8.4.11 (di Riesz-Markov per funzionali lineari continui): Siano X spazio
topologico localmente compatto di Hausdorff ed L : C2(X,R) — R un funzionale lineare continuo.

Allora esiste un’unica misura con segno di Radon finita vy, : B(X) — R t.c.

Lf:/deuL Vf e CYX,R).
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Osservazione 8.4.12 (Misure complesse e integrali rispetto ad una misura comples-
sa): (Utile per capire il seguito) Sia (X, M) uno spazio misurabile. Una

Una misura complessa su (X, M) & una funzione d’insieme v : M — C t.c.

(2) per ogni famiglia disgiunta {F}};jen C M si ha
v U Fj = Z I/(Fj)
JEN JEN
in cui la serie nel RHS converge assolutamente in C.

Non e complicato dimostrare che la parte reale e la parte immaginaria di una misura complessa
sono due misure con segno finite (le parti reali ed immaginarie di una serie convergente assolu-
tamente in C sono convergenti assolutamente in R), quindi se v = v + ivg, possiamo prendere

le decomposizioni di Jordan delle due misure con segno finite v1 e vy

ot -
v =v] — v

vy = V;_ — Uy
con v;", vy, v, v; misure positive finite, per ottenere la decomposizione di v
1:V1,V2,V
— (7t - o+ -
v= —v)+ilvy —1y)

dunque a questo punto viene naturale definire per f : X — R misurabile

/dey—[/del/fr—/xfdvl_]—i—i[/deV;—/deyg_]

e quindi per f =u +iv: X — C misurabile

/fdu:/udy+i/vd1/.
X X X

Per f = u + iv: X — C misurabile possiamo scrivere

/de,,_ [/Xudyfr—/xuduf]—i—i[/ wdvy — /Xudl/z_}
[ [ = [oag| [ foai - [ vas]
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dunque

/del/:[/xuduf/Xudyl}i[/ wdvy — /Xudy]
_i[/)(vdyf_/xvdy;}_{/vdyz /dey}
- [/Xuduf—/xuduf]—i[/Xudu;r—/XudVQ_]
_i([/xvdﬁ_/xvdyl]_[/dey;_i/dey2]>
= [wiv—i [ var= [ Fav

Inoltre ricordiamo il seguente risultato tecnico che ci sara utile nel seguito.

Proposizione 8.4.13: Sia X uno spazio metrico localmente compatto separabile e p una misura

boreliana finita su X. Allora per ogni S € B(X) vale

wu(S) =sup{u(K) | K C S compatto}
=inf{u(?) | 2 DS aperto}.

Teorema 8.4.14: Sia A € L5 (H). Esiste un’unica mappa sesquilineare
ma:HxH — {v:B(c(A)) — C | v misura complessa}

t.c. per ogni f € C%(o(A),C) e per ogni x,y € H valga
Py = [ FO)diny
o(A)

in cui si & indicato ma(z,y) = fqy. Inoltre:

(1) per ogni x,y € H, indicando con 1,,, il funzionale integrale associato a jiz,, vale
[ Ly e < Nl llyll 23

(2) per ogni x,y € H vale jiyy = [izy;

(8) per ogni x € H, indicando con piy = pgzz, Si ha che p, € una misura (positiva) finita e

boreliana, inoltre vale

12y, 1 = Il
4) se BeL(H) e t.c. AB= BA allora ji(gy)y = My(B*y) PET 0gni x,y € H.
(Bz)y (B*y)

Dimostrazione. (In classe solo accennata) L’esistenza e l'unicita della mappa sesquilineare segue

dal Teorema 8.4.11 di Riesz-Markov per funzionali lineari continui notando che essendo o(A)



CAPITOLO 8. TEORIA DEGLI OPERATORI LINEARI LIMITATI, SECONDA PARTE 141

compatto, vale C%(a(A),C) = C%a(A),C), che C°(c(A),C) = C°(c(A),R) +iC%c(A),R) e
che se v, v5 sono due misure con segno finite la funzione v = v 4 iy € una ben definita misura

complessa. Inoltre vale

[(f(A)z -y < If (Dllopllzllzllyller = 1 flocolzlallyla Yo,y e H

da cui segue (1).

Il punto (2) segue dalla sesquilinearita del prodotto hermitiano su H e dal fatto che Iy, =

1,,, per ogni z,y € H.
Fissiamo ora z € H. Dimostriamo la prima parte del punto (3). Iniziamo ricordando che,
per il Teorema 8.4.9 (2), se f € C°(a(A),R), f >0, si ha f(A) > 0. In particolare essendo

0,400) 3 (f(4)z - 2) / fdua:—/ f dRe(jiz) + / f (i)

deve succedere fU(A) fdIm(pu,) = 0. Dovendo valere questo per ogni f € C°(o(A),R), f > 0,
si ha necessariamente Im(u,) = 0. Quindi p; = Re(pg), dunque ¢ una misura con segno finita.
Vediamo che in realta ¢ una misura positiva finita. Se la decomposizione di Jordan di u, fosse
pe = pi — p, con u, # 0 si avrebbe l'esistenza di un S C o(A) boreliano t.c p, (S) > 0 e
possiamo supporre g (S) = 0 in quanto le due misure della decomposizione di Jordan sono
mutualmente singolari. Ora p} e pu, sono misure boreliane finite, in particolare sono di Radon,

dunque

iy (S) = sup{p, (K) | K C S compatto}
= inf{p, () | 2 D S aperto}

0=l (S)=inf{ul(Q) | 2> S aperto}

quindi esistono un compatto K C S ed un aperto Q O S di 0(A4) t.c. py (K) >0 e max{u, (2
K),ut(Q)} < M Infatti non ¢ difficile notare che per ogni € > 0 esistono K. C S compatto e

S C Qg aperto t.c. max{u; (% \ K.), uf ()} < &; scegliamo K’ C S compatto t.c. py, (K') >0

pz (K')
2

e fissiamo ¢ = , allora si ha l’esistenza di un K" C S compatto e di un aperto Q O S t.c.

masc{y; (@ K). uf (@)} < )

ma allora preso K = K’ UK"” siha K C S, u; (K)>0e

max{e, (2 \ K), pf ()} < max{pg (Q\ K”), i ()} <
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Allora per il Teorema di Urysohn esiste una funzione v € C%(o(A),[0,1]) t.c. supp(y) C Qe

/ vduxz/ 'Ydﬂx+/ Y dpiy
o(4) K O\K

— i (K)+ [

2\

v=1su K, esi ha

¥ dpte
K

< =5 (K) + pz(2\ K)
< — iy (K) 4 1 () + pz (Q\K) <0

che & un assurdo in quanto v > 0 (quindi I'integrale dovrebbe essere non negativo per quanto
detto in precedenza nella dimostrazione). Dunque effettivamente p; = 0. Invece per la seconda
parte del punto (3) basta tenere a mente il punto (1) e considerare f costante 1 su tutto o(A)
per ottenere I'uguaglianza.

Infine vediamo il punto (4). Se B € L(H) commuta con A allora, per il Teorema 8.4.9 (5),
si ha f(A)B = Bf(A) per ogni f € C°(c(A),C), ma quindi

/U by = (FABE ) = (BI(A)-y) = (J(A)e - BY) = / Lz

per ogni f € C%o(A),C) e per ogni x,y € H. Di conseguenza si ha I(Bz)y = Haz(B+y) PEr ogni
x,y € H. O

Definizione 8.4.15: Nel contesto del Teorema precedente, presi z,y € H, la misura complessa

ma(z,y) = pgy € chiamata misura spettrale di A associata ai vettori x ed y.

Definizione 8.4.16: Sia X uno spazio topologico e sia B(%, C) lo spazio delle funzioni boreliane
limitate ¥ — C. Diciamo che (fx)ren C B(2,C) converge ad f nella convergenza puntuale
dominata su ¥ se fi — f puntualmente su ¥ ed IM > 0 t.c. |fx| < M su X per ogni k € N,

Lemma 8.4.17: Sia ¥ uno spazio metrico. Se A C B(X,C) & una sottoalgebra di funzioni

che contiene C’I?(E, C) chiusa per convergenza puntuale dominata su X, allora necessariamente

¢ A=9B(2,C).

Dimostrazione. (Facoltativo) Passo 1: Sia A C B(X, C) una sottoalgebra chiusa per convergenza
puntuale dominata su ¥, dimostriamo che F ={S C ¥ | 1g € A} é una o-algebra.

Ovviamente ¥ € §F in quanto 1y, € A (e I'l dell’algebra). Se S € F, allora 1gc = 1y —1g € A,
dunque S¢ € F. Se S,D € F, allora 1gnp = 151p € A,dacui SND € F. Quindi F & un’algebra
di insiemi. Adesso facciamo vedere che se (E,)nen C JF allora [,y En € F. Osserviamo che
Mnen En = Mpen Nieo Em, dunque possiamo supporre E,, decrescente per l'inclusione. Sia
E = ﬂneN E,, osserviamo che per ognin € Nvale 15, <1su X e 1, — 1g puntualmente su
3, ossia 1, — 1 nella convergenza puntuale dominata e cio prova che 1 € A e quindi che
Eed.
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Passo 2: Fissiamo A C B(X,C) una sottoalgebra chiusa per convergenza puntuale dominata
su ¥ che contiene CP(X,C). Dimostriamo che A contiene le caratteristiche dei chiusi di %.
Sia F' C X chiuso. Se F' = ¥ allora 1y, € A (perché ¢ I'l dell’algebra) . Supponiamo quindi

F C 3. Consideriamo per ogni n € N 'insieme
F,={zeX¥ |dist(z,F)>2""}

e la funzione
dist(z, F},)

dist(F) + dist(F,) © ©

allora f, € Cg(E, C) ed anzi | f,| < 1 su X, inoltre f,, — 1 puntualmente. Quindi f,, — f nella
convergenza puntuale dominata, dunque 1 € A.

Passo 3: Essendo ¥ = {S C ¥ | 1g € A} una o-algebra, grazie al Passo 2 si ottiene che
F O B(X). Quindi A contiene le funzioni indicatrici dei boreliani di 3. Per concludere la
dimostrazione basta osservare che presa f € B(X,C) puo essere approssimata con funzioni
semplici boreliane (¢p)nen t.c. |¢n] < |f| su X, dunque ¢,, — f nella convergenza puntuale
dominata in X, dunque f € A. Quindi effettivamente A = B(X, C). O

Definizione 8.4.18: Diciamo che una successione di operatori (Ag)ren C L(H) converge ad

A € L(H) nel senso debole degli operatori, se
(Agx - y) — (Az-y) Vz,y € H.

(Ak)ken C L(H) converge ad A € L(H) nel senso forte degli operatori se vi converge puntual-

mente.

Osservazione 8.4.19: [ limite nel senso debole degli operatori ¢ unico.
Infatti se A, A" € L(H) sono due limiti nel senso debole degli operatori di (Ag)reny C L(H),
allora presi comunque z,y € H si ha

(A=A y)| = |(Az-y) = (Aw-y)] = Tim [(Aa-y) = (Aga - y) =0

k—+o0

ma per il Corollario 4.1.8 si ha

[A=Allop = sup  [(A—A)z-y)[=0
ryeH
Nzl vl e <1

da cui segue A = A’
Osservazione 8.4.20: Se una successione di operatori (Ag)ren C L(H) converge nel senso

forte degli operatori ad A € L(H) allora converge ad A anche nel senso debole degli operatori.

Infatti Apz — Ax in H per ogni « € H ed il prodotto hermitiano su H & continuo.



144 8.4. CALCOLO FUNZIONALE PER OPERATORI SIMMETRICI

Teorema 8.4.21 (Calcolo funzionale boreliano per operatori simmetrici): Sia A €

L*"™(H). Esiste un unico omomorfismo di algebre
®4: B(c(A),C) — L(H)

con ® 4 (Ids(4)) = A e sequenzialmente continuo fra la convergenza puntuale dominata su B(o(A),C)
e la convergenza nel senso debole degli operatori su L(H). Inoltre, se {jizy}tzycr € la famiglia
delle misure spettrali di A, indicando f(A) = (T>A(f), si ha

(1) per ogni f € B(c(A),C) e per ogni x,y € H si ha

(F(A)z - y) = / TV iy

(2) Hf(A)HOP < ”f”oo,o(A) per 097”. f € %(U(A)7C)7
(3) J(A) = f(A)* per ogni f € B(c(A),C);
(4) se B€L(H) ét.c. AB= BA allora f(A)B = Bf(A);

(5) se (fr)ken C B(cd(A),C) e fr — f € B(c(A),C) nella convergenza puntuale dominata su
o(A) allora fr(A) — f(A) nel senso forte degli operatori.

Dimostrazione. Vediamo prima 'unicita. Sia @ : B(c(A),C),C) — L(H) un secondo omomorfi-
smo di algebre t.c. ®(Idy( A)) = A e che sia sequenzialmente continuo fra la convergenza puntuale
dominata su B(c(A),C) e la convergenza nel senso debole degli operatori su L(H). Grazie al

Teorema 8.4.9 (in particolare al risultato di unicita che esso contiene) si ha necessariamente

B(f) = Ta(f) = Balf) Vf € C%c(A),C)

ossia A = {f € B(a(A),C) | &(f) = Ba(f)} D C°0c(A),C). Osserviamo che, essendo entrambi
® e &4 omomorfismi di algebre, la famiglia A & una sottoalgebra di B(c(A),C) ed essendo
entrambi ® e ® 4 sequenzialmente continui fra la convergenza puntuale dominata su B(o(A),C)
e la convergenza nel senso debole degli operatori su L(H), A ¢ chiusa per la convergenza pun-
tuale dominata su o(A) (il limite nel senso debole degli operatori ¢ unico come dimostrato
nell’Osservazione 8.4.19). Quindi per il Lemma 8.4.17 si ha A = B(c(A), C), che prova 'unicita
voluta.

Passiamo adesso all’esistenza. Per f € B(o(A),C) definiamo ®4(f) € L(H) osservando che,

per il Teorema 8.4.14, la forma
Hoxt 5 )= [ Sy (3) = ) € €

¢ sesquilineare e continua, infatti possiamo scrivere

[Ty IS My 1l f lloo o) < I lloo,oy ez llyll (8.2)
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quindi per il Teorema 2.4.3 di Lax-Milgram resta definito un operatore ® 4(f) € L(H) t.c.
FO) dpay(\) = (2a(f)z-y) Va.y € H
o(A)
che & (1). In particolare, dal Teorema 8.4.14, si ha

~

(@a(f)z-y) = FN) dpay(A) = (@a(f)z - y) = (f(A)z-y)

o(A)

per ogni f € C%c(A),C) e per ogni x,y € H, ossia
(@a(f) = @a(f))z-y) =0 Vf € C°(0(A),C) Va,y e H

ma per il Corollario 4.1.8 si ha

~

1RA(f) = @a(Hllop = sip - ((Palf) = @a(f))z-y) =0
RIS
el e lyll <1
da cui segue E)A(f) = ®4(f) per ogni f € C°(o(A),C) (in particolare CfA(IdU(A)) = A). Il punto
(2) segue facilmente dalle stime nell’eq. (8.2).
Vediamo il punto (3). Sia f € B(c(A),C), allora

per ogni x,y € H, dunque

ma per il Corollario 4.1.8 si ha

1PA(S)* = @a(Pllop = Sup_ (@a(f)" = @a(P)a-y) =
'Z,7y
)l e[yl <1
da cui segue ®4(f)* = ®4(f), che & (3).
Dimostriamo il punto (4). Sia B € L(H) che commuta con A ed f € B(c(A),C). Allora

(BA(f)z ) = (Ba(f)z- By) = / PRLCLTTEY

(@a(f)Bz-y) = / 1 OV i, O
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per ogni x,y € H, ma dal Teorema 8.4.14 (5) si ha fi,(p+y) = p4(Bz)y, di conseguenza si ha
(B®A(f) = @a(f)B)x-y) =0 Va,y € H

quindi per il Corollario 4.1.8 si ha

~

IB&A(f) = Ba(f)Bllop = Sup_ (Ba(f) — ®a(f)B)z - y) =0
x,ye
|l e llyll <1
da cui segue il punto (4).
Infine dimostriamo il punto (5). Sia (fx)ken C B(0(A),C) t.c. fr — f € B(c(A),C) nella
convergenza puntuale dominata, sia M > 0 che domina le f; (e quindi anche f). Allora preso

x € H, usando il punto (3) ed il fatto che ®,4 & un omomorfismo di algebre, si ottiene

1B a(fr)z — a(f)al|? = fr)x —Ba(f)z) - (@alfr)z — alf)z))

((@al
= ((Pa(fr) — Pa()* (Palfi) — Pa(f))z - x)
= (®alfu — /) @alfi — flz - )
= (@a(fe = HOalfr — )z~ 2)
= (@a((fs = H(fx — )z - 2)
= (®a(|fx — [Pz - 2)

=/ = fP e — 0
o(A)

che tende a 0 per il Teorema di convergenza dominata di Lebesgue in quanto fi — f puntual-
mente su o0(A) e |fr — f|> < 4M? € LY(0(A), pz) per ogni k € N. Per Parbitrarieta di z € H si
ottiene (5) (in particolare ® 4(f) — ®4(f) nel senso debole degli operatori lineari). O



CAPITOLO E)

Elementi di Teoria delle Distribuzioni

9.1 LF-spazi

Definizione 9.1.1 (LF-spazio): Un LF-spazio ¢ un limite induttivo stretto di spazi di Frechét.

Proposizione 9.1.2: Sia X = ligqs X, un LF-spazio, allora:

(1) X, é un sottospazio lineare chiuso di X~ la cui topologia coincide con la topologia di

sottospazio topologico in Xoo;
(2) un A C X € limitato in X se e solo se In € N t.c. AC X, e A ¢é limitato in X,,;
(3) Xoo € localmente convesso e completo;
(4) se X, € Xpt1 Vn €N, allora Xo non é metrizzabile;

(5) siaY SVT e L : Xoo — Y lineare, allora L é continua se e solo se Lx, ¢é continua per

ogni n € N.
Dimostrazione. (1) Segue dalla Proposizione 3.7.11 (1).
(2) Segue dalla Proposizione 3.7.11 (4).

(3) La locale convessita segue dalla Proposizione 3.7.6. Vediamo la completezza. Una succes-
sione di Cauchy in X, (Tk)gen, vi € limitata (Proposizione 3.4.14), dunque ¢ contenuta
in un X, per il punto (2) e vi & ancora di Cauchy, infatti se U € B, allora per il punto
(1) esiste un S € B t.c. SNX,, CU, maesiste N € Nt.c. Vp,g >nvalex, —x4 €S
e contemporaneamente z, — z, € X, (perché (xy)reny C X, che ¢ sottospazio lineare),
dunque Vp,q > n vale z, — x4 € U. Quindi essendo X,, di Frechét si ha z,, - = € X,.
Ma preso V' € B, si ha che VN X, ¢ intorno di 0 in X,, e quindi z + (V N X,,) & intorno

147
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di z in X,, (per il punto (1)), allora x,, € z + (V N X,,) definitivamente, da cui segue che

Ty € x + V definitivamente. Quindi x,, — = anche in X ..

(4) Segue dal Corollario 3.1.9 che ogni X, ha parte interna vuota in X, ma allora X, ¢ di
I-categoria e quindi essendo completo (punto (3)), per il Corollario 6.1.4 del Teorema di

Baire, segue che non ¢ metrizzabile.

(5) Segue dal Teorema 3.7.4.
O

Definizione 9.1.3: Sia X uno SVTLC, un insieme B C X assorbente, bilanciato, convesso
e chiuso & detto barile. Diremo che X ¢ uno spazio barilato se ogni barile di X ¢ un intorno
(convesso) di 0 € X.

Proposizione 9.1.4: Sia X uno spazio di Frechét, allora X € uno spazio barilato.

Dimostrazione. Sia B C X un barile, allora X = [ nB, ma X e di Frechet, dunque ¢ di

neNL
II-categoria per il Corollario 6.1.4 del Teorema di Baire, ma allora necessariamente B = B # 0

ed essendo B bilanciato e convesso si ha di conseguenza B D %(103 — Zgj’) >0€eX. O

Teorema 9.1.5: Ogni limite induttivo di spazi barilati é spazio barilato.

Dimostrazione. Siano {X,, },en spazi barilati e prendiamo X, = lian. Sia B C X4 un suo
barile, allora per ogni n € N I'insieme BN X,, ¢ un barile di X,, (dalla continuita dell’inclusione
Xy, — X si ha la chiusura, il resto sono semplici verifiche). Ma allora B N X,, ¢ un intorno
convesso di 0 in X,, e quindi B & un intorno di 0 in X, (in particolare B € BY della Proposizione
3.7.6). O

Corollario 9.1.6: Ogni limite induttivo di spazi di Frechét ¢ uno spazio barilato. In particolare

ogni LF-spazio é uno spazio barilato.

Definizione 9.1.7: Sia X uno SVTLC, un insieme B C X & detto bornofago se assorbe ogni
limitato di X. Diremo che X & uno spazio bornologico se ogni insieme convesso e bornofago di

X ¢ un intorno di 0 in X.

Proposizione 9.1.8: Sia X SVTLC N1, allora X é uno spazio bornologico.

Dimostrazione. Dimostriamo che se C' C X ¢ convesso ma non ¢ intorno di 0 in X allora non
& bornofago, da cui segue quanto voluto. Sia quindi C' C X convesso non intorno di 0 in X,
allora esiste una successione (zy,)neny C X \ C t.c. x,, — 0 in X. Sia {U, },en una base locale di
intorni di X t.c.

nUnH cU, YyneN
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(possiamo prenderla cosi per continuita del prodotto per scalari) ed a meno di prendere una

sottosuccessione possiamo supporre che x, € Upy1 Vn € N. Quindi si ha
nry, CnUpy1 CU, VneN

quindi nx, — 0 in X, in particolare (nz,)nen € una successione di Cauchy in X e quindi e
limitata per la Proposizione 3.4.14. Ma nx,, ¢ nC per ogni n € N (perché z,, ¢ C), quindi C

non assorbe il limitato {nzy,},ecn. Dunque C non & bornofago. O

Teorema 9.1.9: Ogni limite induttivo di spazi bornologici é spazio bornologico.

Dimostrazione. Siano {X,}nen spazi bornologici e prendiamo X, = hgl X,. Sia C C X4
convesso e bornofago in X, allora per ogni n € N l'insieme C' N X, € convesso e bornofago in
X, (in quanto ogni limitato S di X,, € limitato anche in X, infatti per ogni U € B, vale che
U N X, & intorno di 0 in X,,, quindi assorbe S, in particolare U assorbe S, quindi S & limitato
anche in X,). Dunque C' N X,, & intorno convesso di 0 in X,, per ogni n € N e quindi C' & un

intorno di 0 in X, (in particolare C' € B della Proposizione 3.7.6). O

Corollario 9.1.10: Ogni limite induttivo di SVITLC N1 é uno spazio bornologico. In particolare

ogni LF-spazio é uno spazio bornologico.

9.2 Spazi di Funzioni Regolari

In tutto il resto della sezione sara  C R? un aperto e X(Q2) = {K C R? | K compatto, K C Q}.
Per o € N? useremo le notazioni |a| = Z?Zl a; e 0Yf = 9*..0%f con f funzione per cui
questo abbia senso. Inoltre considereremo i seguenti spazi d’ora in avanti (i dettagli di quanto

affermeremo sono lasciati al lettore):

e« CON) ={f:9Q— R| f continua} con la topologia da SVTLC T0 indotta dalla famiglia

separante di seminorme {||.||co, i } K ex(02)}

« Ok ={f € C%Q) | supp(f) C K}, in cui K € K(Q) e supp(f) = {z € R?| f(z) # 0},
munito della topologia da sottospazio topologico da SVTLC T0 indotta da quella di C°(£2)

9 o i i 0).
su C | (che & in corrispondenza con Cyr);

o CYQ) = {fecC'MRY) | supp(f) € K(Q)}, con la topologia da limite induttivo di SVITLC
TO data da C2(Q) = lim C’?(j con {Kj}jen compatti t.c. K; C Kjy1 Vj € Ne Q =
UjeN Kj;

o« C™(Q)={f:9Q—R|3IO*f continua Yo € N¢ con |a| < m} con la topologia da SVTLC

TO data dalla famiglia separante di seminorme {pm k } kex (), in cui

P, (f) = max [|0%fllec,x Vf € C™();
aeNd

|ao|<m
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o« C®(Q) = {f:Q — R | 30“f continua Ya € N¢} con la topologia da SVTLC TO data

dalla famiglia separante di seminorme {pm, i } K ex(Q);
meN

o C¥ ={feC®R? |supp(f) C K}, in cui K € X(Q), munito della topologia da sotto-
spazio topologico da SVTLC indotta da quella di C*°(2) su C}’(O‘Q (che ¢ in corrispondenza

con C%), in particolare ¢ indotta dalle seminorme {py,, Koo }nend;
K

o D) =CX(Q) = {f € C®RY) | supp(f) € X(Q)}, con la topologia da limite induttivo
di SVTLC T0 data da C°(2) = lim CF con {K;}jen compatti t.c. K; C Kj11 Vj €N
e Q)= UjEN Kj;

Lemma 9.2.1: C%Q) ¢ uno spazio di Frechét.

Dimostrazione. Se {Ky}nen C K(Q) sono t.c. Q= J, ey Kn e K C Kpy1 per ogni n € N la
topologia di C°(Q) ¢ anche quella indotta dalla famiglia numerabile di seminorme {||.||cc.c,, }nen,
dunque, essendo la topologia TO, si ha la metrizzabilita grazie al Teorema 3.6.1.

Vediamo la completezza. Se (f);en € una successione di Cauchy in C?(), allora per qualsiasi
K € X(Q) si ha che ( Ji) x)jen & una successione di Cauchy in C°(K) topologizzato dalla norma
uniforme ||.|| x, il quale &€ completo (Proposizione 1.3.2, ricordando che K ¢ compatto), dunque
[j converge uniformemente su ogni compatto di X(2) ed in particolare su K; per ogni j € N,

quindi converge anche in C%(Q). O

Proposizione 9.2.2: C%(Q) ¢ un LF-spazio.

Dimostrazione. Per ogni K € K(Q) lo spazio C% & uno spazio di Frechét (C’%IQ ¢ sottospa-
zio lineare chiuso di C°(2) che & di Frechét per i Lemma 9.2.1), inoltre il limite induttivo &

ovviamente stretto, quindi si ha quanto voluto. ]

Corollario 9.2.3: C"™(Q) ¢é uno spazio di Frechét.

Dimostrazione. Se {Ky}nen C K(Q) sono t.c. Q = J, ey Kn e Kn C Kpy1 per ogni n € N la
topologia di C™ () ¢ anche quella indotta dalla famiglia numerabile di seminorme {p, r; }jen,
dunque, come prima, la metrizzabilita segue dal Teorema 3.6.1.

La completezza segue da quella di C°(£2) (Lemma 9.2.1) e dal Teorema di limite sotto il segno
di derivata, infatti se (f;);jen € una successione di Cauchy in C™(€2) allora per ogni o € N? con
|| < m la successione (9°f;) en ¢ di Cauchy in C°(Q) (per la fattezza delle seminorme dei due
spazi), dunque per ogni a € N con |a| < m la successione (0% fj)jen converge uniformemente
sui compatti di K(Q2) (dalla fattezza della topologia di C°(Q2)) ad una g, € C%(Q) e per il
Teorema di limite sotto il segno di derivata segue che anche il limite f = go € C%() & in realta
in C™(Q) con 9“f = g, per ogni a € N? con |a| < m. O

Teorema 9.2.4: C>°(Q) é uno spazio di Frechét. Inoltre i limitati di C*°(Q) sono relativamente
compatti in C>(2).
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Dimostrazione. Se {Ky}nen C K(Q) sono t.c. Q = J, ey Kn ¢ K C Kpy1 per ogni n € N la
topologia di C°(€2) ¢ anche quella indotta dalla famiglia numerabile di seminorme {p, K; }mGNN’
dunque, come prima, la metrizzabilita segue dal Teorema 3.6.1. <
Vediamo la completezza. Essendo le seminorme che topologizzano C™(£2) contenute in quelle
che topologizzano C*°(2) per ogni m € N segue che se (f;j);jen € una successione di Cauchy in
C*>*(9) allora lo & anche in C™(£2), dunque per il Corollario 9.2.3 la successione converge in
C™(Q) per ogni m € N e da questo segue che (fj)jen converge in C*°(Q2) (in quanto ogni
seminorma che topologizza C'°°(£2) topologizza anche C™(2) per un qualche m € N).
Dimostriamo adesso 'ultima affermazione. Se A C C'*°(Q) ¢ limitato allora dalla Proposi-

zione 3.4.10 segue che

SUp pm+1,5(f) = C(m, K) < +oo VK € X(2) Vm e N
feA

e cid implica che le {0%f | f € A, a € N? con |a|] < m + 1} sono limitate sul compat-
to K, dunque prendendo K convesso, segue dal Teorema del valor medio, che le funzioni
{0°f | f € A, o € N% con |a| < m} sono equilipschitziane (e quindi equicontinue), quindi,
presa una qualsiasi successione di funzioni in A, per il Teorema di Ascoli-Arzela si trova una
sottosuccessione convergente in C™(2). Potendo fare questo per ogni m € N troviamo una suc-
cessione di sottosuccessioni t.c. I’m-esima sottosuccessione converge in C™(2) per ogni n < m,
dunque usando un argomento diagonale possiamo costruire attraverso esse un’ulteriore sotto-
successione che converge stavolta in ogni C™(£2) e quindi in C*°(£2). Quindi A e relativamente

sequenzialmente compatto. ]

Teorema 9.2.5: D(Q) ¢ un LF-spazio.

Dimostrazione. Per ogni K € K(£2) lo spazio C% & di Frechét ( K | sottospazio lineare chiuso
di C*°(Q) che e di Frechét per il Teorema 9.2.4), inoltre il limite induttivo ¢ ovviamente stretto,

quindi si ha quanto voluto. O

Nel seguito, dato m € N, denoteremo

P(f) = mas [0 flloc Vf € C™ ().
aeN

laj<m

Osserviamo che se K € K(Q2) allora per f € C" () con supp(f) C K vale

pm(f) = pm,K(f)'

Inoltre utilizzeremo lo spazio

CUQ)+ ={f€CQ) | f(z) >0 Yz €Q}.
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Teorema 9.2.6 (Seminorme per C%(2)): La famiglia di seminorme (norme) {lllo}oeco@),

in cui per ogni o € CO(Q)4 ¢
lulle = lloulleo Vu € C2(R)
induce la topologia di LF-spazio di CO(Q).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢ : Q — R t.c.

1

allora o € C%(Q), () > 0 per ogni z € Q ed un suo qualsiasi sottolivello S. = {z € Q| p(z) <
c}, con ¢ € R, ¢ chiuso (per continuita) e limitato (perché se x € S, allora necessariamente

|z]| < ¢)in Q C RY, ossia S. € K(Q). Consideriamo per ogni i € N Iinsieme
Ki={zeQ] lp@)— il <1)

che ¢ chiuso e contenuto in S;;1, dunque K; € K(€2) per ogni i € N. Inoltre Q = (J,.y K; e
K;NKj;=0peri,jeNcon |i—j|> 2, infatti presi 4,5 € Ncon |i — j| > 2 ez € K, si ha

2 <|i—jl<li—p@)]+lp(@) =gl < li—p(x) +1

e quindi |¢(x) —i| > 1, ossia = € K.
Definiamo per j € N
nj(@) = (1 - le(@) —j))" Vo e

allora, per ogni j € N, vale n; € C°(Q)4, supp(n;) C K; (se x € Q con |p(x) — j| > 1 allora
nj(x) = 0) e 0 < n; < 1suf inoltre Y, ym = 1 su Q perché pilt in generale per ogni
t € [0,4+00) vale

D —ft—ihT =[P+t (] + D]

€N

=A==+ -+ -] =1

Sia U intorno convesso di 0 in C?(€2) e definiamo per ogni j € N il numero
0j = inf{|Julloc | u € C; \ U}

ed osserviamo che 0; > 0 in quanto U N C%j ¢ intorno di 0 € C’%j (e (C%j \U)N({UnN C’%j) = 0).

Inoltre sempre per j € N definiamo
gj =27 min(0;-2, 8j-1,05, 041, 8j+2)
e quindi sara

p(x) = emj(x) Vo e

jeN
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ed osserviamo che p € C%(Q)4 e p(z) > 0 per ogni = € O (in quanto {K;}jen ricopre e preso
x € Q almeno un n; ¢ non nullo ed i ¢; sono tutti non nulli). Quindi ¢ ben definita la funzione

o€ C%0)y toc. ,
o(z) = @) Vo € Q.

Dimostriamo che B, = {u € C%(Q) | |jou|lx < 1} C U. Sia u € By, allora
lo(z)u(z)| <1 Vo eQ

cioe
lu(z)| < p(z) Vo e Q.

Fissiamo adesso ¢ € N e consideriamo u1n; € C?Q’ allora per ogni z € Q (essendo supp(n;) C K;
per ogni Vj € N, K;NK; =0 per j € Ncon |i —j| >2e0<n; <1suf perogni j € N) si ha

[u(@)ni ()| < pla)m(a) =) ejmi(a)n(x)

jeN
i+2
= Z enj(@)ni(x) < ej—o+ i1 + € + €ig1 + €ig2
j=i—2

S (2—’i—6 + 2—i—5 + 2—i—4 + 2—i—3 + 2—i—2)6i
< (2—’i—5 _|_ 2—i—5 + 2—i—4 + 2—i—3 + 2—i—2)6i
= 2—i—15i

A

ciod |20 un;| < 6; su Q, da cui segue [|2¢71in; |l < & e quindi necessariamente 2 lun; € U
(dalla definizione di d;). Ma vale

o (Z m) u=3 =322 )
€N €N €N

e questa ¢ una somma con finiti termini non nulli, infatti n;u # 0 solo per quegli i € N t.c.

supp(n;) N supp(u) # () che sono finiti in quanto supp(u) € K(2) ed & ricoperto dagli aperti

{Ai}iENa in cui
Ai={zeQ||px)—i <1} CK; VieN

(tali A; ricoprono §2 in quanto ¢ ¢ continua, ed in particolare finita, su €2), dunque esiste un

sottoricoprimento finito {4;, }j.:o, con s € Nejo<j <...<js dacul

S S js
supp(u) C U A, C U K, C U K;
=0 =0 i=0

in particolare supp(u) N K; = () per i > j; + 2. Allora

Js Js
w=>Y 2712 pu) + (1 -3 2—1—1> 0
=0 1=0
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che & combinazione convessa di elementi di U, che & convesso, quindi v € U. Quindi B, C U. Ma
per l'arbitrarieta di U intorno convesso di 0 in C2(€2) (che & SVTLC, quindi ammette una base
locale di intorni aperti convessi) segue che la topologia indotta dalle seminorme {||.||s}secoq).
¢ fine almeno quanto quella da LF-spazio (B, € intorno di 0 nella topologia delle seminorme in
questione su C%(Q)).

D’altra parte, fissata o € C°(Q) 4 e preso B, come prima, vale che BUHC% ¢ intorno convesso
di 0 in CY% per ogni K € K(12), infatti preso K € X(Q) e u € C% vale

loulloo < [lofoc i l|tloo
quindi
{ue Ck | lulloox < o3} € Bo
e il LHS & intorno di 0 in C?{, quindi si ha quanto voluto. Ma allora per la Proposizione 3.7.6
si ha che B, ¢ intorno di 0 anche nella topologia da LF-spazio di C?(£2) e quindi quest’ultima,

topologia ¢ fine almeno quanto quella delle seminorme {||.||s}seco(), . Di conseguenza si ha

e
I'uguaglianza tra le due topologie considerate. O

Definizione 9.2.7: Le parentesi di Iverson sono le H t.c. se P ¢ una proposizione vale

0 se P ¢ falsa
[P] = :
1 se P é vera

Lemma 9.2.8: Ogni funzione positiva localmente limitata su Q C R? aperto ¢ dominata da

una funzione positiva continua.

Dimostrazione. Basta fare il caso uno dimensionale, in quanto poi per il caso Q C R? basta
applicare il caso unidimensionale ad ogni componente. Possiamo considerare senza perdita di
generalita 2 un intervallo aperto (a meno di restringerci alle componenti connesse). Sia quindi
Q C R aperto e f: Q — [0,400) localmente limitata, allora per locale limitatezza per ogni
n € ZNQ esiste M, € [0,+00) t.c.
sup flx) < M,.
z€[—(|In|+1),|n|+1]NQ2
Dunque prendiamo h : © — [0, +00) l'interpolazione lineare dei punti {(n, M,)}neznq, allora h
e continua e h > f su (. O

Proposizione 9.2.9 (Formula di Leibniz): Siano f,g € D(Q) e a = (a;)i=1...a € N¢. Vale
la formula
Q & o —
()= X () @iy
B<a B
in cui se B = (B;)i=1,..d € N¢ ¢ B < a quando B; < oy Vi€ {l,...d} e

(5)-11(3)
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Dimostrazione. Prese u,v € D(), j € {1,...,d} e n € N si dimostra facilmente per induzione la

formula

o =3 (1) 015

1=0

Applicando tale formula in modo quasi compulsivo per ogni variabile si arriva a

0*(fo)=>_ > (j‘;) <ad> (01100 )(92—_§2a~iag)

=0 ig—0 id
che e quanto voluto. O
Teorema 9.2.10 (Seminorme di Garding-Lions per D(Q)): Consideriamo la famiglia
O ={0=(0a)pexs C CO(Q)+ | {supp(fa)}uene € una famiglia localmente finita}.
La famiglia di seminorme {||.||o}oco, in cui per ogni 6 € © ¢é

1/ 1le s |00 (2)0% f(2)| Vf e C(Q)

z,0) EQ XN

induce la topologia di LF-spazio di C2°(SY). In particolare basta la sottofamiglia di seminorme
Py = {top = llgow | o, € COQ) 4 con 000W) € O}, in cui per ogni o, € CO(Q) 4 si ¢

chiamato 67 = {0&0’”)}(16Nd con
00 (2) = () || < p(x)] Vo € Q
in cui le parentesi quadre sono le parentesi di Iverson.

Dimostrazione. Passo 1: Vediamo che le ||.||g sono ben definite.

Vale che § = (0,),ene € © se e solo se
Ve € Q 3U intorno di z t.c. Vo' € U vale 04(2") # 0 solo per finiti v € N¥ (9.1)
che a sua volta equivale a dire
Vr€Q ImeN U intorno di x t.c. Va' € U fu(2') =0 Yo € N? con |a| > m. (9.2)

Per I'eq. (9.2), per ogni 6 € ©, & ben definita una funzione py : 2 — [0, +00) localmente finita

(ogni punto di 2 ammette un intorno su cui py € finita) t.c.
0o(z) =0 Ya € N |a| > up(z)
infatti possiamo prendere

po(z) = min{m € N | §,(x) =0 Va € N? |a| > m}
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e senza perdita di generalita, per il Lemma 9.2.8, possiamo supporre jg continua. Per 'eq. (9.1),
fissate § € © e f € D(Q), vale che

supp(0f) = {(z,a) € @ x N | 64 (2) f(x) # 0}

¢ compatto, infatti supp(f) ¢ compatto ed ¢ quindi ben definito N = max,cgupp(s) () (Per

continuita), ma allora vale
0o(z) =0 Ya € N? |a| > N Vz € supp(f)

da cui segue supp(f) C supp(f) x {0,1,..., N}¢ e quest’ultimo insieme & compatto nella topo-
logia prodotto di © x N? (in cui su N¢ ¢’¢ a topologia discreta), quindi supp(ff) & chiuso in
un compatto e quindi compatto. Come conseguenza di quanto detto si ha che € ben definito il

massimo

max  [0o(2)0f(x)] = || fllo-

(z,a) QXN

Passo 2: Vediamo che {||.||o}sco e Py inducono la stessa topologia su D(€2).
Un sottoinsieme cofinale di © (A insieme, B C A & cofinale in A se Va € A 3b € B t.c.
a < b) & quello dato dalle 0@ ¢ @, infatti dato 6 € © si ha

bu(w) < maxs B(w)[lo] < po(a)] = oo(a) o] < po(x)] = 674 (a)
€
181<uo(x)
Di conseguenza le topologie indotte dalle due famiglie, {|.||p}sco € Py, sono la stessa (quel-
la indotta dalla famiglia cofinale ¢ ovviamente meno fine rispetto a quella data da tutte le
seminorme, viceversa il fatto che ¢ cofinale ci dice che per ogni 6 € © esiste una (%" t.c.

l.-lle < II-llges) = Go,p € quindi che
{z€Q|gop(@) <n '} C{zeQ||allo<n'}

dunque la topologia data dalla famiglia cofinita ¢ piu fine dell’altra).
Passo 3: Vediamo adesso che Py induce la topologia da LF-spazio di D(1).

Osserviamo preliminarmente che per ogni g5, € P4 vale

Gou(f) < lolloc,kPm.x (f) Vf € CF (9-3)

con 1 = [|to,ic-
Passo 3.1: Vediamo che la topologia indotta dalla famiglia P, ¢ meno fine di quella da LF-
spazio.
Per ogni K € X(£2) l'inclusione C7 — D(Q) & continua rispetto alla topologia indotta da
Py su D(R) grazie alla disuguaglianza nell’eq. (9.3) (Teorema 3.3.3). Ma allora presa una base
locale di intorni convessi di 0 in D(2), B (esiste per il Lemma 3.1.11), fissato A € B, si ha

ANCF intorno di 0 convesso in C§ per ogni K € K(2), di conseguenza A ¢ intorno convesso in
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D(Q) con la topologia da LF-spazio (Proposizione 3.7.6). Quindi, su D(), la topologia indotta
dalla famiglia P, ¢ effettivamente meno fine di quella da LF-spazio.
Passo 3.2: Vediamo che la topologia indotta dalla famiglia P, é pit fine di quella da LF-spazio.
Fissiamo ¢ € C*°(€2) non negativa su Q e t.c. S, = {x € Q| p(z) < ¢} & compatto per ogni

¢ € R. Consideriamo per ogni ¢ € N I'insieme
Ki={z e Q] lp(a) — il < 1}

che & compatto in quanto ¢ chiuso e contenuto in S;;+1), quindi K; € K(Q) per ogni i € N.
Inoltre Q = (J;cn Ki e K; N K = () per |i — j| > 2, infatti presi i,j € Ncon |[i —j| > 2 e x € K;
si ha
2<fi=jl<li—e@)|+]e(z) = jl <li—px)]+1
e quindi |¢(x) — 1| > 1, ossia = ¢ K.
Fissiamo poi g € C*°(R) con 0 < g(z) < 1 per ogni z € R, supp(g) = [—1,1] e
* g(t) = g(—t) per ogni t € [0, +00);
o g(t)+g(1 —t) =1 per ognit € [0,1];
da queste due condizioni segue che per ¢t > 0 vale
Y oglt—j)=g(t—1t]) +g(t = ([t] +1))
jeN
=gt —t)+9(0—-(t-[t]) =1
Poniamo allora per j € N
nj(x) = g(p(x) — 1)
ed osserviamo che 7; € C*°(€), 0 <7; <1su 2, 3. =1suQesupp(n;) C Kj (se z € 2 con
| — 7| > 1 allora n;(z) = 0).
Prendiamo U un intorno convesso (senza perdita di generalita) di 0 in D(2) nella sua topo-

logia da LF-spazio. Per ogni ¢ € N, poich¢ U N CE ¢ intorno (convesso) di 0 in CE, ne segue
che esistono §; > 0 ed m; > 0 t.c.

{f € C% | pm,(f) = Pmix(f) <&} CU.

Definiamo poi
l; = max m;
T
li—jl<2

p) = lmj(x) Yz eQ
jeN
osserviamo che p € C°(2),. Inoltre per i € N vale
m; < min [;

~ jEN
li—j|<2
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e se r € K; allora

Z lini(x) > 1;%{]1 l; Z nj(z) = mln l; an = Ijréllg I >my
Sl li-ils2 IS, Ziica ke ji=jl<2
1—7|1< =]
ossia
pu(z) >m; Vo e K;. (9.4)

A questo punto per ogni i € N definiamo i numeri
0 =272 Mipn, (i)'

e con questi per j € N sara

€5 = min 51',
€N
li—il<2

ed infine )

Z5j77j(33) Vo € Q.
JjEN
(osserviamo che 3y €;n; € non nulla su tutto  in quanto {K};en ricopre €2 e preso x € Q

almeno un 7; € non nullo ed i £ sono tutti non nulli). Allora per ogni i € N vale

d; > max ¢;

jeN
l7—i]<2
e quindi per ogni x € K, si ha
i+2
-1
= emil) = > gmy)
jEN j=i—2
i+2
< max g; <max5 ) = max ¢, <6
= ijen J Z n; () e ]an pre
j—il<2  I=2 G- z|<2 JjeN lj—il<2
ossia
o(z)™1<0; Yz e K; VieN. (9.5)

Abbiamo quindi costruito entrambe le funzioni continue e positive o e p; adesso verifichiamo

che effettivamente con queste si ha

{f €D | qopulf) <1} CU.

Dico che per ogni i € N la funzione 27!y, f € C¥, e ha seminorma Pm; (270 f) < ;. Infatti
fissato i € N e presi 2 € K;, a € N? con |a| < m;, usando Formula di Leibniz (Proposizione
9.2.9), si ottiene

(2 ) () = 20 (i) (@) = 271 Y ( ) (0 (@))(0° f ()

B<a
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e prendendo il modulo abbiamo

0@ ) (@ |<2”1Z<)|8” ()]16° ()

B<a
< 2itl (a) . (n;) max |0° f(x
<27\ 30 (3) | ot s 100

= 27120p, (n)o(2) max [07f(@)]o ()™

< 22 pn, (1), (£)0i = G0 (£)8i

in cui si sono usate le equazioni (9.4), (9.5) e la definizione di é;. Di conseguenza se f € D(Q)
con ¢q,(f) < 1 allora
P, (27 f) < 6; VieN

e quindi 271y, f € U per ogni i € N. Ma

= (Z m) f=2_27710" )

iEN €N
e questa ¢ una somma con finiti termini non nulli, infatti 7;f # 0 solo per quegli i € N t.c.
supp(n;) N supp(f) # 0 che sono finiti in quanto supp(f) € K(2) ed & ricoperto dagli aperti
{4;}ien, in cui
Ai={zeQ||p(x)—i| <1} CK; VieN
(tali A; ricoprono 2 in quanto ¢ € continua, ed in particolare finita, su €2), dunque esiste un

sottoricoprimento finito {A;; };f:o, conse€Nejo<j <..<Js dacul

s s Js
supp(f) C U A C U K;; C U K;
' =0 i=0

in particolare supp(f) N K; = 0 per i > js + 2. Allora

f 22—1 1 2z+1,,7f <1 o 22—1 1>

1=0

che & combinazione convessa di elementi di U, che € convesso, quindi f € U. Dunque effettiva-
mente la topologia indotta dalla famiglia P, € fine almeno quanto quella da LF-spazio su D(12).

Si ha quindi la tesi. ]
9.3 Distribuzioni
Ancora sia © C R? un aperto e K(Q2) = {K C R? | K compatto, K C Q}.

Definizione 9.3.1: Un elemento di D*(2) = D(Q2)*, cioé una forma lineare continua su D(£2),

¢ detta distribuzione.
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Teorema 9.3.2: Sia u: D(Q) — R. Sono equivalenti:
(1) u é una distribuzione;
(2) VK € X(2) ImeN 3C >0 t.c. |(u, f)| < Cpm(f) per ogni f € CF;
(3) VK € X(©2) VY(fj)jen C C¥ tc. f; = 0in CF¥ si ha (u, f;) = 0;
(4) 3o € Py te. (s F)] < o) per ogni | € D();
(5) 30 € © t.c. [(u, f)| <||fllo per ogni f € D(Q).

Dimostrazione. L’equivalenza tra (1),(4) e (5) segue dal Teorema 9.2.10 e dalla Proposizione
3.3.4. Le equivalenze tra (1) e (3) e tra (1) e (2) seguono invece dalla Proposizione 9.1.2 (5)
(C% & spazio di Frechét, in particolare & metrizzabile e quindi N1, dunque un funzionale su C3?

¢ continuo se e solo se & sequenzialmente continuo). O

Esempio 9.3.3 (Valutazioni di derivate come distribuzioni): Per ogni ¢ € Q ed ogni
o € N il funzionale Doy, : D(Q) — R t.c.

(Dazos f) = 0% f (o)

e una distribuzione.
Infatti fissati € N? e g € €, presi comunque K € K(Q) e f € C%, si ha

[(Davags F)| = 10%f (o) < 0% fllco. i < Play(f)

da cui quanto voluto per il Teorema 9.3.2.
Un caso famoso ¢ quello in cui o = 0, ossia Dy 4, la valutazione in xy. Questa distribuzione

e comunemente chiamata distribuzione di Dirac ed e spesso indicata con la notazione 0.
Definizione 9.3.4: Definiamo lo spazio di funzioni

LL.(Q) = {f : Q — R | f misurabile e con /dezz: <400 VK € fK(Q)} / ~
con f ~ g se e solo se f =g L%q.0. su .
Osservazione 9.3.5: Per ogni p € [1,400] si ha il contenimento LP(Q) C L ().
Proposizione 9.3.6 (Funzioni come distribuzioni): E ben definita I’immersione

T: L} () = D*(Q)

loc

te. (Tu, f) = Jo fudz per ogni f € D(Q) e u € L, ().

loc
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Dimostrazione. Infatti fissati K € K(Q), u € Li..(2) e f € C¥ vale

loc

(Tt < | [ 1l 07 = | [ 1ul ]| i)

da cui segue la continuita di 7, grazie al Teorema 9.3.2. Inoltre se u,v € L{ () sono t.c.

Ty = T, allora presi A1 = {x € Q | u(zr) < v(x)} e A2 = {x € Q| u(x) > v(x)}, questi sono
boreliani di 2 e per ogni K € X(2) la funzioni indicatrici dei boreliani A; N K e Ay N K sono
approssimabili attraverso funzioni in D(£2), quindi per il Teorema di convergenza dominata (u,v

sono integrabili su K) si ottiene

/ (v—u)dw:/ (u—wv)der =0 VK € X(Q)
AiNK AsNK

da cui segue LY (A NK) = LY A3NK) = 0 per ogni K € K(Q) e quindi L4(A;) = £%(A3) =0,
ossia u = v L%q.0. su Q. O
Definizione 9.3.7: Nel seguito, dato X spazio topologico, chiameremo

M*(X) = {u:B(X)—[0,+00) | p misura di Radon}
M(X) = {u:B(X)— R | pu misura con segno di Radon}
M¢(X) = {p:B(X)— R | p misura con segno di Radon finita}.

Osservazione 9.3.8: Nel caso in cui, ad esempio, X sia uno spazio metrico localmente com-

patto e separabile vale
MY(X) ={u:B(X)— [0,+00) | # misura t.c. u(K) < +oo VK € X(Q)}
M(X) = {p:B(X)— R | p misura con segno t.c. u(K) € R VK € X(Q)}
My(X)={p:B(X) = R | p misura con segno finita}.

Proposizione 9.3.9 (Misure come distribuzioni): E ben definita limmersione

I:MT(Q) — D*(Q)
tee. Iy, f) = [qfdu per ogni f € D(Q) e pe MH(Q).
Dimostrazione. Infatti fissati K € KX(Q), p € MT(Q2) e f € CF¥ vale
[(Ls /)] < (B | flloo = p(E)po(f)

da cui segue la continuita di I, grazie al Teorema 9.3.2. L’iniettivita segue ancora per ap-
prossimazione (ogni funzione indicatrice di aperti puo essere approssimata dal basso attraverso
funzioni in D(1)), infatti, se p, v € MT(Q) sono t.c. I, = I,, si ottiene

per ogni aperto A C (. O
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Corollario 9.3.10: E ben definita l’immersione
I:M(Q) = D*(Q)

c. (I, f) = [o fdu per ogni f € D(Q) e p € M(Q).

Dimostrazione. Segue dall’esistenza della decomposizione di Jordan di misure con segno (e dalla

definizione di integrale rispetto ad una misura con segno). O

Definizione 9.3.11: Sia u € D*(2). Se m € N il piu piccolo numero naturale per cui valga
VK € X(©2) 3C >0 tc. [(u, f)| < Cpm(f) VfeCF

allora u sara detta distribuzione di ordine m. Se un tale m € N non esiste allora u sara detta

distribuzione di ordine infinito.

Osservazione 9.3.12: FEsistono ditribuzioni di ordine infinito.
Ad esempio fissata (z;)jeny C Q2 t.c. x; = x € 0N vale necessariamente che VK € X() si
ha z; € Q\ K definitivamente. Quindi presa

U= § :Dai,ﬂﬁi

1€EN

con (aj)jen C N? successione t.c. |aj| — +oo & una distribuzione di ordine infinito. Infatti

preso un qualunque K € X(Q) vale

[{u, )l <D 10% flai)l = Y 10% f(@i)] < Nipmyc(f) Vf € CFF
1€EN €N
z, €K

con Ny = [{i e N|z; € K}| (Ng < 400 perché z; ¢ K definitivamente) ed myg = max jen |
T, €K
Vediamo che my ¢ il minor numero naturale per cui vale la maggiorazione voluta. Sia m < mg

e chiamiamo ix quell’indice t.c. |a;, | = mg. Fissiamo un funzione ¢ € O t.c. 0%k p(x;,) =1
e prendiamo f,(z) = ¢(nx — (n — 1)z, ) € CF per ogni n € N1 (in modo che 0“x fp,(x;, ) =
nMEQYK ¢(x;, ) = n™E per ogni n € Ny). Allora se esistesse Mg > 0 t.c.

[(u, /)] < Mgpm(f) Vf€Cg

si avrebbe in particolare

Z 0% fr(z3)| < Mgpm(fn) Vn e Ni
ieN
T, €K
ma il RHS & un o(n™¥) mentre il LHS non lo ¢, da cui segue un assurdo.

Concludiamo che quindi u ha ordine infinito in quanto |a;| — “+o0.
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Definizione 9.3.13: Siano u € D*(Q) e o € N%. Definiamo la derivata a-esima della distri-

buzione u come quella distribuzione 0%u € D*(Q2) t.c.
(0%u, f) = (=D)*Nw, 8°f) Vf € D(Q).

Osservazione 9.3.14: Quella appena data ¢ una buona definizione, ossia 0%u ¢ effettivamente
una distribuzione. Infatti, per il Teorema 9.3.2, se K € K(Q) esistono C' >0 e m € N t.c.

[(u, )] < Cpw(f) Ve D)
ed allora
[(0%u, £)| = [{u, 0% )] < Cppm(9”f) < CPmyial(f) Vf € D(Q)

da cui quanto voluto grazie al Teorema 9.3.2.

Osservazione 9.3.15: E quindi ben definito 1'operatore di a-esima derivata distribuzionale
9% : D*(Q) — D*(Q)
che associa ad ogni distribuzione la sua derivata a-esima. Osserviamo che tale operatore non &
altro che I'aggiunto dell’operatore
(1)l : D(Q) - D(Q)

che associa ad ogni funzione di D(2) la sua derivata a-esima moltiplicata per (—1)I¢.

Osservazione 9.3.16: Osserviamo che presi p € Q e a € N? vale
(0%6p, f) = (=1)*1(6y,0°f) = (=1)*(Dap, f) VS € D(Q)
ossia 040, = 0Dy = (—1)‘O‘|Da’p.

Osservazione 9.3.17 (Variazione totale di una misura con segno): Dato (X, M) spazio
misurabile e v : M — R una misura con segno. Presa v = v™ — v~ la decomposizione di Jordan

di v possiamo definire la variazione totale di v come la funzione d’insieme
|lv|| : M — [0, +o0]

t.c. |lv|[(A) = vT(A) + v~ (A) (si pud dimostrare che al pitt uno solo tra +co e —oo sta
nell'immagine di v). Si dimostra che ||v|| ¢ effettivamente una misura (positiva) su (X, M).
Attraverso la variazione totale & possibile definire una norma sullo spazio (X, M) delle

misure con segno finite su (X, M) data da
[|.llx : M (X, M) = [0, +00)

t.c. ||[v|lx = ||v[[(X) per ogni v € M(X, M).
Nel caso in cui X sia uno spazio topologico possiamo considerare My (X) che ¢ ovviamente
un sottospazio lineare di 4 ¢(X,B(X)). Nel seguito considereremo su My(X) la metrica data

dalla norma ||.||x.
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Ricordiamo a questo punto il seguente teorema.

Teorema 9.3.18: Sia X uno spazio localmente compatto di Hausdorff. Lo spazio duale 08 (X, R)*
(in cui su C(X,R) ¢’¢ la norma uniforme) é linearmente isometrico allo spazio M¢(X). In

particolare lo & tramite isometria p : CJ(X,R)* — M (X) t.c.
0.1 = [ 1@ duola) VF € CHX.R) Vo€ CRX.RY"

Proposizione 9.3.19: Siau € D*(Q), allora esiste una famiglia di misure con segno {meq }oend C
My () con ) ena [lmallo <1 ed un 6 € O t.c.

(u, £y = /Qea(:v)BO‘f(x)dma(x) Vf e D(Q).

Dimostrazione. Lo spazio D(Q2) & topologizzato dalle seminorme {||.||s}gco (Teorema 9.2.10) e
possiamo vedere in modo naturale © C C?(Qx N4 R) (un 6 = (0,)4ene € © e t.c. 0, € CO(Q,R)
per ogni a € N? e possiamo vedere § come una funzione Q x N¢ — R, ma {Q x {a}} ene &
un ricoprimento aperto di © x N? ed in particolare ¢ fondamentale, quindi § € C°(Q x N, R)).
Essendo u € D*(2), grazie al Teorema 9.3.2, & possibile trovare 6 € O t.c..

[(u, Al <Ilfllo =" sup |0a(x)0"f(x)] VI e D).

(z,a) QXN

Consideriamo per ogni f € D() il funzionale lineare continuo g ¢ : €2 x N? - R t.c.

(0., (2, ) = Oa(2)0" f ()

e notiamo che gy € CJ(Q x N9) per ogni f € D(Q). Quindi il funzionale lineare Iy :
{vo.1} fep) — R t.c.
lo(o,r) = (u, f)

& definito su un sottospazio lineare di C{(€2 x N9) ed & continuo, infatti

lo(op)l =(u, )l < sup  [0a(@)0%f(2)] = llposlloc V.f € D(Q)
(z,0)€Qx N

ed in particolare ||/lg|lop < 1. Dunque, per il Corollario 4.1.2 del Teorema di Hahn-Banach, si
pud estendere [y ad un funzionale lineare continuo Ly su tutto C3(Q2 x N?) di norma || Lg||« < 1.

Per Il Teorema 9.3.18 si ha l'esistenza di una misura m € M;(Q x N%) t.c.
(Lod) = [ dl,a)dm(z,0) Vo € OO x N',R)
QxNd

Ma non ¢ difficile osservare che possiamo scrivere m = > na Ma (N? & numerabile e m &

o-additiva) con
ma(A) =m(AN (2 x {a})) VA e B(QxNY) VaeN

e inoltre |ml|gyxna = D gena [Mmallo < 1. -
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Osservazione 9.3.20 (Moltiplicazione tra f € C*°(2) e una distribuzione): Data ¢ €
C>(Q2) ¢ ben definito 'operatore My : D(©2) — D(Q) t.c.

Myf = fo VfeDQ)

ed ¢ continuo perché per ogni K € K(Q2) lo e My oo : CF = CF (Proposizione 9.1.2 (5)), infatti
K

per la Formula di Leibniz (Proposizione 9.2.9), per ogni m € N ed ogni a € N? con la| < m, si

ha

(o <= X ()10 el < 2"k (@lon(h) ¥F € D)

BLa

e quindi si ha l’esistenza di una costante Cx > 0 t.c.

Pm(f9) < Cxpm(f) VI € D(Q).
Quindi ¢ ben definito 'operatore aggiunto Mg : D*(2) — D*() t.c.
(Mgu, f) = (u, f¢) VfeDQ) Yue D ().

Teorema 9.3.21 (Rappresentazione di distribuzioni di ordine finito): Una u € D*(Q)

di ordine m € N ¢ della forma

wfy =3 / 0° f(x) dma(z)

Q
acN4
o] <m

in cui {ma} qene C Myp(9).

laj<m

Dimostrazione. Una distribuzione di ordine m & t.c. per ogni K € K(2) esiste un Cx > 0 t.c.

ma allora ¢ continua anche vista come funzionale definito in C°(Q2) C CJ*(Q2) = {f € C™(Q) | 0“f €
CY(Q) a € N |a| < m} € C™(Q), dunque per il Corollario 4.1.2 del Teorema di Hahn-Banach si
puo estendere ad un funzionale continuo F,, su C§*(€2) che include come sottospazio topologico

in CY(Q)Nm con N, = [{a € N? | |a| < m}| tramite

@) & @)™

t.c. Jm(f) = (0f) pene (su CY(£2) stiamo considerando la norma uniforme e su CJ ()™ stiamo
|a|<m

considerando la norma ||(g1,...,gn,,)[|nm = max(||g1llco; --s |gN,, [loo) PET Ogni (g1, ...,9n,,) €

CY(Q)Nm | infatti questa norma rende continua l'inclusione J,,,: & una facile verifica usando la

Proposizione 3.3.3). Allora, ricordando la Proposizione 1.1.11, per quanto detto F), corrisponde

ad un funzionale continuo F, € [CJ(Q)*]¥m (ogni C(Q)* ¢ il duale di CJ(Q) rispetto alla
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norma uniforme) a cui pero6 corrispondono N, misure con segno di Radon {ma} 4ene € My(Q)
|al<m
(Teorema 9.3.18), quindi vale la relazione

(Fud) = 3 [ 0°5(a)dmala) VE € CP()

da cui segue la tesi. O

Corollario 9.3.22: Una u € D*(Q) ha ordine 0 se e solo se v € Mf(Q) t.c.

(u, f) = /Q f(z)dv(z) Vf € D(Q).

Dimostrazione. Come gia dimostrato una v € M(£2) definisce una distribuzione di D*(£2) (dal
Corollario 9.3.10) della forma come nella tesi e viceversa per il Teorema 9.3.21 si ha che ogni
u € D*(2) ¢ della forma voluta. O

Proposizione 9.3.23: Se u € D*(Q) ¢é positiva, cioé (u, f) > 0 per ogni f € D(Q) t.c. f>0

su §), allora é di ordine 0 ed esiste p misura (positiva) finita su Q t.c.

(u, f) = /ﬂ f(z) du(z) Vf € D).

Dimostrazione. Fissiamo un qualsiasi K € K(Q), esiste ng € C°(Q2) con 0 < ng < 1 t.c.
nk = 1 su K, allora per ogni f € C vale ||f|l«nx £ f > 0 e quindi

da cui segue

[(ws )] < A flloo (s nic)

e quindi v ha ordine 0. In particolare, per il Corollario 9.3.22, esiste una p € My() t.c.
(u, f) = [ f(@)du(z) Yf e D(Q), ma deve essere

0< (u, f) = /Q f(z) dpa(z)

per ogni f € D(Q) t.c. f > 0 su £, in particolare essendo ogni caratteristica di aperti

approssimabile dal basso attraverso funzioni in D(2) positive si ottiene quanto voluto. ]

Teorema 9.3.24 (Successioni di distribuzioni): Sia (u;)jeny C D*(Q) una successione di

distribuzioni convergente puntualmente ad una u: D(Q) — R, cioé t.c.

(uj, f) — (u, f) Vf € DQ)

allora u é una distribuzione, cioé u € D*(§2).
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Dimostrazione. La linearita passa al limite puntuale. Vediamo la continuita. Fissiamo un qual-
siasi K € X(€). Essendo (u;)jen puntualmente convergente ¢ puntualmente limitata, in parti-
colare lo ¢ la successione (uj\c;? )jen. Ma CF ¢ di Frechét, in particolare ¢ di II-categoria per
il Corollario 6.1.4 del Teorema di Baire, quindi possiamo applicare il Teorema 6.2.5 di Banach-
Steinhaus per dire che le (uj|0?) jeN sono equicontinue, ossia (per la Proposizione 6.2.3) esiste
Crkg >0ed mg € N t.c.

[(uj, )| < Crpmy (f) Vf€CRK VjEN
e passando al limite si ottiene

[(u, f)| < Cxpmy (f) Vf€OF VjeN

da cui la continuita voluta per il Teorema 9.3.2. O

Osservazione 9.3.25: Sia (uj)jeny C D*(Q) t.c. u; — u puntualmente e (f;)jen C D(N) t.c.
fi = fin D(Q2). Allora per il Teorema 9.3.24 u € D*(2) ed essendo (f;)jen convergente &
limitata in D(€) e quindi (Proposizione 9.1.2 (2)) esiste K € X(Q) t.c. (fj)jen C CF. Ma
esistono Cx >0 e mg € N t.c.

(s, /)l < Crpmy(f) Vf€CK Vj€EN
(dalla dimostrazione precedente) e quindi possiamo scrivere

[{ujy £5) = (s A < [y, £5) = (ugy O (g, £) = (us
< Crpmy (fj = f) + K, £) = {u, f)] = o(1)

<Uj,fj> — <u7f>

Osservazione 9.3.26 (Restrizione di distribuzioni): Dati due aperti Q;,Q2 C R? con
Q1 C Qg vi & un ovvio contenimento D (1) C D(Qs2), dunque dualizzando 'inclusione D(;) —

D(Q9) si ottiene I'operatore di restrizione distribuzionale da Qg a
p(QQ;Ql) : D*(QQ) — D*(Ql)

Nel seguito se u € D*({2g) scriveremo ujq, = p(§22; Q21 )u.

Proposizione 9.3.27: Supponiamo sia Q = |, con Q; aperto di R? per ogni 7 € N. Se

JEN
u € D*(Q) ¢ t.c. ug, =0 per ogni j € N allorau=0 € D*(Q).

Dimostrazione. Infatti presa f € D(Q) esiste K € K(Q) t.c. f € CF. Per compattezza K
e ricoperto da un numero finito di aperti {€Q;};cr, e presa {n;}jer, una partizione dell’unita
subordinata al ricoprimento {€;};cp, si ha f = ZjeFK fnje

(u, £y =D (u, fn;) =0
JeFK
in quanto fn; € D(Q;). O
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Corollario 9.3.28: Supponiamo sia = |J..y$; con ; aperto di R? per ogni j € N e

JEN
supponiamo siano date uj € D*(€;) per ogni j € N t.c. Ujio,na, = Uilo;ne; Per ogni 1,5 € N.
il 1825

Allora esiste un’unica u € D*(§2) t.c. ujq; = u; per ogni j € N.

Definizione 9.3.29: Sia u € D*(Q2), preso S, = {Q' C Q | Q" aperto in Q e uy = 0} conside-
riamo Q, = Jgieg, @'+ 1l supporto di u & definito come

Su =0\ Q.
Osservazione 9.3.30: Il supporto di una distribuzione in D*(£2) & sempre chiuso in €.

Teorema 9.3.31: Sia u € D*(N).
(1) Se f € D(Q) é t.c. supp(f) N8y, =0 allora (u, f) = 0.
(2) Se 8, =0 allora u =0 € D*(Q).
(3) Se ¢ € C(Q) éte. ¢=1 suun apertoV t.c. 8, CV allora Mgu = u.

Dimostrazione. 1 punti (1) e (2) sono praticamente ovvi dalle definizioni. Vediamo (3). Sia
¢ € C>®(Q) t.c. $=1suun aperto V t.c. §, C V allora per ogni f € D(2) vale f — ¢f =0 su
V 2 8, e quindi

supp(f —¢f) N8y =10

e quindi per il punto (1) vale (u, f — ¢f) = 0 ossia
(u, f) = (u,0f) VfeD()

che ¢ quanto voluto. O

Osservazione 9.3.32: Nel punto (1) del Teorema precedente abbiamo supposto f nulla su

tutto un intorno aperto di 8, non solo che f =0 su §,,.

9.4 Distribuzioni a Supporto Compatto

Sara ancora fissato 2 aperto di R%. Nel seguito denoteremo &(£2) lo spazio C*°(£2) con la sua

topologia da spazio di Frechét descritta nella Sezione 9.2. Inoltre sara £*(2) = E(Q)*.

Definizione 9.4.1: Una distribuzione u € D*(2) ¢ detta a supporto compatto se 8, € K(2).

Inoltre denoteremo con
DI(Q) ={ueD(Q) | S, € K(N2)}.

Proposizione 9.4.2: Siano u € DE(Q) e K € K(Q). Date le sequenti tre affermazionsi:

(1) 8, C K;
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(2) esistono C >0 em €N t.c.
[(u, f)| < Cpm,x(f) Vf € D)

(3) 8, C K;
valgono le implicazioni (1) = (2) = (3).

Dimostrazione. (1) = (2). Sia 1p € D(Q) t.c. ¥ =1 su un intorno aperto di §,, contenuto in K
e ¢ = 0 fuori da K. Allora per il Teorema 9.3.31 (3) si ha

(u, f) = {u, fib) Vf € D).

Ma fip € C% Vf € D(2), quindi per continuita esistono C’ >0 e m € N t.c.

[(u, fO)| < C'pm,x (f1h) Vf € D(Q)

ed usando la Formula di Leibniz 9.2.9 si ottiene ’esistenza di una C” > 0 t.c.

P,k (f) < C'pmic (f) Vf € D(Q)

da cui segue quanto voluto.
(2) = (3). Ovvio. O

Osservazione 9.4.3: In generale (3) % (2), infatti se si prende u : D(R) — R t.c.
1 1
wor= 3 1 (¢(3) -v0)
keNy

vale che u € D*(R) dal Teorema di Lagrange ¢ §, = K = {0} U {%}kel\u' Inoltre se per ogni
n € N4 si considera ¢, € D(R) a valori in [0, 1] t.c. ¢, =0 su (—oo, %—‘rl] U(1,400) e o, =1
su [%,1} vale che

Pmk(pn) =1 Vn e Ny

mentre
"1
<’U,, (Pn> = ; %

da cui segue che una stima come quella nel punto (2) della Proposizione precedente non puo

essere realizzata.

Lemma 9.4.4: L’insieme D(Q) & denso nello spazio di Frechét E(S).
Dimostrazione. Sia f € E(2). Preso un qualsiasi K € K(2) esiste una ¢ € D(Q) t.c. ¢ = f su

K. Ne segue la tesi. Infatti ogni intorno U di f in £(£2) ne contiene uno della forma

V= ﬂ{f+77 ‘ ne 8(9) pmszi(n) < 5}
=1
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per qualche m; € N, K; € X(Q) coni =1,...,nee > 0 (Teorema 3.2.11). Quindi presa ¢ € D(Q)
t.c. ¢ = fsulJ;, Kisihachen=¢— f=0sulJ, K;ed in particolare p,,, x,(n) = 0 per
ogni ¢ = 1,...,n, da cui segue che D(2) 5 ¢ = f+n €V CU. Siha quindi la tesi. O

Teorema 9.4.5: Una distribuzione u € DE(Q) si estende in modo unico ad un funzionale
u € EX(Q) t.c. (u,fy=0 per ogni f € E(Q) con f =0 su un intorno aperto di 8.

Dimostrazione. Fissiamo 1 € D(Q) t.c. ¢ = 1 su V un intorno aperto di §,, allora per il
Teorema 9.3.31 (3) si ha (u, f) = (u, ¥ f) per ogni f € D(2). Chiamiamo K = supp(y)) € K(2).
Per il Teorema 9.3.2 esistono Cx > 0 e mg € N t.c.

in particolare essendo ¢ f € C% per ogni f € D(Q) si ha

[{u, I < Crpmyc (P f) VF € D(Q).

Grazie alla Formula di Leibniz (Proposizione 9.2.9), per ogni o € N con |a| < my, si ottiene

r@hI< 3 () 00N 0) < @ (D) V5 € DO)
JEANY
dunque 3Ck > 0 t.c.
[(u, )] < Cxpmyx(f) VS € D(Q). (9.6)
Essendo (u, f) = (u,® f) per ogni f € D(Q) il funzionale lineare @ : £(Q2) — R t.c.

(@, f) = (u,9f) Vfe&Q)

definisce un’estensione di u che ¢ continua, infatti se (f;)ien C E(R2) e fi — f € E(2), per ogni
a € N? vale 9°f; — 0%f uniformemente sui compatti di e sempre la Formula di Leibniz ci

permette di scrivere

pm(w(fl - f)) < (2mpm(¢))pm,K(fz’ - f) Vm € N

ma per quanto appena detto p,, x(fi — f) — 0 per ogni m € N, di conseguenza (f; — f) = 0
in D(2) (con la topologia da LF-spazio, infatti (¢(f; — f))ien C C¥ e ¥(fi — f) = 01in C¥),
ossia ¥ f; = ¥ f in D(Q). Ma u € D*(Q), quindi

<ﬂa f2> = <U>¢fz> — <u7¢f> = <ﬂ7f>

che ¢ la continuita voluta.

Inoltre se f € £() & t.c. f=0su V intorno aperto di 8, in 2, allora supp(¢¥f) N8, =0 e
si ottiene (a, f) = (u, ¢ f) = 0 dal Teorema 9.3.31 (1).

Infine dall’eq. (9.6) segue che u ¢ continua anche rispetto alla topologia da sottospazio di
indotta da €(£2) su D(Q2) ed anzi ¢ uniformemente continua, di conseguenza ’estensione ¢ unica
(dal Teorema di estensione per uniforme continuita, ricordare che D(£2) ¢ denso in () per il

Lemma precedente), in particolare non dipende da ). ]
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Osservazione 9.4.6: La topologia da sottospazio di indotta da €(€2) su D(Q2) non & mai uguale
a quella da LF-spazio di D(2). Infatti la prima ¢ metrizzabile (dal Teorema 9.2.4 sappiamo che

E(€2) e di Frechét) mentre la seconda non lo & (Teorema 9.1.2).

Corollario 9.4.7: (C’¢ una corrispondenza biunivoca tra DE(Q2) e E%(£2).

Dimostrazione. Infatti consideriamo la funzione
7 D) = E5(Q)

data da j(u) = @ con @ l'estensione di u definita nella dimostrazione del Teorema 9.4.5. Ov-
viamente j ¢ iniettiva. Vediamo la surgettivita. Sia v € €*(Q), consideriamo u = v|p(q) allora
u ¢ continua rispetto alla topologia da sottospazio di indotta da €(€2) su D(£2), ma allora lo
¢ anche rispetto a quella da LF-spazi (infatti ¢ lineare e ristretta ad ogni C§°, con K € K(12)
¢ continua, quindi si usa il Teorema 9.1.2 (5)). Inoltre osserviamo che per continuita esistono
C>0,{m}ly CNe{K;}",, connéeN, t.c.

(v, 9) < € max pm, x,(9) Vg € E(2)

ne segue che (v, g) = 0 per ogni g € &() che si annulla su un intorno di K = J;; Kj, da cui

si deduce u € D%(Q). Infine notiamo che per 'unicita dell’estensione deve valere j(u) =v. O

Teorema 9.4.8: Una u € D:(Q) ha ordine finito.

Dimostrazione. Lo abbiamo gia dimostrato, segue dall’eq. (9.6). O

Teorema 9.4.9 (Distribuzioni con supporto un punto): Sia u € D:(Q) di ordine m t.c.

8u = {p}, con p € Q. Allora esistono (ca) 4ene C R t.c.

la|<m.
U= g Co 046, = g (—1)‘O‘|caDa7p
aeNd aeNd
la]<m |o|<m

Dimostrazione. Fissiamo ¢ € D() t.c.
%p(p) =0 Ya e N¢ |a| < m.

Dimostriamo che (u,¢) = 0. Preso € > 0 esiste una palla compatta B(p,r) C € t.c. per ogni
a € N? con |a| = m si abbia
|0%p(x)| < e Vo € B(p,r). (9.7)

Vediamo per induzione (dall’alto) che per ogni € B(p,) e per ogni a € N¢ con |a| < m vale

0% ¢(x)| < ed™ | —p|™ .
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Per |a] = m si ha quanto voluto per l'eq. (9.7). Prendiamo i € {1,2,...,m} e supponiamo che
la tesi valga per utti gli o € N con |a| = i, inoltre fissiamo 3 € N¢ con |3| =i — 1. Allora per

I'ipotesi induttiva si ha
IVO%6 ()| < ded™ ||z — p||™ " = ed™ D]z —p|™* Va € B(p,r)
ma allora, essendo 9 ¢(p) = 0, per il Teorema del valor medio si ha
07 ¢(x)| < [l& = plled™ D |lz — p|™ 7 = ed™ Y|z — pl|™ 0D Va € B(p,r)

che ¢ quanto voluto.
Fissiamo adesso una funzione 1 € D() t.c. ¢ = 1 su un intorno di p ed il cui supporto sia

contenuto in B(p,1). Consideriamo per ogni p > 0 la funzione

V() = ¢Y(p~'z) Vo e R?

e notiamo che se p < r vale supp(¢,) C B(p,p) C B(p,r). Dalla Formula di Leibniz (Proposi-

zione 9.2.9) si ottiene

(it () = 3 (g) 0P (p ) (B[00 (2)] Ve € B(p,p)
Bl

che, per p < r < 1 (posso prendere r < 1 a meno di rimpicciolirlo), porta a dire

0" () () < (2 max(r!7~leq Py, ()
= 2l leled ™ (1)

< [2"ed™|pm (¥) = eCampm ()

da cui segue che per p <r <1
pm(¢p¢) < ECd,mpm(w)‘

Adesso ricordiamo che u ha ordine m, dunque chiamando K = B(p,r) € K() si ha lesistenza
di una costante Cgx > 0 t.c.
(u, f) < Cxpm(f) Ve CF.

Essendo 1, = 1 su tutto un intorno aperto di p, dal Teorema 9.3.31 (1) e da quanto provato

sopra, segue che per p <r <1

[(u, )| = [, p0)| < Crepm(@p9) < eCamCrpm ()

che per £ \, 0 prova (u, ¢) = 0, che era quanto volevamo.

Quanto provato implica che u & nulla sull’intersezione dei nuclei delle distribuzioni {(—1)!/ D, ,} aeNd -
la|<m

La tesi segue quindi dal Lemma 5.1.12.



APPENDICE A

Spazi di Successioni

Cominciamo col ricordare le definizioni degli spazi (di Banach) che analizzeremo in quest’ap-
pendice.
Definizione A.0.1: (1) ¢*° = {z: N — R limitata} con la norma del sup ||.||oc;

(2) ' ={z:N—=R| >, cnlzn| < oo} con la norma ||.|1;

(3) co ={x €£>* | x, — 0} con la norma ||.||s -

Puo essere utile ricordare la definizione di /7 = {z : N = R |} _|zn[? < oo} dotato della

)1/p

norma |||, data da ||z, = (3, cn|znl? con 1 < p < oo, anche se nel seguito tratteremo

principalmente dei tre spazi descritti sopra.
Proposizione A.0.2: Valgono i sequenti fatti:
(1) (co)* & linearmente isometrico a £;
(2) (£1)* ¢ linearmente isometrico a £°°.

Dimostrazione. (1) Consideriamo la mappa (co)* — ¢! data da a — & = ({a, ex))ren-

Notiamo che

Il = 3 Hewew)] = 3 (e Brer) = <a,§jekek> < o

keN keN keN

Z Orey

keN

= [l

[e.9]

Inoltre abbiamo la mappa U : ¢! — (co)* t.c. f +— Uy con (Uy,z) = Y fray dove

notiamo che la somma converge essendo assolutamente convergente in K. Inoltre:

(@) <D kel < Flhllzlloo

keN
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dove I'ultima disuguaglianza segue da Holder. In particolare troviamo che ||W ¢

i < IIflh
e quindi ||¥|l,, < 1. Verificando che le due mappe sono 'una 'inversa dell’altra, poiché

entrambe hanno norma < 1, si ottiene che devono essere isometrie.

onsideriamo ora invece la mappa : — ata da [ — : t.c. , L) =
2) Consideri i 1 VAR (')* data d 2 "
> ken Jurr. Come prima si trova [(Uy, z)| < || flloo||z|l1 € quindi H\IJf”(gl)* < | flloo- Ma

vale I'uguaglianza in quanto:

> frwn

keN

Wyl = sup > [ fi]

l[=[I<1

che passando al sup su k implica ||Wf|| > || f|loc. Dunque la mappa ¢ isometrica, e si verifica
essere surgettiva in quanto data a € (£1)* proviene da f € ¢*° definita da fi. = (a, eg).
O

Vale un risultato analogo che puo essere dimostrato per esercizio.

Proposizione A.0.3: (/P)* linearmente isometrico a £, dove p,q € (1,+00) sono coniugati.

Ci possiamo chiedere se anche ¢y sia un duale. La risposta e: no.

Lemma A.0.4: Sia X C ¢! di dimensione infinita. Vi sono allora una successione (ug)k>0 C

X e una successione strettamente crescente (T )r>0 C N tali che:

Juglr =1
lurjo.rlh < 5
Uk+1jj0,1;,) = O
Dimostrazione. Definiamo induttivamente u; e Tj. Per il caso k = 0 ¢ sufficiente prendere ug

un qualsiasi elemento di norma 1 e Ty tale che

T

> luol)] > 3 (A1)

j=0
che esiste dato che tutta la serie ha somma 1. Supponiamo allora di essere arrivati a k e di voler
definire uy e Tj. Osserviamo che {u € X|u |jo,7,) = 0} ha codimensione finita, uguale a Ty, e
dunque dimensione infinita (avendola infinita X). In particolare esiste u € X con u |jo,7,) = 0:

basta allora normalizzarlo per ottenere ujy1, € a questo punto si trova facilmente Tjy1. ]

Lemma A.0.5: Ogni sottospazio lineare chiuso di dimensione infinita di £* contiene una copia

omeomorfa (ma non necessariamente isometrica) di £*.

Dimostrazione. Sia X il sottospazio in questione. Consideriamo allora la mappa lineare L : /1 —

X, A= > peny Mg dove le u; sono quelle definite prima. L ¢ continua in quanto

A < D~ ellludln =Y 1Al = 1Al

keN keN
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e in particolare ha norma operatoriale < 1. Ma anche VX € ¢! si ha

> eurxu,

keN

LAl = >

Z AR URXTE

keN

> wurxr, + Murxre)
keN

1 1 1

dove I = (Ti—1,Tk]. Ma essendo allora gli Ij; disgiunti si ha:

3 1 1
Z)\kukXI,g = Z Akl = 1 Z Akl = §H)\H1

keN 1 keN keN

1AL =D I wwexr s —
keN

Dunque L : /' — L(¢') C X & continua di norma < 1 con inversa continua di norma < %

e
quindi risulta essere un omeomorfismo (non necessariamente un’isometria). O

Proposizione A.0.6: Lo spazio cg non € un duale.

Dimostrazione. Per assurdo sia cp ~ X* (e osserviamo che X deve avere dimensione infinita).
Allora X — X™* ~ ¢ ~ ¢'. Quindi a meno di isometrie possiamo pensare a X come contenuto

in ¢! e per il Lemma precedente dunque esiste una copia Y di ¢! in X. Dunque

ma ¢y € separabile, e cosi ogni suo quoziente, mentre £°° non lo e. ]
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Sottogruppi Additivi di uno Spazio di Hilbert

I sottogruppi additivi di R™ chiusi e connessi sono esattamente i sottospazi lineari. La stessa
cosa curiosamente non € vera in generale per spazi di Hilbert reali. Ma aumentando leggermente
le ipotesi di regolarita sulla connessione del sottogruppo si riesce ad ottenere un criterio per
stabilire quando un sottogruppo additivo di un generale spazio di Hilbert reale € un sottospazio

lineare.

Lemma B.0.1: Siano H uno spazio di Hilbert reale € g1,...,9, € H con ||gi|| = a Vi €
{1,...,n}. Consideriamo G = spany(g1,...,gn) € V = spang(g1, ..., gn). Allora G é un a/n-rete
su'V.

Dimostrazione. Consideriamo dg : V — R la funzione distanza da G. Notiamo che vale dg(z +
gi) = dg(z) Vz € V Vi e {l,..,n}. Per n € N denotiamo con 271G la rete che divide ogni
tassello di G in piu tasselli aggiungendo i punti intermedi di ogni lato della rete (in pratica
aggiunge i punti medi di ogni lato della rete, il punto centrale di ogni faccia della rete ed il
punto centrale di ogni tassello della rete). E cosi via definiamo ricorsivamente 27" G per ogni

n € N. Notiamo che G €& una a‘g/ﬁ—rete in 271G, infatti un punto di 27'G o sta sul bordo di

un lato della rete generata da G e quindi la distanza tra quel punto e G € minore o uguale alla
meta della lunghezza di quel lato, che a sua volta ¢ minore uguale a #; oppure ¢ un punto di
G e va bene; oppure € un punto centrale di uno dei tasselli di G, ma in questo caso, notando che
il tassello attorno all’origine (che & isometrico ad ogni altro tassello per traslazione) ha vertici
{221 €igiteeq—1,13», per I'ldentita del parallelogramma generalizzata (Proposizione 2.1.6), si

ha che la media delle lunghezze al quadrato delle diagonali & uguale di a?n, ossia

1 n
o D_igi =a’n
=1
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dunque deve essercene almeno una di lunghezza minore o uguale a a+/n, dunque la distanza del

ay/n

centro del tassello da G sara minore o uguale a =5— come voluto. L’ultimo caso ¢ quello in cui

il punto sta nel centro di una delle facce del tassello, ma anche in questo caso ci va bene usando

opportunamente 1’Identita del parallelogramma generalizzata.

ay/n
2k

n € N, un elemento di 27"G dista al pitt ay/n (3 + 1 + ... + 3) < ay/n da qualche elemento di
G. Ma notiamo che V' = |J,,cy27"G (per densita e chiusura), dunque ogni elemento di V' dita

A questo punto possiamo dire che allora 27*G ¢ una -rete in 27**1G. Dunque preso

al pitt v/n da un qualche elemento di G. ]

Teorema B.0.2: Sia H uno spazio di Hilbert reale. Se G C H ¢ un sottogruppo additivo di H

chiuso e connesso per archi a-hélderiani con o > %, allora G é n sottospazio lineare.

Dimostrazione. Siano © € G e A € R. Basta provare che \z € G (perché ¢ gia chiuso per

somma). Sia 7 : [0,1] — G a-hélderiana con v(0) =0 € G e y(1) = z. Sia n € N, consideriamo

gk =7 (i) - <k;1> Vk e {l1,..,n}

allora ||gn x| < Cn™® con C' > 0 (supponendo che w,(t) = Ct* si il modulo di continuita di )

i punti

e quindi spang(gn,1, ..., gn,n) € Una e-rete in spang(gn.1, ..., gn,n) CON € = Cn2—e per il Lemma
B.0.1. Ma vale .
2= gk € spang(gn,1, - Inn)
k=1
dunque

Az € SpanR(gn,lv ceey gn,n)

quindi dista al piu Cnz=° da qualche elemento di GG e questo vale per ogni n € N, dunque

Az € GG in quanto G ¢ chiuso. O
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Consideriamo la misura boreliana p = e~*d%! su [0, +00). Ovviamente C[z] C L2(]0, +00), i),
vediamo che inoltre C[z] & denso in H = L2([0,400), 1) dimostrando che se Hy = Cl[z] vale
Hg = {0}, cioé Yu € H se (u-x")—O VnGNallorau-OGH.

Prendiamo dunque v € H t.c. (u-z" fo )z"e Fdx = 0 Vn € N. Consideriamo la

funzione
u(x)e ™™ sex >0

0 sex <0

allora f € L2 NLY(R, £Y), infatti
+o0o
/ |f|? de = / u(z)?e™* dx < 400
R 0

+o0
/leldﬂc 2/0 lu(@)le™ dz < [JullL2((0,400)) lle™*[lL2(0,4+00)) < F00

quindi e ben definita la sua trasformata di Fourier f : R — C. Proviamo che f = 0, da cui
segue f = 0 dall'iniettivita della trasformata. Proviamo che per [t| < 3 la trasformata f(t) &
nulla e che ¢ analitica su tutto R da cui segue quanto voluto per il principio del prolungamento

analitico. Sia t € R con |t| < 3, abbiamo

| +oo Y (itx)*
f(t)—m/o u(x)e Z 1 dx

_ L Z (/+00 u(z)xe dac) @ =0
V2 ren Mo k!

in cui la seconda uguaglianza ¢ verificata in quanto per [t| < % si ha

+°° !t| [ 2(t/-1) [ z
\/ﬂ Z x)| Tdx = o /. lu(z)le dx < o/, lu(z)le” 2 do < +o0

keN
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quindi possiamo applicare il teorema di Fubini per scambiare serie ed integrale. Inoltre preso

to € Re [t| < 1 in modo molto simile si ottiene

£ 1 e itox ,—x (th>k 1 oo k itor ,—x itk
f(t0+t):27r/0 u(x)e%e Z X dngz /0 u(x)z®e e " dx R

keN keN

in cui ho potuto usare il teorema di Fubini per scambiare serie ed integrale per sostanzialmente la
stessa ragione di prima, in quanto i conti necessari per farlo sono esattamente gli stessi. Dunque
effettivamente f & analitica su tutto R ed & nulla per [t| < %, che & quanto volevamo.

Sono quindi ben definiti i polinomi ortonormali di w, {Ly}nen, che sono detti polinomi
di Laguerre. Tali polinomi sono stranamente collegati al problema combinatorio del contare
il numero di anagrammi senza lettere fisse di una data parola. Vediamo come. Fissiamo la

notazione ed il modello che useremo
e A sara un’insieme finito di simboli che rappresentera il nostro alfabeto;
e [ sara un insieme finito di indici che rappresentera le posizioni delle lettere nella parola;

e A ={p: I — A| pfunzione} rappresentera l'insieme di tutte le possibili parole con |I|
lettere nell’alfabeto A;

* le permutazioni saranno rappresentate dall’azione del gruppo simmetrico Sj7| su Al data
da

Si x A3 (f,p) — po f e A
Fissata p € A! consideriamo
A=A(p)={pof|feSy}
Iv=1I\(p)=p "(\) ={i € I | p(i) = A}
nx = nx(p) = 1|

A" =A"(p) ={q€ A|qli) #p(i) Viel}

il nostro obbiettivo & calcolare |A*|, in quanto questa quantita rappresenta proprio il numero di

anagrammi della parola p senza lettere fisse. Un facile conto mostra che vale

]!

Al = =1
H/\eA ‘I/\“

Per ogni i € I consideriamo

Ai=Ai(p) ={qec Al q(i)=pi)}

e notiamo che A* = A\ |J;c; Ai. Utilizzando la formula d’inclusione-esclusione si ottiene

4% =) (=)Vl|ay]

JcI
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incui Ay = Aj(p) = NiesAi = {qg € A | q(i) =p(i) Vie J} VJ CI. Ma un semplice conto

mostra che
L\ J|!

Ayl =
14 [Tea X\ JI!

dunque notando che vale lo sviluppo

I =" > J[eni)

AEAEX ) jEHAeAXA AEA
e che ¢’¢ una naturale bigezione tra P(I) +— [],c, P(I)) data da

P(I) 3 J «— (JNL)xer € [[ P
AEA

si ottiene

A= 3 (- I\ J|!

JEP(I) [Dea I\ JT!

= Z (—1)Xaea 1Bl (XCrea I3\ Aa)!
J€[Tnea P(IN) [Thea I\ Al

= Y ()Dalil-imD w
Ke[lxea P(In) [Liea K]

ma com’e ben noto vale m! = f0+°° xMe *dxr VYm € N, dunque

= [T X ey e
| = —1)HAITIRA e Tdx
0 | K)|!

Kelliea (1) ASA

+o0 [J]|
[ S e

AeA \JCIy
+oo
:/ Hpm(x) e *dx
0 AEA

in cui il polinomio p,, ¢ un polinomio di grado n) e con coefficiente principale strettamente
positivo per ogni A € A. Inoltre scelte comunque due lettere A1, Ao € A e considerato questo

sottoproblema con due sole lettere otteniamo

400
v = | A%, | = /0 P, (2, ()~

e questo si ha per ogni A\, Ao € A, qualunque sia la cardinalita di A e per qualunque parola
scelta (osserviamo che i polinomi p,, non dipendono dalla cardinalita di A e non dipendono

nemmeno dalla parola scelta). Dunque se p,(z) = ZZZO(—l)"*k%, con n € N si ottiene

+oo
/ Pn(2)pm(x)e Y dx = 6y Ynom € N
0
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e per la Proposizione 2.6.3 si ottiene che effettivamente
pn(z) = Lyp(x) Vn eN.

Quindi

+oo
|A*(p)] :/0 <H Lnk(p)(x)> e~ dx

AEA

ed il legame anticipato tra questo problema ed i polinomi di Laguerre e adesso esplicito.
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Teorema di Tychonov ed Equivalenza con I’Assioma della Scelta

D.1 Filtri e Ultrafiltri

Definizione D.1.1: Un filtro F su X & una famiglia di parti di X tale che:
e 0 ¢ 3T;
e se A, B € F allora anche ANB € J;

e se A€ Fe AC B, allora anche B € F.

Definizione D.1.2: Una base di filtro su X ¢ B C P(X) tale che:
o VB e B,B #

e« VB, BecBIB"cB, B"CcBNB.

Esempio D.1.3: (1) In uno spazio topologico, la famiglia di intorni di un punto forma un

filtro e una base di intorni ¢ esattamente una base di filtro;
(2) In N, F = {A°| A C N finito } ¢ un filtro, detto filtro di Frechét;

(3) In generale se A C X, {B D A} ¢ un filtro, detto filtro principale generato da A.

Osservazione D.1.4: Data una base di filtro B, l'insieme {F' C X | 3B € B, B C F} ¢ un
filtro, detto filtro generato da B.

Definizione D.1.5: Dati due filtri F ¢ F’ diciamo che F & pin fine di F' se F C F. Due basi

di filtro si dicono 'una piu fine dell’altra se cosi sono i filtri che generano.

183
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Osservazione D.1.6: (1) B’ & pit fine di B se VB € B esiste B’ € B’ con B’ C B.

(2) In generale data una famiglia {JF;};c; di filtri esiste il minimo filtro contenente ogni F;

(scritto \/;c; F3) se e solo se | J;c; I ha la proprieta dell’intersezione finita.

E possibile generare filtri anche tramite 1'utilizzo di funzioni, partendo da un filtro dato.

Cioé:

Definizione D.1.7: Se F ¢ un filtro su X, una f : X — Y genera un filtro f(F) su Y,
f(F) ={f(F) | FeT}.

Se invece G & un filtrosu Y e g : X — Y & surgettiva, allora & definito il filtro su X g=1(9)
che ha per base {g7}(G) | G € G}.

Osservazione D.1.8: La verifica che le due famiglie cosi definite formano un filtro ¢ una

semplice applicazione della definizione. Inoltre si puo osservare che f~1(G) C F se e solo se

G C f(9).

Definizione D.1.9: Data una famiglia {F;} di filtri sugli insiemi X, & possibile considerare il
filtro [[,c; Fi := VV/ p; *(F) sul prodotto [[,c; Xi

Si pud mostrare che [[;c; J; ¢ il minimo filtro F sul prodotto tale che Vi p; '(F;) C F.

Cominciamo ad applicare questi strumenti al contesto topologico.

Definizione D.1.10: Sia X spazio topologico. Diciamo che un filtro ¥ su X converge a x € X
se U, C F dove U, ¢ il filtro degli intorni di x, ossia se VU € U, IF € F tale che FF C U.

Definizione D.1.11: Diciamo che z ¢ un punto aderente a F se VU € U, VF € F,UNF =)

Equivalente: VF € F, z € F, ovvero x € () F.
Equivalentemente: esiste il filtro FV U,.

Equivalentemente: F ha un raffinamento convergente a x.

Lemma D.1.12: Una funzione f : X — Y fra spazi topologici é continua in x se e solo se
Uy € f(Uz) o f(Uy) converge a f(x).

Proviamo ora ad esprimere la compattezza topologica in termini di filtri. Facciamolo par-
tendo dalla definizione.
Uno spazio topologico X e compatto secondo Heine-Borel se da ogni suo ricoprimento aperto

se ne puo estrarre uno finito. Questo sappiamo tradursi nella condizione sui chiusi: X & compatto
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se data una qualsiasi famiglia di chiusi {F; };c; con intersezioni finite tutte non vuote (Proprieta
dell’Intersezione Finita, PIF), si ha (o, Fi # 0.

Proposizione D.1.13: X compatto se e solo se ogni filtro ha almeno un punto aderente.

Dimostrazione. Se X & compatto, dato un filtro F, considero la famiglia di chiusi {F}pcg:
essendo il filtro chiuso per intersezione e () ¢ F, si ha che la famiglia ha la PIF. Per compattezza
allora 3x € ( F, che & come dire che = & aderente a F.

Viceversa, se {F;} ¢ una famiglia di chiusi con la PIF, si puo verificare che ¢ una prebase
di un filtro, e dunque ha intersezione non vuota (il punto aderente sta nell’intersezione, per

chiusura). O

Una applicazione banale del lemma di Zorn ci dice che ogni filtro si estende ad un filtro
massimale (per inclusione), detto ultrafiltro. Ricordiamo inoltre (o puo essere un facile esercizio
sulle definizioni per chi non lo sapesse) che un filtro ¥ su un insieme X & un ultrafiltro se e solo
se per ogni sottoinsieme A di X, 0 A o A° sta in F.

Introduciamo dunque gli ultrafiltri nel nostro discorso sulla compattezza.

Proposizione D.1.14: X ¢ compatto se e solo se ogni ultrafiltro é convergente

Dimostrazione. Si € visto che richiedere la compattezza & equivalente a richiedere che ogni filtro
ammetta un punto ad esso aderente, che si ¢ detto voler dire che il filtro ammette un raffinamento

convergente a tale punto. Passando all’ultrafiltro si ha la tesi. O

Proposizione D.1.15: Sia F un ultrafiltro su X e f : X =Y. Allora f(F) é un ultrafiltro su
Y.

Dimostrazione. Mostriamo che dato un insieme A CY, A € f(F) oppure A° € f(F).

Acf@ e fHA)eTF e (fTHA))¢Te fTHA)ET e A ¢ f(9) (D.1)

dove si & usata la massimalita di F e che (f~1(A))¢ = f~1(A°). O

D.2 Teorema di Tychonov ed AC

Osservazione D.2.1: Data una famiglia di spazi topologici X; indicizzata su I, un filtro F su
[I;c; Xi converge a x = (x;) se e solo se I 2 U, = [[;c; Us;. Questo si traduce dicendo che Vi
F D p; 1(Uy,) o equivalentemente Vi Uy, C pi(F).

Quindi F converge a x se e solo se p;(F) converge a x; per ogni i.
Come per magia, risulta ora quasi immediata la dimostrazione del teorema di Tychonov.

Teorema D.2.2 (di Tychonov): I prodotto di spazi topologici compatti {X;}icr é compatto.
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Dimostrazione. Sia F un filtro sul prodotto; per quanto detto basta mostrare che converge a
qualche z. p;(F) risulta essere un ultrafiltro su X; per ogni i € I; per compattezza allora p;(F)
converge a un qualche x; per ogni ¢ € I. Ma per 'osservazione precedente questo si traduce con

la convergenza di F a x = (x;)er. O

Per concludere la sezione, vediamo il famoso legame che c¢’¢ fra Tychonov e l'assioma di

scelta.

Teorema D.2.3: Il teorema di Tychonov é equivalente all’assioma di scelta (AC).

Dimostrazione. Una freccia si ¢ gia vista (ricordiamo che AC (o Zorn) implica il teorema del-
l'ultrafiltro, ossia che ogni filtro si estende a un ultrafiltro), avendo usato nella dimostrazione di
Tychonov, seppur implicitamente, AC.

Mostriamo il viceversa. Siano .S; insiemi non vuoti indicizzati su I: si vuole trovare una
funzione f : I — |J;c; S; tale che per ogni ¢ € I, f(i) € S;. Poniamo X; = S; U {i} (possiamo
supporre i ¢ S;) su cui mettiamo la topologia {0, {i}, S;, X;}: X; risulta dunque ovviamente
compatto e per Tychonov allora sara compatto anche I1;c;.X;.

Consideriamo quindi i chiusi pi_l(Sl-), che sono gli insiemi delle f tali che f; € S;, ossia le
funzioni che fanno "almeno una scelta giusta". Questi formano una famiglia di chiusi con la
PIF (convincersene!) e dunque per compattezza hanno intersezione non nulla: ma una funzione

nell’intersezione ¢ esattamente una funzione di scelta. O
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