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Capitolo 1

Spazi topologici

1.1 Spazi metrici

Definizione 1.1.1 (Spazio metrico): Uno spazio metrico ¢ una coppia (X, d) in cui

X ¢ un insieme e d: X X X — [0, +00) é funzione t.c.
(1) Vz,y € X d(z,y) =0 <= z =y,
(2) Yo,y € X d(z,y) = d(y, z);
(3) (Disuguaglianza triangolare) Yx,y,z € X d(z, z) < d(z,y) + d(y, z).

Una tale d & detta distanza o metrica si X.

Esempio 1.1.2: X = R" e dg(z,y) = /Y ;—q(xi —vi)?, questa & detta distanza

ecuclidea.

1
Esempio 1.1.3: X = R", p € [1,400) e dp(z,y) = O iy |xi — yilP)?, questa ¢ detta

distanza p. Osserviamo che per p = 2 si ritrova la distanza euclidea.
Esempio 1.1.4: X =R" e doo(z,y) = max{|z; —yi| | i € {1,...,n}}.

0 sex=y
Esempio 1.1.5: X insieme qualsiasi e d(z,y) = , questa é detta distanza

1 sex#y
discreta.

Definizione 1.1.6 (Embedding isometrico): Dati (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici una
funzione f : X — Y t.c. Va,2' € X dy(f(z), f(2)) = dx(z,2") é detta embedding

isometrico e se f é anche bigettiva é detta isometria.

Osservazione 1.1.7: e Un embedding isometrico é sempre iniettivo.

1



2 1.1. Spazi metrici

e L’inversa di un’isometria € anch’essa un isometria.

e Composizione di embedding isometrici ¢ embedding isometrico.

Definizione 1.1.8 (Palle): Sia (X,d) uno spazio metrico, z € X e r > 0. Si definisce la

palla aperta centrata in = e di raggio r 'insieme
B(z,r):={y e X | d(z,y) <r}

mentre si definisce la palla chiusa centrata in x e di raggio r 'insieme

B(z,r):={y € X | d(z,y) <r}.

Invece sara detta palla un qualsiasi sottoinsieme B C X per il quale dz € X dr > 0
t.c. B(xz,r) C B C B(z,r).

Osservazione 1.1.9: Chiaramente B(z,r) C B(z,r).

Definizione 1.1.10 (Limitatezza): Sia (X,d) uno spazio metricoe Y C X. Y ¢ detto
limitato in (X,d) se 3z € X, 3R € (0,+00) t.c. Y C B(x, R).

Se in (X, d) si ha che X ¢é limitato diremo che (X, d) é uno spazio metrico limitato.

Definizione 1.1.11 (Funzione continua tra spazi metrici): Siano (X,dx) e (Y, dy)

due spazi metrici, f : X — Y una funzione e g € X. f é detta continua in xg se
Ve >030 >0t.c. Ve X dx(z,xg) <d=dy(f(x),f(x)) <e

ossia se Ve > 0 35 > 0 t.c. f(B(zo,0)) C B(f(x0),€)-

Se f & continua in ogni punto di X allora é detta continua.

Esempio 1.1.12: e Gli embedding isometrici sono funzioni continue.

e Se nel contesto della definizione precedente dx = d metrica discreta allora ogni
funzione f : X — Y ¢ continua. Infatti per ogni € > 0 basta prendere § = % ad

esempio.

Definizione 1.1.13 (Funzione lipschitziana): Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi me-
trici, f : X — Y una funzione. f & detta lipschitziana se 3L > 0 t.c. Vz,2’ €
X dy (f(z), f(2") < Ldx(z,2') ed in tal caso é anche detta L-lipschitziana.

Proposizione 1.1.14: Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici, f : X — Y wuna

funzione lipschitziana, allora f & continua.
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Dimostrazione. Sia v € X e € > 0, se f ¢ L-lipschitziana, prendendo § = 7 si ha che

' € B(x,0) = dy(f(z), f(2')) < Ldx(z,2") < L§ = «. O

Definizione 1.1.15 (Insiemi aperti e chiusi in spazi metrici): Sia (X,d) spazio
metrico, un insieme A C X ¢ detto aperto se Vx € A 3ry > 0 t.c. B(z,r5) C A.

Invece un insieme C' C X & detto chiuso se X \ C' ¢ aperto.

Lemma 1.1.16: Sia (X,d) spazio metrico. Allora valgono le sequenti affermazioni:
(1) Le palle aperte sono insiemi aperti di X ;
(2) le palle chiuse sono insiemi chiusi di X .

Dimostrazione. (1). Sia B(x,r) C X una palla aperta e sia y € B(z,r), allora preso
p <r—d(x,y) si ha che B(y,p) C B(x,r).

(2). Sia C = X \ B(z,r) il complementare di una palla chiusa di X e sia y € C.
Considerando p < r — d(y, ) si ha che B(y,p) C C. O

Definizione 1.1.17 (Distanza da un insieme): Sia (X, d) uno spazio metricoe Y C X,

allora si definisce la distanza da Y di un punto = € X 'oggetto

d(z,Y) :=inf{d(z,y) |y € Y}

Proposizione 1.1.18: Sia (X, d) uno spazio metrico e Y C X, allora la funzione
Xszr—d(x,Y) € [+0)
¢ 1-lipschitziana.

Dimostrazione. Siano z,2' € X ey € Y, allora d(z,y) < d(z,2’)+d(2',y) dacui d(z,Y) <
d(z,2') + d(2',y) Vy € Y e passando all'inf anche al secondo membro si ottiene d(z,Y’) —
d(2',Y) < d(z,2"). Invertendo x e 2’ si ottiene anche d(2',Y) — d(z,Y) < d(z,2’), da cui
|d(z,Y) —d(2',Y)| < d(z,2"), che & quanto voluto. O

Proposizione 1.1.19: Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e f : X — Y wuna
funzione. f ¢ continua <= YA CY aperto di Y f~(A) ¢ aperto di X.

Dimostrazione. (=). Sia A C Y aperto e sia z € f71(A). Allora f(z) € Ae Ir >
0 t.c. B(f(z),r) C A esiad > 0 dato dalla definizione di continuita t.c f(B(z,d)) C
B(f(x),r). Allora B(x,7) C f~1(A).

(«<). Sia x € X e fissiamo ¢ > 0. Per il lemma precedente B(f(z),e) ¢ un aperto
di Y, dunque per ipotesi f~1(B(f(z),€)) ¢ un aperto di X, ma x € f~1(B(f(x),¢))
dunque Ir, > 0 t.c. B(z,ry) C f7HB(f(x),e)) € f~H(B(f(z),¢)) da cui f(B(x,7.)) C
B(f(x),e). O
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Osservazione 1.1.20: Quindi la continuita di una funzione tra spazi metrici dipende

soltanto dagli aperti dei due spazi.

1.2 Spazi topologici

Definizione 1.2.1 (Spazio topologico): Sia X un insieme una famiglia 7 C P(X) ¢

detta topologia su X se valgono le seguenti proprieta
(1) 0, X e;
(2) se ABeT = ANBeT,
(3) se {Ai}iecrC 7 = Ujcr Ai € 7.

Ed in tal caso la coppia (X, 7) ¢ detto spazio topologico.
Gli insiemi A € 7 sono detti aperti, mentre un insieme C' C X é detto chiuso se
JAeTte C=X\A=: A"

Teorema 1.2.2: Sia (X, d) uno spazio metrico, allora la famiglia
T7i:={AC X | A aperto di (X,d)} C P(X)
¢ una topologia su X ed ¢ detta topologia indotta dalla distanza d.

Dimostrazione. Ovviamente (), X € 74.

Prendiamo A, B € 7y e x € ANDB, esistono ry4,rp > 0t.c. B(x,r4) C Ae B(xz,rg) C B
allora preso r < min{r4,rp} si ha che B(z,r) C AN B, dunque AN B € 74.

Adesso invece prendiamo {A;};c; C 74, allora preso x € |J;c; A; si ha che Ji, €
Itc xe A equindi Ir, >0 t.c. B(w,ry) C Ai, CUjerAs, quindi U;e; Ai € 74 O

Esempio 1.2.3: In generale non vale che se {A;};c; C 7 allora (),c;A; € 7. Infatti
come controesempio possiamo prendere X = R e 7 = 7 := 74, ¢ Vn € IN, prendiamo
An, = (=1 1) alloraVn € Ny A, € 7p, ma Mnen, An = {0} & 75

n’n

Osservazione 1.2.4: Essendo i chiusi i complementari degli aperti si sarebbe potuta dare
una definizione equivalente di topologia usando i chiusi scambiando, nella definizione data,

i segni di unione con quelli di intersezione e viceversa.
Osservazione 1.2.5: Possono esistere insiemi che non sono né aperti né chiusi.

Definizione 1.2.6: Uno spazio topologico (X,7) ¢ detto metrizzabile se esiste una

metrica d su X t.c. 7= 71y.
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Definizione 1.2.7: Sia un insieme X. Due distanze d e d’ su X sono dette equivalenti

S€e Tq = Tq’-

Proposizione 1.2.8: Sia un insieme X e d e d due distanze su X. Se Ja, 3 > 0 t.c.
Vae,y € X ad(z,y) < d(x,y) < Bd(z,y) allora d e d' sono equivalenti.

Nel caso valga la condizione appena descritta d e d' sono dette bilipschitz-equivalents.

Dimostrazione. Denoteremo con By(z,r) e By (x,r) le palle aperte centrate in = di raggio
r nelle metriche d e d’ rispettivamente.
(t¢¢ C 7q). Sia A € 74 e sia x € A, allora esiste r, > 0 t.c. By(x,r;) C A, allora

facciamo vedere che By (z,ary) C A. Siay € By(x,arg) si ha
1
d(SE,y) S *d/(xvy) S Tz
a

cioé y € By(x,rz). Quindi By (x,ar,) C Bg(z,r;) C A che implica per arbitrarieta di
x € Ache A€ ry.
(Tor C 74). Sia A’ € 74 e sia x € A, allora esiste v}, > 0 t.c. By(z,7.) C A, considera

By(x, %ré) e si dimostra in modo analogo a prima che By(z, %r;) C A. O

Lemma 1.2.9 (Disuguaglianza MA-MQ): Datin € Ny e {a;i}icq1,..ny C [0, +00),

allora vale la disuguaglianza

n n 2
> i1 G < > ic1 9
n B n
Dimostrazione. Segue, ad esempio, dalla convessita di R 3 x — 22 € [0, +-00). O

Proposizione 1.2.10: Le metriche di,dg,ds su R™ sono equivalenti.

Dimostrazione. Siano z,y € R", dalla disuguaglianza MA-MQ si ha

>oiey [ — yil < \/2?21(%‘ — ;)2
n - n

che equivale a d; < y/ndg. Inoltre vale che dy < dy e che dg < y/nd, che insieme alla

proposizione precedente provano la tesi. O

Esempio 1.2.11: Sia X insieme qualsiasi, la topologia discreta ¢ 74isc = P(X). Tale

topologia € metrizzabile, infatti ¢ indotta dalla metrica discreta.
Esempio 1.2.12: Sia X insieme qualsiasi, la topologia indiscreta ¢ 7gisc = {0, X }.

Definizione 1.2.13 (Funzione continua tra spazi topologici): Siano (X, 7x)e (Y, 7y)
due spazi topologici e f : X — Y una funzione. f ¢ detta continua (rispetto alle topologie

Tx,Ty> se VA € % f_l(A) € Tx.
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Osservazione 1.2.14: Se, nel contesto della definizione precedente, le topologie su X e
Y, 7x e 7y, sono metrizzabili, abbiamo gia dimostrato che la nozione di continuita tra

spazi topologici coincide con quella data per spazi metrici se considerati tali.

Definizione 1.2.15 (Omeomorfismo): Siano (X, 7x) e (Y,7y) due spazi topologici e
f: X — Y una funzione. f ¢ detta omeomorfismo se ¢ continua, bigettiva e con inversa
anch’essa continua.

Se esiste un omeomorfismo tra due spazi topologici allora questi sono detti omeomorfi.

Osservazione 1.2.16: e Per due spazi topologici ’essere omeomorfi ¢ una proprieta

che dipende soltanto dalle rispettive topologie.
e Composizione di omeomorfismo & omeomorfismo.

e Di conseguenza ’essere omeomorfi ¢ una relazione transitiva.

Definizione 1.2.17 (Funzioni aperte e chiuse): Siano (X,7x) e (Y, 7y) due spazi

topologici e f: X — Y una funzione. f & detta:
e aperta se VA € 7x f(A) € 1y;

e chiusa se VC' C X chiuso f(C) C Y é chiuso.

Proposizione 1.2.18: Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici e f : X — Y wuna
funzione continua e bigettiva. Allora f é un omeomorfismo <= f ¢é aperta < f ¢

chiusa.

Dimostrazione. Sia f~! inversa di f. Allora f ¢ aperta <= f~! manda aperti in aperti,
cioé f~! & continua. Mentre f é chiusa <= f~! manda chiusi in chiusi, cioé¢ f~! &

continua. O

Proposizione 1.2.19: Sia (X, 7) uno spazio topologico metrizzabile, allora T ¢ indotta

da una distanza limitata.

Dimostrazione. Sia d distanza su X t.c. 7 = 74, definisco d'(z,y) := min{d(z,y),1}, &
facile verificare che d' ¢ ancora una distanza su X ed ¢ limitata. Dimostriamo che 7,1 = 7.
Infatti vale che Ae 7 <= Vere Adry, >0tc By(x,ry) CA < Ve Adr, €
(0,3) t.c. By(z,13) CA <= Vz € Adr, € (0,3) tc. Bu(a,ry) CA < Aecrp. O
Osservazione 1.2.20: La proposizione appena dimostrata ci dice in particolare che esi-
stono coppie di distanze definite su uno stesso insieme X che sono equivalenti ma non

bilipschitz-equivalenti, vedi ad esempio X = R e dy, min{d;, 1}.
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Esempio 1.2.21: Sia X insieme, definiamo la topologia cofinita su X come
Teof *— {A cX ‘ |AC‘ < NO}
¢ facile verificare che effettivamente ¢ una topologia.
Esempio 1.2.22: Sia X insieme, definiamo la topologia conumerabile su X come
Teon ‘= {A C X | |A°] < Ny}
¢ facile verificare che effettivamente ¢ una topologia.

Esempio 1.2.23: Consideriamo X = K[z, ...,x,], polinomi in n variabili a coefficienti

nel campo K. Per ogni I C K[zy,...,x,] sia

V() :={(x1,....,xn) € K" | f(z1,...,zp) =0 Vf eI}

e definiamo

1z = {A C Klzy,...,x,) | I C K[z1, ..., 2] t.c. V(I) = A}

¢ facile verificare che questa ¢ una topologia in cui i V' (I) al variare di I C K[zy, ..., y)

sono chiusi. Tale topologia ¢ detta topologia di Zariski.

Definizione 1.2.24 (Chiusura): Sia (X, 7) uno spazio topologico e Z C X. Definiamo

Z= (] C

zZcocX
C' chiuso

la chiusura di Z come

Osservazione 1.2.25: La chiusura di un sottoinsieme di uno spazio topologico €& il piu

piccolo chiuso che lo contiene.

Osservazione 1.2.26 (Palle chiuse e chiusura di palle in spazi metrici): Sia (X,d)
uno spazio metrico, z € X e r > 0. In generale vale B(z,7) C B(xz,r) infatti abbiamo
dimostrato che B(x,r) é un chiuso di (X,d) e il contenimento segue dalla definizione di
chiusura.

Ma in generale non si ha 'uguaglianza, cioé esiste uno spazio metrico in cui la chiusura
di una palla non ¢ la palla chiusa. Prendiamo X insieme con |X| > 2 e d la distanza
discreta, allora se x € X vale B(x,1) = {z} e quindi anche B(z,1) = {z}, mentre invece

B(z,1) = X.
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Definizione 1.2.27 (Parte interna): Sia (X, 7) uno spazio topologico e Z C X. Defi-

niamo la parte interna di Z come

Z=It(Z):= |J A

ACZ
A aperto

Osservazione 1.2.28: La parte interna di un sottoinsieme di uno spazio topologico € il

piu grande aperto contenuto in esso.

Definizione 1.2.29 (Frontiera topologica): Sia (X, 7) uno spazio topologico e Z C X.
Definiamo la frontiera topologica o bordo topologico di Z come 07 := Z \ A

Definizione 1.2.30 (Insieme denso): Sia (X,7) uno spazio topologico e Z C X.

Diciamo che Z ¢ denso in X se Z = X.

Esempio 1.2.31: Consideriamo (X,7) = (R",7£) e Z = Q", notiamo che Q™ non con-
tiene alcuna palla di raggio positivo, dunque non contiene nessun aperto di 7g, dunque
Q = 0, similmente anche Int(R™ \ Q") = 0 ¢ quindi

R" = Int(R"\ Q") U (R™\ (R"\ Q")) =pu Q" =Q"

ossia Q" ¢ denso in R".

Definizione 1.2.32: Sia (X, 7) uno spazio topologico, Z C X e x € Z. Il punto z si dice

aderente a Z se x € Z, mentre si dice punto di accumulazione di Z se z € Z \ {z}.

Osservazione 1.2.33: e Chiaramente se Z CY C X allora Z CY e Z C f/, quindi

un punto di accumulazione é anche aderente.

e Punti aderenti e di accumulazione di uno Z C X possono anche non appartenere a
Z.

Proposizione 1.2.34 (Aderenza con intorni): Sia (X, 7) uno spazio topologico, Z C
XexeX. Valechex € Z += VActtcxcAANZ#.

Dimostrazione. (<). Supponiamo che x ¢ Z allora z € X \ Z ma X \ Z & aperto e
X\ZnZzZ=0.
(=). Supponiamo che 3A € 7 t.c. x € Ae ANZ = (), allora X \ A & un chiuso e
contiene Z e per definizione di chiusura Z C X\ A ¥z = 2 ¢ Z.
O

Definizione 1.2.35: Sia X insieme e 7,7 C P(X) due topologie su X, diciamo che 7 ¢

itt fine di 7/ se 7 D 7/, mentre diciamo che 7 ¢ meno fine di 7/ se 7 C 7.
)
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Osservazione 1.2.36: e Sia X insieme e 7,77 C P(X) due topologie su X notiamo

che 7 ¢ pit fine di 7/ <= Id: (X,7) — (X,7’) ¢ continua.
e Possono esistere topologie su uno stesso insieme che non sono comparabili.

e Sia X insieme e d,d’ due distanze su X dalla dimostrazione della Proposizione 1.2.8

segue che se 33 > 0 t.c. d < ad’ allora 74 ¢ meno fine di 7.

e Su X = R la topologia euclidea 75 € piu fine della la topologia cofinita 7.

1.3 Basi e prebasi

Lemma 1.3.1: Sia X insieme e {7;}icr una famiglia di topologie su X, allora T = (\;c; Ti

¢ una topologia su X.

Dimostrazione. EssendoVie I ), X € 7, siha (), X € 7.
Prendiamo A, B € T allora A,B € 1, Vi € [ equindi ANB € 1;Vi € [ dacui ANB € 7.
Infine se si prendono {Ay}aca C 7 allora {Ag}aen C 7 Vi € 1 e quindi (J,cp Ao €
7 Vi € I e quindi (J,cp Ao € 7. O

Definizione 1.3.2 (Topologia generata da una famiglia di parti): Sai X insieme e

S C P(X), allora definiamo la topologia generata da S come

TS = ﬂ T.

Scr
T topologia su X

Osservazione 1.3.3: Nel contesto della definizione precedente, la topologia 7¢ é ben
definita grazie al lemma 1.3.1 e 'intersezione é fatta su una famiglia non vuota di topologie

in quanto di sicuro almeno la topologia discreta ne fa parte.

Definizione 1.3.4 (Base di una topologia): Sia (X,7) uno spazio topologico. Una

base della topologia 7 su X ¢ una famiglia B C 7 t.c. VA € 7 3B’ C B che realizza
A=Upew B

Esempio 1.3.5: Se (X, d) ¢ uno spazio metrico, R C (0,+00) t.c. VR € (0,400) Ir € R
t.c. r € (0, R), allora la famiglia

By :={B(z,r) |z € X, re R}

é una base della topologia 74 su X.
Infatti sia A € 74 e sia € A allora e, > 0 t.c. B(z,e,) C A, ma per ipotesi su R
Jry € (0,e;) e vale x € B(z,1;) C B(x,e,) C A, da cui quanto voluto.
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Proposizione 1.3.6: Sia X insieme, allora B C P(X) ¢ base di una topologia su X <=

gode delle sequenti proprieta:

(1) X =Upes B:
(2) VB1,By € B 3IB' C B t.c. By N By :UBGB’ B.

Dimostrazione. (=). Sia B base della topologia 7 su X. (1) segue dal fatto che X € 7 e
dalla definizione di base. (2) segue dal fatto che By N By € 7 e dalla definizione di base.
(«<=). Definiamo

T::{ACX|EIB'CB‘E.C.A: U B}
BeB’

¢ facile verificare che 7 é una topologia su X e per costruzione B ¢ una base di 7. [

Definizione 1.3.7 (Prebase di una topologia): Sia (X, 7) uno spazio topologico. Una
prebase della topologia 7 su X ¢é una famiglia 8 C 7 t.c. se prendo la famiglia delle

intersezioni finite di elementi di 8

n
B = ﬂ Ej | nec IN+, {Ej}jzl,...,n cs
j=1

questa forma una base di 7.

Osservazione 1.3.8 (Base = prebase): Chiaramente una base ¢ anche una prebase.
Infatti se (X,7) & uno spazio topologico e B & una base di 7 allora la famiglia delle

intersezioni finite di B contiene B e quindi ¢ a sua volte una base di 7.

Osservazione 1.3.9 (Prebase # base): Ci sono prebasi che non sono basi. Infatti
consideriamo X = R munito della topologia euclidea 7z e sia 8§ := {(—o00,a) | a € R} U
{(b,4+00) | b € R}, la famiglia delle intersezioni finite di elementi di 8§ contiene gli intervalli
del tipo (a,b), con a,b € R, che formano una base della topologia euclidea su R, dunque
S ¢ effettivamente una prebase della topologia euclidea 75 su R, ma gli aperti del tipo
(a,b) C R non si possono scrivere come unione di elementi di 8 che quindi non ¢ una base

di 7g.

Teorema 1.3.10: Sia (X, 7) uno spazio topologico e S C P(X), allora T coincide con Tg,

la topologia generata da S <= SU{X} é una prebase di .

Dimostrazione. (=). Vediamo che S U {X} & una prebase della topologia 7 = 7g. Chia-
ramente S U {X} C 7 e consideriamo B la famiglia delle intersezini finite di elementi di

SU{X} e vediamo che B & base di una topologia usando la proposizione 1.3.6. Essendo
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X € SU{X} C Bsihache X =]z B ese By, By € B allora sono intersezioni finite di
elementi di SU{X} e quindi B; N Bz ¢ anch’esso intersezione finita di elementi di SU{X}.
Dunque B ¢ base di una topologia 7’ su X. Ora SU{X} C7 = B C7equindi7’ C 7.
Viceversa si ha S C 7/ allora per definizione di 75 si ha 7/ C 79 = 7, di conseguenza 7/ = 7.
(«<=). Supponiamo che SU{X} sia una prebase di 7, allora gli elementi di 7 sono unioni
di intersezioni finite di elementi di S U {X} e quindi essendo S U{X} C 7g si ha 7 C 75.
D’altra parte S C 7 dunque necessariamente 7g C 7. Quindi 7 = 7g.
O

Osservazione 1.3.11: Il teorema precedente caratterizza la topologia Tg generata da .S,

infatti ci dice che A € T¢ <= A ¢ unione di intersezioni finite di elementi di S U {X}.

Proposizione 1.3.12: Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici e f : X — Y wuna

funzione, allora sono equivalenti:
(1) f é continua;
(2) 3B C P(Y) base di 7y t.c. VB € B f~1(B) € 7x;
(3) 38 € P(Y) prebase di 7y t.c. VE € 8 f~YE) € 7x.

Dimostrazione. Chiaramente valgono (1) = (2) e (1) = (3).

(2) = (3). Vera perché una base ¢ anche una prebase.

(3) = (1). Sia A € 71y allora esiste un insieme di indici [ e Vi € I In; € IN; e
HEij} je..ny €S tiee A= User ﬂ;“zl E; j, ma allora

=1 ﬂ Ei; | =UJ ﬂ f U (Eiy) € Tx.

iel j=1 iel j=1

1.4 Assiomi di numerabilita

Definizione 1.4.1 (Spazi II-numerabili): Uno spazio topologico (X,7) ¢ detto II-

numerabile o N2 se ammette una base di cardinalita al piti numerabile.

Definizione 1.4.2 (Spazi separabili): Uno spazio topologico (X, 7) é detto separabile

o ITI-numerabile o N3 se ha un sottoinsieme denso di cardinalita al pitt numerabile.

Esempio 1.4.3: (R",7g) ¢ separabile, in quanto Q™ & denso (vedi Esempio 1.2.31) e
Q" = [Q| = Ro.
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Osservazione 1.4.4: Sia (X, 7) spazio topologico, dalla proposizione 1.2.34 segue che
Q C X édenso <= VAe7r\{0} ANQ #0.

Proposizione 1.4.5: Uno spazio topologico (X, 7) N2 & separabile.

Dimostrazione. Sia J C IN e B = { By, }nes una base al pitt numerabile, posso supporre che
Vn € J B, # 0 eVn € J scelgo x,, € By,. Dico che Z = {x,}nes & denso in X, infatti se
A€ 7 alloradn € Jtc B, CAequindixz, € ANZ #0. O

Teorema 1.4.6: Uno spazio metrico (X,d) ¢ N2 < ¢ separabile.

Dimostrazione. (=). Vera per la proposizione precedente.

(«=). Sia Z C X sottoinsieme denso al pitt numerabile e sia
B:={B(z,r) | z€Z, re QN[0,+00)}

dico che B é una base della topologia 74 indotta dalla distanza d su X. Infatti sia A € 74
ex € Aallora 3r, > 0 t.c. B(w,r;) C Aesiano z € B(z,"#)NZer € QN (%7%)7 &
facile verificare che x € B(z,r) C B(z,r;) C A. O

Corollario 1.4.7: Lo spazio metrico (R",dg) é N2.

Esempio 1.4.8 (Retta di Sorgenfrey): Consideriamo X =R e
B ={la,b) | a,b € R, a < b}

allora B ¢ base di una topologia su R (¢ facile convincersene usando la proposizione 1.3.6),
indichiamo tale topologia con 7y, e chiamiamo lo spazio topologico (R, 7sy,) retta di
Sorgenfrey.

Valgono le seguenti:

e La topologia T, € strettamente pit fine della topologia euclidea su R.
Infatti Va,b € R con a < b vale che (a,b) € 7y, dunque 7 C Ty, ed inoltre
la,b) € sty \ TE # 0.

o (R, 7sy) ¢ uno spazio topologico separabile.

Infatti Q ¢ denso (si vede in modo analogo a quanto fatto per 7z).

o (R, 7sp) non & uno spazio topologico N2.
Infatti sia B’ & una qualsiasi base di (R, 7sy,) e sia € R. L'insieme [z, 2 + 1) € 7y
allora 3B"” C B’ t.c. [z, 4+ 1) = Ugegr B ed in particolare 3B, € B” C B’ t.c.
x € By, ma B, C [z,z + 1) quindi necessariamente x = inf B, = min B,. Abbiamo

dimostrato che Vo € R 3B, € B’ t.c. x = min B, dunque |B’| > |R| > Ry.
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o (R, Tsp) non & uno spazio topologico metrizzabile.

Infatti sappiamo che é separabile, dunque se fosse metrizzabile, per il teorema 1.4.6

sarebbe N2, ma abbiamo visto che non é cosi.

Definizione 1.4.9 (Intorni): Sia (X,7) uno spazio topologico e sia z € X. Un intorno
di ¢ un sottoinsieme U C X t.c. 3A € 7 t.c. x € A C U. Denotiamo con J(x) la famiglia

degli intorni di x.

Osservazione 1.4.10: Nel contesto della definizione precedente si nota che un intorno
non ¢é necessariamente aperto. Un esempio concreto ¢ X =R, 7 =75 e U = [0,1) allora
U€el(3) malU ¢ 5.

Osservazione 1.4.11: eUci(z) «— zel.

eSelUclx)eUCV =V el(x).

e SeU,Vellx) = UnNV ell(x).

Proposizione 1.4.12: Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia A C X. Allora A € 7 <

A ¢ intorno di ogni suo punto.

Dimostrazione. (=). Ovviamente se A € 7 allora Vz € A A € J(x).
(<).SeVx € Avale AcJ(z)alloraVer € AU, eTtec. v €U, CAeA=J,cqUs €
T. g

Proposizione 1.4.13: Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia Z C X. Allora
Z={xeX |VU€eI(zx) ZnU #0}.
Dimostrazione. Nella proposizione 1.2.34 si & dimostrato che
Z={rxeX|VAeTconze AZNA#}
dimostriamo adesso che, preso x € X, vale 'equivalenza
VAeTtconze AZNA#D) < (YU €I(x) ZNU #0)

().SeAdecTtercA = AcI(z) = ANZ#0.
(=).SeU €IJ(z) = FJA €T tc. x € AC U, ma allora per ipotesi ANZ # () e quindi
Unz+0. 0

Definizione 1.4.14 (Continuita puntuale in spazi topologici): Siano (X,7x) e

(Y, 7y) spazi topologici, f : X — Y una funzione e 29 € X. f ¢ detta continua in
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T se

YV € I(f(xo)) U € I(xp) tc. F(U)CV

o equivalentemente se
YV € I(f(xg)) U € I(xp) tc. U C f7HV)
e quindi, ancora equivalentemente, se
YV € 3(f(z0)) fH(V) € I(o)

Proposizione 1.4.15: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) spazi topologici e f : X — Y una funzione.

Allora f & continua < f ¢é continua in x Vo € X.

Dimostrazione. (<). Sia A € Ty allora per la Proposizione 1.4.12 A ¢ intorno di ogni suo
punto, ma allora per definizione di continuitd puntuale (tra spazi topologici) f~!(A) é
intorno di ogni suo punto e quindi, di nuovo per la Proposizione 1.4.12, si ha f~1(A) € 7x.

(=).Siaz € X esiaU € I(f(x)). Allora f(z) € U C Uequindiz € f~1(U) c f~1(U),
ma essendo f continua e U € 7y si ha f~1(U) € 7x, da cui f~1(U) € I(z). O

Definizione 1.4.16 (Sistema fondamentale di intorni): Sia (X, 7) uno spazio topo-
logico e z € X, un sistema fondamentale di intorni e SFI di z ¢ una famiglia J, C J(x)
t.c. VU € J(z) IV € Jp tc. VCU.

Esempio 1.4.17: e J, =J(x) ¢ un SFI di x.

e Se (X,d) ¢ spazio metrico e z € X, allora le famiglie: J, = {B(z,r) | r € [0, +00)},
J,={B(z,r) | r€[0,+00)NQ}, J2 = {B(x,2) | n € N;} sono SFI di x.

Definizione 1.4.18 (Spazi I-numerabili): Uno spazio topologico (X,7) & detto I-

numerabile o N1 se Vz € X esite un SFI al pitt numerabile di x.
Proposizione 1.4.19: Se (X, d) ¢ uno spazio metrico allora é N1.

Dimostrazione. Sia x € X. La famiglia J, = {B (z,+) | n € N.} C J(z) ¢ un esempio di

1
n

SFI di £ numerabile. O

Osservazione 1.4.20: Quindi uno spazio topologico che non é N1 non pud essere me-

trizzabile.

Proposizione 1.4.21: Uno spazio topologico (X,T) N2 é anche N1.
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Dimostrazione. Sia B = {B,}nen un base numerabile di (X,7) e sia x € X. Poniamo
B(z):={B, € B | x € By}, dico che questo ¢ un SFI di z. Infatti B(z) C B C 7 e quindi
B(z) C I(x), inoltre se U € I(x) allora JA € 7 t.c. € A C U, ma essendo B base 3] C IN
t.c. A= ,c; Bn ed in particolare In, € I t.c. x € B,, C A C U, dunque effettivamente
B(xz) & SFI di z. Infine si nota che |B(z)| < |B| < N, da cui la tesi. O

Osservazione 1.4.22 (N1 # N2): Il viceversa della proposizione precedente é falso
in generale, infatti se ad esempio X & pitl che numerabile lo equipaggio della topologia
discreta 7 = P(X), questo & N1 (perché é metrizzabile attraverso la distanza discreta) ma
non & N2, in quanto una qualsiasi base della topologia discreta deve contenere la famiglia

dei singleton che, con la nostra scelta di X, sara pitt che numerabile.

1.5 Successioni e limiti in spazi topologici

Definizione 1.5.1 (Successioni): Sia (X, 7) uno spazio topologico, una successione in

X ¢ una funzione N — X e viene comunemente denotata con (x,)nen C X.

Definizione 1.5.2: Sia (X, 7) uno spazio topologico e (zp)new C X una successione.
Preso U C X diciamo che z,, € U definitivamente se AN € N t.c. Vn > N z,, € U.
Mentre diciamo che z,, € U frequentemente se VN € N dn > N t.c. z, € U.

Definizione 1.5.3 (Limite di una successione): Sia (X,7) uno spazio topologico,
diciamo che la successione (z,)neny C X converge a x € X e scriviamo z, — x o
limy, 4 o0 p, = x, se YU € I(x) z,, € U definitivamente ed in tal caso = & chiamato limite

della successione (zp,)nenN.
Osservazione 1.5.4: In generale i limiti possono non esistere oppure non essere unici.

Definizione 1.5.5 (Insiemi sequenzialmente chiusi): Sia (X, 7) uno spazio topolo-
gico e sia C C X. C é detto sequenzialmente chiuso o chiuso per successioni se

V(2n)new C X successione t.c. x, € C frequentemente e x,, — x si ha xz € C.

Proposizione 1.5.6: Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia C C X. Se C' ¢é chiuso = C

e sequenzialmente chiuso.

Dimostrazione. Sappiamo che C = C = {z € X |VU € J(z) UNC # 0}. Sia (zy)neny C X
successione t.c. x,, € C frequentemente e x,, — x, allora dato U € J(x) si avra che z,, € U

definitivamente, ma essendo x,, € C' frequentemente si ha che Ing € N t.c. x,, € UNC # 0,
allorax € C =C. O
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Definizione 1.5.7 (Spazio sequenziale): Uno spazio topologico (X, 7) é detto sequen-

ziale se VC C X (' ¢ chiuso < (' ¢ sequenzialmente chiuso.

Teorema 1.5.8 (N1 = sequenziale): Sia (X, 7) uno spazio topologico N1 e sia C C X.
Allora C' ¢ chiuso <= Y(xp)new C X successione t.c. x, € C frequentemente e x, — x

st ha x e C.

Dimostrazione. (=). Dimostrata in generale nella proposizione precedente.

(«<). Dimostriamo che C = C. Sappiamo gia che C C C quindi basta dimostrare che
C cC. Siaxz e C esiaJ, ={U,}tner, con I C N, un SFI al pitt numerabile di z, senza
perdita di generalita posso supporre che I = IN, in quanto anche se I fosse finito basterebbe
porre Yn € IN\ I U,, := Uj, in cui si é fissato un qualsiasi ¢y € I. Inoltre a meno di sostituire
U, con (i, U; posso supporre che Yn € IN Uy 41 C Uy, in quanto anche questa famiglia
sostitutiva costituisce un SFI numerabile di . Ora Vn € IN U, NC # () e Vn € IN scelgo un
qualsiasi x,, € U, N C. La successione (z,)neN cosl costruita converge a x per costruzione,
infatti se V € J(x) allora 3N € N t.c. Uy C V, dunque Vn > N U, C V, ma z,, € U,
quindi z,, € V definitivamente. Inoltre (z,),en ¢ contenuta in C, dunque in particolare vi

appartiene frequentemente, quindi per ipotesi z € C. O

Corollario 1.5.9: Sia (X, 7) uno spazio topologico N1 e sia C C X. Allora C ¢é chiuso
<= V(zp)new C X successione t.c. \/n € Nz, € C exp, - si hax € C.

Dimostrazione. Segue dalla dimostrazione del teorema precedente. O

Proposizione 1.5.10: Sia (X,7) uno spazio topologico e A C X. Allora A aperto =

V(2n)new C X successione t.c. x, — x e x € A si ha x, € A definitivamente.

Dimostrazione. Essendo A aperto € intorno di ogni suo punto, dunque la tesi segue dalla

definizione di limite. O

Proposizione 1.5.11: Sia (X, 7) uno spazio topologico N1 e A C X. Allora A € T <

V(2n)new C X successione t.c. x, — x e x € A si ha x, € A definitivamente.

Dimostrazione. (=). Si & dimostrata in generale nella proposizione precedente.
(«<). A ¢ aperto <= X \ A ¢ chiuso <= V(zn)new C X successione t.c. z, €
X \ A frequentemente e x,, — x si ha x € X \ A e quest’ultima affermazione equivale

all’ipotesi. O

Proposizione 1.5.12: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) spazi topologici e f : X — Y una funzione.
[ continua = V(xp)new C X successione t.c. Ty, — x si ha che f(x,) — f(x).
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Dimostrazione. Sia U € J(f(z)) allora per continuita di f in x si ha f~1(U) € J(x), dunque

per definizione di limite x, € f~!(U) definitivamente cioé¢ f(x,) € U definitivamente. [

Proposizione 1.5.13: Siano (X,7x) e (Y,7y) spazi topologici con (X,7x) NI e sia f :
X = Y una funzione. f é continua <= Y(xn)new C X successione t.c. x, — x si ha

che f(xn) — f(z).

Dimostrazione. (=). Si & dimostrata in generale nella proposizione precedente.

(«). Sia A € 7y aperto, visto che X ¢ N1 usiamo la proposizione 1.5.11 per dimostrare
che f71(A) € 7x. Sia (z,)nen C X t.c. 2, = xconz € f~1(A), vediamo che z,, € f~1(A)
definitivamente. Per ipotesi si ha che f(x,) — f(z), ma f(z) € A ed essendo A aperto
A € I(f(x)), dunque per definizione di limite si ha che f(x,) € A definitivamente, che
equivale a ,, € f~1(A) definitivamente. O

Esempio 1.5.14: Consideriamo lo spazio topologico (X, Teon) in cui X & un insieme con
| X | > Rg € Teon € la topologia conumerabile su X. Questo spazio non é sequenziale e quindi
non & nemmeno N1 per il teorema 1.5.8.

Dimostriamo che se (x,)new C X successione si ha che z, - ¢z <— 1z, =«
definitivamente.

Infatti se x,, = x definitivamente allora ovviamente z,, — z. Mentre se z,, —
consideriamo U := X \ {z,, | z,, # x}, allora U € 7cof € quindi U € J(z), ma questo implica
che z,, € U definitivamente, cioé che x, = x definitivamente.

Dimostrato questo ¢ facile notare che tutti i sottoinsiemi di X sono sequenzialmente
chiusi, dunque la caratterizzazione data nel teorema 1.5.8 non funziona, dunque (X, 7¢of)

non é sequenziale.

1.6 Sottospazi topologici

Lemma 1.6.1: Sia (X, 7) uno spazio topologico, Z un insieme e f : Z — X una funzione.

Esiste su Z la topologia meno fine che rende f continua ed ¢

flr= {fﬁl(A) | Ae T}
Dimostrazione. f~'7 & una topologia, infatti ) = f~1(0) € f~'r, Z = f~YX) € f'r,
se Ay, A2 € 7 allora f~1(A1) N f7HA2) = f7H A1 N Ag) € fi1 e se {A;}ier C 7 allora
Uier f71(A) = 7 (Ujer 4i) € f1r
E se 7/ & una topologia su Z che rende continua f allora VA € 7 f~1(A) € 7/ =
f~lrcr. 0

Definizione 1.6.2 (Sottospazio topologico): Sia (X,7) uno spazio topologico e Y C
X. La (X, 7o) topologia di sottospazio ereditata da Y ¢ la topologia meno fine che
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rende continua 'inclusione ¢ : ¥ < X e si indica con 7),,. Lo spazio topologico (Y, T‘Y) é

un sottospazio topologico di (X, 7).

Osservazione 1.6.3: Per la proposizione precedente quella appena data ¢ una buona

definizione.

Proposizione 1.6.4: Sia (X, T) uno spazio topologico, (Y, 1), ) un suo sottospazio e B, D C
Y. Allora Ber, <= 3JAerttc B=i1(A)=ANY. E analogamente D ¢ chiuso
in (Y,7,) < 3C C X chiuso in (X,7) t.c. D=i"'(C)=CNY.

Dimostrazione. Segue dal fatto che, per la proposizione 1.6.1, si ha 7),, = imlr.

O

Osservazione 1.6.5: Se B ¢ una base di (X, 7) spazio topologico e (Y, 7)) ¢ un suo
sottospazio allora B, = {BNY | B € B} ¢ una base di (Y,7,) (la verifica ¢ molto

semplice).

D’0ORA IN POI SE (X,7) E UNO SPAZIO TOPOLOGICO E Y C X SI SOTTIN-
TENDERA SEMPRE LA SCELTA DI 7, COME TOPOLOGIA SU Y QUANDO NON
SPECIFICATA.

Proposizione 1.6.6: Sia (X, 7) uno spazio topologico e (Y, 7, ) un suo sottospazio, val-

gono le sequenti:

(1) (Aperto di un aperto & aperto) SeY € 7 alloraVACY Aer, <+ AcrT.

(2) (Chiuso di un chiuso é chiuso) Se Y ¢ chiuso in (X, 1), allora VC C Y C ¢
chiuso in (Y, 7)) <= C ¢ chiuso in (X, 7).

Dimostrazione. (1) Sia ACY,se AeT = ANY = A€ 7,. Viceversa se A € 7], allora
A=BNY con B €7, ma allora A €.

(2) Analoga al caso precedente ma con i chiusi. O

Osservazione 1.6.7: Nel contesto della proposizione precedente se Y non & aperto non
é vero che gli aperti di Y sono aperti di X.

Infatti come esempio possiamo prendere X = R e Y = [0, 1], allora [0, %) = 10,1 N
(—%, %) ¢ aperto in [0, 1], ma non lo ¢ in R.

E se Y non ¢ chiuso non ¢é vero che i chiusi di Y sono chiusi in X.

Infatti come esempio possiamo prendere X = R e Y = (0, 1), allora (0, %} =(0,1)N

[—%, %] é chiuso in (0,1), ma non lo ¢ in R.
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Proposizione 1.6.8: Siano (X, 7) e (Z,7z) spazi topologici, (Y, 7, ) un sottospazio di
(X,7) e f: X — Z continua. Allora anche f, : Y — Z ¢ continua.

Dumostrazione. Infatti f|,, = f o4 e composizione di continue ¢ continua. O

Proposizione 1.6.9: Siano (X, 7) e (Z,77) spazi topologici, (Y, 7}, ) un sottospazio di
(X,7), 1 : Y — X linclusione e f : Z — Y una funzione. Allora f & continua <=

1o f:Z — X & continua.

Dimostrazione. (=) Composizione di continue & continua.

(<) Sia A € 7, allora 3B € 7 t.c. A= BNY, dunque per continuita di 7 o f si ha
FHA) =FY(BNY))=(ic f)"(B) €Tz

O

Teorema 1.6.10 (Proprieta universale della topologia di sottospazio): Sia (X, 7)
spazio topologico e (Y, 7'|Y) un suo sottospazio. Allora 7, ¢ l'unica topologia su'Y per cui
vale la proprieta universale:

L’INCLUSIONE i : (Y,7') < X E CONTINUA E DATI UNO SPAZIO TOPOLOGICO (Z,Tyz)
E UNA FUNZIONE f : Z — (Y,7') ALLORA f E CONTINUA <= dof :Z — X E
CONTINUA.

Dimostrazione. Per la proposizione 1.6.9 la topologia di sottospazio 7, su Y verifica la
proprieta universale.

Sia 7/ una topologia su Y che verifica la proprieta universale. Applicando tale proprieta
con (Z,7z) = (Y,7,) e f = Idy, identita di Y

Y, 7,) I (v, 7) -5 (X, 7)

dalla continuita di 7 o Idy = i si ottiene la continuita di Idy, percio 7 C 7y Ma 7, ¢ la
topologia meno fine che rende 7 continua e 7’ rende ¢ continua per ipotesi, dunque 7y C 7/

e quindi 7" = 7). O

Lemma 1.6.11: Sia (Y, 7y) uno spazio topologico, allora esiste uno spazio topologico

(X, 1) separabile che ha (Y, Ty) come sottospazio.

Dimostrazione. Sia p € Y, consideriamo X := Y U{p} e muniamo X della topologia 7 t.c.
VA e P(X)
Aer < A= oppure U € 1y t.c. A=UU{p}

¢ facile verificare che 7 ¢ effettivamente una topologia su X e (X, 7) é separabile perché per

costruzione {p} ¢ denso, infatti interseca ogni elemento di 7\ {#}. Vediamo che 7|, = 7y
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Effettivamente Z € 77, <= 3JA€7tc Z=ANY <+ 3JAc{lju{Uu{p}|Uc
v}ite Z=ANY < Z=0oppure U € 7y t.c. A= (UU{p}H)NY < 3TU €

Ty t.c. A =U in cui l'ultima uguaglianza ¢ vera perché () € 7y e nel secondo caso essendo
UcYsihaA=UU{p})nY =U. O

Teorema 1.6.12: Sia (X, 7) spazio topologico e (Y, T|Y) un suo sottospazio. Allora val-

gono:
(1) Se (X,7) e NI = (Y,7),) ¢ N1.
(2) Se (X,7) e N2= (Y,7,) ¢ N2
(8) Se (X, ) e metrizzabile = (Y, 7),) & metrizzabile.
(4) Se (X,7) & metrizzabile e separabile = (Y, 7, ) & metrizzabile e separabile.
(5) Se (X, T) ¢ separabile non ¢ detto che (Y,7),) sia separabile.

Dimostrazione. (1). Sia z € Y e sia {Uy}nes, J C IN un SFI al pitt numerabile di z in
(X, ), allora presi Vn € J V,, := U, NY si ha che {V, },ecs ¢ un SFI al pitt numerabile di
z in (Y, 7, ). Infatti, se Jy(z) ¢ la famiglia di intorni di = in (Y, 7], ) e J(z) ¢ la famiglia
degli intorni di @ in (X,7), preso V' € Jy(x) si ha che 3B € 7, t.c. x € B C V e per la
natura della topologia di sottospazio 34 € 7 t.c. B = ANY. Notiamo che z € A € I(z),
dunque 3n, € J t.c. x € U,, C A, ma allora V,,, = U,, NY C ANY = B che prova
quanto voluto.

(2). Se B & base al pit numerabile per (X, 7) allora si verifica facilmente che la famiglia
By :={BNY | B € B} ¢ una base al pitt numerabile per (Y, 7}, ).

(3). Sia d una distanza su X t.c. 7 = 74 allora consideriamo dy la restrizione di d a
Y x Y. Ora le palle di d in X formano una base per (X, 7), dunque dalla dimostrazione
di (2) si ha che By := {B(x,r)NY |z € X, r > 0} ¢ una base di (Y,7), ). Notiamo che
Vx €Y eVr >0siha By, (z,7) = B(z,r)NY €7, e {Bg, (2,7) | z €Y, r >0} formano
una base per 74,,, dunque 74,, C 7};.. Adesso dobbiamo dimostrare che 7,, C 74,,, per farlo
basta vedere che By C 74,. Sia quindi B(z,r) NY € By esiay € B(z,r)NY, allora

d(z,y) < r e poniamo ry := %(x’y) > 0, allora dico che By, (y,ry) C B(z,r) NY. Infatti

Ba, (y,ry) ={z €Y | dy(z,y) =d(z,y) <ry} CY

e se z € By, (y,ry), essendo d(z,y) < r, si ha

r— d(xv y)
2

+d(x7y)zw <r

d(zy) < d(z,2) + d(zy) < 1, +d(z,y) = .

dunque B(z,r) NY & aperto in 74, ed effettivamente By C 74,. Si deduce quindi che

Ty = Tdy € metrizzabile.
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(4). Per quanto dimostrato nel teorema 1.4.6 uno spazio topologico & metrizzabile e
separabile <= ¢ metrizzabile e N2. Dunque (X, 7) metrizzabile e separabile = (X, 1)
1),(2
( ):§ ) (

metrizzabile e N2 Y, 7, ) metrizzabile e N2 = (Y, 7], ) metrizzabile e separabile.
(5). Segue dal lemma precedente scegliendo (Y, 7y ) non separabile, ad esempio (Y, 7y) =

(R, P(R)). O

Esempio 1.6.13: e Consideriamo (R,7g) e muniamo [0,1] della topologia di sotto-

spazio, allora i : [0,1] < R, inclusione, é chiusa ma non aperta.

Infatti [0, 1] & chiuso in R e abbiamo visto che chiuso di un chiuso ¢ chiuso, dunque se
C C [0,1] ¢ chiuso in [0, 1] allora i(C') = C' C R & chiuso anche in R, dunque ¢ chiusa.
Non ¢ aperta perché ad esempio [0, 1] ¢ aperto in [0, 1] ma i(]0,1]) = [0,1] C R non

é aperto in R.

o Consideriamo R? ed R con le rispettive topologie euclidee, allora i : R — R2, t.c.
i(z) = (x,0), & chiusa ma non aperta.
Infatti & chiusa per lo stesso motivo di prima (& inclusione in un sottospazio chiuso:
R x {0}), ma ad esempio i((0,1)) = (0,1) x {0} non ¢ aperto in R? (perché non

contiene nessuna palla di R? di raggio positivo), mentre (0,1) & aperto in R.

Definizione 1.6.14 (Sottoinsiemi discreti): Sia (X, 7) uno spazio topologicoe D C X.
D ¢ detto discreto in X se la topologia di sottospazio di D, 7, coincide con la topologia

discreta di D o equivalentemente se i singleton sono elementi di 7,,.

Esempio 1.6.15 (Piano di Sorgenfrey): Consideriamo X = R? e
B :={[a,b) x [c,d) | a,b,c,d € R, a < b, ¢c<d}

allora B ¢ base di una topologia su R? (facile verifica grazie alla proposizione 1.3.6),
indichiamo tale topologia con TSny e chiamiamo lo spazio topologico (]RQ,TSny) piano di

Sorgenfrey. Vale che

e La topologia Tffy ¢ strettamente piu fine di quella euclidea su R2.

Infatti Va,b,c,d € R, a < b, ¢ < d il rettangolo (a,b) X (¢,d) € 7'S2fy ed i rettangoli
aperti sono una base per la topologia 74 su R?, ma abbiamo dimostrato che 74
coincide con la topologia euclidea di R?, dunque i rettangoli aperti formano una base
anche per la topologia euclidea su R2.

. (RQ,TSny) ¢ uno spazio topologico separabile.
Infatti Q2 ¢ denso.
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o (R?, Tffy) ha un sottospazio non separabile e quindi, in particolare, non & metrizzabile.

Si consideri la retta D = {(z,y) € R? | y = —}, questo é un sottoinsieme discreto
di (]RQ,TSny). Infatti preso (z, —x) € D, considerando [z,z + 1) X [-z,—z+ 1) € TSny

sitha DN[z,z+1) x [-z,—z+ 1) = {(z, —2)}, dunque Vz € R {(z,—x)} € (TSny)

In particolare (D, (TSny)| ) non é separabile.

Ip-

Definizione 1.6.16 (Immersione topologica): Siano (X, 7x) e (Y, 7y ) spazi topologici
e f: X — Y una funzione. f é detta immersione topologica ¢ un omeomorfismo con
I'immagine, cioé se induce un omeomorfismo tra X ed f(X) C Y dotato della topologia di

sottospazio TY | )

Osservazione 1.6.17: Nella definizione sopra si intende che presa f : X — (f(X), Y | x0)s
t.c. f(z) = f(x), questa & un omeomorfismo. Nel seguito indicheremo f ed f entrambe

con f ignorando la leggera ambiguita che questo abuso di notazione provoca.

Osservazione 1.6.18: Un immersione topologica é sempre continua ed iniettiva, ma non
tutte le funzioni continue ed iniettive sono immersioni topologiche. Si prenda ad esempio
Id : (R,P(R)) — (R, 7g), questa ¢ continua perché 77 C P(X), iniettiva, ma non é un

omeomorfismo con 'immagine perché 77 C P(X).

Teorema 1.6.19: Siano (X,7x) e (Y,7y) spazi topologici e f : X — Y una funzione

continua e iniettiva. Se f & aperta o chiusa allora é un immersione topologica.

Dimostrazione. Essendo f iniettiva ¢ ben definita la sua inversa g : f(X) — X, vediamo
che g é continua in entrambi i casi, questo basta perché, per la proposizione 1.6.9, f: X —
f(X) ¢é continua essendolo f: X — Y. Sia D C X un aperto se f & aperta o un chiuso se
f & chiusa, allora g='(D) = f(D) che ¢ quindi aperto di Y se f & aperta o chiuso di Y se
f & chiusa, ma un aperto o chiuso di Y contenuto in f(X), per la natura della topologia di
sottospazio, ¢ aperto o chiuso anche di f(X). Questo prova la continuita di g in entrambi

1 casi. ]

Osservazione 1.6.20: Fsistono immersioni topologiche che non sono né aperte né chiuse.
Ad esempio prendiamo R ed R? muniti delle rispettive topologie euclidee, allora f : R — R?
t.c. f(z) = (arctan(z),0) é un’immersione topologica non aperta e non chiusa.

Infatti f(R) = (=5, %) x {0} ed ammette I'inversa continua g : (=%, %) x {0} — R t.c.
g(y,0) = tan(y). Ma poiché f(R) = (-3, %) x {0} non ¢ né aperto (perché non contiene

s
2

0) di raggio positivo ¢ contenuta in f(R)¢, dunque f(RR)¢ non é aperto) in

palle di raggio positivo) né chiuso (perché ad esempio ( 0) € f(R)¢, ma nessuna palla

™

centrata in (5 ,

R2.



Capitolo 1. Spazi topologici 23

Esempio 1.6.21: Consideriamo R?, 7 ¢ [0,27) C R munito della topologia di sottospazio
ereditata da quella euclidea di R, allora f : [0,27) — R? t.c. f(t) = (cos(t),sin(t)), ¢é
continua e iniettiva ma non € un immersione topologica.

Infatti se S' := {(z,y) € R? | 22 + y? = 1} si ha che f([0,27)) = S* e l'inversa g :
St — [0,27) non ¢ continua in (1,0) = f(0), infatti se fosse continua VU € Jjg o, (0) IV €
J51((1,0)) t.c. g(V) C U, ma se ad esempio U = [0, 1) si ha che un qualsiasi intorno di
(1,0) in S! contiene almeno un punto (x,y) € S! con y < 0, che quindi ha immagine
6((2,9)) € [r, 27), dunque g((z,3)) & [0,1).

1.7 Prodotti topologici

Definizione 1.7.1 (Prodotto cartesiano di insiemi arbitrario): Siano I un insieme
di indici qualsiasi e {X;}ier una famiglia di insiemi. Definiamo il prodotto cartesiano

della famiglia {X;};c; come

[1xi= {f:[—>UXi|W€If(i)€X,}
iel iel
Di solito I'elemento f € [[,c; Xi t.c. Vi € I f(i) = x; si indica con (x;);er.

Inoltre Vi € I la funzione m; : [[;c; X — X; tc. Vf € [[ie; Xi mi(f) = f(i) viene

chiamata proiezione sull’i-esima componente.

Osservazione 1.7.2: e Da notare ’analogia di notazione con le successioni in uno
spazio topologico, infatti preso (X,7) uno spazio topologico e (,)peny C X una

successione possiamo interpretare quest’ultima come un elemento di [], . X.

e Se I ¢é finito possiamo pensarlo come I = {1,...,n} per un qualche n € IN e gli
elementi di [] ; X; possono essere pensati come le n-uple (z1,...,2,), dunque la

definizione ricade in quella di prodotto cartesiano finito gia nota.

Definizione 1.7.3 (Topologia prodotto): Siano I un insieme di indici qualsiasi e
{(Xj,7i) }ier una famiglia di spazi topologici. La topologia prodotto sul prodotto car-
tesiano [[;c; X; ¢ la topologia meno fine che rende continue le proiezioni {;};c;. Tale

topologia verra talvolta chiamata 7,04.

Osservazione 1.7.4: Notiamo che la topologia discreta su [[;.; X; rende ovviamente le

proiezioni continue dunque

Tp = {7‘ c? <H Xi> | 7 topologia su HXi che rende continue le proiezioni} + )

el iel
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Inoltre intersezioni di topologie & topologia e, nel conteso della definizione appena data, se
ho una famiglia di topologie che rendono le proiezioni continue allora anche la topologia

data dalla loro intersezione rende le proiezioni continue, dunque possiamo dire che

Tprod = ﬂ T

T€Tp

quindi la topologia prodotto € ben definita.

Teorema 1.7.5: Siano I un insieme di indici qualsiasi, {(X;, ;) bier una famiglia di spazi
topologici e X = [[;c; Xi. Allora:
(1) La famiglia | J;c; {7‘('2-_1(14) | A€} e una prebase di (X, Tprod)-

(2) La famiglia {w;ll(Al) NN (A) [k €N, {ij}eqn, py C 1 Vi€ {1,.m} Ay € nj}

¢ una base di (X, Tprod)-

Dimostrazione. (1). Tprod dovendo rendere continue tutte le proiezioni deve contenere ne-

. . 1. 1 . .
cessariamente la famiglia (J;c; {7TZ- (A) | Ae TZ'} e quindi anche la topologia da essa ge-
nerata 7/, dunque 7’ C Tproa. Ma 7’ rende continue le proiezioni, dunque per definizione di
Torod Si ha anche che 704 C 7/, 0ssia Tprod = 7'

(2). Segue da (1) per definizione di prebase di uno spazio topologico. O

Corollario 1.7.6: Siano I = {1,...,n}, n € N, {(X;,7)}icq1,...ny una famiglia di spazi
topologici e X = [[;—, X;. Allora una base della topologia prodotto ¢ data dalla famiglia

B = {Al X o X Ay, | Vi € {1,...,n} A; € Ti}

Dimostrazione. La tesi si ha grazie al teorema precedente notando che VA; x ..., x A, € B

siha Ay X ..., xA, =77 H(A) NN Y (Ay). O

Teorema 1.7.7 (Continuita per componenti): Siano I un insieme di indici, (Y, 1y)
spazio topologico, {(Xi, T;)}icr una famiglia di spazi topologici e f :Y — [[ic; Xi una
funzione. Allora f & continua rispetto a Tproq SU Hie[ X, <= mof:Y — X, é continua
Viel.

Dimostrazione. (=). Per definizione di 7, T X; — X, € continua e composizione
prod 7t 7 A

i€l
di continue é continua.

(«). Essendo 8 = [J;c; {7 ' (A) | A € ;} una prebase di ([;c; Xi, Tprod), basta ve-
rificare che Vr; '(A) € 8 sia f~l(m; '(A)) € 7y. Effettivamente f~(m;'(A)) = (m o

f)~Y(A) € 7y per continuita di 7; o f che si ha per ipotesi. O
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Teorema 1.7.8: Siano (X,7x) e (Y, 7y) spazi topologici. Se (X,7x) e (Y,Ty) sono me-
trizzabili = (X X Y, Tproq) € metrizzabile. E se d, e dy sono le distanze che inducono Tx

e Ty rispettivamente Tproq € indotta da una qualsiasi tra queste distanze:

o di((z1,91), (x2,92)) := dx (21, 22) + dy (y1,y2) = di(dx (21, 22), dy (y1,92));

o d((z1,11), (22, 12)) = Vdx(w1,22)% + dy (y1,y2)? = dp(dx(z1,22), dy (y1,Y2));
o dio((w1,91), (22, 92)) = max{dx (w1, 22),dy (y1,2)} = doo(dx (1, 22), dy (y1,92)).
mn cui dy,dg,dss sono le note metriche su R.

Dimostrazione. Nella proposizione 1.2.10 abbiamo detto che di,dg, d~ sono tutte equi-
valenti, dunque anche d¥,d%,, d5% sono equivalenti, dunque inducono la stessa topologia
su X x Y. Quindi basta dimostrare che ad esempio d5 induce su X x Y la topologia
Tprod- Dalla definizione di d?% si ha che le proiezioni sono 1-lipschitziane e quindi so-
no continue, dunque Tproqa C Tq4n, Der definizione di 7Tprq. Inoltre la famiglia di palle
Boo = {Bgp_((w,y),7) | (x,y) € X xY, r > 0} & una base di (X x Y, 7, ), dunque per
vedere che 7;»  C Tproq basta vedere che Boo C Tprod- Sia dunque By ((7,y),7) € Beo, si
ha

By ((z,y),7) ={(2",y) € X xY | d&&((2,9), («',y")) <7}
={(z",y) € X xY | dx(z,2),dy (y,y') <1} = Bay(2,7) X Bay (y,7) € Tprod

che prova quindi quanto voluto. O

Corollario 1.7.9: Vn,m € IN presi R*, R™, R""™  muniti delle rispettive topologie eu-

clidee si ha che (R™ X R™, Tproq) € omeomorfo a (R, 7).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione j : R x R™ — R"t™ t.c.

j((mb "'7xn)7 (y17 7y77Z)> = (xlv vy Ty Y1y +eey ym)

questa ¢ bigettiva ed ¢ un omeomorfismo. Infatti la topologia euclidea su R"™ & indotta
ad esempio dalla distanza d; su R™™™ che pero ¢ esattamente la distanza dj su R"™ x R™
che induce la topologia 704 su R™ x R™. L’uguaglianza tra le distanze ci dice che sia j

cha la sua inversa sono 1-lipschitziane e quindi continue, da cui la tesi. O

Lemma 1.7.10: Siano (X,7x) e (Y, 7y) due spazi topologici e f : X — Y una funzione.
Se B ¢ una base di (X, 7x) allora f é aperta <= VB € B f(B) € 7y.

Dimostrazione. (=). Ovvio.

(<).Se Ae7x allora 3B’ C B t.c. A=Upgew B = f(A) =Upgew f(B) €1y. O
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Proposizione 1.7.11: Siano I = {1,...,n}, n € N e {(Xi,7) }ieq1,...n} una famiglia di

spazi topologici. i € I la proiezione m; : X — X; € una funzione aperta.

Dimostrazione. Fissiamo ¢ € I, grazie al lemma precedente e al teorema 1.7.5, per vedere
che m; ¢ aperta, possiamo restringerci a controllare gli insiemi in X della forma 7 1(A1) N
N W;CI(A]C) con {ij}icq1,.. iy CIeVje{l,...k} Aj € Xj,. Sia quindi B = Wi_ll(Al) N

-1 . "
... m; ~(Ay) come sopra, allora si ha che

Aj se i€ {ij}ieqn, k)

Xi sei & {ij}ieq,. k)

in ogni caso m;(A) € 7;. O

Teorema 1.7.12: Siano A un insieme di indici, n € N, {(Xo, 7o) }aca una famiglia di

spazi topologici e X = [[,ca Xa- Fissiamo A" C A e xg € Xg con & A, allora la

funzione
i [] Xa— [ Xo
acA’ a€cA
. T, seacA ‘ ‘
t.c. i((xa)aca’) = Ya)acA CON Yo = e un’immersione topologica.

rg seag Al

Dimostrazione. Per vedere che i ¢ continua consideriamo i ([, 4 Xa) € lo dotiamo della
topologia di sottospazio di [] .4 X« per utilizzare la proprieta universale dei sottospazi
topologici. Quindi dobbiamo dimostrare che Vo € A 7w, o4 & continua. In effetti, fissato
a € A, si ha
‘ To sea€ A
(ﬂ'a © Z)((xa)aeA’) = Wa((ya)aEA) =
rg seag A
da cui si verifica facilmente la continuitd. Dunque ¢ é continua ed inoltre ¢ iniettiva con

inversa continua. O

Corollario 1.7.13: Siano A un insieme di indici, n € N, {(Xa, Ta) }aca una famiglia di

spazi topologici € X = [],cq Xo. Fissiamo & € A e xg € Xg con B # a, allora la funzione

i:Xs = [[ Xa
acA
) To SEQ@=0Q ) ) )
t.c. i((a)aca’) = Ya)aca CON Yo = é un’tmmersione topologica.

rg sea#a
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Esempio 1.7.14 (Topologia della convergenza puntuale): Siano (Y, 7y) uno spazio

topologico e X un insieme. Definiamo

Fun(X,Y)=Y* = H Y={f:X—>Y| [ funzione}
rzeX

allora la topologia prodotto su YX & detta topologia della convergenza puntuale. Tale
nome deriva dal seguente fatto:
Sia (fn)new C Fun(X,Y), allora f, — f nella topologia della convergenza puntuale <=
Vo € X fule) = f(x) in (V7y)

Dimostriamolo. (=). Fissiamo x € X, abbiamo visto che le proiezioni 7, : Fun(X,Y) —
Y sono sempre continue, dunque per la proposizione 1.5.12 si ha che 7, (f,) = fu(x) —

(«=). Sia U € Jpyn(x,v)(f) e sia B la base usuale della topologia della convergenza
puntuale (che & la topologia prodotto) e scelgo un A € B t.c. A C U. Allora A =
[I,ex Az con Ay # Y solo per un numero finito di indici, siano {z1,...,7} C X tali
indici. Sappiamo dalle ipotesi che m,,(fn) = fa(z:) = 7, (f) = f(zi) Vi € {1,....k},
dunque Vi € {1,...,k} fo(x;) € Az, € Iy (f(x;)) definitivamente, dunque essendo gli z;
finiti, & possibile trovare un N € IN t.c. Vn > N Vi € {1,...,k} fu(x;) € Az, Inoltre se
x & {x1,...,x1} Ay =Y, dunque 7, (f,) = fn(z) € A, definitivamente in modo ovvio.
Dunque possiamo concludere che Vn > N f,, € A C U e quindi che f,, — f nella topologia

della convergenza puntuale.

1.8 Proprieta di separazione

Definizione 1.8.1 (Spazi T0, T1, T2 (o di Hausdorff)): Uno spazio topologico
(X,7) e

e TOseVr,ye X, z#y, WeTtcxcUeygUoppurex & U eyeU,
e TlseVe,ye X, x#y, AU, Vertc axclU ydUex gV, yeV;

e T2 (o di Hausdorff) seVz,y € X, z #y, U,V e€Ttc. z €U, yeVeUNV =0.

Osservazione 1.8.2: Una formulazione equivalente della definizione appena data si ot-

tiene richiedendo intorni invece di aperti che facciano quello che devono fare.
Osservazione 1.8.3: 72 = T1 = T0 e le implicazioni non si invertono.

Esempio 1.8.4 (T1 # T2): Consideriamo (X, 7.f) con X infinito e 7. la topologia

cofinita su X, questo spazio € T1 ma non T2. Infatti siano z,y € X, y # x, allora
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U=X\{z} € meor € V=X \{y} € Teof sono insiemi che soddisfano le richieste per essere
T1. Ma presi U,V € 7o qualsiasi si ha che U NV # (), infatti

Unv=X\((X\U)u(X\V))

e X ¢ infinito mentre (X \ U) e (X \ V) sono finiti.

Esempio 1.8.5 (T0 # T1): Consideriamo X = R e definiamo su R la topologia
Tinf 1= {(a,+00) CR | a € R} U {0, R}

¢ facile verificare che effettivamente ¢ una topologia su R. (R, 7in¢) € TO ma non T1. Infatti
se x,y € R, con x # y, allora (%ﬂ, +oo) € Tint € contiene solo max{z,y}. Inoltre non &

T1 perché se, ad esempio, x < y allora non esiste un aperto di 7,¢ che contenga x ma non

Y.

Esempio 1.8.6: Esiste uno spazio topologico che non é nemmeno T0. Si prenda ad

esempio (X, Tingisc) con X t.c. | X| > 2, questo ovviamente non ¢ TO.

Proposizione 1.8.7 (Metrico = T2): Sia (X,d) uno spazio metrico, allora (X,74) &
T2.

Dimostrazione. Siano x,y € X con x # y e siar € (0, d(g’y))7 allora presi U = B(x,r) e
V =B(y,r)sihachez e U,yeVeUNV =. O

Corollario 1.8.8: Uno spazio topologico non T2 non é metrizzabile.

Proposizione 1.8.9 (Caratterizzazione spazi T1): Sia (X,7) uno spazio topologico,

sono equivalenti
(1) X ¢ T1;
(2) i singleton sono chiusi, cio¢ Vx € X {z} = {z};
(3) T & piu fine della topologia cofinita Teor su X.

Dimostrazione. (3) = (2). Ovvia.

(2) = (3). Sia A € Teor = |A°| < Np = A€ ¢ unione finita di singleton, che sono chiusi
= A€ é chiuso = A € 7.

(1) = (2). Sia z € X, chiaramente {z} C {2} e se prendiamo y € X \ {z}, essendo X
Tl,W ertc. yecUex g U =il chiuso U¢ étc. U D {z} ey g U = y & {z} =
{z} = {a}.

(2)=(1).Stanoz,y e X conz #y =y &{z}={z} = U =X \{z} €7edétc
x €U ey e U. Similmente si ha che V:=X\{yleredetc. ygUexecU. O
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Proposizione 1.8.10 (Caratterizzazione spazi T2 con diagonale): Uno spazio to-
pologico (X,7) ¢ T2 <= preso Ax :={(z,z) | v € X} C X x X si ha che Ax ¢ chiuso
nella topologia prodotto di X x X.

Dimostrazione. Ax ¢ chiuso nella topologia prodotto di X x X <= A% ¢ aperto nella
topologia prodotto di X x X <= V(z,y) € A JA,Bettc(z,y) € AXB CAS <
Ve,ye X JA,Bettc. x € A,y € Be AN B = (). L’ultima formula ci dice esattamente
che (X,7) ¢ T2. O

Corollario 1.8.11: Siano (X, 7x) spazio topologico, (Y, Ty) spazio topologico T2 e f :

X = Y una funzione continua. Allora il grafico di f
I'yi={(z,f(z)) |zre X} CXxY
e chiuso nella topologia prodotto di X x Y.

Dimostrazione. Sia F : X xY - Y xY t.c. F(z,y) = (y, f(x)), allora F ¢ continua (in
quanto lo sono le componenti) e Ty = F~1(Ay). MaY ¢ T2 = Ay ¢ chiuso nella topologia
prodotto di Y XY = I'y ¢ chiuso nella topologia prodotto di X xY" per continuita di F'. [

Corollario 1.8.12: Siano (X, 7x) spazio topologico, (Y, Ty) spazio topologico T2 e f, g :
X =Y due funzioni continue. Allora l'insieme {x € X | f(x) = g(x)} é chiuso in (X, 7x).
Dimostrazione. Analoga alla dimostrazione precedente con F': X — Y x Y t.c. F(x) =

(f(x), g(x)). O

Corollario 1.8.13: Siano (X, 7x) spazio topologico, (Y, Ty) spazio topologico T2 e f, g :
X =Y due funzioni continue. Allora se f = g su un denso di (X,7x) si ha che f =g su
tutto X.

Dimostrazione. Segue dal corollario 1.8.12. O

Corollario 1.8.14: Siano (X, 7) spazio topologico T2 e f : X — X una funzione conti-

nua. Allora Uinsieme dei punti fissi di f
Fix(f) i {z € X | f(a) =}
¢ chiuso in (X, T).
Dimostrazione. Segue dal corollario 1.8.12 con g(x) = x. O
Proposizione 1.8.15 (Unicita del limite in spazi T2): Siano (X, 7) uno spazio to-

pologico T2 e (xpn)new C X un successione. Allora se Iz,y € X t.c. xy — x € Xy — Y Si

ha necessariamente x = y.
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Dimostrazione. Se per assurdo fosse z # y esisterebbero U € J(z) e V € I(y) t.c. UN
V = 0 e si dovrebbe avere sia x,, € U definitivamente sia z,, € V definitivamente, che &

chiaramente un assurdo. O

Proposizione 1.8.16: (1) Un sottospazio di uno spazio topologico T2 ¢ T2.
(2) Prodotto arbitrario di spazi topologici T2 & T2.
(3) Una topologia piv fine di una T2 & T2.

Dimostrazione. (1). Sia (X,7) spazio topologico T2 e (Y, 7], ) un suo sottospazio. Siano
r,yeY conx #y,essendoY C X e (X,7) T2, 3U,Verte zelU,ycVeUNV =(.
Maallora U' =UNY €7, e V' =VNY €7, sono tc. 2 €U, yecV' eU NV =0.
(2). Siano I un insieme di indici, {(X;, 7;)}ier una famiglia di spazi topologici T2,
X = [Lie; Xi e Tproa la topologia prodotto su X. Prendiamo (z;)icr, (yi)ier € X t.c.
(i)ier # (Yi)ier = Fig € I t.c. x4y # yi, = essendo (Xj,,Ti,) T2, si ha che U,V € 7,
tc. 2, €U, Yo €VeUNV =0=seU = W;)l(U) eV = 77;01(1/) si ha che (2;)ier € U’,
(y,-)iel eVelUNV =0.
(3). Ovvia. O
Proposizione 1.8.17: (1) Un sottospazio di uno spazio topologico T1 ¢ T1.
(2) Prodotto arbitrario di spazi topologici T1 & T1.
(8) Una topologia piu fine di una T1 & T1.

Dimostrazione. Analoga a quella della proposizione 1.8.16. O

Proposizione 1.8.18: (1) Un sottospazio di uno spazio topologico T0 ¢ T0.
(2) Prodotto arbitrario di spazi topologici T0 & TO.
(3) Una topologia piv fine di una TO & TO.
Dimostrazione. Analoga a quella della proposizione 1.8.16. 0
Definizione 1.8.19 (Spazi T3 e T4): Uno spazio topologico (X, ) ¢
e T3seVre X VC C X chiusot.c. 2 C3IU,VeETte zelU,CCVeUNV =0

e T4se VC,D C X chiusit.c. CND =030, Verte CCU DCVeUNV =A(.

Definizione 1.8.20 (Spazi normali e regolari): Uno spazio topologico (X, 7) &

e normale se é T1 e T4,
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e regolare se ¢ T1 e T3.

Osservazione 1.8.21: Se (X, 7) ¢ uno spazio topologico T1, allora T4 = T3 = T2.

Infatti in tal caso i singleton sono chiusi.

Esempio 1.8.22: Sia X un insieme con |X| > 2 e consideriamo lo spazio topologico
(X, Tindisc), questo ha come unici chiusi {0, X} dunque ¢ T3 e T4, ma non & né TO né T1
né T2.

Lemma 1.8.23: Sia (X, d) uno spazio metrico, allora preso C C X si ha ched(-,C)~1({0}) =
C'. In particolare se C ¢ chiuso si ha d(-,C)~1({0}) = C.

Dimostrazione. Sappiamo che d(-,C) ¢ 1-lipschitziana. dunque ¢ continua e visto che
{0} C R ¢ chiuso nella topologia euclidea si ha che d(-,C)~({0}) ¢ chiuso in (X,74) e
ovviamente C' C d(-,C)~*({0}), quindi C' C d(-,C)~*({0}). Inoltre se y € d(-,C)~1({0}),
per definizione, si ha

inf{d(y,c) | ce C} =0
dunque Heplnew C C te. d(y,cn) < 27" Dunque Vn € N ¢, € C N B(y,27") e

{B(y,27™) }nen ¢ un SFI di y in (X, 74), dunque VU € I(y) In € N t.c. B(y,27") C U e
B(y,27")NC # 0, dunque U N C # 0, ossia y € C. Quindi d(-,C)~1({0}) = C. O

Proposizione 1.8.24: Sia (X,d) uno spazio metrico, allora (X,74) & normale.

Dimostrazione. Sappiamo dalla proposizione 1.8.7 che (X, 74) ¢ T2 e quindi ¢ T1. Dimo-
striamo che ¢ T4. Siano C, D C X due chiusi t.c. C N D = (), sappiamo che le due funzioni
d(-,C),d(-,D) : X — [0,400) sono continue, dunque la funzione f : X — [0, 1] t.c.

d(z, D)
(x,C) +d(z, D)

fa) =

¢ ben definita (perché C' N D = () e continua (¢ composizione di continue). Osserviamo
che f(x) =0 <= x € D,ossia D= f({0}) eche f(z) =1 <+— =zx¢€CC,
ossia C = f~({1}). Siano quindi U = (3,1] e V = [0,1) aperti di [0,1] e definiamo
U = fYU) e V' = fY(V) aperti di X, questi sono t.c. U'NV' = fL{UNV)=0¢e
C cU', D C V' Questo dimostra che (X, 74) & T4. O

Proposizione 1.8.25: Uno spazio topologico (X,7) ¢ T3 <= Vx € X la famiglia di
intorni 3(z) := {D € I(x) | D chiuso in (X, )} forma un SFI di x.

Dimostrazione. (=).Siax € X U € J(x), allora 3A € 7 t.c. x € A C U, allora A ¢ chiuso
in (X,7) e x ¢ A°, dunque, essendo (X,7) T3, si ha che 3U', V' € 7 t.e. U NV =0e
€U, A° C V'. Notiamo che U’ C V' C A C U e U’ € I%(x) da cui segue quanto voluto.
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(«<). Stanox € X ¢ C C X chiuso tc. 2 ¢ C =z € C° €1 = C°€ I(x) = per
ipotesi D € I%(z) t.c. D c C¢. Dunque presi U' = D e V' = Dsi ha che U'NV' =0 e
x e U', C C V' Questo dimostra che (X,7) & T3. O

Proposizione 1.8.26: (1) Un sottospazio di uno spazio T3 ¢ T3.
(2) Prodotto arbitrario di spazi T3 & T83.
(8) Un sottospazio chiuso di uno spazio T4 ¢ T4.

Dimostrazione. (1). Sia (X, 7) uno spazio topologico T3 e (Y, 7}, ) un suo sottospazio. Siano
y €Y eC CY unchiusodi (Y,7),) t.c. y ¢ C. Per la natura della topologia di sottospazio
3C" C X chiuso di (X,7) t.c. C = C"'NY, Notiamo che y ¢ C, dunque, essendo (X, 7)
T3, si ha che AU,V eTtec. UNV =0eye U, C CV. Definiamo U’ = uny e, e
Vi=VnYen,, aloraU NV =0eyel,C=C'nY CVNY=V.

(2). Siano I un insieme di indici, {(X;,7;)}ier una famiglia di spazi topologici T3,
X = [Lier Xi e Tproa la topologia prodotto su X. Per dimostrare che (X, Tpr0q) € T3 usiamo
la caratterizzazione dimostrata nella Proposizione 1.8.25. Sia (z;)ic; € X e U € I((z)ier),

presa B, la base usuale della topologia prodotto, si ha che 34 € B,, A = [[,.; Ai con

el
A; € Vi el e A; # X; solo per un numero finito di indici, t.c. © € A C U. Usando
la Proposizione 1.8.25 sugli spazi (X;,7;) si ha che Vi € I 3D; C X; chiuso in (X;,7;)
etc x; € Di C A;. Prendo D = [[,c;Di. Notiamo che (z;)ier € D € By e che
D = Nicr 7, 1(D;) & chiuso in (X, Tproa), quindi D € J((2;);er). Inoltre per costruzione
DcAcU.

(3). Analoga al punto (1). O

Osservazione 1.8.27: Vale la catena di implicazioni:
metrizzabile = normale = regolare = di Hausdorff.

Inoltre gli esempio che seguono dimostrano che le implicazioni di tale catena non si

invertono.

Esempio 1.8.28 (Normale # metrizzabile: retta di Sorgenfrey): Consideriamo la
retta di Sorgenfrey (R, 745 presentata nell’esempio 1.4.8. Tale spazio topologico & normale
ma non e metrizzabile.

La topologia 7y, per quanto visto nell’esempio 1.4.8, ¢ non metrizzabile ed ¢ piu fine
della topologia euclidea su R, dunque ¢ anch’essa T1. Dimostriamo che ¢ T4. Siano
C,D C R chiusi per 7y, t.c. CND = (. Ovviamente D¢ € 7y, = preso ¢ € C C D¢
Jdac,b. € R t.c. ¢ € [ac,b.) C D¢ (ricordiamo che gli insiemi della forma [a,b) formano,

per costruzione di 74y, una base per (R, 7). Notiamo che ¢ < b e che ¢ € [¢,b.) C D°.
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Facciamo questa costruzione Vc € C' e prendiamo U = |J o [c,be) C D. La stessa cosa si
puo fare per ogni d € D considerando C¢ D D e trovando Vd € D [d,by) C C°. Anche in
questo caso consideriamo V' = Jycpld, bg) C C¢. Ora U,V € 74y € vale U NV = (), infatti
se cosl non fosse Ic € C' e Id € D t.c. [¢,b.) N [d,by) # 0, ma per la struttura "a linea" di
R si avrebbe necessariamente che o ¢ € [d,bg) o d € [¢,b.) che porta ad un assurdo perché
[c,b.) C D¢ e [d,bg) C C° Inoltre C C U, D C V, questo dimostra che (R, 7s,) ¢ T4 e

che ¢ quindi uno spazio normale.

Esempio 1.8.29 (T2 # T3): Consideriamo lo spazio topologico (R, 1y) in cui 79 € la
topologia generata da 8o = 75 U{R\ K} in cui K = {1 | ne Ny}, Allora (R,7) ¢ T2
ma non ¢ T3.

La topologia 7y é piu fine di quella euclidea 7, dunque & anch’essa T2. Vediamo che
non ¢ T3. Prendiamo i chiusi di (R, 79): C = Ke D = {0}. Per il teorema 1.3.10, sappiamo
che 8¢ ¢ una prebase di (R, 79) (notiamo che R € 8y), quindi ¢ facile vedere che la famiglia
By =7 U{A\ K | A € 7} forma una base di (R, 7p) (in quanto le intersezioni finite di
elementi di 8¢ sono tutti insiemi di questa famiglia). Quindi se V' € 79 ¢ t.c. {0} C V,
cio¢ 0 € V, necessariamente 36 > 0 t.c. (—=4,0) \ K C V. Mentre se U € 19 & t.c. K C U,
necessariamente VYn € N, 35, > 0 t.c. (% — On, % + 5n) C U. Prendendo n € N, t.c.
1 e(0,6)siha (2 —6,,1+6,) N(=6,6)\ K #0, dunque UNV # 0. Dall’arbitrarieta di

U e V si deduce che (R, ) non & T3. In particolare ¢ T2 ma non regolare.

Lemma 1.8.30: Sia (X,7) uno spazio topologico T/ separabile e sia D C X chiuso e
discreto, allora |D| < 280 = |R].

Dimostrazione. Sia @ C X denso al pitt numerabile di (X, 7) e sia S C D. Essendo 7/, la
topologia discreta su D, S ¢ chiuso in (D, 7,), ma quindi 3C C X chiuso in (X,7) t.c.
S = CND ed analogamente per D\ S 3C’ C X chiuso in (X, 7) t.c. D\'S = C'ND, questo
dimostra che S e D \ S sono chiusi di (X,7). Ma essendo (X,7) Tde SN (D\S) =0
si ha che Ug, Vg € 7 t.c. UsNVsg=0e S C Us, D\ S C Vg. Definiamo la funzione
f:P(D)— PQ) t.c. f(S)=QNUg. Dimostriamo che f & iniettiva. Siano S,T € P(D)
t.c. S # T, a meno di invertirli possiamo supporre che S\ T # (. Ora S\ T C S C Ug
e contemporaneamente S\ T C D\ T C Vp, dunque S\ T C Ug N Vr, inclusione che
implica Us N Vp # 0. Ma Us N Vp € 7, dunque per densita (Us N Vy) N Q # 0, cioé
dg € (UsnVr)NQ Cc UsN@ = f(S5). Ricordiamo che UrNVp = ), quindi essendo ¢ € Vp
si ha ¢ & Up che implica ¢ & Ur N Q = f(T). Dunque f(S) # f(T) e f ¢ iniettiva. Ma
questo, per quanto noto dalla teoria degli insiemi, ci dice che |D| < |P(D)| < |P(Q)| =
210 < 2% — |R. O

Esempio 1.8.31 (Regolare # normale: piano di Sorgenfrey): Consideriamo la
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2

retta di Sorgenfrey (R?,72 ) presentato nell’esempio 1.6.15, per quanto visto sempre nel-

sfy
I’esempio 1.6.15 si ha che TSny ¢ pit fine della topologia euclidea su R?, dunque anche
(RZ,TSny) ¢ T1. Dimostriamo che & T3. Siano # € R? e C C R? chiuso t.c. z ¢ C, allora

dag, by, Ccpydy € Rcon ay < by € ¢ < dy tc. @ € [ag,by) X [cz,dz) C C°. Notiamo che
R? \ ([ag,bz) X [cz,dy)) & unione di elementi di TSny (in particolare ¢ unione di rettangoli
del tipo [a,b) X [¢,d)), dunque & anch’esso in TSny dunque U = [az,by) X [¢z,dy;) e C C e
V = R2\ ([az,bs) X [cz,ds)) sono due aperti di (RQ,TS%y) disgiunti t.c. x € Ue C C V.
Vediamo che non é T4. Nell’esempio 1.6.15 abbiamo dimostrato che il piano di sorgenfrey ¢&
separabile e che D = {(x,y € R?) | y = —2} & un suo sottoinsieme discreto, pero |d| = |R|,
dunque per il lemma precedente (]RQ,TSny) non puo essere T4. In particolare (]RQ,TSny) e

regolare ma non € normale.

Esempio 1.8.32 (Prodotto di T4 che non & T4): Si verifica facilmente che il piano

di Sorgenfrey (RZ,TSny) non ¢& altro che lo spazio topologico prodotto tra due rette di

Sorgenfrey (vedi esempio 1.4.8) e per quanto visto nell’esempio precedente non ¢ T4, ma
la retta di Sorgenfrey é T4, dunque il piano di Sorgenfrey ¢ un esempio di spazio prodotto
di T4 che perd non é T4.

Osservazione 1.8.33: Le proprieta di separazione sono invarianti per omeomorfismo.

1.9 Ricoprimenti

Definizione 1.9.1 (Ricoprimento): Sia X un insieme. Un ricoprimento di X ¢ una
famiglia U C P(X) t.c. X = Uy U.

Definizione 1.9.2 (Ricoprimento aperto o chiuso): Sia (X, 7) uno spazio topologico.
Un ricoprimento U C P(X) di X ¢ detto aperto rispetto a 7 se U C 7, mentre ¢ detto
chiuso rispetto a 7 se VU € U U ¢ chiuso in (X, 7).

Definizione 1.9.3 (Ricoprimento fondamentale): Sia (X, 7) uno spazio topologico.

Un ricoprimento U C P(X) di X ¢ detto fondamentale rispetto a 7 se
VAeP(X)Aer <= YWeclUlANUerT,
o equivalentemente se

VA € P(X) Aéchiuso <= VYU €U ANU é chiuso in (U, 7))

Osservazione 1.9.4: La freccia (=) in entrambe le formulazioni & sempre verificata.
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NEL SEGUITO, QUANDO SARA FISSATO UNO SPAZIO TOPOLOGICO (X, T), PRE-
SO UN RICOPRIMENTO DI X NEL DIRE CHE E APERTO, CHIUSO O FONDAMENTALE
SI SOTTINTENDERA SEMPRE RISPETTO ALLA TOPOLOGIA T PRESENTATA INSIEME
AD X.

Teorema 1.9.5: Siano (X,7x) e (Y,7y) spazi topologici, W C P(X) un ricoprimento
fondamentale di X e f: X — Y una funzione. Allora f & continua <= VU € U [, :
U —Y ¢ continua (rispetto alla topologia di sottospazio di U ).

Dimostrazione. (=). Vera perché restrizione di continue ¢ continua (vedi proposizione
1.6.8).

(«<). Sia A € 7y, per vedere che f~1(A) € 7x, essendo U fondamentale, basta vedere
che VU € U f~HA)NU € 7x. Sia quindi U € U, si ha f~(A)NU = f,(A) € 7x per
ipotesi. [l

Definizione 1.9.6 (Famiglia localmente finita): Sia (X,7) uno spazio topologico.

Una famiglia § C P(X) ¢ detta localmente finita se

Vee X U €J(x) te. {FeF | FNU # 0} <N

Lemma 1.9.7: Siano (X, ) spazio topologico, n € N e {Yi}ic1,. ny C P(X). Allora
U1 Yi = Uis Y;.

Dimostrazione. Vi € {1,...,n} Y; C U, Y, = UL, Y; € UL,Y:. Viceversa Vi €
{1,.,n} Y, c UL, = UL,Y: ¢ UL,V ma essendo n € IN si ha che [J, Y ¢
chiuso, dunque U, V; c U, V. O

Osservazione 1.9.8: Dalla dimostrazione del lemma precedente si nota che 'inclusione

Uier Ys € Use; Vi si ha sempre, qualsiasi sia la cardinalita dell’'insieme di indici 1.

Teorema 1.9.9: Siano (X, 7) spazio topologico, I un insieme di indici e {Y;}icr C P(X)
una famiglia localmente finita. Allora J;c; Y = U;ep Ve

Dimostrazione. Abbiamo detto nell’osservazione 1.9.8 che sempre si ha | J;o; Y; C U,¢; Vi

Vediamo I'altra inclusione. Sia z € J;c; Yi, peripotesi 3U € J(x) t.c. J:={i € I|UNY; #

0} e finito. Mostriamo che z € (J;c;Y; e per farlo dimostriamo che VV € J(x) si ha
VN (U, Yi) #0. SiaV € I(z) allora UNV € I(z) ed essendo z € |J,;Yi si ha
necessariamente (UNV)N (U, Yi) # 0, maUN (Ui€J YZ) = Q allora (UNV)N(U;e, Vi) #
DeVn (Uiel Yl) # ). Dunque essendo per il lemma precedente | J;.;Y; = Uz‘e.]?i si ha

z€UicsYi=Uics Vi CUier Ve O
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Esempio 1.9.10: o {{q}}4eq non & localmente finita in (R, 7x).

e {[n,n+ 1]},en ¢ localmente finita in (R, 7g).

Teorema 1.9.11: Siano (X,7) spazio topologico e U C P(X) un ricoprimento di X.

Valgono le sequenti implicazions
(1) se U & aperto = W ¢ fondamentale;
(2) se W & chiuso e localmente finito = U é fondamentale.

Dimostrazione. (1). Sia A C X t.c. VU € W ANU € 7),, allora chiaramente ANU € 7 e
A=UpcyANU er.

(2). Sia C C X t.c. YU € W CNU é chiuso in (U, 7). Allora essendo VU € U U
chiuso in (X, 7) si ha che CNU é chiuso anche in (X, 7) per ogni U € U. Mostriamo che C
¢ chiuso in (X, 7). Essendo ogni U ricoprimento chiuso YU € U C NU ¢ chiuso in (X, 7).
Inoltre essendo U localmente finita anche {C' N U}yey € localmente finita, dunque per il

teorema precedente si ha

c=Jcnu=JCnU=JcnUu=C
Ueu Ueu Ueu

dunque C & chiuso in (X, 7). O
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Connessione e compattezza

2.1 Connessione e connessione per archi

Definizione 2.1.1 (Clopen): Sia (X, 7) uno spazio topologici. Un insieme E C X &

detto clopen se ¢ sia aperto che chiuso in (X, 7).

Definizione 2.1.2 (Spazio sconnesso): Uno spazio topologico (X, 7) & detto sconnes-

so se vale una tra le seguenti affermazioni equivalenti
e JA,BeTtc. ALB#0, ANB=0e X =AUB.
e JA, B chiusit.c. AAB#0), AnNB=0e X =AUB.

e JA C X clopen t.c. A+#0,X.

Definizione 2.1.3 (Spazio connesso): Uno spazio topologico (X, 7) ¢ detto connesso

Se non € Sconnesso.

Teorema 2.1.4: Consideriamo lo spazio topologico (R, Tg). 1l sottospazio ([0, 1], (TE)|[O 1])

& connesso.

Dimostrazione. Sia A C [0,1], A # (), clopen in ([0,1], (7g)|, ,;)- A meno di sostituire A
con [0,1] \ A si puo supporre che 0 € A. Dimostriamo che A = [0,1]. Consideriamo ¢ :=

sup{t € [0,1] | [0,t] C A}, [0,0] = {0} C A, dunque il sup ¢ fatto su un insieme non vuoto

[071])

e quindi ¢ & ben definito. Vediamo che ¢ & un massimo, cioé che ¢ € [0, 1]. Per definizione di
sup I(tn)nen C [0,1] tec. t, = to e t.c. VR € N [0,t,] C A, t, < tpy1 et, <t. Ma allora
0,) = U,,en[0,tn] C A ed essendo A chiuso si ha [0,7] = [0,¢) C A, dunque ¢ € [0,1]. Ora
set =1 allora [0,1] C A e quindi A = [0, 1]. Se invece fosse ¢ < 1, allora essendo A aperto
30 >0 t.c. [t,t+0) C A. Quindi se ¢’ < 0 si ha [0,¢+ ¢'] C A che & una contraddizione in
quanto ¢ non sarebbe il sup dell'insieme {t € [0,1] | [0,¢] C A} 5 ¢+ . O

37
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Definizione 2.1.5 (Insieme convesso): Un insieme C' C R™ é detto convesso se
Ve,ye CeVtel[0,1]sihatez+ (1—t)yeC.

Chiameremo gli insiemi convessi di R intervalli.

Osservazione 2.1.6: Notiamo che gli intervalli sono tutti e soli i sottoinsiemi di R della

forma

(a,b),|a,b), (a,bl,[a,b

con a,b € R, a < b, oppure quelli della forma
(—00,b), (—00, b], (a, +0), [a, +00)

con a,b € R.

Definizione 2.1.7 (Cammino): Sia (X,7) uno spazio topologico. Una funzione 7 :
[0,1] — X continua ¢ chiamata cammino in (X, 7).

QUANDO SI PARLA DI CAMMINI, COME TOPOLOGIA SU [0, 1], SI SOTTINTENDE SEMPRE
LA TOPOLOGIA DI SOTTOSPAZIO EREDITATA DA QUELLA EUCLIDEA SU R.

Definizione 2.1.8 (Giunzione di cammini): Siano (X,7) uno spazio topologico e
7,72 : [0,1] = X due cammini in (X, 7) t.c. 71(1) = 72(0). Definiamo la giunzione tra
1 (2t) se t € [0, 3]

7 e Y2 la funzione v1 x v : [0,1] = X t.c. 1 *y2(t) =
Y22t —1) sete [5,1]

Proposizione 2.1.9: Siano (X, T) uno spazio topologico e v1,72 : [0,1] — X due cammini

in (X,7) t.c. y1(1) = v2(0). La giunzione ~y1%7y2 & continua, cioé & a sua volta un cammino.

Dimostrazione. Le funzioni my : [0, 3] — [0,1] t.c. my(t) =2t e mo : [5,1] — [0,1] t.c.

ma(t) = 2t —1 sono continue e le restrizioni (71 *72)|[ | =y10my e (y1%72) ] = y90Mmy
0,% 1

T

2
sono composizioni di continue e quindi continue. Inoltre il ricoprimento di [0, 1] fatto da
{[0,%].[3,1]} ¢ chiuso e finito (= localmente finito), dunque ¢ fondamentale. Si conclude
usando il teorema 1.9.5. O]

Definizione 2.1.10 (Spazio connesso per archi): Uno spazio topologico (X, T) é con-
nesso per archi se Va,y € X 3y:[0,1] - X cammino t.c. y(0) =z e y(1) = y. Si dice

che un tale cammino congiunge x con y.
Teorema 2.1.11 (Connesso per archi = connesso): Uno spazio topologico (X, T)
connesso per archi é connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che (X, 7) sia connesso per archi e sconnesso.

(
Allora 3A,B € T tc. AL B # 0, ANB =0e X = AUB. Sianoa € Aeb € B,



Capitolo 2. Connessione e compattezza 39

essendo (X, 7) connesso per archi, si ha che 3y : [0,1] — X cammino t.c. y(0) = a e
(1) = b. Per continuita di v si ha che y71(A),y"1(B) € 7 ed inoltre 0 € y~1(A) # 0 e
1€~y YB)#0. Poicht X = AUBe ANB = si ha che y 1 (4A) Uy 1(B) =y }X) =
[0,1] e v~ 1(A) N~y 1(B) = v (AN B) = ), dunque si avrebbe [0, 1] sconnesso che & un

assurdo. O

Teorema 2.1.12: Siano (X,7x) e (Y, 7y) spazi topologici e f : X — 'Y una funzione. Se

f & continua allora:

(1) se (X,7x) & connesso allora (f(X), (1y)

lpx)) € connesso;

(2) se (X,7x) & connesso per archi allora (f(X), (1y) ¢ connesso per archi.

|f(X))

Dimostrazione. (1). Supponiamo per assurdo (f(X), (7y) sconnesso, allora 3A, B €

o)
(v )5, tc AB# 0, AnNB=0e f(X)=AUB. f goxitinua come mappa X — Y
= f continua come mappa X — f(X), dunque f~1(A), f~1(B) € 7x. Inoltre f~1(A)N
fYB)=f"YANB) =10, essendo f(X)=AUB vale X = f~}(A) U f~1(B) e sono non
vuoti, perché AN f(X),BN f(X) # 0. Dunque dovrebbe essere X sconnesso, che & un
assurdo.

(2). Siano y,y' € f(X) ex,2’ € X t.c. y= f(x) ey = f(2'). Essendo (X, 7) connesso
per archi si ha che 3y : [0,1] — X cammino t.c. 7(0) = z e v(1) = 2/, ma allora preso
fo~ :[0,1] — f(X) si ha che ¢ un cammino (in quanto composizione di continue ¢é

continua) e congiunge y con y'. O

Teorema 2.1.13 (Connessi di R): Sia A C R con l'usuale topologia euclidea, allora

sono equivalenti:
(1) A & un intervallo;
(2) A ¢é connesso per archi;
(3) A ¢é connesso.

Dimostrazione. (1) = (2). Siano a,b € A t.c. a < b, per ipotesi [a,b] C A. La funzione
v:[0,1] = A t.c. ¥(t) =tb+ (1 —t)a & un cammino e congiunge a con b.

(2) = (3). Si ¢ dimostrato che ¢ sempre vero.

(3) = (1). Se per assurdo A fosse un connesso ma non un intervallo, allora Ja,b € A
t.c. a # b, supponiamo a < b, e [a,b] ¢ A. Ma allora preso ¢ € (a,b) si ha che A =
((—o0,c)NA)U((c,+00)NA) e (—o0,c)NA, (¢, +00) N A sono aperti in A, disgiunti e non

vuoti. Dunque A ¢ sconnesso, che ¢ un assurdo. O
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Teorema 2.1.14 (dei valori intermedi): Sia (X,7) uno spazio topologico connesso e
consideriamo (R, 7g). Se f : X — R ¢ una funzione continua = Vx,y € f(X) f assume

ogni valore compreso tra f(x) e f(y).

Dimostrazione. Infatti per continuita f(X) ¢ un sottospazio connesso di (R, 7g), dunque

¢ un intervallo, da cui segue la tesi. O

Proposizione 2.1.15: Sia (X, 7) uno spazio topologico connesso e (Y, P(Y)) un insieme

munito della topologia discreta. Se f: X — Y & continua = f & costante.

Dimostrazione. Siay € f(X), allora {y} € P(Y) ¢ clopen non vuoto in (Y, P(Y)), dunque
per continuita f~!({y}) & clopen non vuoto (perché¢ y € f(X)) in (X,7) che & connesso,
dunque f~'({y}) = X. O

Definizione 2.1.16: Siano (X, 7) uno spazio topologico e (Y, 7'|Y) un suo sottospazio.
Preso A C Y indichiamo con A" 1a chiusura di A come sottoinsieme dello spazio topologico
Y, 7).

Lemma 2.1.17: Siano (X, 7) uno spazio topologico e (Y, 7}, ) un suo sottospazio. Preso
Z CY wale che?y =7ZNY.

Dimostrazione.
7Y R
Z = () D= () ¢Cny=Yn () C=YnZ
D chiuso in Y C chiuso in X C chiuso in X
ZCDCY zZcC zZcC

O

Osservazione 2.1.18: Non vale lo stesso risultato con le parti interne. Infatti prendiamo
(X,7)=(R,7p) e Y = Z = Q, allora la parte interna di @ in R & (), mentre la parte interna

di @ in sé stesso ¢ sé stesso.

Proposizione 2.1.19: Siano (X,7) uno spazio topologico e (Y, 7, ),(Z,7,) due suoi

sottospazi t.c. Z CY C Z. Allora se (Z,7),) & connesso anche (Y,7),) & connesso.

Dimostrazione. Sia A clopen non vuoto di (Y, 7}, ), dimostriamo che A =Y. Notiamo che
AR A Y, dunque Z ¢ denso in (Y, 7),,). Quindi essendo A aperto in Y si ha che
ANZ # () ed inoltre per la natura nella topologia di sottospazio AN Z ¢ clopen in (Z, 7 2)s
dunque per connessione di quest’ultimo spazio, si ha che AN Z = Z, cioé Z C A. Quindi

usando il contenimento trovato ed il fatto che A ¢ chiuso in (Y, 7, si ottiene che
Y=2 cA =4

cioe Y C A e quindi Y = A, che é quanto voluto. O
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Corollario 2.1.20: Siano (X, T) uno spazio topologico e (Z,7,) un suo sottospazio. Se

(Z,7,) & connesso anche (Z, T},) € connesso.

Dimostrazione. Basta usare la proposizione precedente con (Y, 7),) = (Z, Tl O

Esempio 2.1.21 (Connesso 7 connesso per archi: seno del topologo): Conside-
riamo (X,7) = (R%,75) e Z = {(2,sin (2)) | z € (0,+00)}. Poniamo Y = Z U {(0,0)},
lo spazio topologico (Y, (7g), ) ¢ detto seno del topologo.

Valgono le seguenti proprieta:

e [l seno del topologo é connesso.

Infatti, essendo Z immagine della funzione continua g : (0, +00) — R2 t.c. g(x) =
1
x

Ed inoltre (0,0) € Z in quanto

. 1 . 1
(0,0) = lim (,0) = lim ¢ <>
n—-+o0 \ N7 n—-+00 nm

e (g (%))nem C Z, dunque usando il teorema 1.5.8 (ricordando che sottospazio di

(:L’, sin ( )) e (0,400) con la topologia di sottospazio ereditata da (R, 7g) & connesso.

N1 ¢ N1) si ha che (0,0) € Z. Quindi (Y, (7g)},) € connesso per la proposizione
2.1.19.

e [l seno del topologo non e connesso per archi.

Infatti non possiamo connettere I'origine a nessun altro punto di Y. Dimostriamo che
tutti i cammini che partono dall’origine sono costanti. Sia «y : [0,1] — Y un cammino
t.c. v(0) = (0,0), dimostriamo che v~1({(0,0)}) & clopen in [0, 1], questo basta per
concludere che v~1({(0,0)}) = [0,1] in quanto y~1({(0,0)}) sarebbe clopen, non
vuoto (perché 0 € v~1({(0,0)})) in [0,1] che é connesso. Il fatto che v~1({(0,0)})
¢ chiuso segue dalla continuita di v e dal fatto che {(0,0)} & chiuso in Y (& chiuso
perché (Y, ()|, ) & T1 essendo sottospazio di un T1). Vediamo che v~1({(0,0)}) &

aperto. Sia tg € [0,1] t.c. y(t9) = (0,0), poiché v & continua, se 7, & la proiezione

ly

sull’'ordinata, si ha che 7,0~ & continua e quindi Je > 0 t.c. Vt € (to—¢,to+¢)NJ[0, 1]
vale |my(y(t))| < & (perché myo7y(ty) = 0). Dimostriamo che Vt € (tg—¢,to+¢)N|0,1]
vale y(t) = (0,0), da cui segue che v~1({(0,0)}) & aperto in [0, 1]. Supponiamo per
assurdo che 3ty € (to —¢e,to +¢) N[0,1] t.c. ~(t1) = (a,b) con (a,b) € X =
Y \ {(0,0)}, cioé¢ con @ > 0 e b € R. Poiché 7 ¢ continua, se 7, ¢ la proiezione
sull’ascissa, si ha che m; oy ¢ continua. Ora m;(7v(tp)) = 0 e mx(y(t1) = a > 0
ese Iy, = {st1 + (1 —s)to | s € [0,1]} C [0,1] si ha che I +, ¢ connesso, per
cui lo & anche 7, (y(ltyr,)), ma 0,a € my(y(Ly,r,)) allora [0,a] C mu(y(Liyt,)) PET

connessione. Adesso notiamo che ovviamente In € IN t.c. % € (0,a) e quindi
2
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Jto € Liyp, tc. m(y(t2)) = ﬁ, cioé

(ts) L sin (T 4 2m) L
=———sin(=+2m) | = ———
T2 T+ 2mn’ 2 T4 2mn’

ma quindi g € (to —€,tg+¢) N[0, 1] con 7y (y(t2)) = 1, che ¢ un assurdo per la scelta
die.

Lemma 2.1.22:  Siano (X, ) uno spazio topologico, I un insieme di indici e {(Y;, 7, ) }ier
suoi sottospazi connessi. Se (c;Yi # 0 = U, Y con la topologia di sottospazio &

connesso.

Dimostrazione. Sia xg € (;c; Y # 0. Sia A C UU,c; Yi clopen non vuoto in (J;c; Y. A
meno di sostituire A col suo complementare in | J;c;Y; possiamo supporre che zg € A.
Vi e I ANY; é clopen non vuoto in Y;, dunque per connessione Vi € I ANY; = Y;, ma

allora A = J;c; ANY; = U;c; Yi- Questo mostra la connessione di (J,;c; Yi. O

Definizione 2.1.23 (Componente connessa): Sia (X, 7) spazio topologico e zg € X,
definiamo la componente connessa di z¢ in (X, 7) il piu grande sottospazio connesso di

(X, 7) che contiene x( e la indicheremo con C(x).

Osservazione 2.1.24: La definizione appena data ¢ ben posta infatti vale che

Cxz)= |y ¢
C C X connesso
zoeC

e 'unione appena scritta forma un sottospazio connesso di (X, 7) per il lemma precedente.

Teorema 2.1.25: Sia (X,7) uno spazio topologico, le componenti connesse di (X, T)

formano una partizione di X in chiusi.

Dimostrazione. Chiaramente X = (J,cx C(x) e se z,y € X sono t.c. C(z)NC(y) # 0
allora C'(x) U C(y) ¢ connesso , dunque per definizione C(z) U C(y) C C(z),C(y) da cui
C(z) = C(y) = C(x) UC(y), dunque effettivamente le componenti connesse formano una
partizione di X. Inoltre Vo € X, essendo C'(x) connesso, per il corollario 2.1.20, si ha che

C(zx) & sempre connesso, dunque per definizione C(z) C C(x), da cui C(x) = C(z) che ¢
quindi chiuso in (X, 7). O

Corollario 2.1.26: Sia (X, 7) uno spazio topologico. Se (X,7T) ha un numero finito di

componenti connesse = le componenti connesse sono anche aperte.

Dimostrazione. Le componenti connesse sono sempre chiuse e se {Cg}reqi,..n}, » € N
sono le componenti connesse di (X, 7) allora Vj € {1,...,n} si ha CF = Upeqr, np 3 Ck

che & unione finita di chiusi e che quindi é chiuso in (X, 7). O
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Esempio 2.1.27: Le componenti connesse di Q, visto come sottospazio di (R, 7g) sono i

singleton, dunque sono infinite.

Definizione 2.1.28 (Spazio totalmente sconnesso): Uno spazio topologico (X, 7) ¢

detto totalmente sconnesso se Vr € X si ha C(x) = {z}.

Osservazione 2.1.29: Nell’esempio precedente si ¢ detto che (Q, (7)) € totalmente

Sconnesso.

Teorema 2.1.30: Sia (X, 7) uno spazio topologico, definiamo su X la sequente relazione
Ve,ye X ©~qy <= Iv:[0,1] = X cammino che congiunge x con y
questa & una relazione d’equivalenza.

Dimostrazione. Chiaramente Vo € X = ~, x attraverso il cammino costante. Se x,y € X
e v ¢ un cammino che congiunge x con y allora 7 : [0,1] — X t.c. F(t) =~v(1 —t) ¢ un
cammino che congiunge y con . Avendo dimostrato in precedenza che la giunzione di due

cammini é un cammino si ha che la relazione definita é anche transitiva. O

Definizione 2.1.31 (Componente connessa per archi): Sia (X,7) uno spazio to-
pologico e x € X. La componente connessa per archi di z in (X,7) & la classe di
equivalenza di z rispetto alla relazione d’equivalenza ~, e la chiameremo C,(z). Inoltre
I'insieme delle componenti connesse per archi di (X, 7) sara indicato con 7y(X,7) o anche

solo con mo(X).

Osservazione 2.1.32: Le componenti connesse per archi, per costruzione, formano una

partizione di X. Pero in generale non sono né aperte né chiuse.

Esempio 2.1.33: Consideriamo il seno del topologo (Y, (7)), ) presentato nell’esempio
2.1.21, allora {(0,0)} e { (z,sin (1)) | = € (0, +00)} sono due sue componenti connesse per
archi e {(0,0)} ¢ chiuso ma non aperto in (Y, (7g)),.), mentre {(z,sin (1)) |z € (0,400)}

¢ aperto ma non chiuso in (Y, (7g)), ).

Definizione 2.1.34 (Spazio localmente connesso): Uno spazio topologico (X, 7) ¢

detto localmente connesso se Vx € X esiste un SFI di z fatto da intorni connessi.

Definizione 2.1.35 (Spazio localmente connesso per archi): Uno spazio topologico
(X, 7) & detto localmente connesso per archi se Vz € X esiste un SFI di = fatto da

intorni connessi per archi.
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Proposizione 2.1.36: Sia (X,d) uno spazio metrico. Valgono le sequenti caratterizza-

Z0M4:
(1) (X,d) é localmente connesso <= Yz € X 3U € I(x) connesso.
(2) (X,d) é localmente connesso per archi <= Vx € X 3U € J(z) connesso per archi.

Dimostrazione. In entrambi gli enunciati 'implicazione (=) ¢ ovvia.
Dimostriamo (<=). Sia € X e consideriamo il SFI di z {B(z,27")}nen. Sia U € I(x)
connesso connesso per archi, allora chiaramente {B(x,27") N U}pen € un SFI connessi o

connessi per archi per . O

Osservazione 2.1.37 (Connesso # localmente connesso: pettine razionale): Con-
sideriamo (R2, 7) e il suo sottospazio siffatto X = (Rx {0})U(Q xR), (X, (7g)|, ) & detto

pettine razionale infinito. Vale che (X, (7g)|,) & connesso per archi ma non localmente

Ix

connesso. Infatti presi z,y € X é facile costruire un cammino che congiunge = con y (fare
un disegno). Invece se (¢,y) € X con y # 0 allora 36 > 0 t.c. B(z,d)NRx{0} =0, dunque

B(z,d) N X ¢ un intorno di z in (X, (7g)|, ) che non contiene nessun intorno connesso.

|x

Proposizione 2.1.38: Sia (X, T) uno spazio topologico localmente connesso per archi, al-
lora le componenti connesse per archi di (X, T) sono aperte e coincidono con le componenti

connesse di (X, T).

Dimostrazione. Sia xg € X, vediamo che Cy(xg) € 7. Dimostriamo che Cy () ¢ intorno di
ogni suo punto. Siaz € Cy(xg) esia U € I(x) connesso per archi, allora U C Cy(xzg). Infatti
Yy € U si ha che y ~ x, ma x ~ z¢, dunque y ~ xg e quindi y € Cy(zp). Dimostriamo ora
che Cq(20) = C(z0). Infatti chiaramente Co(z0) C C(20) € Ca(20)® = U,gc, (20) Ca(®) che
¢ unione di aperti e quindi ¢ aperto. Allora Cy(z) € clopen in (X, 7) e quindi Cy (x)NC ()
é clopen in C(xg) ed é non vuoto (perché contiene zg) dunque Cy(xo) N C(z¢) = C(z0),
che implica C(zg) C Cy(xo). O

Corollario 2.1.39: Sia (X, 7) uno spazio topologico localmente connesso per archi e sia

U er. Allora U é connesso <= ¢ connesso per archi.

Dimostrazione. U ¢ localmente connesso per archi. Infatti preso € U e preso V' € Jy(x),
essendo U € 7 si ha che V € J(x) (cioé V ¢ intorno di = anche in X'), dunque per locale
connessione per archi di (X, 7) esiste W € J(x) connesso per archi t.c. W C V, ma
W C U, dunque W € Jy(z). Questo prova quanto voluto. Adesso se U & connesso per
archi allora é connesso, viceversa se € connesso, preso x € U, per la proposizione precedente
siha U C CY(z) = CY(x) e quindi U é connesso per archi. In cui OV(x) e CY(x) sono

rispettivamente la componente connessa e connessa per archi di  in (U, T|U). O
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Osservazione 2.1.40: La connessione e la connessione per archi sono proprieta invarianti

per omeomorfismo.

Proposizione 2.1.41: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici connessi, allora X xY

con la topologia prodotto & connesso.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che A, B C X XY aperti, non vuoti t.c. X XY =
AU B. Dimostriamo che AN B # ().

Osserviamo che, se mx ¢ la proiezione sulla prima componente, si ha he 7x(A) U
mx(B) = X, inoltre mx (A), mx (B) sono aperti non vuoti (perché le proiezioni sulle compo-
nenti sono mappe aperte). Dunque per connessione di (X, 7x) deve essere mx (A)Nrx (B) #
(. Fissiamo zg € mx(A) N 7x(B) e consideriamo il sottospazio di X x Y formato da
{zo} X Y che & ovviamente omeomorfo a (Y, 7y), dunque per 'osservazione precedente &
anch’esso connesso. Siano A’ = ({z9} x Y)N A e B' = ({z9} x Y) N B, questi sono due
aperti di {zo} x Y t.c. A/UB = {z9} XY e quindi per connessione A’ N B’ # (), ma
A'NB" = ({z0} x Y)N (AN B), dunque necessariamente AN B # (). O

Proposizione 2.1.42: Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici connessi per archi,

allora X XY con la topologia prodotto é connesso per archi.

Dimostrazione. Presi (z,y), (2',y) € X x Y e presi vx : [0,1] — X che congiunge z con
¥’ e vy : [0,1] = Y che congiunge y con y’ si ha che (yx,7y) : [0,1] = X XY t.c.
(vx,w)(x,y) = (vx(x),yy(y)) & un cammino (in quanto le componenti sono entrambe

continue) in X x Y che congiunge (x,y) con (z/,y'). O

Lemma 2.1.43: Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici e f : X — 'Y una funzione
continua. Allora f induce la ben definita funzione mof : mo(X) — mo(Y) t.c. mof(Colz)) =
Ca(f(2)).

Dimostrazione. Sia f: X — Y continua. Se z,2’ € X sono x ~, ' attraverso il cammino

7, allora f(x) ~4 f(2’) mediante il cammino (f ¢ continua) f o 1. O

Teorema 2.1.44: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici omeomorfi, allora |mo(X)| =
mo(Y)].

Dimostrazione. Sia f : X — Y l'omeomorfismo, per il lemma precedente f induce una
funzione mo f : mo(X) — m(Y) t.c. mof(Co(z)) = Co(f(z)) & ben definita. Inoltre mof &
una bigezione, infatti I'inversa é data da mpg con g : Y — X l'inversa di f, che é ben definita
perché anche g é continua. Infatti preso y € Y si ha (mfomg)(Ca(y)) = mof(Calg(y))) =
CalF(9(9))) = Culy) e similmente preso z € X si ha (rog 0 70f)(Calw)) = Calx). O
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2.2 Compattezza

Definizione 2.2.1 (Spazio topologico compatto): Uno spazio topologico (X,7) &
detto compatto se ogni ricoprimento aperto di X ammette un sottoricoprimento finito.

Cioe se VU C 7 ricoprimento di X JU’ C U ricoprimento di X t.c. U] < V.

Esempio 2.2.2: (R",7g) non ¢ uno spazio compatto. Infatti U = {B(0,n)pen} C 75 &

un ricoprimento aperto di R™ che non ammette sottoricoprimenti finiti.
Osservazione 2.2.3: Qualsiasi spazio topologico finito & compatto.

Teorema 2.2.4: Lo spazio topologico ([0, 1], (7g), ¢ compatto.

[0,1])

Dimostrazione. Sia I un’insieme di indici e W = {U; }ier C (78)),,,, un ricoprimento aperto

0,1
di [0,1]. Sia A ={t € [0,1] | 3J C I con |J| < Rg t.c. [0, ] C[U]iEJ Ui}. Per ottenere la
tesi basta mostrare che 1 € A.

Essendo U ricoprimento di [0, 1] ovviamente 0 € A e quindi A # (), inoltre presi ig € T
t.c. {0} C Ui, essendo Uy, aperto, si ha che 3¢ > 0 t.c. [0,e) C Uy, e quindi § € A.
Inoltre se a € A allora [0,a] C A. Infatti preso a € A e d’ € [0,1] t.c. 0 <da' < a allora
preso J, C I t.c. |Jo| < Ng e [0,a] C U, Ui essendo [0,a'] C [0,a] C e, Ui si ha
che ' € A. Prendiamo s = sup A allora chiaramente [0,s) C A, in quanto se esistesse
b e [0,s) t.c. b ¢ A allora [0,b] non potrebbe essere ricoperto da finiti elementi di U e di
conseguenza nessun altro ¢ > b potrebbe stare in A, dunque sarebbe b = sup A, che é un
assurdo essendo b < s.

Dimostriamo che s € A. U ¢é ricoprimento di [0,1] 5 s = Jis € [ t.c. s € U;, ed essendo
U;, aperto, si ha che 36 > 0 t.c. [s—4,s] C U;,. Mas—3 €[0,s) C A= 3J; € I con
|Js| < Wo t.c. [0,5— %] CUics; Ui = [0,8] CUies, UiV Ui, e [JsU{isH = [Js] +1 <R
= s e A

Dimostriamo ora che s = 1. Se per assurdo fosse s < 1, allora analogamente a quanto
fatto prima si ottiene che 36 > 0 t.c. s+ g € A, ma s+ % > s, dunque si ha un assurdo

essendo s = sup A. O

Teorema 2.2.5 (Immagine continua di un compatto é compatta): Siano (X, 7x)
e (Y, 1y) due spazio topologici e f: X — Y una funzione continua. Se (X, Tx) é compatto

= (f(X),(7v)|;x,) ¢ compatto.

Dimostrazione. Sia I un insieme di indici e U = {U; };er un ricoprimento aperto di f(X).
Allora per continuita { f~1(U;) }ies & un ricoprimento aperto di X, ma (X, 7x) & compatto,
dunque 3J C I con |J| < Vg t.c. {f71(U;)}ies forma sempre un ricoprimento di X. Ma
vie J f(f~1(U;)) = U;, dunque {U;};c & sottoricoprimento finito di U. O
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Corollario 2.2.6: Siano (X,7x) e (Y, 7y) due spazio topologici omeomorfi. (X,7x) ¢
compatto <= (Y, 7y) é compatto.

Corollario 2.2.7: Se I C R e (I,(7g)|,) € uno spazio topologico compatto, allora neces-

sariamente I = [a,b] per qualche a,b € R con a < b.

Dimostrazione. Chiaramente (R, 7z) non é compatto (vedi esempio 2.2.2) e Vo € R ([z, +00), (TE)

((z,+00), (TB)), 1) (=00, 2], (7)) _ ;) e ((—00,2), (7E)|_, ) non sono compatti.

Presi a,b € R con a < b, se a = b allora I ¢ un punto e (I, (7g)|,) ¢ chiaramente

[ac,+oo)’

compatto, se invece a < b si ha che ([a, b], (Tg) ¢ omeomorfo a ([0,1], (7g) tramite

I[a,b]) |[0,1J)
[0,1] 5 ¢t — (1 = t)a + tb € [a, b], dunque ¢ compatto essendolo ([0, 1], (7)), ,,)-

Ora‘ ((07 1)7 (TE)l(OJ) |(O,+oo
patto) tramite z > (0,1) — tan(5z) € (0,+00) dunque non ¢ compatto. E pre-

) & omeomorfo a ((0,4+00), (7x) )) (che ovviamente non é com-

si a,b € R con a < b, allora ((a,b),(7r) ¢ omeomorfo a ((0,1), (7g) tramite

|(a,b)) |(0,1))

(0,1) 3t+—— (1 —t)a+tb € (a,b), dunque non & compatto.
Invece ([0,1), (78),,,)
compatto) tramite z 3 [0,1) — tan (gm) € [0,+00) dunque non & compatto. E presi

¢ omeomorfo a ([0, +00), (TE)‘[O ...)) (che ovviamente non ¢

a,b € Rcona < b, allora ([a, b), (TE)‘[M)) e ((a,b], (TE)|(ayb]) sono omeomorfi a ([0, 1), (TE)“OJ))
tramite [0,1) > t — (1—t)a+tb € [a,b) e [0,1) > t — (1—t)b+ta € (a, b] rispettivamente,

dunque non sono compatti. O

Definizione 2.2.8 (Proprieta dell’intersezione finita): Sia X un’insieme, I un in-
sieme di indici e {Y;};e;r € P(X). Diciamo che la famiglia {Y;};c; gode della proprieta
dell’intersezione finita se V.J C I con |J| < Ng si ha che (,c; Y; # 0.

Teorema 2.2.9: Sia (X, 7) uno spazio topologico. (X,T) é compatto <= VC famiglia
di chiusi di (X, 7) che goda della proprieta dell’intersezione finita si ha (\oee C # 0.

Dimostrazione. (=). Sia I insieme di indici e € = {C} };cs famiglia di chiusi di (X, 7) che
gode della proprieta dell'intersezione finita. Per assurdo supponiamo che (,c; C; = 0.
Poniamo Vi € I Aj := Cf € 7, allora ;c; Ai = (Mie; Ci) = X ossia {A;}ier ¢ un
ieg Ai =X,
Ma allora (;c; Ci = (Uze J Ai) = () che ¢ un assurdo in quanto € gode della proprieta

ricoprimento aperto di X. Dunque per compattezza 3J C I con |J| < Xg t.c. |

dell’intersezione finita.

(«<=). Sia [ insieme di indici e U = {4, };cs un ricoprimento aperto di X. Poniamo Vi € [
C; = A¢ chiusi di (X, 7). Supponiamo per assurdo che U non ammetta sottoricoprimenti
finiti. Dunque V.J C I con |J| < Ng si ha (J;e; Ai = (N;ey Ci)© # X, dunque V.J C [
con |J| < Ng si ha (;c;C; # 0, ossia {C;}ier gode della proprieta dell'intersezione finita
e quindi per ipotesi ;c; Ci = (U 4i)° # 0, da cui ;c; 4i # X che & un assurdo in

quanto U & un ricoprimento di X. O
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Corollario 2.2.10: Sia (X, 7) uno spazio topologico compatto e {Cy}nen un successione
di chiusi non vuoti di (X, 7) t.c. Cpy1 C Cyn. Allora (,cpy Cn # 0.

Esempio 2.2.11: Consideriamo (R, 7g) e Cy, = [n,+00) per n € IN. La famiglia di chiusi
{Cn}nen gode della proprieta dell’intersezione finita ma (), oy Cn = 0. D’altronde (R, 7g)

non € compatto.

Proposizione 2.2.12: Sia (X, 7) uno spazio topologico e (Y, T‘Y) Uno suo sottospazio.
(Y, 7)) & compatto <= YU C 7 t.c. Y C UpeqU FUW C U con W] < Ry t.e. ¥V C

UUeu/ U.

Dimostrazione. Facile verifica usando la definizione di compattezza ed il fatto che A €
< dBeTttc A=BnNY. O

Ty

NEL SEGUITO QUANDO SARA FISSATO UNO SPAZIO TOPOLOGICO (X, T), NEL
DIRE CHE UN K C X E COMPATTO SI INTENDERA SEMPRE CHE (K, 7)) E UNO
SPAZIO TOPOLOGICO COMPATTO.

Osservazione 2.2.13: [ sottospazi di uno spazio compatto non sono compatti in generale.
Infatti ([0, 1], (7&)

non € compatto.

lio 1]) é compatto, ma, ad esempio, (%, 1) visto come suo sottospazio

Teorema 2.2.14 (Chiuso di un compatto é compatto): Sia (X, 7) uno spazio topo-

logico compatto. Se C C X ¢é chiuso in (X,7) = C & compatto.

Dimostrazione. Siano I un insieme di indici e U = {U;}ier C 7 t.c. C C ey Ui. Pren-
diamo V := C°¢ € 7 e costruiamo Ux := {U; };c; U{V'} C 7 ricoprimento aperto di X. Per
compattezza 3J C I con |J| < g t.c. {Ui}ties U{V} & un sottoricoprimento finito (V' po-
trebbe non essere necessario, ma aggiungerlo non cambia niente). Ora C NV = (), dunque

necessariamente {U;};cs ¢ t.c. C C |J..,;U;, dunque C & compatto per la proposizione

ieJ
precedente. O

Osservazione 2.2.15: In generale dato (X, T) spazio topologico C C X compatto # C
chiuso di (X, ).

Ad esempio se X & insieme con |X| > 2 allora in (X, {0, X}) tutti i sottospazi sono
compatti ma nessuno di loro, tranne () e X, ¢ chiuso.

Oppure (IN, 7.0f), anche in questo caso tutti i sottospazi sono compatti, perché se A C IN,

se A = () ¢ ovvio, altrimenti presi I insieme di indici e {U;}ier C Teof t.c. A C ;e Ui s
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ha che Jig € I t.c. ANUj, # (), ma per definizione di 7eof si ha che |Uf | < Rg, dunque
anche |A\ U;,| < Xg e quindi I{nq,...,nx} C N, con k € N, t.c. A\U;, = {n1,...,nx}. Ma
Vje{l,...k} Jij € I t.c. ny € Uy, dunque {Us, } U{U;; }jequ,... k) ricopre A che quindi é

compatto. Perd ad esempio {2n | n € IN} non ¢ chiuso in (IN, 7¢of).

Teorema 2.2.16: Sia (X, 7) uno spazio topologico. Se (X,7) ¢ T2 eY C X & compatto
=Y é chiuso in (X, ).

Dimostrazione. Dimostriamo che Y¢ é aperto, cioé che ¢ intorno di ogni suo punto. Sia
r €Y poiché (X,7) e T2VyeY U, Vy,eTconUy,NV,=0tc. yecUyexz eV, Ma
{Uylyey CTetc. Y C Uer Uy, allora per compattezza esistono n € IN e {yi}icq1,....n}

t.c. Y c U, Uy, Inoltre prendiamo V := (' V,,, questo ¢ un aperto che contiene z e

vale
n n n
vnycvnlJu, =Jvnu, clJv,nU, =10
i=1 i=1 i=1
ossia V' & un intorno aperto di z tutto contenuto in Y¢, che é quello che volevamo costruire.

O

Lemma 2.2.17: Uno spazio topologico (X, T) T2 e compatto ¢ regolare.

Dimostrazione. Essendo T2 ¢ anche T1. Dimostriamo che ¢ T3. Siano Y C X un chiuso
di (X,7) ex € X \Y. Essendo Y chiuso in un compatto, per la proposizione 2.2.14 ¢
compatto, dunque in modo analogo alla dimostrazione precedente si trovano due aperti
U=UL Uy, €7e V=N V,e€TconUNV=0tc. YCUexeV.

O

Teorema 2.2.18: Uno spazio topologico (X, 7) T2 e compatto é normale.

Dimostrazione. Essendo T2 é anche T1. Dimostriamo che é T4. Siano Y7,Ys C X due
chiusi di (X,7) con Y1 NYs = (). Essendo per il lemma precedente (X,7) T3 si ha che
VyeY, AU, V, et conU,NV,=0tc yeUy,eYy,CV, MaYj essendo chiuso in un
yevy Uy
sihache 3n € Ne H{y1,...,yn} C Y tc. Y7 C U}, Uy,. Poniamo quindi U = J;", Uy, € 7
e V=NV, €T enotiamocheY; CU, YoCVeUNV ClU, U, NV, =0. O

compatto & compatto (visto come sottospazio del compatto), dunque poiché Y7 C |J

Lemma 2.2.19: Si (X,7) uno spazio topologico e B una sua base. Se YU C B ricopri-
mento di X U C U sottoricoprimento con |[U'| < Vg = (X, 7) & compatto.

Dimostrazione. Siano I un insieme di indici e W = {U; };c; C 7 ricoprimento aperto di X,
allora Vi € I 3B; C B t.c. U; = Upep, B- Ma quindi J;c; B; C B ¢ un ricoprimento di
X di elementi di B, dunque per ipotesi H{ By, ..., By} C U;c; Bi t.c. X = U?Zl B;. Ora
Vje{l,...n} Jij € I t.c. Bj CUj; e quindi X C Uj_, Uj;. O
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Teorema 2.2.20 (Prodotti finiti di compatti): Siano (X,7x) e (Y,7v) due spazi
topologici compatti = (X X Y, Tproq) € compatto.

Dimostrazione. Sia B, la base usuale della topologia prodotto. Per il lemma precedente
basta controllare che ogni ricoprimento fatto da elementi di B, ammette un sottoricopri-
mento finito. Siano I un insieme di indici e U = {U; x Vi}ier C B, (cioe U; € 7x e
V; € 7y Vi € I) ricoprimento di X x Y. Notiamo che Vxg € X lo spazio {zo} x Y, visto
come sottospazio di (X X Y, Tprod), € omeomorfo a (Y, 7y) ed & quindi compatto, quindi
AJy, C I con |Jy| < Ng tc. {zo} xY C UiEJxO (U; x V;). Inoltre se z¢ ¢ U; allora
(U; x Vi) N ({zo} x Y) = 0, dunque, a meno di scartare alcuni indici di J,,, posso sup-
porre che z¢g € U; Vi € Jy,. Quindi Uy, = ﬂiero U; € 7 contiene xg. Per costruzione
Uzy XY C Uz‘eJmO(Ui x V;).

Ripetendo il ragionamento appena fatto per ogni « € X si ottiene V& € X un insieme
di indici J; C I con |Jz| < Ng ed un aperto U, € 7 t.c. x € Uy e Uy XY C ;e (Ui X V).

Ora {U,}zex €& un ricoprimento aperto di X, quindi per compattezza posso trovare
neNe{ry,..,z,} CX tee. X C U, Uy, da cui

Xch(LnJUxi> xY:O(UxixY)CO U (U; x Vj)

i=1 i=1 i=1j€J;
Quindi W = UL {U; x Vj}jey,, & un sottoricoprimento finito di U. O

Definizione 2.2.21: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici. Una funzione f : X —
Y ¢ detta propria se VK C Y compatto si ha che f~1(K) C X & compatto.

Proposizione 2.2.22: Siano (X, 7x) uno spazio topologico compatto e (Y, Ty) uno spazio

topologico T2. Se f : X — Y ¢é un funzione continua = f € una funzione chiusa e propria.

Dimostrazione. Sia C chiuso in (X, 7x), allora C' é compatto e quindi per continuita f(C)
¢ compatto in (Y, 7y) che ¢ T2, dunque f(C) ¢ chiuso in (Y, 7y). Quindi f ¢ chiusa.

Sia ora K C Y compatto. (Y,7y) ¢ T2, dunque K ¢ chiuso di (Y, 7y), ma allora per
continuita f~!(K) é chiuso di (X, 7x) che é compatto, dunque f~1(K) & compatto. Quindi
f & propria. O

Corollario 2.2.23: Siano (X, 7x) uno spazio topologico compatto e (Y,7y) uno spazio

topologico T2. Se f : X — Y & un funzione continua e bigettiva = f & un omeomorfismo.

Dimostrazione. Segue facilmente dalla proposizione precedente e dalla proposizione 1.2.18.

O
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Definizione 2.2.24 (Spazio topologico sequenzialmente compatto): Uno spazio
topologico (X, 7) & detto sequenzialmente compatto se ogni successione (zy,)neny C X

ammette una sottosuccessione (p, )zeNn C (Zn)nen convergente.

Definizione 2.2.25 (Spazio topologico di Lindel6ff): Uno spazio topologico (X, T)
¢ detto di Lindel6ff se ogni ricoprimento aperto di (X, 7) ammette un sottoricoprimento

al pitt numerabile.

Proposizione 2.2.26: Uno spazio topologico (X,T) compatto ed N1 ¢é sequenzialmente

compatto.

Dimostrazione. Sia (zp)new C X una successione. Voglio costruire una sottosuccessione
convergente. Per ogni m € IN si ponga C,, = {z, [ n >m} C X. Allora {C},}men & una
famiglia di chiusi di (X, 7) t.c. Cp, # 0 e Cpg1 C Cpy, Vm € N, Essendo (X, 7) compatto,
per il corollario 2.2.10, si ha che (,,cyCm # 0. Sia 2* € ey Cm # 0 e costruiamo
una sottosuccessione che converge a z*. Prendo {Uy }rew SFI numerabile di z*. Possiamo
supporre Ug11 C U Yk € IN. Scegliamo una successione (ng)rewy € IN t.c. ng = 0 e
ng — +00.

Siha 2* € Cy = {2, | n >0} e Uy € I(x*), dunque Uy N {z, | n > 0} # 0 e scegliamo
Tno € Ug N {x, | n > 0}. Ricorsivamente per k > 1 si ha che 2* € Cp,, = {x,, | n > ng} e
Ui € 3(z*), dunque Ug N{z,, | n > ni} # 0 e scegliamo z,,, € U N {xy, | n > ni}.

Dunque abbiamo costruito una sottosuccessione (2, )kew C (Tn)nen. Inoltre tale
costruzione converge a z*, infatti preso U € J(z*) si ha che kg € IN tc. Uy, C U e
Vk > ko, per costruzione, si ha che z,, € Uy, C U. O

Proposizione 2.2.27: Uno spazio topologico (X,7) N2 ¢ di Lindeloff.

Dimostrazione. Sia B = {B,, }nen una base numerabile di (X, 7) e siano I un insieme di
indici e U = {U; }ier C 7 un ricoprimento di aperti di X. Preso un qualsiasi ¢ € I si ha che
3J; C Nt U; = UjeJi Bj esia J = J;c; Ji € N. Prendiamo Vj € Ji; € I t.c. B; C Uj;.
Allora X C UjeJ B; C UjeJ Ui, e {Ui, }jes € un sottoricoprimento al pitt numerabile di X

estratto da U. O

Teorema 2.2.28: Sia (X,7) uno spazio topologico N2. (X,T) & compatto <= ¢

sequenzialmente compatto.

Dimostrazione. (=) Uno spazio N2 ¢ N1, dunque per la proposizione 2.2.26 si ha quanto
voluto.
(«). Sia I un insieme di indici e per assurdo sia U = {U,;};c; C 7 un ricoprimento

aperto di X che non ammette sottoricoprimenti finiti. Essendo (X, 7) N2 ¢ di Lindeloff
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per la proposizione precedente, dunque sia J C I con |J| = Ny t.c. W = {U;}ies € un
sottoricoprimento numerabile di X estratto da U. Enumeriamo U’ usando una funzione
j:IN = J, cioé W = {Uj) }nen- Per ognin € N scegliamo x, € X \ Ui, Uj(;). Notiamo
che Vn € N X \ Ui, Uj;) # 0 perché per ipotesi assurda U non puo ammettere sottorico-
primenti finiti. Dico che (z,,)new non ammette sottosuccessioni convergenti. Infatti se ne
esistesse una (zp, )kew t-c. Tn, — o* € X, allora preso n* € IN t.c. #* € Uj(,«) si dovrebbe
avere Tp, € Uj(,~) definitivamente, ma per costruzione Vk > n* si ha x;, & Uj(,+). Quin-
di avendo costruito una successione senza sottosuccessioni convergenti si é contraddetta

I'ipotesi di compattezza sequenziale di (X, 7). O

Teorema 2.2.29 (Compattificazione di Alexandrov): Sia (X,7) uno spazio topolo-

gico e 0o un insieme t.c. oo ¢ X. Definiamo X := X U{cc} e
F=7U{AU{oco} | X \ A ¢ chiuso e compatto in (X,7)} C P(X)
Allora valgono le sequenti affermazioni:
(1) T & una topologia su )?;
(2) la funzione i : X — X t.c. i(z) =z & un’immersione topologica.
(3) ()?,7/'\) & uno spazio topologico compatto;

Dimostrazione. (1). Verificare che 7 ¢ effettivamente una topologia su X ¢ semplice ma
leggermente noioso (il lettore ¢ invitato a farlo).

(2). Sia A € 7. Se 0o ¢ A allorai~(A) = A € 7 per definizione di 7. Se invece co € A
allora i71(A) = A= X \ (X \ A) € 7 per definizione di 7.

(3). Sia I un insieme di indici e U = {U;}ic; C 7 un ricoprimento aperto di X. Sia
ip € I t.c. oo € Uj,, allora X\ Ui, = i(K) con X = X \ U,;, compatto e chiuso in
(X, 7). Visto che i & continua si ha che i(K) ¢ compatto in ()?,/T\), dunque 3J C I con
|J| < Vo t.c. i(K) C ey Ui, dunque X cU,U Uics Ui. Dunque {U;}ies U {Us,} ¢ un

sottoricoprimento finito di X estratto da U. O
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Quozienti

3.1 Quozienti topologici

Definizione 3.1.1: Sia (X, 7) uno spazio topologico e ~ una relazione d’equivalenza su
di esso. Definiamo X/N I'insieme delle classi di equivalenza su X rispetto a ~. La classe
d’equivalenza di un x € X sara indicata [z]. Inoltre la funzione 7 : X — X/ sara

chiamata proiezione al quoziente.

Definizione 3.1.2 (Topologia quoziente): Sia (X,7) uno spazio topologico e ~ una

relazione d’equivalenza su di esso. Definiamo su X/N la topologia t.c.
Ac X/ ¢aperto < 7 1(A) & aperto in (X, 7T)
tale topologia ¢ detta topologia quoziente e si indichera con 7quoy-

Osservazione 3.1.3: Vedere che ¢ la topologia quoziente sia effettivamente una topologia

¢ una semplice verifica.

Teorema 3.1.4: Sia (X,7) uno spazio topologico e ~ una relazione d’equivalenza su di
esso. La topologia quoziente su X/N ¢ la topologia pit fine che quelle che rendono continua

la proiezione al quoziente m: X — X/N.

Dimostrazione. Ovviamente per definizione la topologia quoziente 7quo, rende 7 continua.
Inoltre se 7/ ¢ una topologia che rende continua 7 allora VA € 7/ 7=(A) € 7, ma allora

per definizione di topologia quoziente A € Tquoz, dunque 7 C Tquoz. O

Osservazione 3.1.5: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici, ~ una relazione d’e-
quivalenza su (X,7x) e f : X — Y una funzione. Si dice che f passa al quoziente

se Vo,2' € X con x ~ 2’ si ha f(x) = f(2). Ed in tal caso ¢ ben definita la funzione

F: X057 te f([z]) = f(x), cioé t.c. f=fom.

53
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Teorema 3.1.6: Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici, ~ una relazione d’equiva-
lenza su (X,7x) e f : X — Y wuna funzione che passa al quoziente. Consideriamo X/N
con la topologia quoziente e sia f : X/N — Y la funzione t.c. f = fom. Allora f ¢

continua <= f & continua.

Dimostrazione. f ¢ continua <= VA €1y f71H(A) €7y <= VAe1y 77_1(?71(14)) €
Tx <= VAe Ty f_l(A) C X/N ¢ aperto nella topologia quoziente <= f ¢ continua. [

Definizione 3.1.7 (Identificazione): Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici e

f X — Y una funzione. f ¢ detta identificazione se
(1) f é surgettiva;

() VACY Acry < f1(A) ery.

Osservazione 3.1.8: Nella definizione precedente la condizione (2) ¢ equivalente alla

seguente
VC CY C ¢ chiuso in (Y,7y) <= f }(C) & chiuso in (X, 7x)

Osservazione 3.1.9: Nella definizione precedente, nella condizione (2) la freccia (=) &

la definizione di continuitd di uindi un’identificazione é continua.
)

Teorema 3.1.10: Siano (X, 7x) e (Y, 7y) due spazi topologici, f : X — Y una funzione e
poniamo su X la relazione d’equivalenza data dax ~y <= f(x)= f(y). Consideriamo
X/N con la topologia quoziente e sia f : X/N — Y la funzione t.c. f = fom. Sef é

un’identificazione = f : X/N — Y ¢ un omeomorfismo.

Dimostrazione. Abbiamo osservato che un’identificazione é continua ed é per definizione
surgettiva, dunque f : X/N — Y ¢ bigettiva e continua (per il teorema 3.1.6). Mostriamo
che f & aperta, da cui segue che ¢ un omeomorfismo. Sia A C X/N aperto nella topologia
quoziente, essendo f un’identificazione, per vedere che f(A) sia aperto basta vedere che
lo sia f~1(f(A)). Ma vale f~1(f(A4)) = 7~ 1(A) che ¢ aperto in (X, 7x) per definizione di

topologia quoziente. O

Proposizione 3.1.11: Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici ed f : X — Y wuna

funzione continua e surgettiva. Allora
(1) se f ¢é aperta = f ¢ un’identificazione;

(2) se f e chiusa = f & un’identificazione.
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Dimostrazione. (1). Sia A C'Y dobbiamo vedere che se f~1(A) € 7x allora A € 7y. Ma
essendo f surgettiva si ha che A = f(f~!(A)) e visto che f é aperta si ha la tesi.
(2). Analoga al caso precedente ma con i chiusi al posto degli aperti.
O

Definizione 3.1.12 (Insieme f-saturo): Siano (X,7x) e (Y,7y) due spazi topologici
ed f: X — Y una funzione. Un A C X ¢ detto f-saturo se f~1(f(A)) = A, cioé se
Vre Asex € X e te. f(a') = f(x) allora anche 2’ € A.

Osservazione 3.1.13: Un caso particolare molto importante della definizione precedente
¢ quando su (X, 7x) ¢ definita una relazione d’equivalenza ~ e f = 7 ¢& la proiezione al

quoziente. In questo contesto nel seguito gli insiemi 7-saturi saranno chiamati saturi.

Proposizione 3.1.14: Siano (X, T) uno spazio topologico, ~ una relazione d’equivalenza
su di esso e X/N il quoziente munito della topologia quoziente. Allora valgono le sequenti

affermazioni:
(1) YA C X/N A ¢ aperto nella topologia quoziente <= 3B € T saturo t.c. A= 7(DB).

(2) ¥C C X/N C' ¢ chiuso nella topologia quoziente <= 3D chiuso in (X, T) saturo
t.c. C =mn(D).

Dimostrazione. (1). (=). A aperto nella topologia quoziente = 7w ~1(A) € 7 & saturo (ovvio)
ed essendo 7 surgettiva si ha 7(771(4)) = A.

(«). Se 3B € 7 saturo t.c. A =7(B) = essendo B saturo si ha 7~ !(A) = 7 1(7(B)) =
B che ¢ aperto in (X, 7) in quanto A ¢ aperto nella topologia quoziente.

(2). Analoga al caso precedente ma con i chiusi al posto degli aperti. O

Proposizione 3.1.15: Siano (X, T) uno spazio topologico, ~ una relazione d’equivalenza

su di esso e X/N il quoziente munito della topologia quoziente. Allora valgono le sequenti:
(1) se (X,T) & compatto = (X/N,Tquoz) é compatto;
(2) se (X,T) & connesso = (X/N,Tquoz) & connesso;

Dimostrazione. Segue dalla surgettivita e dalla continuita della proiezione al quoziente. [

Esempio 3.1.16 ([07 1]/0 ~ 1 € omeomorfo a S'): Consideriamo su ([0, 1],7"[0!1]) la
relazione d’equivalenza che identifica soltanto 0 ed 1 insieme, cioé t.c. Vx,y € [0,1] z ~
y <= x =y oppure {z,y} C {0,1}. E consideriamo la funzione f : [0,1] — S C
R? t.c. f(t) = (cos(2nt),sin(2nt)). f & chiaramente surgettiva e continua e si verifica

facilmente che passa al quoziente. Dunque per quanto dimostrato induce una funzione
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IE [0, 1]/0 ~1— S' continua e bigettiva. Ma [0,1] & compatto e S* & T2 (& sottospazio
di (R2,7g) che ¢ T2), dunque f ¢ chiusa e quindi ¢ un’identificazione. Dunque f ¢ un

omeomorfismo.

Esempio 3.1.17 (Dn/an é omeomorfo a S™): Consideriamo su D" := {(z1, ..., x,) €
R™ | S8, 22 < 1}, visto come sottospazio di R", la relazione d’equivalenza che identifica
i punti di S"°! = {(21,..,3,) € R" | S0 2?2 = 1}. Per x = (21,...,2,) € R" sia
2] == /> i 2. Si dimostra in modo totalmente analogo al caso con n = 1 dell’esempio
precedente che la funzione D" 3 v — (204/1 — [|[v]|2,2|jv||? — 1) € S™ passa al quoziente
e che & un’identificazione. L’unica difficolta ¢ convincersi che effettivamente la funzione é
a valori in S™ e che ¢é surgettiva, ma & vero pensateci.

3.2 Quozienti per azioni di gruppi

Definizione 3.2.1 (Azione di un gruppo): Sia X un insieme e G un gruppo. Un’azione
(sinistra) di G su X & una funzione ¢ : G x X — X t.c.

(1) ¢(e,x) =2 Vx € X in cui e € G & 'elemento neutro di G;
(2) ¢(g,¢(h,x)) = ¢(gh,x) Vo € X Vg,h € G.

Nel seguito la funzione ¢ verra sottintesa e al posto di ¢(g,x) si scrivera g-x. Inoltre data

un’azione (non specificata) di G su X si dira che G agisce su X.

Definizione 3.2.2: Sia X un insieme e G un gruppo che agisce su X. Se z € X si

definisce lo stabilizzatore di x come
stab(z) :=={9e€G|g-z=2} CG
Mentre verra detta orbita di x 'insieme

orb(z) =G-z:={g-z|geG}CX

Osservazione 3.2.3: Non ¢ difficile verificare che stab(z) ¢ un sottogruppo di G. E
che le orbite formano una partizione di X. Infatti la relazione su X t.c. Vr,y € X

x~gYy <= dg € G g-x =y éuna relazione d’equivalenza.

Definizione 3.2.4: Sia X un insieme e G un gruppo che agisce su X. L’azione ¢é detta:
e fedele se preso g € G t.c. Vx € X g -z = x si ha necessariamente g = ¢;

e libera se Vx € X stab(z) = {e};
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e transitivase Vez,y € X g€ G t.c. g-x =y.

Definizione 3.2.5 (Quoziente per un’azione di gruppo): Sia X un insieme e G
un gruppo che agisce su X. Indichiamo con X/G = X/NG, cioé l'insieme delle orbite
dell’azione di G su X.

Definizione 3.2.6: Sia (X, 7) uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X.
L
Diciamo che G agisce per omeomorfismi su X se Vg € G lamappa X S 2+ g-2 € X

¢ continua.

Osservazione 3.2.7: Notiamo che se g € G si ha Z;l = l4-1 e anche questa ¢ continua,

dunque ¢, ¢ un omeomorfismo Vg € G, ecco spiegata la terminologia usata.

Esempio 3.2.8: X =ReG=Zconn-x=x+nVYn € ZeVxr € R ¢éun esempio di

azione per omeomorfismi munendo R della topologia euclidea.

D’0ORA IN POI QUANDO SU X E DEFINITA UNA TOPOLOGIA E (G AGISCE SU X
SI SUPPORRA SEMPRE CHE L’AZIONE SIA FATTA PER OMEOMORFISMI.

Osservazione 3.2.9: Sia (X, 7) uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X.
Un sottoinsieme A C X ¢& saturo <= ¢& unione di orbite <= G- -A = A in cui
G-A={g-2|geqG, xe€ A}

Proposizione 3.2.10: Sia (X, 7) uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X.
Muniamo X/G della topologia quoziente. La protezione al quoziente m: X — X/G & una

funzione aperta.

Dimostrazione. Sia A € 7. Vale che 7(A) ¢ aperto in X/G <~ 71 Yn(A)) € 7. Ma
chiaramente 7= (7(A)) = Ugec 94 = Uyeq €9(A) ed essendo £, un omeomorfismo Vg € G
si ha che Vg € G £4(A) € 7, dunque 71 (7(A)) € 7. O

Proposizione 3.2.11: Sia (X, 7) uno spazio topologico e G un gruppo finito che agisce
su X. Muniamo X/G della topologia quoziente. La proiezione al quoziente m: X — X/G

¢ una funzione chiusa.

Dimostrazione. Analoga alla precedente. O

Esempio 3.2.12: Nel contesto delle due proposizioni precedenti se G non ¢ finito non vale

in generale che 7 é chiusa. Ad esempio si prenda X = R con la topologia euclidea e G = Z
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che agisce per traslazioni come nell’esempio 3.2.8. Allora 7(C) con C = {n+27" | n € N}
non ¢ chiuso in R/Z' Infatti 7=1(7(C)) contiene {27"},en e quindi se 7(C) fosse chiuso
anche 7~ 1(7(C)) dovrebbe esserlo, ma (R, 7g) & sequenziale, dunque 7~ !(7(C)) dovrebbe
contenere 0 = lim,_, 27", ma questo ¢ falso, dunque 7 (7(C)) non é chiuso. Allo

stesso tempo perd C' ¢ chiuso in (R, 7g).

Lemma 3.2.13: Sia (X,7) uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X. Lo
spazio (X/G,Tquoz) ¢ Tl <= G-z ¢ chiuso in (X,7) Vo € X.

Dimostrazione. (X/G7 Tquoz) € T1 <= (per il teorema 1.8.9) {[z]} & chiuso nella topologia
quoziente V[z] € X/G < 7 '({[z]}) = G- & chiuso in (X,7) V[z] € X/G. O

Definizione 3.2.14: Sia (X, 7) uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X.

L’azione é detta:

e vagante se Vo € X U € J(z) t.e. {g€ G| g-UNU # (0} ¢é finito;
e propriamente discontinua se Vo € X 3U € J(z) t.c. ¢-UNU =0 Vg € G, g #¢;

e propria se VK C X compatto U'insieme {g € G | g- KN K # (} ¢ finito.

Osservazione 3.2.15: Chiaramente, nel contesto della definizione precedente, propria-

mente discontinua = vagante e libera.

Proposizione 3.2.16: Sia (X, 7) uno spazio topologico e G un gruppo che agisce su X.

Valgono i sequenti fatti:

(1) se (X,7) & T2, allora l'azione di G é propriamente discontinua <= €& vagante e

lebera;

(2) se (X,T) é localmente compatto, allora l’azione di G é propria <= Vz,y € X U €
I(x) IV € I(y) t.c. Uinsieme {g € G | g-UNV #0} ¢ finito.

Dimostrazione. (1). (=). & ovvia.

(«).SlarzeXeUe€cI(z)te. {geG|g-UNU} ={g1,...,9n} ¢ finito (esiste perché
I'azione é vagante). Poiché 'azione ¢ libera Vi € {1,...,n} ¢; - © # x e quindi, essendo
(X,7) T2, 3W;, W/ € 7 disgiunti t.c. z € W; e g; -« € W]. Pongo

n
V=Un()Wing" W)
i=1
e dico che questo V ha la proprieta richiesta. Infattise g € Geétec. ¢g-UNU =0 =
g- VNV =0seinvece g-UNU # D eg#e = g = g; per un qualche i € {1,....,.n} e
g- VNV cw/ nw;=0.
(2). Esercizio. O
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Teorema 3.2.17: Sia (X, T) uno spazio topologico localmente compatto T2 e G un gruppo

che agisce su X. Se l'azione é propria = il quoziente (X/G,Tquoz) e T2.

Dimostrazione. Siano [z], [y] € X/G con [z] # [y]. Essendo (X,7) T2 3U € I(x) IV € I(y)
t.c. UNV = e per locale compattezza di (X, 7) possiamo assumerli compatti. Poiché
I'azione & propria se K := UUV si hache {g € G| g- KN K # (0} & finito (perché K
¢ compatto) ed in particolare si avra anche che {g € G | g-UNV # 0} = {g1,...,9n} &
finito. Ora essendo [x] # [y] necessariamente Vi € {1,...,n} si ha g;- = # y, dunque essendo
(X,7) T2 si ha che Vi € {1,...,n} 3U; € I(g; - =) IV; € I(y) t.c. U;NV; = (. Poniamo
U =UnN, g;l - U; e notiamo che, essendo Kgi_l un omeomorfismo Vi € {1,...,n}, si
ha che g; ' - U; € I(2) Vi € {1,...,n} e U € I(z), dunque anche U’ € J(z). Consideriamo
anche V' = VNN, V; € I(y). Ma , proiezione al quoziente, ¢ una mappa aperta (perché
il quoziente ¢ fatto per un’azione di gruppo), dunque 7(U’) € I([z]) e 7#(V") € I([y]).
Vediamo che w(U") N w(V') = ). Se per assurdo fosse m(U’) N w(V') # () allora si avrebbe

che

@) na @V = Jg U nUg- V'] #0
9€G geG
ma questo implicherebbe che 3g,h € G t.c. (¢-U')N(h-V') # (@ dacui (h=1g-U)NV' # 0.
Ma U’ C U e V' C V, dunque quanto appena scritto ci farebbe arrivare a (h=1g-U)NV # ()
che implicherebbe h~1g = g; per un qualche j € {1,...,n}. Quindi si avrebbe (g;-U")NV’ #
(0, ma U’ C gj_l-Uj e V! C Vj per costruzione, dunque si avrebbe gjgj_l-UjﬂVj =U;NV; # 0,

che ¢ un assurdo per la scelta di U; e V. O

Esempio 3.2.18: Consideriamo (X,7) = (R%,7g) e G = Z%. Ovviamente (R? 75) &
T2 e localmente compatto e se si considera l’azione definita da (nq,...,nq) - (21, ...,24) =
(1 +n1,...,zq4 + ng) si ha che questa é propria (semplice verifica) e quindi per il teorema

d
precedente il quoziente R /Zd con 'usuale topologia quoziente é T2.

Definizione 3.2.19 (Dominio fondamentale): Sia (X,7) uno spazio topologico e G
un gruppo che agisce su X. Un dominio fondamentale per ’azione considerata ¢ un

sottoinsieme di D C X t.c.
(1) D= D;
(2) Ugegy- D = X;
(3) g-DND=0VYgeQq, g+e;

(4) {g- D}4eq € una famiglia localmente finita.
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Esempio 3.2.20: Il cubo unitario [0, 1]% ¢ un dominuo fondamentale per ’azione descritta

nell’esempio 3.2.18.

Teorema 3.2.21: Sia (X, 7) uno spazio topologico localmente compatto e G un gruppo

che agisce su X. Se D C X & un dominio fondamentale per ’azione considerata si ha che:
(1) se (X,7) e T2 = X/G e T2;

(2) il quoziente X/G ¢ omeomorfo a D/ND, m cul Ng é la relazione d’equivalenza su D
G

te Vdd eDd~Bd < d~gd.

Dimostrazione. (1). Dimostriamo che se (X, 7) ¢ T2 e 'azione ammette un dominio fon-
damentale D allora il quoziente ¢ T2. Essendo (X, 7) localmente compatto, per il teorema
precedente basta vedere che 'azione ¢ propria. Sia K C X compatto, allora Vo € K,
essendo la famiglia {g- D}4eq localmente finita, 3U, € I(z) t.c. {g€ G | g-DNU, # 0} &
finito. Ora {U,},ck ¢ un ricoprimento aperto di K compatto, dunque possiamo estrarne
uno finito {Uy, }ieq1,.. k3> con {Zi}icqi,. . ky C K. Quindi essendo {Uy, }ieqi,.. k) un rico-
primento di K se g € G étc. g-DNK #0 = 3j € {l,..,k} te. g-DNUy; #0,
quindi necessariamente g € Ule{g €Glg-DNUg # 0} ={g1,..9n} C G, che ¢ finito
in quanto ¢ unione finita di insiemi finiti. Ora K € X =
g#¢{91,....9n} = g-DNK =0, dunque K C |J;, gi - D.

OrasegeGete. g KNK#0 = g- (UL, 9 - D)NK #0 = (U, 99i- D)NK #
0 = Je{l,.,n}tc. (99i-D)NK #0 = Jje{l,..,n}tc. ggi=g; = g= gi_lgj
con i,j € {1,...,n}. Quindi abbiamo dimostrato chese g€ Get.c. g- KNK #0 = g€

gec 9 - D e per costruzione se

{9:g; | 4,5 € {1,..,n}} e quest'ultimo & un sottoinsieme finito di G, dunque 'azione &
propria.

(2). Sia ¢ : D < X l'usuale inclusione, allora funzione woi : D — X/G é continua
(perché & composizione di continue) e passa al quoziente per ~2 (facile verifica), dunque,
per il teorema 3.1.6, induce una funzione continua su quoziente 7 : D/ND — X/G e si nota
che tale funzione ¢ iniettiva per sua natura (per come ¢é fatta Ng ). Ingltre, essendo X =
Uyeq 9- D, si ha che moi & surgettiva, dunque anche i lo ¢ e quindi ¢ & continua e bigettiva.
Per vedere che ¢ é effettivamente un omeomorfismo dimostriamo che & chiusa. Notiamo
che {g - D}gec € un ricoprimento di chiusi (D ¢ chiuso in (X, 7) e 4 ¢ un omeomorfismo)
localmente finito, dunque € un ricoprimento fondamentale. Siano 7 : X — X/G en’ : D —

D/ "D le proiezioni ai quozienti e sia C' C D/N p chiuso. Voglio dimostrare che i(C) ¢ chiuso
G G

in X/G e per farlo, per definizione di topologia quoziente, posso dimostrare che 7=1(7(C))
& chiuso in (X, 7). Per continuita della proiezione si ha che C' := (z/)~}(C) C X & chiuso
in (X,7) e si ha che 771(i(C0)) = UgeGg~6:: C.OraVge Gsihache CNg-D=g-C
¢ chiuso in g - D (sottospazio di (X, 7)) infatti C' & chiuso in D e ({y), : D — g-D ¢ un

D
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omeomorfismo. Ma quindi, essendo {g - D}4ec un ricoprimento fondamentale di (X, 7), si

ha che C' = 7~ 1(i(C)) & chiuso in (X, 7) che & quello che volevamo. O






Capitolo 4

Completezza metrica

4.1 Spazi metrici completi

Definizione 4.1.1 (Successione di Cauchy): Sia (X,d) uno spazio metrico e sia

(Zn)new C X una successione. La successione (x,)nen C X ¢ detta di Cauchy se

Ve >0 3dN € N t.c. Vn,m > N d(xp, ) < €

Proposizione 4.1.2 (Le successioni convergenti sono di Cauchy): Sia (X,d) uno
spazio metrico e sia (Tn)new C X una successione. Se xp, — * € X = (Tp)pen € di

Cauchy.

Dimostrazione. Sia ¢ > 0, allora AN € IN t.c. Vn > N d(z,,2*) < §. Ma allora se
n,m > N si ha che d(zn, ) < d(zp, 2*) + d(z*, 2) < €. O

Proposizione 4.1.3: Sia (X,d) uno spazio metrico e sia (n)new C X una successione
di Cauchy. Se I(xp, )renw sottosuccessione di (Tp)neN t.c. Tn, — z* € X allora anche

A

Dimostrazione. Fissiamo ¢ > 0. Essendo (zp)new di Cauchy, si ha che 3N € N t.c.

€
Vn,m > N d(zn,rn) < § ed essendo (T, )kenw t.c. #n, — x* si ha che 3K € IN t.c.
Vk > K d(zn,,r*) < §. Dunque se M = max{N,ng} si ha che Vn > M, preso ny > M

d(z*, zy) < d(x*, zp,) + d(Tp,, zn) <e/2+e/2=c.

O

Proposizione 4.1.4: Sia (X, d) uno spazio metrico. Se (xn)new C X € una successione

di Cauchy = (xn)nen € limitata.

Dimostrazione. Dalla definizione di successione di Cauchy 3N € IN t.c. Vn > N si ha
zn € B(zy,1), dunque {z,}newy C B(zn,1) U{zy,...,2nv-1} C B(zn,R) per R > 0

abbastanza grande. O

63
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Definizione 4.1.5 (Spazio metrico completo): Uno spazio metrico (X,d) & detto

completo se ogni successione di Cauchy in (X, d) converge in (X, d).

Esempio 4.1.6: Q con la distanza euclidea ereditata da (R, dg) non ¢ completo. Infatti
presa una qualsiasi successione in @ C R che converge (in R) ad esempio a v/2 € Q si ha

che questa é di Cauchy in R, e quindi anche in @, ma non converge in Q.

4.2 Compattezza di spazi metrici

Definizione 4.2.1 (Ricoprimenti di spazi metrici): Sia (X,d) uno spazio metrico e

U un ricoprimento di X. U ¢é detto

e aperto rispetto a d se & aperto rispetto a 7y;
e chiuso rispetto a d se é chiuso rispetto a 74;

e fondamentale rispetto a d se ¢ fondamentale rispetto a 74;

Definizione 4.2.2 (Compattezze per spazi metrici): Uno spazio metrico (X,d) é
detto

e compatto se (X, 74) & uno spazio topologico compatto;

e sequenzialmente compatto se (X,74) ¢ uno spazio topologico sequenzialmente

compatto;

e di Lindeldff se (X, 74) ¢ uno spazio topologico di Lindeloff.

Proposizione 4.2.3: Sia (X,d) uno spazio metrico compatto, allora d & una funzione

limitata, cioé¢ 3D >0 t.c. Vo,y € X d(z,y) < D. Ed in particolare (X,d) é limitato.

Dimostrazione. Fissiamo zg € X e consideriamo il ricoprimento aperto di X formato da

U = (B(x0,n))neN, ,» per compattezza I{B(xg,n;)}j=1,.,s C U sottoricoprimento finito.

Poniamo £ := max{n; | j € {1,...,s}}, allorasi nota che X = B (¢, &) e quindi Vz,y € X

vale

D
d(z,y) < d(x,x0) + d(zo,y) < D

FRE
O

Proposizione 4.2.4: Uno spazio metrico (X,d) sequenzialmente compatto é completo.

Dimostrazione. Segue facilmente dalla proposizione 4.1.3. O

Teorema 4.2.5 (di Heine-Borel): Consideriamo (R",dg). Un'Y C R™ é compatto
<= Y ¢ chiuso e limitato in (R",dg).
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Dimostrazione. (=). Se Y é compatto per quanto detto nella proposizione precedente ¢
limitato. Inoltre (R",dg) ¢ metrico e quindi T2, dunque Y ¢ anche compatto.

(«<). Se Y ¢ limitato allora 3IM > 0 t.c. Y C [-M,M]" e [-M, M]™ é compatto
in quanto [—M, M] & omeomorfo a [0,1] (come sottospazi di (R,7g)) che é compatto
e prodotto finito di compatti ¢ compatto. Inoltre Y chiuso in R™ implica Y chiuso in

[—M, M]™ e chiuso in un un compatto & compatto. O

Teorema 4.2.6 (di Weierstrass): Sia (X, 7) uno spazio topologico compatto e f : X —

R una funzione continua. Allora f ammette massimo e minimo in X.

Dimostrazione. Per continuita f(X) é compatto in R, dunque & chiuso e limitato per il
teorema precedente. Ora il fatto che é limitato implica che supy f,infx f € R, mentre il

fatto che é chiuso implica che supy f,infx f € f(X). O]

Definizione 4.2.7 (Totale limitatezza): Sia (X,d) uno spazio metricoe Y C X. Y
¢ detto totalmente limitato in (X,d) se Ve > 0 In. € N, Hzy,...,zn.} C X t.c
{B(%i,€) }iequ,... n.} costituisce una ricoprimento di Y.

Se in (X, d) si ha che X ¢ totalmente limitato diremo che (X, d) ¢ uno spazio metrico

totalmente limitato.

Proposizione 4.2.8: Sia (X, d) uno spazio metrico eY C X. SeY ¢ totalmente limitato

= ¢ limitato.

Dimostrazione. Prendiamo ad esempio ¢ = 1, allora Iny € N, I{xy,...,zp,} C X t.c.
{B(%i,€)}iequ,....n,} costituisce una ricoprimento di Y. Prendo R > max{d(z;,z;) | i,j €
{1,...,n1}}+2, alloraVy,y € Y sihache 3i,j € {1,...,m} t.c. y € B(z;,1) ey € B(zj,1)
e quindi

d(y,y") < d(y,z;) + d(zi, zj) + d(zj,y') <2+ d(zi,zj;) < R

Dunque fissato un yo € Y si ha che Y C B(yo, R). O

Osservazione 4.2.9: Non vale il viceversa della proposizione precedente. Infattisi prenda
ad esempio X = R" con d = min{dg, 1} questa distanza ¢é limitata, dunque R™ ¢ limitato
in (R™,d), perd non ¢ totalmente limitato in (R"™,d). Infatti le palle di raggio r < 1 in
(R™, d) sono le stesse di quelle in (R", dg) e ovviamente finite palle euclidee di un qualsiasi

raggio (minore di 1 nel nostro caso) non ricoprono interamente R".

Lemma 4.2.10: Uno spazio metrico (X, d) totalmente limitato ¢ separabile.

Dimostrazione. Per totale limitatezza Vn € N H{a}bicqr, g,y t-c. {B(27,27")} forma

un ricoprimento di X. Sia E' = |, en{#7 }{1,...k,}> Questo ¢ al pitt numerabile in quanto
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unione numerabile di insiemi finiti. Dimostriamo che E ¢ denso in (X, 74). Per farlo basta
dimostrare che Vz € X e Vr > 0 si ha EN B(x,r) # (. Siano quindi z € X e r > 0
e fissiamo n, € N t.c. 27" < r. Essendo {B(z;",27"")}1, . k,,} un ricoprimento di X
si ha che 3i € {1,...,k,,} t.c. € B(z}",27"). Ma allora " € B(z,r), in quanto
d(z,z]") < 27" <r. Quindi EN B(z,r) # 0. O

Corollario 4.2.11: Uno spazio metrico (X,d) totalmente limitato & N2.

Dimostrazione. Uno spazio metrico separabile ¢ N2 (vedi teorema 1.4.6), dunque la tesi

segue dalla proposizione precedente. O

Teorema 4.2.12 (Compattezza in spazi metrici): Sia (X,d) spazio metrico. Sono

fatti equivalenti:
(1) (X,d) é compatto;
(2) (X,d) é sequenzialmente compatto;
(3) (X,d) é completo e totalmente limitato.

Dimostrazione. (1) = (2). Gli spazi metrici sono N1 dunque quest’implicazione vale per
la proposizione 2.2.26.

(2) = (3). Per la proposizione 4.2.4 sappiamo che sequenzialmente compatto implica
completo. Dimostriamo che (X,d) ¢ totalmente limitato. Se per assurdo non lo fosse
= Jep > 0 t.c. nessuna collezione finita di palle aperte di (X,d) di raggio ¢y forma un

ricoprimento di X. Sia xg € X e ricorsivamente prendiamo Vn > 1

n—1
Tn € X\ <U B(xi,50)>
i=0
la successione (x,)new € X appena costruita ¢ ben definita per la scelta di g9. Ora
(Zn)new non ha sottosuccessioni di Cauchy in quanto ¥n,m € IN, n # m, d(z,,xm) > <o,
ma quindi non ha nessuna sottosuccessione convergente e questo ¢ in contraddizione con
I'ipotesi di compattezza sequenziale di (X, d).

(3) = (1). Per il corollario 4.2.11 (X, d) & N2, dunque, grazie alla proposizione 2.2.28,
la tesi segue se dimostriamo che (X, d) & sequenzialmente compatto. Sia (2, )pen C X una
successione. Per totale limitatezza Vk € IN; posso fissare Uy, ricoprimento finito di X fatto
da palle aperte di raggio 27*. Costruiamo ricorsivamente una sottosuccessione di Cauchy di
(n)new, usando i ricoprimenti {Uy }rew, . Essendo U; ricoprimento finito di X 3U; € Uy
t.c. {n € N |z, € Uy} ¢ infinito. Fissiamo quindi n; € N t.c. z,, € U;. Essendo Uy
ricoprimento finito di X, la famiglia {U NU; |U € Uy} ¢ ricoprimento finito di Uy, dunque
come prima 3Us € Ug t.c. {n € N |z, € UsNU;} ¢ infinito. Fissiamo quindi x,,, € UsNUj.
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Per k > 3 ripetiamo ricorsivamente la costruzione fatta per k = 1 e kK = 2 per trovare
Ty, € UNUp—1N...NU2NUy, incui Uy, € U e tc. {n € N |z, € U, NUp_1N...NU2NU1 }
¢ infinito. Dico che la sottosuccessione (x,, )genw ¢ di Cauchy. Infatti presoe >0em € N
t.c. 27+ < ¢ si ha che se ny,n, > m, per costruzione Tn,, Tn, € Up = B(x,27™) per

un qualche € X e quindi
d(Tn,, Tn,) < d(2n,,z) +d(x,70,) < g—m+l o .

Quindi effettivamente (z,, )rew € di Cauchy in (X, d) che & completo, dunque (x,, )ken €

convergente. Questo prova la compattezza sequenziale voluta. O

Definizione 4.2.13 (Numero di Lebesgue): Sia (X,d) uno spazio metrico e U un
ricoprimento di X. Diciamo che £ > 0 ¢ un numero di Lebesgue per il ricoprimento U
se

Vee X 3U € U t.c. B(z,e) CU

Teorema 4.2.14 (del numero di Lebesgue): Sia (X,d) uno spazio metrico compatto.

Ogni ricoprimento aperto di X ammette un numero di Lebesgue.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che U sia un ricoprimento aperto di X che non
ammette numero di Lebesgue. Allora Vn € IN 3z, € X t.c. B(zp,27") non & contenuta in
nessun U € U. Ricordiamo che, per quanto dimostrato nel teorema precedente, uno spazio
metrico é compatto <= & sequenzialmente compatto, dunque presa la successione appena
costruita (z,)new C X si ha che 3(xy, )kenw C (Tn)nen t.c. zp, = 2* € X. Ora essendo U
un ricoprimento 3U* € U t.c. z* € U* ed essendo U* aperto in (X, d) si ha che Je > 0 t.c.
B(x*,e) C U*. Ma per definizione di limite 3k € IN t.c. Yk > ko x,, € B(2*, §) e quindi
per k > kg si ha che se z € B(zy,, 5)

d(z,2") < d(z,zpn,) + d(zp,, %) <

ossia B(xn,,5) C B(z*,e) C U*. Dunque preso ky > kg t.c. 27" < § si ha che
B(fvnkl ,27) C B(mnk1 ,5) C U* che ¢ un assurdo. O

4.3 Teorema delle contrazioni di Banach-Cacciopoli

Definizione 4.3.1 (Contrazione): Sia (X,d) uno spazio metrico. Una contrazione
é una mappa T : X — X k-lipschitziana con & < 1. In tal caso T si chiamera anche

k-contrazione.

Teorema 4.3.2 (delle contrazioni di Banach-Cacciopoli): Sia (X,d) uno spazio

metrico completo e T : X — X una k-contrazione. Allora:
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(1) Jz* € X t.e. T(xg) = z*;
(2) Yxo € X, preso¥n > 1 x, = T(xn—1) si ha che x, — z* per n — 0o;
(8) walgono le sequenti stime di convergenza:

o d(x*, xy) < k™d(x*, xg)

o d(z*,x) < 2d(z, T(z)) ("un punto quasi fisso & quasi il punto fisso")
e quindi: d(x*, x,) < k"d(x*,x9) < ﬁ—nkd(:vo,T(xo))

Dimostrazione. (1). (Esistenza). Sia xg € X e Vn > 1 sia 2, = T'(x,—1). Verifichiamo che

la successione (p,)penw C X ¢ di Cauchy. Presi n,p,q € N t.c. n < p < g, vale:

dapag) < Y dajajn) = 3 d(T (o), T(a1) <

p<j<q p<j<q
. . kn
S d(xo,x1) Z kj S d(:L’o,:L’l) ij = 1_ kd((E(),CEl)
p<j<q jzn

dunque essendo k < 1 e potendo prendere n grande a piacere segue che la successione
(n)nenw & di Cauchy. Quindi (z,)pen € di Cauchy in (X, d) spazio metrico completo,

dunque converge ad un z* € X. Vediamo che x* ¢ un punto fisso di 7"

xt = nll_}H;O Tpg1 = nh_)Igo T(zy) =T (z%)

dove 'ultima uguaglianza segue dalla continuita di 7T'.

(Unicita). Se x* e y* sono due punti fissi di T, risulta:
dz*,y*) =d(T(z"), T(y")) < kd(z*,y") <= d(@=",y") =0 <= z*=y"

dunque il punto fisso € unico.
(2). Segue dall’arbitrarieta di xyp € X nella dimostrazione dell’esistenza e dall’unicita

del punto fisso.
(3). Si ha che:

o d(z*,xp) =d(T™(z*), T"(x0)) < k"d(z*, z0)
o d(z*,z) < d(z*,T(2)+d(T(z),z) < kd(z*, z)+d(T(z),z) = d(z*,z) < Ld(T(2), z).

O

Corollario 4.3.3: Sia (X, d) uno spazio metrico completo e T : X — X t.c. Im € N per

il quale T™ & una k-contrazione allora:

(1) Ax* € X t.c. T(zp) = a*
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(2) Vxo € X, presoVn > 1 x, = T(xn—1) si ha che x, — z* per n — oo.

Dimostrazione. (1). (Esistenza). Se m = 1 il risultato ¢ gia stato dimostrato nel teorema
precedente. Supponiamo m > 2. Per il Teorema delle Contrazioni 7" ha un unico punto
fisso z*, cioé T™(z*) = x* ma allora T(T™(z*)) = T(z*) e quindi T"(T'(z*)) = T'(z*)
ovvero anche T'(z*) ¢ un punto fisso di 7™ ma per 'unicita deve essere che T'(z*) = x*,
ovvero x* & un punto fisso di 7T'.

(Unicita). Se x* e y* sono due punti fissi di T, risulta:

dz*,y*) =d(T™ ("), T™(y")) < kd(z*,y") <= d(z",y")=0 — z"=y"

dunque il punto fisso € unico.

(2). Prendiamo un qualsiasi 29 € X, e per n > 1 consideriamo z,, = T'(x;,—1). Dimo-
striamo che ¢ di Cauchy. Siano n,p,q € Nt.c. n <p<gq,siavtag—p=ml+rconl e N
er €{0,...,m—1}. Allora preso D = max{d(zq, T% (o)) | i € {0,...,m — 1}} vale:

-1

d(zp, zq) < d(Tptmy, $p+m(j+1)) + d(Tpymi; Tq)
J

I
=)

-1
— d(Tp—l-mj (m0)7 Tp+m(j+1)(m0)) + d(Tp+ml(:E0), Tp+ml+r($0))

<
Il
o

-1
< KPP d(zo, T™(20)) + KPT (w0, T (o))
=0

< d(z, T™(20)) Y _ K + DE"

j>n

k™ d(xo, T™(x0)
=d A DK =" —————~+D
(o, (1’0))1 _ + ( 1— % +
dunque essendo k < 1 e n € IN grande a piacere si ottiene che la successione (x,)nenN
¢ di Cauchy. Dunque (z,)pen € di Cauchy in (X, d) completo, dunque converge ad un

qualche x{. Inoltre si ha
* : _ : _ *
To = nllg-loo Tntl = ngrfoo T(xn) =T(xp)

dove l'ultima uguaglianza segue dalla continuita di 7. Dunque anche zj ¢ punto fisso

per T' da cui segue zj = x* per 'unicita. O
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4.4 Estensione per uniforme continuita

Definizione 4.4.1 (Uniforme continuita): Siano (X,dx) e (X,dy) due spazi metrici

e f: X — Y una funzione. f é detta uniformemente continua o UC se
Ve >030 >0t.c. Ve e X f(B(z,9)) C B(f(x),¢)
0, equivalentemente, se

Ve > 035 >0t.c Vo,2' € X dx(z,2") <d = dy(f(z), f(2))) <e

Osservazione 4.4.2: L’uniforme continuitd é ben spiegata dalla seguente simpatica ana-
logia:
La continuita & saper riconoscere ogni porta e avere sempre una chiave pronta. Invece

luniforme continuita € avere una chiave universale che apre ogni porta.

Esempio 4.4.3: La funzione (0,+o0) 3>  — 22 € (0,400) ¢ continua ma non unifor-
memente continua.
Infatti siano e > 0 e x,y € (0,400), allora x +y >0 e
€
r+y

]mQ—y2|<5 — |z—vyllrt+yl<e <= |r—y|<

Prendiamo e =1 en € IN; C (0,+00). Allora Vy € X vale
1

2 2
n® — <l <= |n—y| <
\ il =yl <~ ;

Se inoltre prendiamo n > 2 si ha n%ry < %,
1

ottiene n —y < |n —y| < 5 ¢ quindi y > n — % > % Mettendo insieme si ottiene

L. Dunque il § > 0 per ¢ = 1 deve essere t.c. ¥n € N § < —L+, quindi non
n+3 n+3

puo essere uniforme per tutti gli z € X (perché si é detto che cambia sempre scegliendo

diversi z in {2,3,4,5,...} C IN;).

dunque dalla disuguaglianza precedente si

In—y| <

Definizione 4.4.4 (Modulo di continuita): Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e
f: X — Y una funzione. Un modulo di continuita per f ¢ una funzione w : [0, +00) —
[0, +00] t.c.

(1) w ¢ monotona non decrescente;
(2) w(0) =0 e w é continua in 0;

(3) Vt € [0,400) Va,2' € X dx(z,2') <t = dy(f(z), f(z)) < w(t).

Teorema 4.4.5 (del modulo di continuitd): Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e
f:X =Y una funzione. f é UC <= Fw :[0,+00) — [0, +00] modulo di continuita per

f.
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Dimostrazione. (<) Sia w un modulo di continuita per f, per la continuita in 0 di w si
ha che Ve > 0 3§ > 0 t.c. w(d) < e. Dunque se z,2’ € X sono t.c. dx(x,z’) < § allora
dy (f(z), f(z")) < wldx(z,2)) < w() <e.

(=). Supponiamo f uniformemente continua e definiamo V¢ € [0, +00)
w(t) = sup {dy(f(x), f(@) | z,2 € X con dx(z,2) < t}

w cosi costruita ¢ ovviamente non decrescente (il sup ¢ fatto su un insieme sempre piu gran-
de all’aumentare di t) e Vt € [0,4+00) w(t) € [0+ 00| in quanto nel sup contribuisce sempre
dx(f(x), f(z)) = 0 per x € X. Per costruzione si ha la proprieta (3) della definizione di
modulo di continuitd. Dimostriamo la continuita in 0. Sia € > 0 per uniforme continuita
36 > 0 t.c. Va,2' € X con dx(z,2") < § si ha dy(f(x), f(2')) < e, da cui w(d) <e. O

Osservazione 4.4.6: Le funzioni lipschitziane sono uniformemente continue.
Infatti se f : X — Y & una funzione tra spzi metrici L-lipschitziana, questa ha modulo
di continuita w(t) = Lt.

Teorema 4.4.7 (di Heine-Cantor): Sia (X,dx) uno spazio metrico compatto, (Y, dy)
uno spazio metrico e f : X — Y una funzione. Se f é continua = f é uniformemente

continua.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f sia continua ma non uniformemente conti-
nua. Dunque Jeg > 0t.c. Yn > 03xy, 2], € X t.c. dx(zn,z),) < 27" mady (f(z,), f(z))) >
0. Essendo (X, dx) compatto 3(xy, Jkew C (Tn)nen t.c. Tn, = T € X. Madx(zy,, xﬁlk) —
0, quindi anche zj, — 7. Per continuita di f in Z si ha che 30 > 0 t.c. f(B(Z,9)) C
B(f(Z),5). Poiché z,, — T e x;, — T si ha che ko € N t.c. Vk > ko 2,2, € B(T,0)

che implicherebbe per la scelta di §

dY(f(x”’“)’f(x;Tk)) < dy(f(.%'nk),f(f)) + dY(f(T)vf(x;Lk)) < E + E =€

che é un assurdo. O

Lemma 4.4.8: Siano (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e f : X — Y una funzione. Se f ¢

uniformemente continua = manda successioni di Cauchy in successioni di Cauchy.

Dimostrazione. Sia (x,)nen C X una successione di Cauchy. Sia w modulo di continuita
per f. Presoe > 03§ > 0 t.c. w(d) <e. Quindisens € N e t.c. Vp,q > ns dx(xp,z4) <6
vale che Vp,q > ns dy (f(xp), f(zq)) < w(dx(xp,q)) < w(d) <e. O

Teorema 4.4.9 (Estensione per uniforme continuita): Siano (X,d;) uno spazio

metrico, (Y,dy) uno spazio metrico completo, E C X ed f : E — Y uno funzione. Se f
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¢ UC con modulo di continuita w = f si estende ad una F : E —'Y UC con lo stesso
modulo di continuita w. Inoltre esiste un’unica estensione continua di f ad E che quindi ¢

UC e che risulta essere lineare quando f lo é.

Dimostrazione. Sia * € E e (vp)neny C E t.c. x, — x. Allora (z,)nen € di Cauchy
in (E,(dx)|,), ma allora per il lemma precedente (f(z,))nen C Y € una successione di
Cauchy in (Y, dy) che ¢ completo, dunque (f(xy,))nen converge in Y e poniamo F(z) :=
lim, yoo f(25,). Vediamo che tale definizione ¢ ben posta. Sia (2} ),eny € E un’altra
successione t.c. x], — x, allora per continuita della distanza si ha che dx(zp,x]) — 0.

Quindi preso e >0ed >0 t.c. w(d) <eeng €N tc. Vn>ng dx(zn,z),) < si ha che

dy (f(xn), f(a7)) < wldx(n, 27)) Sw(0) <&

Se ne deduce che dy (f(xy), f(z],)) = 0 e quindi che limy, o0 f(2) = lim, 400 f(2],) =
F(x). Essendo f UC in particolare & continua e uno spazio metrico ¢ N1, dunque f &
sequenzialmente continua e se * € E e (zp)new C F con x, — x si ha che F(z) =
limy, s 400 (1) = f(2), ossia effettivamente F estende f a E. Rimane da dimostrare che
F ¢ UC con modulo di continuitd w. Sia t € (0,+00) e siano z,2’ € E con d(z,2') < t,
supponiamo d(z, ') = t—e. Siano (x,)nen C F, (2],)nen C E due successioni t.c. z, — x
e x;, — 2, allora AN € IN t.c. Vn > N si ha dx(zn, ), dx(z],,2") < §. Per n > N si ha
allora
dx (tn, x,) < dx(xn, z) + dx(z,2') + dx(2', x;,) < e +dx(z,2') =t

e quindi usando per proprieta di w si ottiene

dy (f(zn), f(a7,)) < w(t)

e prendendo il limite per n — +o0, per continuita della distanza dy (rispetto alla topologia
prodotto Y x Y)) si ottiene dy (F(z), F (")) < w(t).

Dalla costruzione segue facilmente che se f ¢ lineare allora anche F' ¢ lineare.

Infine se F, I’ : E — Y sono due estensioni continue di f, preso comunque = € E esiste
una successione (x,)neny C E t.c. 2, — x e quindi

dy (F(x), F'(x)) = lim dy(F(z,), F'(x,))

n—-+00

=dy (f(wn), f(zs)) =0

ossia F'(z) = F'(x) per ogni x € E e questo conclude anche la dimostrazione dell'unicita.
O
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