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1 Teoria dei gruppi

Dove non diversamente specificato G € un gruppo con identita e. Il simbolo dell’operazione verra omesso.

1.1 Definizioni e richiami di Aritmetica

Definizione - centro: Z(G) ={h € G | V g € G gh = hg}.

Proposizione - proprieta del centro: G/Z(G) ciclico = G abeliano (Z(G) = G).

Attenzione! G/Z(G) abeliano = G abeliano & falsa, un controesempio & Qs.

Definizione - centralizzatore di un elemento: se g € G, Zg(g) = {h € G | gh = hg}.

Definizione - centralizzatore di un sottogruppo: se H < G, Zg(H) = (\,cy Za(h).

Definizione - classe di coniugio di un elemento: Cl(g) = {hgh™' | h € G}.

Teorema - Lagrange: sia G finito e H < G. Allora #H | #G. Corollario: g € G = ord(g) | #G.
Definizione - prodotto diretto: Dati (H,*p), (K, *x) gruppi si pud dare una struttura di gruppo al loro
prodotto cartesiano H x K, prendendo come operazione * tale che (hy, k1) * (ha, ko) = (hy *g ho, k1 *x ko)
(chiaramente ha tutte le proprieta richieste). Questo gruppo & detto prodotto diretto di H, K.
Proposizione - prodotto di sottogruppi: Siano H, K < G. HK sottogruppo < HK = KH. Si nota
che cio € certamente verificato se almeno uno tra H e K & normale.

Proposizione - cardinalita del prodotto di sottogruppi: Siano H, K < G. A prescindere dal fatto che

HK sia o no un sottogruppo si ha #HK = igﬁfg =#KH.

1.2 Teoremi di omomorfismo

Teorema - 1° di omomorfismo:
G —= ¢
Sia ¢ : G — G’ un omomorfismo, N < G tale che N C Ker(p). Allora 3!f J{”N/
!

che fa commutare il diagramma a lato. Inoltre N = Ker(yp) = f iniettiva. )
G/N

dim. Considero la funzione f : G/N — G’ data da f(gN — ¢(g)).
e buona def.: se scelgo due diversi rappresentanti per la classe in G/N allora si ha g N = g2 N =
g5 g1 € N = g5t g1 € Ker(p) = 0(g92) t0(g1) = ¢ = (1) = ¢(g2) quindi non ci sono problemi.
e & omomorfismo: usando che ¢ & omomorfismo si ha gNAN = ghN = f(gNhN) = f(ghN) =
¢(gh) = ¢(g)e(h) = f(gN)f(hN)

Dimostriamo ora che Ker(f) = Ker(¢)/N. Si nota intanto che l'espressione a destra ha senso perché N &
un sottogruppo normale in G contenuto in Ker(y), e quindi & normale in Ker(p). Inoltre f(gN) =€’ <
o(g) =€ < g € Ker(p) & gN € Ker(¢)/N. Da cid segue 'iniettivita se Ker(yp) = N.

Teorema - 2° di omomorfismo: Siano H, K < G, H < K. Allora % ~ G/K.

dim. Notiamo intanto la buona def. Infatti da H < G e H < K segue che H normale anche in K. Quindi
K/H & ben definito. Inoltre da K <1 G segue K/H < G/H. Considero 'omomorfismo f: G/H — G/K
tale che f(gH — gK).

e buona def.: se scelgo due diversi rappresentanti per la classe in G/H allora si ha ¢1H = goH =
g;lgl € HC K = ¢g1 K = g2 K quindi non ci sono problemi

e ¢ omomorfismo: chiaro per le proprieta del gruppo quoziente



Dimostriamo ora che Ker(f) = K/H. Infatti f(¢gH) = K & gK = K < g € K. Per il 1° teorema di

omomorfismo si ha la tesi.

~ HK

Teorema - 3° di omomorfismo: Siano H, K < G. Allora % -

dim. Notiamo intanto la buona def. Poiché entrambi i sottogruppi sono normali, si ha HK = KH e
quindi HK é sottogruppo; inoltre dalle normalita in G seguono le due normalita necessarie per definire
i quozienti, quindi non abbiamo problemi. Considero ora f : H — HK/K tale che f(h — hK). B
chiaramente omomorfismo per le proprieta del gruppo quoziente. Dimostriamo ora che Ker(f) = HN K.
Siha f(h)= K & hK =K < h € K. Ma h € H per definizione, e quindi Ker(f) = HN K. Per il 1°
teorema di omomorfismo si ha la tesi.

1.3 Sottogruppi normali e automorfismi interni
Definizione - normalizzatore: Dato H < G chiamiamo Ng(H) :={g€ G | gHg™' = H}.
- segue immediatamente dalla definizione che & un gruppo e che H <t Ng(H)

- segue dalle definizioni che H < G < Ng(H) = G; quindi se G ¢ abeliano tutti i gruppi sono normali e
quindi Ng(H) = G per ogni H < G

- si ha Zg(H) < Ng(H)

talvolta si chiama normalizzatore di un elemento il normalizzatore del sottogruppo generato

Esempio: per G = S35 si ha Ng((1,2)) = ((1,2)), Ng((1,2,3)) = G (e infatti ((1,2,3)) < S3); per G = Sy
si ha N¢((1,2)) = {id, (1,2), (3,4),(1,2)(3,4)}.
Definizione - automorfismi interni: Sia g € G; denotiamo con ¢, € Aut(G) il coniugio ¢,(z — grg™").

Inn(G) := {p,4 : g € G} viene chiamato il gruppo degli automorfismi interni di G.

- per definizione H < GG € normale se e solo se € € invariante per automorfismi interni.

U = ghihag™" = @g4(hihy). Inoltre &

buona def. ¢, € Aut(G) perché ¢4(hi)py(h2) = ghig~tghag™
un gruppo perché g, 0 vy, (h) = gi1gahgs 97" = 9192h(g192) ™" = 4.4, (h), ovvero composizione di
automorfismi interni resta automorfismo interno. L’identita & ., I'inverso di ¢, & p4-1 per quanto

appena detto.
Proposizione - proprieta degli automorfismi interni: (1) Inn(G) <1 Aut(G), (2) Inn(G) = G/Z(G)
dim.
(1) basta notare che Vf € Aut(G) si ha fopgo f~1 = ¢p,. Infatti Vh € G si ha foggo fH(h) =
flgf=H(h)g™") = F(@)f(FH () f(g) ™" = F(9)hf(9) ™" = @) (h)
(2) Consideriamo I'omomorfismo di gruppi ¢ : G — Aut(G), ¢(g — ¢4) (si vede facilmente che &
omomorfismo). Notiamo che ¢,(h) = h < gh = hg e quindi g € Keryp < g € Z(G) ('uguaglianza

di prima deve valere Vh € ). Allora per il primo teorema di omomorfismo si ha: G/Z(G) = Inn(G),

come voluto.

Esempio - Inn(S3) = Aut(Ss3): vale in particolare Inn(S3) = Aut(S3) = Ss.
|Questo risultato si puo generalizzare.|




dim. Innanzitutto Inn(S3) = S3 per il teorema appena dimostrato (il centro di S; & banale). Notiamo
ora che #Aut(G) < 6. Infatti S3 & generato dalle sue trasposizioni, la cui immagine pud essere solo
un’altra trasposizione. Quindi un automorfismo di S3 deve permutare le trasposizioni = ci sono (al pill)
6 possibilita = #Aut(G) < 6 = Inn(S3) = S3 = Aut(Ss).

Definizione - sottogruppo caratteristico: H < G si dice caratteristico se Vo € Aut(G) vale p(H) = H.

- un sottogruppo caratteristico e invariante per automorfismi, quindi in particolare per automorfismi

interni, ed & quindi normale;

- non vale il viceversa: poiché Z/2Z x Z/27 & abeliano, tutti i suoi sottogruppi sono normali; tuttavia

Pomomorfismo che scambia le componenti dimostra che Z/27Z x {0} non & caratteristico.

Proposizione - la normalita non & transitiva: Un controesempio sono i sottogruppi Do < Dy < Dg: si
ha infatti Dy < Dy, Dy < Dg ma Do jfl Dsg.

dim. (si rimanda allo [studio del gruppo diedrale] per dettagli sulle dimostrazioni che seguono.) Si ha

Dy < Dy < Dg perché ciascuno ha indice 2 nel successivo, ma Dy 4 Dg perché, chiamando r,s la

1

rotazione e la simmetria standard di Dg si ha Dy =< r* s >= {id,r%, s, s7*} ma srDay(sr)~! = srDqsr =

{id, srrisr, srssr, srsrtsr} = {id,r*, sr?, sr8}.

Rafforzando leggermente le ipotesi, il fatto vale.
Proposizione - fatto utile: se C' < N < G con C caratteristico in N e N < G, allora C' < G.

dim. C <G & Ve elnn(G) o(C)=Cma N G =VYF e€Inn(G) F |g€ Aut(H) e C caratteristico in
N =Vf e Aut(H) f(C) = C. Mettendo assieme le due cose: Yy € Inn(G) ¢(C) = ¢ |g (C) =C.

Lemma - normalizzatore-centralizzatore: Sia H < G. Vale che Zg(H) < Ng(H) e inoltre
Ng(H)/Zg(H) — Aut(H)

dim. Zg(H) C Ng(H) é chiaro dalla definizione. Per vedere la normalita, basta considerare g € Ng(H).
Per definizione, Vh € H 3h/ € H h = gh’g™!. Quindi si ha Vz € Zg(H) gzg 'h = gzh/g™' = gh’2g™! =
hgzg™', e dunque gzg~' € Zg(H) = gZa(H) g7' € Za = gZa(H)g™' = Za.

Considero ora ¢ : Ng(H) — Aut(H) tale che ¢(g — ¢4) dove @,(h — ghg™') & il coniugio per g.
E ben definita per definizione di normalizzatore, e si ¢ visto prima che € un omomorfismo. Inoltre e
chiaro che Ker(p) = Zg(H), e quindi per il 1° teorema di omomorfismo Ng(H)/Za(H) ¢ isomorfo a
Imm(p) < Aut(H), come voluto.

1.4 Azioni di gruppo

Definizione - azione: dato X insieme, chiamiamo azione di G su X un omomorfismo da G in S(X)
(gruppo delle permutazioni degli elementi di X). La permutazione in cui viene mandato g € G si indica con

g, oppure semplicemente x — g -x o x > z9.

- Notiamo ora che un’azione definisce in modo naturale una relazione d’equivalenza, in cui (z,y € X)

rysdgeGg-x=uy.



buona def. E riflessiva perché e-x =2 = = ~ . E simmetrica perché z ~y=3ge€ Gg-z=ye
ga=y=g" !
di g). E transitiva perché z ~ Yy ~z= 301,02 € G g1 - =1y,g2-y = z e quindi go2g1 - © = z (lazione &

-y = x (Pazione & un omomorfismo, quindi la permutazione di g—' & I'inversa di quella

un omomorfismo, quindi gog1 - = g2 - (g1 - x)).

Esempio: Nel caso in cui X = G il coniugio ¢ un’azione di gruppo (g -z := grg~!), cosi come anche la
moltiplicazione a sinistra/destra (g -  := gz oppure zg). Un caso in cui X # G ¢ dato da G = K* con K
campo, X = V K — spazio vettoriale, e 'azione di X su G ¢ data da A - v := \v.

Le verifiche sono lasciate per esercizio.

Definizione - orbita: data un’azione di G su X orb(z) :={g-z | g € G} C X.

- poiché lazione definisce una relazione di equivalenza (visto prima) e le orbite ne sono le classi (per

definizione), le orbite partizionano X

- nel caso del coniugio per g € G lorbita di un elemento 2 € G & la sua classe di coniugio Cl(x) (le

definizioni coincidono)

- nel caso della moltiplicazione a sinistra (e a destra) lorbita di un elemento z € G & tutto G (Vy €
Gy = (yz~') - x)

- nel caso G = K* X = V K-spazio vettoriale e A - v = v, vale che se v # 0 orb(v) = Span(v) \ {0},
mentre orb(0) = {0}.

Definizione - stabilizzatore: data un’azione di G su X stab(z) :={g€ G| g -z ==z}

- s verifica facilmente che stab(x) & un sottogruppo

- nel caso del coniugio per g € G lo stabilizzatore di un elemento z € G ¢ il suo centralizzatore Zg(g)
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(basta notare che gxg~"' = = <= gz = zg)

- nel caso della moltiplicazione a sinistra (e a destra) lorbita di un elemento 2 € G & solo {e} (yx =

r=y=ce)

- nel caso G = K* e X =V K-spazio vettoriale e A - v = v, vale che se v # 0 stab(v) = {1}, mentre
stab(0) = X.

Lemma - orbita-stabilizzatore: se GG ¢ finito vale,
Ve € X #orb(z)#stab(zr) = #G.

dim. Poiché lo stablizzatore & un sottogruppo di G, per il teorema di Lagrange si ha #G = [G :
stab(x)]#stab(x). Basta quindi dimostrare [G : stab(z)] = #orb(x). Consideriamo la mappa
F : orb(z) — G/stab(x) tale che se y = g -z F(y) = g stab(x).
e buona def: se y = g1 -2 = go - 2 allora g; g1 - & = v = g; 'g1 € stab(z) = gystab(z) = gastab(z)
quindi la scelta e indipendente dal rappresentante di g.
e iniettivita: si procede al contrario gistab(z) = gastab(z) = gy 'g1 € stab(z) = g5 'g1 -z = = =
g1-"T=gxT
e suriettivitd: segue dal fatto che orb(x) contiene tutti gli g - « al variare di ¢ € G e quindi la sua

immagine secondo F' contiene tutti i gstab(x) al variare di g € G.



- osservazione: se si prende H < G e si considera I'azione di G su G/H data sulla moltiplicazione a
sinistra, si ha il teorema di Lagrange: #G/H = #orb(H) = #st#ait?(lf) = i—g; poiché G/H & un intero,
#H|#G

Esempio - cardinalita classi di coniugio: Vo € G #Cl(z) = [G : Zg(x)]; equivalentemente, se G finito,

si ha Vo € G #G = #Cl(x)#Za(x).

dim. considerando come azione quella di coniugio (azione di G su G) si ha Vo € G stab(x) = Zg(z),
orb(z) = Cl(x) e si ottiene la tesi per il lemma orbita-stabilizzatore.

Corollario - gli stabilizzatori sono tutti coniugati: se ’azione agisce transitivamente sull’insieme
(ovveroVr,y € X 3g € G g-x =vy).

dim. Vz,y € X se go-x =y si ha

stab(y) ={g € Glg-y =y} =
={9€Glggo-x=go-z} =
={9€Glg;'gg0 -z =x} =
= {g € Glgy "gg0 € stab(z)} =
= gostab(m)gal

Esempio - esiste azione senza punti fissi: se #X > 2 e 'azione agisce transitivamente sull’insieme

allora 3¢ € G tale che la sua permutazione associata ¢, non abbia punti fissi (ovvero g -z # x Vz € X).

dim.

g agisce senza punti fissi < Vo € Xg & stab(z) <

Sgé U stab(z) < (fissiamo xo € X e usiamo transitivita)
reX

Sgé U stab(h - o) < usiamo il corollario di sopra
heG

Sgé U hstab(z)h ™!
heG

Usando che G non ¢ unione di sottogruppi coniugati si ha che un tale g esiste sempre se stab(zg) # G.

Ma stab(zg) = G e orb(xo) = X (azione transitiva) da un assurdo per il lemma orbita-stabilizzatore,
quindi stab(xg) # G da cui la tesi.

Teorema - formula delle classi: Sia G finito e R insieme di rappresentanti per le classi di coniugio di G.
Vale allora:

#G
#G =#Z(G) + T
geR\ZZ(G) #Zc(g)

dim. Notiamo intanto che ’omomorfismo che manda un elemento nel coniugio per quell’elemento ¢ un’a-
zione di un gruppo su sé stesso (omettiamo le verifiche). Consideriamo quindi I’azione data dal coniugio.
Chiaramente in questa azione 'orbita di un elemento ¢ la sua classe di coniugio, mentre lo stabilizzatore
¢ il centralizzatore. Per il lemma orbita-stabilizzatore allora si ha Vg € G #Cl(g9)#Zc(g) = #G. Poiché
G puo essere partizionato nelle sue classi di coniugio, scegliendo un insieme R di rappresentanti per esse,



vale #G = #Cl(g) = deR #ZG(Q) Notiamo ora che se g € Z(G) allora Cl(g) = {g} e Za(9) = G,
e quindi #Tcig) = 1. Notiamo anche che cio implica che in R si trovano tutti gli elementi di Z(G), visto
che ciascuno e I'unico possibile rappresentante della propria classe di coniugio. Isolando questi termini

nella sommatoria si ottiene la formula dell’enunciato.

Corollario - formula delle classi per sottogruppi normali: Se H <1 G allora vale una formula delle
classi “modificata’”:

#G
#H = #(Z(G) N H) +
ge(R\;:G #Zc(g)

dim. Basta notare che H < G = H ¢ unione di classi di coniugio e procedere come nella dimostrazione
del teorema.

Alcune applicazioni interessanti della formula delle classi si trovano nella sezione[“Fatti utili sui gruppi finiti”]

1.5 Teoremi fondamentali

Teorema - Cauchy: Sia G finito, e sia p primo che divide #G. Allora 3g € G ord(g) = p.

dim. Notiamo intanto che ¢ sufficiente dimostrare che esiste un elemento x € G tale che p | ord(x).
ord(z)
Infatti y := x~ » avrebbe ordine p, come voluto.

Trattiamo prima il caso in cui G & abeliano. Scriviamo #G = pn e procediamo per induzione estesa su
n.
Passo base: n=1 = #G =p = G X Z/pZ e la tesi ¢ ovvia.

Passo induttivo: prendiamo ora z € G \ {e}. Poiche G & abeliano tutti i suoi sottogruppi sono normali

in G e quindi (x) < G. Distinguiamo ora due casi:

e p | ord(z) allora si ha gia la tesi.

e p{ord(z) allora p | #(G/(z)). G/(x) ha cardinalita minore di G perché = # e. Allora per ipotesi
induttiva nel gruppo quoziente 37 tale che p | ord(7). Notiamo perd che considerando I’omomorfismo
di proiezione 7 : G — G/{x) poiché 'ordine in arrivo & un divisore dell’ordine in partenza, si ha che,
se g =7(y), p | ord(y) | ord(y), come voluto.

Trattiamo ora il caso generale, di nuovo per induzione. Il passo base ¢ analogo a prima.

Passo induttivo: distinguiamo due casi:

e JH < G,H # G, p| #H. Allora per ipotesi induttiva si avrebbe la tesi.

o VH <G, pt#H. Allora in particolare Vg € G p 1 Zg(g). Guardiamo allora la formula delle classi
modulo p. p | #G, #Z oot © quindi p | #Z(G). Se Z(G) # G ci riconduciamo al caso precedente,
altrimenti al caso G abehano, entrambi gia trattati.

seconda dim. Consideriamo un’azione di Z/pZ su X = {(h1,...,hp) | hi...h, = e} (p-uple di G con
prodotto e). Notiamo intanto che X & non vuoto perché (e,...,e) € X. L’azione & da k — f tale che
fe( (ha, ... hp) = (h14k,--., hptr) ), dove nella seconda espressione gli indici sono intesi modulo p (&
chiaramente ben definita).

Vh = (h1,...,hy) € X per il lemma orbita-stabilizzatore #Z/pZ = p = #orb(h)#stab(h), e quindi
abbiamo due scelte: #orb(h) = 1 oppure p. Notiamo che se #orb(h) = 1 allora & formata da p elementi



uguali. Infatti fp((h1,...,hp)) = (h1,...,hp) = h1 = hiyr e quindi se vale Vk tutti gli elementi sono
uguali a hy. In particolare, o hy = e o ord(h;) = p, poiché per definizione h] = e e p & primo.
Sia Y linsieme delle p-uple formate da p elementi uguali, ossia con orbita banale, e Z un insieme di
rappresentanti per gli elementi di X con orbita di cardinalita p. Vorremmo dimostrare che #Y > 2,

perché cosi avremmo una p-upla di tutti elementi uguali e diversi da e.

#X =) cyuy Forb(x) = #Y +p#Z = #Y (mod p) perché X & partizionato nelle sue orbite. Studiamo
ora #X. Fissati in un qualunque modo i primi p — 1 elementi della p-upla 1'ultimo & univocamente
determinato da h, = (hy ... hp—1)~!. Quindi #X = (#G)P~!. In particolare p | #G = p | #X = p | #Y
e quindi, poiché abbiamo dimostrato che Y & non vuoto, #Y > p > 2.

Teorema - Cayley: Sia G finito, #G = n. Allora G — S, (G “si immerge” in S,,, ovvero esiste una copia
di G in S,).

dim. Consideriamo 'azione g — 9, € S(G) = S, tale che ¢4(h — gh).

e buona def.: la moltiplicazione a sinistra appartiene a S(G) perché ghy = ghs < h1 = ha (legge di

cancellazione), quindi ¢, ¢ iniettiva = & bigettiva (G & finito).
e ¢ omomorfismo: si vede chiaramente g, © ¥g, = Vg, 4,

e injettivita: guardiamo il nucleo dell’azione, corrispondente a {g € G | ¢, =id} ={g€ G | Yh e
Ggh = h} = {e}. Questo basta per dimostrare l'iniettivita.

Osservazione - embedding di Cayley: guardiamo I'immagine di un elemento di g secondo quell’omomor-
fismo. Se ord(g) = d (divisore di n) allora “seguendo” un elemento hg € G otteniamo hg, gho = h1, g>ho =
gh1 = ha, ..., g% thg = ha_1, g%ho = ho (e da qui in poi si ripete il ciclo). Gli h; sono necessariamente
tutti distinti (h; = h; < g'ho = ¢’ho & g7 =e < i—j 20 (mod d) < i—j = 0 vistoche 1 <4i,j <d—1).
Quindi 9, nell'isomorfismo con S,, ¢ una permutazione con % d-cicli (abbiamo appena dimostrato che ogni
elemento che viene permutato sta in un d-ciclo).

Teorema - di corrispondenza: Sia N <1 G e consideriamo 7 : G — G/N = G’ la proiezione al quoziente.
Allora c’® una corrispondenza biunivoca tra i sottogruppi di G che contengono N e i sottogruppi di G’.

Inoltre tale corrispondenza preserva ordinamento, indice e normalita.

dim. Siano 7y : G — G/N la proiezione al quoziente, X = {H < G | N C H}, Y = {H < G/N}.
Consideriamo le due funzioni o : X — Y tale che a(H + nx(H)) e 8:Y — X tale che 8(H + nx' (H)).

e buonadef. diax N <G,N C H = N < H e quindi ¢ ben definito H/N = 7y (H), che & chiaramente
un sottogruppo
e buona def. di 8: 77;,1 (H) & un sottogruppo perché controimmagine di sottogruppo. Inoltre da N € H

segue N C my' (H)

Notiamo ora che: ao 8 manda H — 7wy (7‘(‘&1 (H)) = H dove I'ultima uguaglianza segue dal fatto che 7y
¢ suriettiva. Invece foa manda H — wn(nn(H)) "t =7ny(H/N)™' ={ge G | gN € H/N} = H dove
Pultima uguaglianza segue da N C H (quindi 3h € H gN = hN & dhe Hne Ng=hn< g€ H
dove = segue da N C H, mentre per < basta scegliere, per ogni g € H, h = g,n = e).

Quindi & e 8 sono entrambe bigezioni, una inversa dell’altra. Dimostriamo le proprieta della tesi per a.

e Preserva il contenimento: segue dalla definizione



e Preserva la normalita: segue dal fatto che mny & un omomorfismo, e quindi controimmagine di sotto-

gruppi normali & normale, e inoltre & suriettiva, e quindi manda sottogruppi normali in sottogruppi

normali
e Preserva gli indici: occorre dimostrare che VH < G,N C H [G : H] =[G’ : a(H)] = [G’ : H/N].
Consideriamo la funzione T : G/H — % (nota: poiché non ¢ assunta la normalitd, non stiamo

intendendo il gruppo quoziente ma solo I'insieme delle classi laterali) data da T'(zH — (zN)H/N).
T ¢ ben definita perché xH = yH = 3h € H x = yh = (eN)H/N = (yhN)H/N = (yNh)H/N =
(yN)H/N dove la penultima uguaglianza segue dalla normalitd di N. Inoltre T & suriettiva per
definizione ed ¢ iniettiva perché se si ha (xN)H/N = (yN)H/N allora 3h € H «N = (yN)(hN) =
x € yNh = (usandoche N C H) 3h' € H x = yh/ = zH = yH.

(Si noti che se il sottogruppo in questione fosse stato abeliano, per dimostrare che l'indice viene

preservato sarebbe bastato il 2° teorema di omomorfismo.)

Teorema - decomposizione in prodotto diretto: Siano H, K <1 G taliche HNK = {e} e HK = G.
Allora G = H x K.

dim. Mostriamo prima un lemma, ossia che nelle ipotesi del teorema si ha hk = khVh € H, k € K.
Fissiamo tali h, k. Per normalita di H in G si ha khk™* = h € H. Quindi khk~*h~' = hh~' € H. In
modo analogo si mostra khk~'h™! € K. Quindi khk~*h=t € HN H = {e} = kh = hk.

Consideriamo ora ¢ : H x K — G ¢( (h,k) — hk). ¢ & omomorfismo perché per il lemma appena
dimostrato hihokike = hikihoks = @((h1ha, k1ka)) = @((h1,k1))e((heks)). Da HK = G segue ¢
suriettiva. Inoltre ¢ & iniettiva perché (h, k) € Ker(p) & hk=e< H>h=k'e K= hkec HNK =
h=k=e.

Definizione - prodotto semidiretto: Siano H, K due gruppi, e ¢ : K — Aut(H) un omomorfismo.
Indichiamo con 14 I'immagine di g € K secondo % e definiamo I'operazione * sul prodotto cartesiano H x K
data da (hq, k1) * (ha, k2) = (h1k, (ha), k1ks). Indichiamo con H x4 K questo nuovo gruppo, che chiamiamo
un prodotto semidiretto di H e K.

- ¢ = idk si ottiene il prodotto diretto (e viceversa);

Wy

- Nota: d’ora in poi il segno “x” sara omesso come nelle altre operazioni.
buona def. Verifichiamo che & un gruppo:

e clemento neutro: (h, k) *x (b, k') = (W, k') < (hop(h'),kk') = (W, k') & hop(B) =h ek = ex &
he (W) = hh' = h' ek’ = ex & (h,k) = (em,ex) e analogamente (', k') x (h, k) = (B, k) <
(Wop (h),K'k) = (W, k) < ¢p(h) =eg e k' =ep & (hk) = (e, ex).

e associativita: siano h,h',h" € H, k, k', k" € K.

((hy k) * (W, E") = (W k") = (how ('), kK')  (B", k") =
— (h¢k(h/)¢kkl (}1///)7 kk/k//) —
= (how(h)on(h")pr: (h"), kE'E");

(hk) = (B, E") + (B k")) = (h, k) * (W onr ("), K'K") =
= (hor(h g1 (h")), kK'K") =
= (how(R')¢r 0 pr (h")), KE'E").



Quindi le due espressioni sono uguali e si ha associativita.

e inverso: detto (h, k)™ = (¢p—1(h™1),k~1), vale (h,k)(h, k)"t = (h, k)~ (h, k) = e.
Osservazione - asimmetria del prodotto semidiretto: H X {ex} << H x K; non vale con {ey} x K.

dim. Basta considerare la proiezione sul secondo fattore, e notare che H X {ex} ne & il nucleo. Non si
puo fare lo stesso con la proiezione sul primo fattore per quella che ¢ la definizione del gruppo, e dopo il

teorema successivo sara chiaro come costruire un controesempio.

Teorema - decomposizione in prodotto semidiretto: Siano H, K < G tali che H < G, HN K = {e}
e HK = G. Allora G = H %, K, dove ¢(k — ;) € la mappa che manda k € K nel coniugio per k ristretto
ad H.
dim. Si nota intanto che Vk € K ¢ € Aut(H) per normalita di H.
Consideriamo F : H x, K — G tale che F((h, k) — hk).
e & omomorfismo: F((h,k)(h', k")) = F(hkh'k=', kk') = hkh'k= kk’ = hkW' k' = F((h,k))F((W, k"))
e ¢ bigettiva: il ragionamento ¢ analogo a quello per i prodotti diretti
Proposizione - isomorfismo di prodotti semidiretti: siano H, K gruppi, ¢,% : K — Aut(H) omo-

morfismi. Se Jo € Aut(H), f € Aut(K) tali che Vk € K aoppoa™! = tgy) allora H x, K =
H Ny K.

dim. Consideriamo F': H x, K — H x4 K tale che F((h, k) — (a(k), 5(h)).

o &omomorfismo: F((h, k)x,(h, k")) = F(hgx(h'), kk') = (a(h)aopr(h), B(R)B(E)) = (a(h)tbsee (a(h)), B(k)B(K'))

(a(h), B(k)) #y (a(h), B(K')) = F((h, k)) *y F((h', E))

e ¢ bigettiva perché lo sono «, g

Definizione - p-Sylow: Sia G un gruppo finito, #G = p™m con p primo, n > 1, p{ m. Chiamiamo p-Sylow
un sottogruppo di G di cardinalita p”.
Teorema - Sylow: Sia G come prima. Valgono i seguenti quattro enunciati:

e esistenza: Vo e N, 1 <a<n 3dH < G,#H = p~

e inclusione: Vo €N, 1 <a<n—1VH <G taliche #H =p® IK < G, #K =p*tl e H < K;
e coniugio: i p-Sylow sono tutti coniugati;

e numero: detto n, il numero di p-Sylow, valgono n, =1 (mod p) e n,|#G, da cui ny|m.

dim. Sia M = {X C G | #X = p*}. Calcoliamo innanzitutto la potenza di p che divide #M =

(ﬁf) = p"m'(pnﬁlél':l‘gf’jf’z*pa“) =p"%m Hf;_l %. Da p™ > p® > i segue che nella produttoria

la valutazione p-adica di numeratore e denominatore ¢ sempre la stessa, e quindi non sopravvive nessun

fattore p nel prodotto. Quindi la valutazione p-adica di #M & n — a.

Consideriamo ’azione di G su M data da g — ¢4(X +— ¢X) (chiaramente ¢ ben definita). Poiché
p" Tt Y HM e #M & somma delle cardinalita delle orbite dell’azione, deve necessariamente esistere Y €

M tale che p"~*1 t #orb(Y) = #S%g(ly) per il lemma orbita-stabilizzatore. Ma allora necessariamente

p® | #stab(Y).
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Fissiamo ora yo € Y e consideriamo j : stab(Y) — Y data da j(z — yoz). E ben definita per definizione
di stabilizzatore ed & iniettiva per la legge di cancellazione, e quindi p® = #Y > stab(Y), da cui segue
#stab(Y) = p®. Abbiamo cosi esistenza.

Sia ora S un p-Sylow di G e H < G tale che #H = p®, 0 < a < n. Consideriamo l'insieme G/S
delle classi laterali di S e consideriamo 1’azione (di moltiplicazione a sinistra) di H su G/S che manda
h € H in 6,(9S — (hg)S) (chiaramente ¢ ben definita). Per il lemma orbita-stabilizzatore e usando che
le orbite partizionano G/S si ha che, scelto un insieme R di rappresentanti per le orbite m = #(G/S) =
> ger0tb(9S) =3 (g #szfi[ys) =) 4eR #S#a(gs). Da cid segue, poiché p t m, che 3go € R tale che
p® = #stab(goS) e quindi H = stab(gpS). Ma allora si ha Vh € H hgoS = goS = h € goSgy ' e
quindi H C goSg, ! che & un p-Sylow. Cid prova coniugio se si pone a = n (I'uguaglianza segue per
cardinalitd). Se a < m si ha solo che H ¢ contenuto in un p-Sylow, ma tanto basta per restringerci al
caso di un p-gruppo.

lemma: in un p-gruppo G, VH < G H < Ng(H).

dim. Procediamo per induzione su n = v,(#G). Il passo base n = 1 ¢ ovvio perché il gruppo &
isomorfo a Z/pZ, che ha solo i due sottogruppi banali per cui la tesi & ovvia. Nel passo induttivo

distinguiamo due casi:

e Z(G) ¢ H: basta allora notare Z(G) C Ng(H)

e Z(G) C H: allora quozientiamo per Z(G) e concludiamo usiamo l'ipotesi induttiva, unita al

teorema di corrispondenza.

Consideriamo la proiezione: 7 : Ng(H) — Ng(H)/H. Poiché Ng(H)/H ¢ un p-gruppo non banale, per
il teorema di Cauchy 37 € Ng(H)/H ord(Z) = p. Allora H C 7= }((Z)) e #7 1 ((Z)) = p**L. Infatti
seZ=aH,si han(H)Ur(xH)U---Unr(2P~1H) = (T) e per costruzione sono tutti disgiunti (z = 2H
ha ordine p). Allora, poiché le classi laterali hanno tutte la stessa cardinalita, pari a #H = p®, si ha
#r1((@) = # Uy «'H = p- p®. Questo dimostra inclusione.

Passiamo ora al numero di p-Sylow. Sia X = {p-Sylow} e come prima fissiamo S un p-Sylow. Il
coniugato di un p-Sylow, avendo la stessa cardinalita, & a sua volta un p-Sylow e abbiamo precedentemente
dimostrato che i p-Sylow sono tutti coniugati, quindi n,, = #X ¢ la cardinalita della classe di coniugio di
S. Consideriamo ’azione di G per coniugio sull’insieme X, ben definita per quanto detto. Chiaramente
orb(S) = X, quindi per il lemma orbita-stabilizzatore n, = #orb(S) | #G. Restringiamo ora questa
azione a S (ossia, consideriamo solo il coniugio per elementi di S, come azione di S su X). Notiamo che S ¢
l’'unico elemento con orbita banale: per ogni p-Sylow S’ con orbita banale si ha S C stab(S") = Ng(S') =
S8 sottogruppo e #(55") = I(Zﬁg:) = #’(’;'rf;,), ma S5’ sottogruppo di G e p-gruppo = #(5S5') = p*
con k <n=#SNY) >pt = H#SNS) =p" e quindi S = 5. Poiché le orbite partizionano
I'insieme che subisce 'azione, dato R insieme di rappresentanti, si ha n, = ) ¢ p#orb(S') = 1 +

Ysrem sy #orb(8’) =1 (mod p). Questo conclude numero.

1.6 Teorema di struttura dei gruppi abeliani finiti

La sezione tratta gruppi abeliani, quindi si usera principalmente la notazione additiva (vale a dire g + h

invece di gh e 0 invece di e).

...in generale: I seguenti risultati sono conseguenze del teorema di decomposizione ciclica primaria dei

moduli di torsione su PID (Capitolo 6 di Advanced Linear Algebra, Roman)! In particolare, ogni gruppo
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abeliano & uno Z-modulo di torsione (per n = G si ha nG = {e}) e Z & un PID. 1l teorema di struttu-
ra dei gruppi abeliani finiti corrisponde alla piu generale “decomposizione in fattori invarianti”. Queste
generalizzazioni non fanno parte del programma di Algebra 1.

Definizione - componente di p-torsione: Dato p primo e G abeliano, chiamiamo cosi il gruppo G(p) =
{g€G | 3k €N ord(z) = p*¥}. (Se G non & abeliano, in generale G(p) non & un sottogruppo: un 3-ciclo &
prodotto di due trasposizioni.)

Teorema - 1: Se G abeliano finito, #G = [[;_, p** con p; primi, G = G(p1) x - -+ x G(ps).

dim. Procediamo per induzione su s. Nel passo base la tesi ¢ ovvia. Scriviamo ora #G = n = mm’ con
m,m’ # 1 e coprimi. Consideriamo i sottogruppi mG e m’G. Essi sono chiaramente sottogruppi di G e
inoltre si ha:

e mG +m'G = G: il contenimento C & ovvio, mentre D utilizza il teorema di Bezout: poiché m,m’

sono coprimi, esistono a,b € Z tali che am + bm’ = 1 e quindi vale Vg € G m(ag) + m’(bg) = g

e mGNm'G = {0}: infatti se g appartiene all’intersezione, allora necessariamente si ha g = max = m'y
per degli opportuni z,y € G. Allora m’g = m'ma = nzx =0, mg = mm'y = ny = 0 = ord(g)|m, m’,

e poiché m,m’ coprimi, ord(g) =1 = g = 0.

Quindi per il teorema di decomposizione in prodotto diretto G = mG x m’G. Noto ora che mG = G,y =
{r € G | m'xz =0}. Infatti il contenimento C & ovvio, mentre D utilizza ancora a,b dati da Bezout: se

2z € Gpy = amx + bm'z = ama = m(ax). Analogamente m'G = G,,.

Da G 2 mG x m'G = Gy X Gy, segue allora #G,, #G,y = mm'. Poiché 'ordine di un elemento deve
dividere l'ordine del sottogruppo, guardando i primi che possono dividere #G,,, #G ./, necessariamente
si deve avere #G,, = m, #G,y = m’/. Per lo stesso motivo e usando le cardinalita Vp; divisore di m si
ha anche G(p;) = G, (p;) e analogamente con m/. Quindi le componenti di p-torsione si partizionano tra

G, Gy . Poiché m,m' < #G, usiamo 'ipotesi induttiva e concludiamo:
G= Gm/ X Gm = Hpi|m’ G’"l/ (pl) X Hp1|m G"l(pi) = Hpi\m’ G(pl) X Hpb|m G(p’t)
Corollario - 1: Sia G abeliano finito, allora Vp primo #G(p) = p” con r = v,(#G).

dim. Basta guardare le cardinalita dei fattori nella scomposizione data dal teorema, notando che in
#G(p) puo e deve comparire solo p.

Corollario - 2: Sia G abeliano finito, allora la decomposizione di G come prodotto diretto di p-gruppi esiste

ed & unica (ed ¢ quella data dall’enunciato del teorema).

dim. Le cardinalita dei p-gruppi sono fissate dal fatto che il loro prodotto deve essere #G. A questo
punto I'unica possibilita nel caso di due diverse scomposizioni (isomorfe, perché isomorfe a G) & che i
p-gruppi corrispondenti allo stesso primo siano a due a due isomorfi, il che implica che sono la stessa
composizione. Siano infatti H;, Hy i due p-gruppi in questione, relativi al primo p, e sia n = #G = p*m
con (m,p) = 1. Allora H; 2 mG = H, (moltiplicando ogni elementi del prodotto diretto per m tutte le

componenti relative ai primi divisori di m diventano 0).

Teorema - 2: Sia G p-gruppo abeliano. Allora esistono r; > -+ > r; univocamente determinati tali che
G > Z/p”Z X oo X Z/thZ.

dim. Sia #G = p™ e procediamo per induzione su n. Il passo base & chiaro. Per il passo induttivo, sia

x1 € G di ordine massimo, ord(z1) = p™. Se 1y =n G 2 Z/p"Z e si ha la tesi. Altrimenti consideriamo
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G/{(x1). Esso & un p-gruppo non banale di cardinalitd strettamente inferiore a p™, e posso dunque
applicargli I'ipotesi induttiva, ottenendo (prendo i generatori dei gruppi ciclici) Z/p™Z X « -+ X Z/p™ 7 =
G/(x1) = (T2)(T3) ... (Tt) conord(z;) =p"i erg > 1r3 > -+ > 1y

lemma: VZ € G/(z1) 3z € 7~ () tale che ord(z) = ord(Z).

dim. Sia y € 7~1(Z): cerchiamo tale elemento in y + (1) = {y + az1 | a € Z} = 7~ }(7). Sia
p" = ord(Z), r < rq perché per omomorfismo e per massimalita di r; si ha p” = ord(Z) | ord(y) | p™.
Analogamente anche Va € Z p” = ord(Z) | ord(y + ax1), dunque ord(y + az1) = p" < p"(y +axy) = 0.
Abbiamo 0 = 7(p"y) = p"y € Ker(w) = (T1), dunque 3b € Z p"y = bxy. Sappiamo inoltre 0 = p™y =
Pt (pTy) = pr"(bxy) = p™ = ord(zy1) | pT"b = e € Z b = p"c. Allora y — cxq € elemento
cercato, infatti p"(y — cx1) = p"y — p"cxy = bxy — bxry = 0.

Consideriamo s, . .., z; dati dal lemma per T, ..., T Sia H = (2a,..., ). Dimostriamo 7|p isomorfi-

smo. E chiaramente suriettiva perché |y (2;) = T; per i = 2, ..., t. Inoltre:

Ker(rlu) = {h € H | w(h) =0} =
={asxo+ - -+ax € H | 0=n(h) =asTo+ -+ Tt} =
={asro+ - -+tar,€H | a7, =0Vi=2,...,t} =
={axo+ - +aaxr €H | pli|a; Vi=2,...,t} =
={agzo+ - +axs €H | a;x; =0Vi=2,...,t} ={0}.

Quindi H = (Ta) ... (Ty) = (x2)...(x). Se dimostriamo G = (x1) x H, segue la tesi. Verifichiamo che
sono soddisfatte le ipotesi del teorema di decomposizione in prodotto diretto:
e (r1)+ H = G: Vx € G vale che m(x) = asZTy + -+ + a;Ty = 7(x — (agwa + -+ + azzy)) = 0 =
x — (agza + - + arx) € (x1);
e (r1) N H = {e}: basta notare che {0} = Ker(n|y) = Ker(m) N H = (z1) N H.

Dunque G = (1) X ... ().

Per 'unicita procediamo sempre per induzione. Nel passo base ¢ chiaramente ovvia, perché puo essere
solo isomorfo a Z/pZ. Per il passo induttivo supponiamo che esistano due scritture Z/p™Z x - -- X Z/p™ =
Z)pTZ % - X Z[p%=,(r; e q; crescenti). Poiché i campi sono isomorfi I’ordine massimo di un loro elemento
deve essere lo stesso, e quindi p™ = p% = r; = ¢;. Quozientiamo allora i due gruppi per Z/p"t. Otteniamo
due scritture Z/pMZ x - X Z/p"t=* 2 L/pTZ x - - x Z/p%==1 che per ipotesi induttiva sono la stessa, e
quindit=ser; =¢qVi=1,...,t

Teorema - struttura dei gruppi abeliani finiti: Sia G abeliano finito. Allora esistono univocamente

determinati ny,...,n; tali che G 2 Z/mZ X -+ X Z/neZ e ng | me—y | -+ | ny.

dim. Sia #G =[[;_, p{"* con p; primi. Mettiamo insieme i due teoremi appena visti.

G=G(pr) x - xGps) = (1)
TP L X X LYP T X - X LYPET X - X L pet T (2)
2Ty LK X D p LK e X LT X e X T et T (3)
XLIPy LK XL L% X Dy L X e X L L (4)
2Z/mZ X X X LInZ (5)
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Motivazioni dei vari passaggi:

(1) applichiamo il teorema 1

(2) applichiamo il teorema 2, e chiamiamo 7; ; gli esponenti ottenuti per il primo p;, 1 < j < t;; si ha
quindi r; 1 > - > 1, Vi=1,...,s

(3) imponiamo wlog che le scritture abbiano tutte la stessa lunghezza, estendendole eventualmente alla
massima, che indichiamo con ¢, con dei gruppi banali (Vi=1,...,s 7, =0Vj >t;)

(4) riarrangiamo i termini

(5) applichiamo TCR raggruppando blocchi di termini coprimi: ny = []}_,; p?‘k e quindi, dal fatto che

gli r; &, sono ordinati (rispetto a k) in senso decrescente, si ha ng | ny_1,...,n2 | 71

Per 'unicita ripercorriamo i passaggi al contrario, sfruttando il fatto che si ha unicita nei teoremi 1 e 2.

1.7 Fatti utili sui gruppi finiti

Proposizione - gruppo finito non & unione di sottogruppi coniugati: Sia G finito e H < G
sottogruppo. Allora UgEG gHg '=G&e H=G

dim. La freccia “<” & ovvia. Si nota che 'unione & un’unione di #G gruppi, che perd non sono
necessariamente tutti distinti. In particolare:

g1 Hg ' = g2Hgy' & g5'g1Hgy '9o = H < g5 'g1 € Ng(H).

Quindi ogni gruppo compare #N¢(H) volte, da cui segue che i gruppi distinti sono n = #G/#Ng(H).
Potremmo notare che se vale Ng(H) > H abbiamo gia chiuso per cardinalitad. Tuttavia, possiamo raffinare

1

la stima: ciascun gruppo gHg™ " ¢ in bigezione naturale con H e quindi ha #H elementi. Ma essendo

gruppi, certamente tutti contengono l'identita. Quindi gli elementi distinti nell’unione | e gHg™! sono

al pin n - (#H — 1) + 1, ovvero:

# | gHg ' < #G/#NG(H) - (#H — 1) + 1 < H#G/#H - (#H — 1)+ 1 = #G — #G/#H + 1,

geG
che & minore di #G se H # G.
Proposizione - centro di un p-gruppo: Sia G tale che #G = p™, con p primo. Allora Z(G) # {e}.

dim. Consideriamo la formula delle classi modulo p. Se fosse #Z(G) = 1 allora #;ETGZg) => #Zan(g)

non sarebbe divisibile per p, e quindi almeno uno dei termini dovrebbe non essere divisibile per p. L’unica

possibilita & che si abbia #;ﬁg) =1 per un qualche g, ossia Zg(g) = G, assurdo perché g ¢ Z(G).

Proposizione - gruppi di ordine p?: Sia G con #G = p?, con p primo. Allora G = Z/p*Z oppure
G 2 Z/pZ x Z/pZ. In particolare G & abeliano.

dim. Dimostriamo innanzitutto che G & abeliano. Le possibili cardinalitd di Z(G) sono solo 1, p, p?.
#Z(G) = 1 ¢ esclusa dalla proposizione precedente. Non pud essere neanche #Z(G) = p, infatti si
avrebbe [G : Z(G)] = p = G/Z(G) ciclico = G abeliano = #Z(G) = p?, contro l'ipotesi #Z(G) = p.

2

Necessariamente allora #Z(G) = p?, i.e. G & abeliano.

Distinguiamo ora due casi: se esiste un elemento di ordine p? allora G ¢ ciclico, se invece un tale elemento

non esiste, per il teorema di Lagrange tutti gli elementi eccetto il neutro hanno ordine p. Sia z un tale
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elemento e y € G\ (z). (x) N (y) = {e} perché se avessero in comune un elemento z # e di ordine p si
avrebbe lassurdo (x) = (z) = (y). Poiché G & abeliano, sia (x) che (y) sono normali in G. Dal teorema
di decomposizione in prodotto diretto segue G = () x (y) = Z/pZ x Z/pZ.

Proposizione - gruppi di ordine pg: Sia G tale che #G = pq, con p < ¢ primi. Se p t ¢ — 1 allora
necessariamente G 2 7 /pqZ, altrimenti a questa possibilita si aggiunge G = Z/qZ x Z/pZ.

dim. Per il teorema di Cauchy Jz,y € G ord(xz) = ¢,ord(y) = p. Se per assurdo esistesse z € G \ ()
di ordine g, allora avrei {x) N (2) = {e} e quindi lassurdo #(x)(z) = ¢> > pq. Dunque (x) & I'unico
sottogruppo di ordine ¢, quindi & caratteristico e in particolare normale. (x) N (y) = {e} perché l'ordine
di un elemento nell’intersezione divide sia p che ¢, che sono coprimi. Segue #(z){(y) = pg, cioe G = (z)(y).
Per il teorema di decomposizione in prodotto semidiretto si ha allora G = (x) %, (y) dove ¢ & I’azione
per coniugio di (y) su (x), quindi un omomorfismo ¢ : (y) — Aut({z)) che corrisponde a un omomorfismo
f:Z)pZ — Z)(q— 1)Z (=2 Aut(Z/qZ)). Le possibili cardinalita dell’immagine di ¢ sono 1 o p, ma per
Lagrange I'immagine pud avere cardinalita p solo se p | ¢ — 1. Quindi:

e se pfq— 1 'unica possibilita & Pomomorfismo banale, nel cui caso il prodotto & diretto;

e se p | g — 1 esistono anche omomorfismi f non banali, ognuno univocamente determinato dall’im-
magine di 1. ordf(1) =p = f(1) = k% per un k € {1,...,p — 1}. Quindi, detta f*) la funzione
A= k%), vale f = f*) per qualche k. Data 8 € Aut(Z/pZ) definita da B(1 +— k~1) vale
Vi € Z/pZ (F¥) 0 B)(i) = FOA(1)) = iB(1) FB(1) = BRSE = ifap + 1)L = 121 = FO(j),
dunque f®oB = fI. Per il lemma sull’isomorfismo di prodotti semidiretti si ha Z/qZ X gy L/l =

Z/qZx gy L/ pZ, dunque il prodotto semidiretto non banale (x) %, (y) € unico a meno di isomorfismo.

Proposizione - gruppi di ordine 2d: Sia G tale che #G = 2d, con d dispari. Allora G ha un sottogruppo
di indice 2 (che quindi & normale in G).

dim. Per il teorema di Cauchy 3z € G ord(z) = 2. Consideriamo 'immersione del teorema di Cayley,
f: G < Sag. Sia H = f71(Ayg) = f1(A24 N f(G)). Per teorema di corrispondenza, [G : H| =
[f(G) : A2q N f(G)], dove il secondo termine puo essere solo 1 o 2. Infatti Aog N f(G) = Ker(sgn |f(a))
e quindi f(G)/(A2qa N f(G)) = Imm(sgn |fc)) € {£1}, da cui segue [f(G) : A2qg N f(G)] < 2. Segue
dalle proprieta viste dell’embedding di Cayley che se ord(xz) = 2 allora f(x) & una permutazione formata
da d 2-cicli, quindi in particolare f(z) ha segno dispari e f(z) &€ Asq. Quindi H # G = [G : H] = 2.
Alternativamente, per ogni H < .S, se esiste 0 € H sgn(c) = —1, allora 7 + ¢ o7 & una bigezione tra gli
elementi pari e gli elementi dispari di H.

Proposizione - condizione sufficiente per normalita: Sia G finito. Se H < G ha indice il piu piccolo
primo che divide #G, allora H & normale.

dim. Considero l'azione ¢ di G sull’insieme X = {gH|g € G} data dalla moltiplicazione a sinistra. Per
definizione si ha #X = p. Ricordiamo che un’azione & definita come un omomorfismo ¢ : G — S(X) = S,,.
Sia K il suo nucleo, voglio dire K = H. Per il primo teorema di omomorfismo, G/K = Imm(¢) <
Sp, quindi #(G/K)|p! e chiaramente #(G/K)|#G. Segue #(G/K)|MCD(#G,p!) = p, dove I'ultima
uguaglianza segue dal fatto che p & il minimo primo che divide #G. Non puo essere K = G poiché
Vg € G gH = H = H = G, contro ipotesi. Necessariamente allora #(G/K) = p. H < K implica
p=#(G/K) <#(G/H)=p,dacui K = H.

seconda dim: Vale H < G < Vg € G,h € H hgH = gH. Considero l'azione ¢ di G sull’insieme
X ={gH|g € G} \ {eH} data dalla moltiplicazione a sinistra, per definizione si ha #X = p— 1. L’azione
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¢ ben definita. Ricordiamo che un’azione & definita come un omomorfismo ¢ : G — S(X) = S,_1. Per
quanto detto, H < G < Imm(yp) = {idx}. Si ha #Imm(p) | #Sp—1 = (p — 1)! e #Imm(yp) | #G, ma
allora #Imm(p)|MCD(#G, (p — 1)!) = 1, cioé Imm(yp) = {idx }.

Proposizione - sottogruppo normale contenuto nel centro: Sia G finito. Se H <1 G ha ordine p il

piu piccolo primo che divide #G, allora H & contenuto nel centro.

dim. Nello stesso spirito della dimostrazione precedente, considero 1’azione per coniugio di G su X =
H \ {e}, ben definita per normalita di H e poiché ghg™' = e & h = e. L’azione & un omomorfismo
¢:G— S(X)=S,_1. HC Z(G) se e solo se I'immagine di ¢ ¢ banale, ma cid & sicuramente verificato
poiché #Imm(p) | MCD(#G,#Sp-1) = 1.

Definizione - sottogruppo derivato/dei commutatori: il commutatore di due elementi z,y € G si

indica con [z,y] := xyx~'y~!. 1l sottogruppo generato da tutti i commutatori si indica con G.

Proposizione - proprieta del sottogruppo derivato:

e & caratteristico (e quindi anche normale)

dim. Basta osservare che per ogni omomorfismo f con dominio G si ha f([z,y]) = [f(2), f(y)] Vx,y €
G. Quindi un qualsiasi automorfismo manda l’insieme dei commutatori in sé stesso, e di conseguenza

G’ in sé stesso.
e G/G & abeliano (tale gruppo & detto 1'abelianizzato di G).

dim. Vg,h € G si ha gG’ - hG' = hG' - gG' < ghG' = hgG' < ghg~'h™! € G’ che & chiaro perché
€ un commutatore.

e ¢ : G — H omomorfismo con H abeliano = G’ C Ker(y)

dim. Basta osservare che se H abeliano

F,y) = [f (@), f)] = f@) f@)f@) 7 f )7 = fla) f@) " f ) f(y) " =en Vo,yel
. Quindi i commutatori sono tutti nel nucleo e di conseguenza anche G'.
e H abeliano = Hom(G,H) e Hom(G/G', H) sono in bigezione.

dim. Costruiamo le sue corrispondenze come segue.

— ¢ € Hom(G, H) la mandiamo in ¢ € Hom(G/G', H) data dal 1° teorema di omomorfismo
(visto che G' C Ker(yp)). Segue dall’unicita nel teorema che sono tutte distinte e quindi questa
mappa ¢ iniettiva.

— p € Hom(G, H) la mandiamo in g om € Hom(G/G', H) dove 7 ¢ la proiezione 7 : G — G/G’.
Anche questa mappa & chiaramente iniettiva, visto che G’ C Ker(y) e quindi se due mappe

vengono mandate nella stessa allora coincidono anche su tutto G.

Proposizione - prodotti diretti “belli”: Se G = H x K con H, K finiti tali che (#H,#K) = 1 allora
{en} x K e H x {ex} sono caratteristici in G.
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dim. Dimostriamo che {egy} x K e H X {ex} sono gli unici sottogruppi delle rispettive cardinalita, quindi
caratteristici. Basta dire che nelle ipotesi per ogni sottogruppo L < G vale L = (g (L) x {ex },{en} X
7w (L)) e quindi #L = #mg(L)#nk(L). Vale sempre L C (ry(L) x {ex},{en} x mx(L)). L’altro
contenimento segue da (#H,#K) = 1, infatti per Bezout V(h,k) € L Ja,b € N (h, k)* = (h,ex) e
(h, k)’ = (e, k).

Proposizione - automorfismi in un prodotto diretto: Se G 2 H x K e {eg} x K e H x {ex} sono
caratteristici in G, allora Aut(G) = Aut(H) x Aut(K).

dim. Per ogni ¢ € Aut(G) sia oy € Aut(H) definito mediante g (z) := mg o p(z, ex) (chiaramente &
un automorfismo) e analogamente ¢x € Aut(K).
Consideriamo allora ® : Aut(G) — Aut(H) x Aut(K) dato da ®(¢) = (¢m, ¢K)-

e ¢ omomorfismo: basta notare che (¢ o p)g = ¥ o wm;

e ¢ iniettivo: ®(p) = (idy,idrx) = Y(h, k) € G o((h,k)) = (h, k) = ¢ =idg.

Proposizione - (*) centro di un prodotto semidiretto: Sia G = H x, K con H abeliano. Allora

Z(GQ) = ( ﬂ sz(gpk)> x (Ker(p) N Z(K)).

keK

dim. Un elemento (a, b) sta nel centro di G se e solo se commuta con gli elementi dell’insieme di generatori
H x {61{} U {eH} x K:

e (a,b)(eqy,b) = (app(eq),bb’) = (a,bb’) e (eg,b')(a,b) = (v (a),b'd) coincidono per ogni ¥’ € K se
esolose be Z(K) eac Fix(py);

o (a,b)(d,er) = (app(a),b) e (d/,ex)(a,b) = (d’a,b) = (ad’,b) coincidono per ogni o’ € H se e solo
se b € Ker(yp).

Quindi (h, k) € Z(G) & h € ek Fiz(pr) Ak € Ker(p) N Z(K), come voluto.

Proposizione - (*) intersezione dei p-Sylow con il centro: L’intersezione di un p-Sylow con il centro

non dipende dal p-Sylow scelto.

dim. Sia S un fissato p-Sylow. Ricordiamo che i p-Sylow sono tutti coniugati, quindi dato ) un qualsiasi
p-Sylow 3g € G Q = gSg~'. Poiché ogni elemento del centro & invariante per qualsiasi coniugio si ha:

QNZ(G)=gSg~ ' NZ(G) =gSg~' NgZ(G)g~' =g(SNZ(G))g~' = SN Z(G).

1.8 Il gruppo diedrale

Il gruppo diedrale D,, € il gruppo delle isometrie di un fissato n-agono regolare, diciamo quello inscritto nella
circonferenza unitaria e con un vertice in (1,0), con 'operazione di composizione. Chiamiamo r la rotazione
di 27/n in senso antiorario, s la simmetria rispetto all’asse x. Chiaramente tutte le rotazioni, che sono n
contando 'identitd (rotazione banale) e sono multiple di r per come & stata scelta, sono ancora in D, cosi
come ci sono in realtd n simmetrie (quelle relative all’asse origine-vertice al variare dei vertici se n ¢ dispari, e
quelle relative agli assi passanti per vertici opposti o per i punti medi di lati opposti se n & pari). Questi sono
chiaramente 2n elementi distinti, quindi #D,, > 2n. Dimostriamo che sono gli unici elementi mostrando che
#D,, = 2n.

17



dim. Chiamiamo i vertici, in senso antiorario a partire da (1,0), V4, Va,...,V, e sia 0 € D,,. Poiché o é
isometria, manda vertici in vertici, e inoltre una volta fissata I'immagine di V7, V5, € tutto univocamente
determinato. Per V; abbiamo n scelte (tutti i vertici), mentre per Vo ne abbiamo 2 (i due vicini di o(V4)).
Quindi #D,, = 2n.

Notiamo ora che sr* & un’altra simmetria.

dim. Un’isometria € in particolare un’applicazione lineare. Consideriamo le matrice 2 x 2: R relativa
a r e S relativa a s. Si nota che un’isometria in D,, € una simmetria assiale se e solo se la sua matrice
ha determinante —1, &€ una rotazione se e solo se la sua matrice ha determinante 1. Si ha allora la tesi

usando la moltiplicativita del determinante.

2 n

Quindi s, sr, sr2,...sr" ! sono le n simmetrie descritte prima, in quanto tutte distinte. Si ha quindi

D,, = (r,s)

Per lavorare con il diedrale, ¢ allora fondamentale la seguente relazione: srs = r~!
dim. r manda V; in V;;1, s manda V; in V;,11_; (guardando gli indici modulo n) e quindi srs manda
Vie Vi VoV, 1, Vo=V, 1 — Vi — Vi, da cui segue la tesi.

La presentazione di D,, & (x,y | 2" =id,y* = id,yryx = id).
Da quella relazione, con manipolazioni algebriche, si ricava

_1\¢
Sarbsc,,,d _ 5a+cr( 1) b+d'

Questa relazione ci fa gia intuire la struttura di prodotto semidiretto. Si dimostra infatti
D, 2 Z/nZ xZ]2Z

dim. II sottogruppo delle rotazioni R = (r) & normale perché ha indice 2, & chiaramente disgiunto da
(s) per quanto detto precedentemente sui determinanti, e si & visto prima che (r)(s) = (r,s) = D,,. Dal

teorema di decomposizione in prodotti semidiretti si ha allora la tesi: D,, = (r) x (s) £ Z/nZ x Z/2Z.

Infine studiamone i sottogruppi. Come detto sopra, il sottogruppo delle rotazioni R = (r) & normale perché

N

ha indice 2. Inoltre & ciclico, quindi ha esattamente un sottogruppo di ordine d, Vd | n. Tutti questi
sottogruppi sono caratteristici in R perché sono gli unici del proprio ordine, quindi sono normali in D,,.
Percio i sottogruppi generati da un qualsiasi multiplo della rotazione r sono tutti normali.

Notiamo ora che se in un gruppo H ci sono due simmetrie distinte, allora c’¢ anche una rotazione: sr?,sr’ €

b = yb=a ¢ H. Tutti i gruppi restanti sono allora quelli generati da una rotazione (quella di

ordine massimo nel sottogruppo) e una simmetria. Sia H = (r¢, sr"). Senza perdita di generalitd possiamo

H = sr%sr

supporre:
e 0<h<d seh=md+zcon0<z<d (resto) e r? € H si ha sr* € H < sr" = sr®(r¥)™ € H;
e 0 < d < n,d|n: basta notare che (r?) = (r*d) per ogni = coprimo con n e d divisore.

Imponendo queste condizioni su d,h notiamo che i gruppi trovati sono tutti distinti. In altre parole,
(rdv spf) = (rd2 sph2) < (dy, hy) = (da, ha) (se di,hy sono come su e anche da, ha).
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dim. Sia H; = (r%, srh) per i = 1,2. Notiamo che H; = Hy = (rt) = H{N R = Hy N R = (r®2).
Per quanto osservato prima, cio implica d; = dy. Si pud ora notare che H; = (sr")(rd:) (basta osservare
che rdisrhi = sphi=d ¢ (srhi)(rdi)). Allora srh2 € Hy = srh2 = (srh1)2(rd1)b = sapahitdi da cui segue
che a ¢ dispari (o il membro di destra non sarebbe una simmetria) e quindi senza perdita di generalita
a =1 (le simmetrie hanno ordine 2). Ma allora hi +d; = ahy +di = he (mod n). In particolare hy = ho
(mod dy). Ma d; = ds e l'ipotesi implicano che sono entrambi ridotti modulo d; e quindi non si ha solo

congruenza ma uguaglianza.

Notiamo che questi sottogruppi non sono normali s(r?, sr")s = (srds,r"s) = (r=4 sr=") = (rd srd=h) +£

(r?, sr™) per quanto detto prima.

Riassumendo, abbiamo tutti e soli i sottogruppi:
e R = (r) delle rotazioni, che ¢ normale e caratteristico (non ci elementi di ordine n fuori da R = Z/nZ)
e (r?) con d|n, che sono caratteristici in R e dunque normali in D,

e (rd sr’) con d|n,0 < h < n, che non sono normali in D,

1.9 Il gruppo simmetrico

Proposizione - le trasposizioni generano S,: Ogni permutazione o di S, si puo scrivere come compo-

sizione di trasposizioni

dim. Un ciclo & composizione di trasposizioni, infatti (a1, as,...,ax) = (a1,a2)(a1,as)...(a1,ax). Cia-

scuna permutazione puo essere rappresentata come prodotto di cicli disgiunti, quindi abbiamo finito.

Proposizione - classi di coniugio: Vo € S, Cl(o) contiene tutte le permutazioni di S,, che hanno la
stessa struttura in cicli di o.
Ad esempio, CI((1,2)) = {trasposizioni}, in S5 C1((1,2)(3,4,5)) = {2+3-cicli}.

dim. Fissiamo o = (aj,...,a; )(a3,...,a},)...(af,...,af ) € S, e X insieme delle permutazioni di S,
con la stessa struttura in cicli di o.

Si mostra facilmente che VY7 € Sy, 7 oo™ ! = (raj,...,7ay )(1a3,...,7a},) ... (a§,...,7af ) € X.
Quindi Cl(o) C X.

Sia o’ = (bi,..., by )(bF,..., b7 ) ... (b5,..., b5 ) € X; notiamo che 7 = (af,b) o--- o (af,_,bf ) & tale che

Tooo7 !t =0¢'. Quindi o’ C Cl(c). Facendo variare o/, X C Cl(o).

Proposizione - cardinalita di un centralizzatore: Se o € S,, ¢ formata da a; > 0 i-cicli Vi = 1,...,n,

vale che
n

#Zs,(0) = [J(ai! - ).
i=1
Cio ci puo aiutare a capire come sono fatti dei centralizzatori semplici oppure, combinato con il lemma
normalizzatore-centralizzatore, dei centralizzatori.
Generalmente si cerca di costruire “indovinando” il centralizzatore e poi si dice che ¢ quello per cardinalita.
Ad esempio il centralizzatore di un k-ciclo (a; =1se i =k, a; =n—k sei =1, a; = 0 altrimenti) secondo
la formula ha cardinalita k - (n — k)!. Poiché sia il sottogruppo generato dal k-ciclo che il sottogruppo di S,
che permuta gli elementi che non compaiono nel k-ciclo sono banalmente nel centralizzatore (e 'intersezione
di questi due sottogruppi & banale) per cardinalita si conclude che il centralizzatore del ciclo ¢ proprio il

prodotto di questi due sottogruppi.
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dim. Abbiamo infatti visto che per il lemma orbita-stabilizzatore vale #Zg, = % Sappiamo che
Cl(c) & linsieme di tutte e sole le permutazioni con a; (fissato da o) i-cicli. Dobbiamo contare quante

sono tali permutazioni. Il conto & puramente combinatorico e si puo fare in vari modi, eccone uno:

1. mettiamo in fila in ordine: il primo blocco da 1 casella, il secondo blocco da 1 casella, ... il a;-esimo
blocco da 1 casella, il primo blocco da 2 caselle, ..., il as-esimo blocco da 2 caselle, ..., il ag-esimo

blocco da k-caselle; chiaramente in totale ci sono in fila n caselle;

2. riempiamo tali caselle con i numeri da 1 a n in qualche ordine ; questa operazione ci da una

permutazione in Cl(o) se trasformiamo i blocchi di caselle in cicli;
3. ci sono delle ripetizioni, che si manifestano in 2 modi:
e possiamo scambiare due blocchi da ¢ caselle ottenendo la stessa scrittura in cicli; essendoci a;
i-cicli per ogni i per togliere queste ripetizioni dobbiamo dividere per [];-; a;!;
e possiamo far ciclare (attenzione: non permutare!) il contenuto di un blocco da i fissato; per

tale blocco 1 modi di ciclare sono 7 quindi per togliere queste ripetizioni dobbiamo dividere per

[T, % (per ciascun blocco divido per ).

Si ha allora la tesi in quanto
n!

[T (ai! i)

Definizione - segno di una permutazione: Vo € S,, definiamo

#Cl(o) =

sgn(o) := H (T(jj),_?(i).
1<i<j<n

- le permutazioni con segno 1 sono dette pari, le altre dispari

- si mostra facilmente che se 7 trasposizione, sgn(7) = —1 e se o & un k-ciclo, sgn(c) = (—1)k*!
- sgn(o o 1) = sgn(o)sgn(r)

dim.

sgn(cot) = H 7° T(jj), : (Z °r(i) = applicando 7~

1

1<i<j<n
= H M H # = applicando 7 nel secondo fattore
S SRR Sl )R
1<i<j<n 1<i<j<n

- 11 o(j) —o(i) I T() —7() _

o J—t Ll J—t
1<i<j<n 1<i<j<n

= sgn(o)sgn(T)

- rifrasando quello appena mostrato, sgn : S,, — {£1} = Z/2Z & un omomorfismo
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Definizione - il sottogruppo alternante: A, = {0 € S, |sgn(0) = 1}
Proposizione - A,, &€ normale: A, € un sottogruppo normale di S,

dim. Per definizione € il nucleo di sgn come omomorfismo, quindi & un sottogruppo normale. Notare che

cio dimostra anche che e un sottogruppo.
Proposizione - intersezioni con A,: Se H < S, vale [H : HN A,] = 1 oppure 2

dim. Se H C A, & chiaro che [H : HN A,] = 1. Supponiamo allora che H contenga un ciclo dispari o.
Considero 'azione per moltiplicazione a sinistra di H sulle classi laterali di H N A,,. Per quanto gia visto
[H:HNA,] =#orb(HNA,) =#{g9(HNA,)|g € H}.

Per ciascuna permutazione dispari o € H o(H N A,) contiene solo permutazioni dispari ed & quindi
disgiunta da H N A,,, da cui segue che l'orbita ha cardinalita almeno 2. Ma due permutazione o1, 09 con
lo stesso segno sono tali che o1(H N A,,) = oo2(H N A,,). Infatti cio vale & 02_101 € H N A,, banalmente

vero. Quindi I'orbita ha cardinalita 2 da cui la tesi.

Proposizione - classi di coniugio in A4,: Sia 0 € A4,, e Cla,(0) la sua classe di coniugio in A,. Allora
#Cla, (o) & uguale a #Clg, (o) oppure a 1 #Clg, (o). Vale inoltre #Clg, (6) = #Cla, () < o ha almeno
un ciclo pari oppure 2 cicli dispari di uguale lunghezza (gli elementi fissati sono cicli di lunghezza 1).

dim. Sia j = [Zs,(0): (Zs,(0) N A,)] € {1,2}. Un’applicazione diretta del lemma orbita-stabilizzatore
mostra #Cla, (0) = #Clg,(0) se j = 2, #Cla,(0) = 3#Clg, (o) altrimenti. La seconda parte
dell’enunciato ¢ lasciata come esercizio.

Proposizione - generatori di A,: se n > 3 i 3-cicli generano A,; se n > 51 2 + 2-cicli generano A,,.

dim. Mostriamo la prima parte dell’enunciato. Tutte le permutazioni sono esprimibili come prodot-
to di trasposizioni. Ma se o € A, allora necessariamente ¢ esprimibile come prodotto di un nu-
mero pari di trasposizioni (per le proprietd del segno). Basta allora mostrare che i 3-cicli generano
{(@,7)(k,D|i # j, k #1,1 <4,5,k,l <n} (visto che ciascuna permutazione si scrive come composizione di

un certo numero di elementi di questo tipo). Ma cio & chiaro perché (k, j,1)(i, k, j) = (4, 7)(k, ).

Mostriamo la seconda parte dell’enunciato. Per il punto precedente, basta mostrare che i 2+2-cicli
generano i 3-cicli. Ma cio & vero perché prendendo 4, j, k, I, h € {1,...,n} tutti distinti (o quelle di dopo
non sarebbero 2+2-cicli ma altro), (h,1)(k,1) o (i,7)(h, k) = (4,4, k).

Con tutti i lemmi appena visti, possiamo caratterizzare i sottogruppi normali di S,,.

Esempio - sottogruppi normali di Ss5: In S3 i sottogruppi normali sono {id}, Az = ((1,2,3)), Ss.

dim. In S3 la cardinalita di un sottogruppo H puo essere solo 1,2,3,6. Se #H = 1 il sottogruppo &
banale e se #H = 6 allora H = S3. Se #H = 2 o 3, essendo primi, il gruppo ¢ ciclico (generato da un
2-ciclo oppure 3-ciclo). Se H = Z/3Z allora H ¢ normale perché ha indice 2 (minimo primo che divide
6). H = 7Z/3Z non puo essere normale perché altrimenti S3 sarebbe abeliano. Quindi I'unico sottogruppo
normale non banale & ((1,2,3)) = As

Nota: si poteva anche usare che #S3 = pq con p, ¢ primi, per dire che S3 = Z/37 x Z/27.

Definizione - sottogruppo di Klein: K, := {id, (1,2)(3,4), (1, 3)(2,4), (1,4)(2,3)}. Si verifica facilmente
che & sottogruppo normale di Sy e che Ky 2 7/27 x Z./27.

Esempio - sottogruppi normali di S;: In Sy gli unici sottogruppi normali sono {id}, K4, Ay, S4, dove
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dim. Abbiamo gia visto che tutti quei sottogruppi sono normali. Sia H # {id} un sottogruppo normale
di S4. Facciamo i casi. Si ricorda che per normalita H € unione di classi di coniugio, e che le classi di

coniugio in Sy sono: trasposizioni, 3-cicli, 2+2-cicli, 4-cicli.

1. H contiene una trasposizione: allora contiene tutte le trasposizioni che pero sono generatori di
Sy = H =5,.

2. H contiene un 3-ciclo: allora contiene tutti i 3-cicli, che perd sono generatori di A4, quindi A4 <
H < S4. Ma A4 ha indice 2 = H = A4 oppure Sy (non esistono possibilita intermedie).

3. H contiene un 2+2-ciclo: allora contiene il sottogruppo di Klein K4. Se H contiene un 4-ciclo allora
li contiene tutti e si ha in particolare (1,2)(3,4) € H, (1,2,3,4) € H = (1,2)(3,4) 0 (1,2,3,4) =
(2,4) € H e quindi siamo nel primo caso. Se H non contiene 4-cicli allora o H = K4 o comunque ci
riconduciamo a uno dei casi precedenti.

4. H contiene un 4-ciclo: sia esso (a1, az, as, as). Ma allora contiene anche (a1, as, a3, as4)? = (a1, a3)(asz,ayq)

e ci riconduciamo al caso precedente.
Proposizione - sottogruppi normali di S,,: se n > 5 gli unici sottogruppi normali di S, sono {id}, A, Sy.

dim. Sia H # {id} un sottogruppo normale. Allora H & unione di classi di coniugio e quindi Vo € H
tutte le permutazioni con la stessa struttura in cicli di o sono in H. Sia ¢ € H,o # {id} e distinguiamo
i casi.
e o ¢ una trasposizione: allora H contiene tutte le trasposizioni (classe di coniugio), ma le trasposizioni
generano Sy, quindi si ha H = Sy,;
e o ¢ un (2 + 2)-ciclo: allora poiché i 2 + 2 cicli generano A, si ha A, C H;

e o & formata da k > 3 2-cicli disgiunti: o = (a1,b1)(az2,b2) ... (ar,bx) dove i numeri considerati
sono tutti distinti. Per la normalita di H lintera classe di coniugio di ¢ sta in H e quindi 7 =
(a1,a2)(b1,b2)(as, b3) ... (ax,bx) € H. Ma allora o7 = (a1, b3)(az,b1) € H e ci riconduciamo al caso

precedente;
e o contiene almeno un ciclo di lunghezza k > 3: 0 = (ay, ..., ax)c’ dove o’ permuta elementi disgiunti
da ay,...,ax. Allora sempre per classe di coniugio 7 = (ay, as,ag,...,a3)(c’)~t € H (notiamo che

linversa di una permutazione ha la stessa scrittura in cicli), e quindi o7 = (a1, as,as). Poiché i

3-cicli generano A,, si ha A, C H.

Quindi in ogni caso A, C H. Ma A,, ha indice 2 in S, quindi le uniche possibilita per H sono H = A,
oppure H = S,,, che sappiamo essere normali.

Proposizione - A, & semplice: se n > 5 A, ¢ semplice, ossia i suoi unici sottogruppi normali sono
{id}, A,,.

dim. Useremo come lemma che se H < A,, contiene un 3-ciclo allora H = A,,. Poiché i 3-cicli generano
cio & dimostrato se si mostra che Cly, (3-ciclo) = Clg, (3-ciclo) = {3-cicli}. Il centralizzatore di un 3-ciclo
in S, ¢ il sottogruppo da esso generato. Essendo contenuto in A,, & anche il suo centralizzatore in A,,.

Ma allora per quanto visto sulle classi di coniugio in A,, si ha la tesi.

Mostriamo ora la semplicita per induzione su n. I passi base n = 5,6 si trattano vedendo le cardinalita
delle classi di coniugio delle permutazioni pari e provando a farle sommare ad #A4,, (occhio all’identita).
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Per il passo induttivo supponiamo la tesi dimostrata per n — 1 e mostriamola per n. Sia H < A4,,. Sia
perognii=1,...,n K; := {0 € A,|o(i) =i} =2 A,,_1. Poiché H & normale in A,, H N K; & normale in
K; per ogni i. Ma K; = A,,_1 & semplice, quindi Vi si ha K; N H = {id} oppure K.

Notiamo che ciascun K; contiene un 3-ciclo (basta n > 4), quindi se per qualche i K;, N H = K;, =

K;, C H si ha necessariamente H = A,, per il lemma iniziale.

Si allora H N K; = {id} per ogni i e per assurdo id # o € H. Prendiamo un qualsiasi 3-ciclo 7 € A,,.
Per normalita di H 7o~ '771 € H, e quindi H > 070~ 177! = (6707 1)77! dove i due fattori sono 3-cicli.
Questa permutazione muove allora al piu 6 elementi, e quindi o ¢ I’identita o ci da un assurdo se n > 7
perché si dovrebbe trovare in uno dei K;. Facendo variare 7 possiamo sceglierla in modo che non sia

I'identita e ottenere 1’assurdo (basta ad esempio che 7 muova o(1)).
Proposizione - derivato di S,: S), = A, per ogni n.

dim. Notiamo intanto che per omomorfismo sgn([o, 7]) = sgn(co)?sgn(7)? = 1 e quindi S), C A,.
Inoltre il sottogruppo S;, & caratteristico, e dunque normale, da cui segue S;, = {id} oppure A,. La
prima si esclude perché S, non ¢ abeliano.

Proposizione - derivato di A,: sen >5 Al = A,.
Domanda: chi ¢ A}?

dim. II sottogruppo derivato e caratteristico, e quindi normale. Ma A,, & semplice per n, quindi restano

solo le possibilita A}, = A,, e A}, = {id}. Ma quest’ultima implicherebbe che A,, sia abeliano, assurdo.
Proposizione - (*) automorfismi interni: Vn vale Z(S,) = {id}, da cui segue Inn(S,,) = S,,.

dim. I casi n = 2,3 si trattano a mano. Sia id # o € S,. Costruiamo 7 € S, che non commuti con o.
o#id=Jke{l,...,n} o(k) # k. Se prendo j # k,o(k),o(c(k)) e considero 7 = (k,o(k), j) si ha per
costruzione 7 o o (k) = j # o(o(k)) = o0 o 7(k), e quindi 70 # o7 come voluto.

Proposizione - (*) automorfismi: Aut(S,) =S, ¥n € N\ {2,6}.
dim. La dimostrazione si divide in due parti:

1. se un automorfismo manda trasposizioni in trasposizioni, allora & interno;

2. un automorfismo manda trasposizioni in trasposizioni se n # 6;

Per la prima parte, TODO.

Per la seconda, notiamo che un automorfismo preserva gli ordini degli elementi e le classi di coniugio.
Quindi, preso f € Aut(S,), si ha che f((1,2)) ha ordine 2 (quindi & il prodotto di k 2-cicli) e che
f(CU(1,2))) = CI(f((1,2)) = #CI((1,2)) = #CI1(f((1,2)). Usando la formula per la cardinalita delle
classi di coniugio vista a inizio paragrafo, si ha:

n! n!

#ClU((1,2)) = m #CU(f((1,2)) = P Kl(n — 2!

Uguagliando le due espressioni, (n — 2)! = 2*=1 . k!(n — 2k)!. Da qua si mostra che le uniche soluzioni
per (n,k) sono (n,1), (6,3). Quindi a meno che n = 6, si ha che k = 1 e quindi una trasposizione viene

mandata in trasposizione.
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1.10 Presentazione di gruppo

Definizione - gruppo libero: chiamiamo gruppo libero su n generatori 'insieme
grupp grupp g

Mgtk eNyije{l,...,n} ea; €+l V1< j <k, sridotta}

F,={(x1,...,2n) = {3:%1 o

Ignorando I'ultima condizione esso € I'insieme delle stringhe (scritture formali) di lunghezza finita ottenute
concatenando come caratteri degli x; oppure dei loro inversi (definizione solo formale). Diciamo che una
tale stringa ¢ ridotta se non esiste ¢ tale che esistano un z; e un x; ! consecutivi. Chiaramente per ciascuna
scritta esiste la stringa ridotta, ottenibile in un numero finito di passi. Talvolta si dice che due stringhe a
cui e associata la stessa stringa ridotta sono equivalents.

Cio ci permette di dare a F), struttura di gruppo: 1’operazione e quella di concatenare le stringhe una accanto
all’altra, I’elemento neutro ¢ la stringa vuota e l'inverso di s & la stringa ottenuta riscrivendo s da destra
a sinistra al contrario e cambiando segno agli esponenti (& gia ridotta e chiaramente concatenandola a s e
riducendo si cancella tutto).

Notare che la definizione funziona ugualmente anche se il gruppo dei generatori ¢ infinito (continuiamo a
considerare le stringhe finite). In tal caso chiameremo (X) il gruppo libero generato da X.

Esempio: F; = (z) = {aF|k € Z} 2 Z.

Proposizione - proprieta universale del gruppo libero: per ogni gruppo G si ha

V1 <i<n Hom(F,,G) <+ G" = (g1,...,9n)|9: € G,
ovvero sono in bigezione.
dim. basta fare delle verifiche formali (lasciate per esercizio), la bigezione ¢ quella naturale.
Definizione - presentazione di gruppo: Dato G gruppo diciamo che (S|R) & una presentazione di G se:

e S C G ¢ un insieme di generatori di G

e R C (S) (gruppo libero generato da S) & un insieme di relazioni, tale che I : (S) — G surgettivo con
Ker(p) = Ng piu piccolo sottogruppo normale di (S) che contiene (R).

Intuitivamente, sono scritture formali tali che una volta valutate nel gruppo G siano ’elemento neutro.

Cio sara chiarito dall’esempio.
Notare che, nella notazione della definizione e usando ¢ vale G = (S)/Ng.
- la presentazione € un invariante per isomorfismo
- non tutti i gruppi ammettono presentazione finita (sia come generatori che come relazioni)

- la presentazione non € unica (ci possono essere vari insiemi di generatori o varie relazioni ammissibili)

a ogni presentazione & associato un unico gruppo (a meno di isomorfismo)

Esempio: Z/nZ = (xz|z™ = 1) (di solito invece di indicare le relazioni si scrive “stringa” = el. neutro).
Esempio: il gruppo libero generato da S ha presentazione (S) = (S|0).

Esempio: Per dire che due elementi commutano basta scrivere [a,b] = 1 (si ricorda che [a,b] = aba=1b~1
¢ il commutatore). Quindi ad esempio Z/27Z x Z/27 = (x,y|x? = y* = zyx~1y~1 = 1) e I'informazione il
gruppo ¢ abeliano” puo essere espressa mediante le relazioni {[g, h] = 1|g, h € G}.
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E un utile esercizio mostrare che le seguenti due sono presentazioni usando la definizione data sopra:
. . . . . . . . —_ c
Esempio: D, = (r,s|r" = id, s> = id, srsr = id) (da queste relazioni si ricava s%rbs¢r® = satep(=1)0+d),
2 1;
J)-
A cosa ci serve una presentazione? Intuitivamente, € I'insieme dei check minimali da fare quando si costruisce

Esempio: Qs = (i, jli* = 1,27 = 1,jiji = 1) = (i, jli* = 1,8 = j2, ji = i~

un omomorfismo definendolo prima sui generatori e poi volendolo estendere. Nella pratica, & molto difficile

lavorarci e costruirle, nel corso si usano principalmente per “riconoscere” D,, oppure (s mentre si studia un

gruppo.

1.11 Esercizi di classificazione

Esempio - classificazione dei gruppi di ordine 12: Gli unici gruppi di ordine 12 sono, a meno di
isomorfismo: Z/127Z,7./27 x Z/6Z, D¢, Ay, 7./3Z x Z]AZ.

dim. Notiamo 12 = 22 - 3. Siano P, P; rispettivamente un 2-Sylow e un 3-Sylow di 12. Notiamo che
PN P; = {e} (le cardinalita sono coprime) e quindi PoP; = G (per cardinalita). Dal teorema di Sylow si
vede che no = 1,3 e ng = 1,4. Guardando le possibilita e le cardinalita, necessariamente uno tra P, e Ps
é normale in G (due 3-Sylow distinti devono necessariamente avere intersezione banale, quindi se ng = 4 si ha che i tre 3-Sylow hanno unione di
cardinalita 4 - (3 — 1) + 1 = 9; un 2-Sylow ha chiaramente intersezione banale con questa unione, quindi deve essere contenuto nei 12 — 9 + 1 = 4 elementi
rimanenti, da cui segue che ce ne pub essere uno solo) ; qUINdi G =2 Py X P3 oppure G = Py x P3. Poiché Py 2 7Z/37Z e
P, 2 7./4Z oppure Py = 7./27, x 7./27 facciamo i casi:

o G =Py x Py, P, 27/47. Quindi G = Z/4Z x4, Z/3Z. ¢ : L/3Z — Aut(Z/AZ) = 7./2Z e quindi
P'unica scelta per ¢ ¢ l'identita (i due gruppi hanno ordini coprimi). Quindi G & Z/4Z x Z/37 =
Z7/127Z.

o G=Pyx Py Py =7/27 x 2. Quindi G = (Z,/22)% x, Z/3L. ¢ : L/3T — Aut((Z/2Z)?) = S5 e
quindi abbiamo due scelte.

— ¢ =ide quindi G = (Z/27)* x /37 = 7.)27 x 7./ 6Z.
— ¢ # id che ci dd G = Ay, con lisomorfismo che manda (Z/2Z)? nel Klein e Z/3Z nel gruppo
generato da un tre ciclo.

o G =Py x Py, P, 27Z/AZ. Quindi G = Z/3Z X, Z/AZ. ¢ : ZJAZ — Aut(Z/3Z) = Z/2Z e quindi
abbiamo due scelte:

—¢p=1d e quindi G 2 Z/4Z x Z/3Z = 7 /127 (gia visto)
— ¢ # id che non da ”gruppi noti”; scriviamo solo G = Z/3 x Z/4Z

o G Pyx Py, Py = 7)27 x 7,)2Z. Quindi G = Z/3Z x, (Z/2Z)%. ¢ : (Z/2L)*Z — Aut(Z/3Z) =
Z/2Z e quindi abbiamo due scelte (in realta le scelte sono 4, se consideriamo i due generatori canonici,
ma tre di esse sono chiaramente isomorfe):

— ¢ =id e quindi G = (Z/27)* x /37 = 727 x 7/67Z gia visto.

— ¢ # id, e quindi Ker(p) = Z/2Z. Sia Ker(¢) = (x) con z € G, e siano y,z € G tali che
(z) 2 ZJ3Z e (x){y) = (Z/2Z)? = G = (2) x (x)(y). Allora per definizione (essendo ¢, il
coniugio per z) si ha zzz™! ! = 2y = yo = Si puo allora mostrare che Z(G) = Z/67Z.

Poiché

=z, zyz”

Esempio - classificazione dei gruppi di ordine 8: gli unici gruppi di ordine 8 sono, a meno di
isomorfismo: Z/8Z,7/27 x 7.JAZ, (Z./27)*, D4, Qs.
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dim. Facciamo qualche considerazione sugli ordini degli elementi. Detto G un gruppo di ordine 8 e preso
g € G per Lagrange ord(g) € {1, 2,4, 8}.

- se tutti gli elementi hanno ordine 2 G' & abeliano; basta infatti notare che in tal caso si ha g> = ¢ e
quindi g=! = g Vg € G. Da cio segue gh = g~ 'h=! = (hg)~! = hg Vg, h € G. Usando il teorema di
struttura, questo caso ci da G = (Z/27Z)3

- se un elemento ha ordine 8 allora G ¢ ciclico e G = Z/8Z

- se nessuna delle precedenti condizioni ¢ verificata Ja € G tale che ord(a) = 4. [G : (a)] = 2 =
(a) 9« G = preso b € G\ {(a) si ha G = (a) U b{a) (G & unione delle classi laterali), ovvero
G = {e,a,a? a® b,ba,ba? ba*}. Notiamo che, essendo (a) normale, necessariamente bab~' € (a).

Facciamo i casi:

- bab~! = e = a = e assurdo

~bab~ ! =a? = (bab )2 =a* = e = ba’b™! = e = a® = e assurdo

- bab~! = a = ab = ba da cui si verifica facilmente che G & abeliano. I casi con G abeliano sono
dati dal teorema di struttura, e sono quelli nel testo.

- bab~! = a® = a~!. In questo caso distinguiamo due casi in base a ord(b), notando che le
possibilita (per come abbiamo fatto i casi) sono solo 2 e 4:

* se ord(b) = 2 si puo verificare che G = Dy, mediante I'isomorfismo che manda a — r, b +— s;
la presentazione di gruppo in questo caso & {(a,bla* = 1,b*> = 1,ba = ab) (notare che & la
stessa di Dy)

* se ord(b) = 4 si puo verificare che G = Qg, mediante ’isomorfismo che manda a — i, b — j;
la presentazione di gruppo in questo caso & {(a,bla* = 1,b* = 1,ba = ab) (notare che ¢ la
stessa di Qg)

Esempio - classificazione dei gruppi di ordine 30: Gli unici gruppi di ordine 30 sono, a meno di
isomorfismo: Z/30Z, D15, D5 x Z/37, D3 x 7./5Z.

dim. Notiamo innanzitutto che 30 = 2- 15 e quindi ¢ della forma 2d con d dispari. Pertanto, detto G un
generico gruppo di ordine 30, esiste H <« G con #H = 15. 15 = 3 -5, quindi ¢ della forma pg con p, q
primi. Per quanto visto a teoria, poiché 315 —1=4si ha H X Z/3Z x Z/5Z = Z/15Z e quindi H = (z)
(& ciclico). Sia ora y € G di ordine 2, che esiste per Cauchy. Chiaramente y ¢ H per una questione di
ordini. Quindi (x) N (y) = {e} e per cardinalita (z)(y) = G, da cui segue dal teorema di decomposizione
in prodotto semidiretto (ricordando che (x) € normale) che G = (x) %, (y) = Z/15Z %, Z/27Z. Sempre

dal teorema segue che ¢ : (y) — Aut((z)) ¢ il coniugio, ossia ¢, (z) = yry .

Notiamo che Aut((z)) = Aut(Z/15Z) = (Z/15Z)* = (Z/3Z)* x (Z/5Z)* = Z/2Z x Z]/4Z. Poiché y ha

ordine 2 necessariamente ¢, ha ordine 1 (quindi ¢ id) oppure 2. In entrambi i casi ¢, (py(z)) = .

Notiamo intanto che per normalita di (z) si ha ¢, (x) € (z) e quindi yzy~! = p,(z) = z*. (¢,15) =1,

perché altrimenti ¢, non sarebbe automorfismo, e che © = @, (¢, (z)) = 22 = 2¢ = 1 (mod 15). Cid
£=+1 (mod 3)

implica e ci da percid quattro casi:
=41 (mod 5)

£=1 (mod 3)
£=1 (mod 5)
Quindi il gruppo & abeliano, ovvero G = () x (y) = Z/27Z x Z/15Z = 7/30Z.

1

=/(>~1 (mod 15) = yaxy ' =2 = yxr = zy.
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{=1 (mod 3
- ( ) = (>4 (mod 15) = yzy~ ' = z*
£= -1 (mod 5)
Si pud osservare che cio implica yzSy~
G =2 D5 x 7/37 con l'isomorfismo che manda z + (r,1), y — (s,0).

I = 2% = 2% € Zg. A questo punto si verifica manualmente

= —1 (mod 3
- (m ) = (2>~ —4 (mod 15) = yry ! =24
£=1 (mod 5)
In modo analogo a prima z® € Zg e si verifica manualmente G = D3 x Z/57.
£=—-1 (mod 3
i, (m ) =021 (mod 15) = yry ! =271
£= -1 (mod 5)

Riconosciamo adesso la presentazione di Di5. Si ha allora G & Dqs.

Esempio - (*) gruppi semplici piccoli: Quali sono i possibili ordini < 100 di un gruppo semplice.

Ricordiamo che un gruppo G si dice semplice se i suoi unici sottogruppi normali sono {e}, G.

dim. Si raccomanda di provare prima l’esercizio per conto proprio, perché per quanto noioso ¢ utile per
ripassare tutte le tecniche viste sulla classificazione gruppi. Si lascia qui uno sketch di svolgimento, detto

n Pordine del gruppo G da studiare.

Vediamo prima i casi noti dalla teoria:

e n = p primo = G semplice (perché?)

e n = p* con p primo = G NON semplice (perché?)
e n = pg con p,q primi = G NON semplice (perché?)
e n = 2d con d dispari = G NON semplice (perché?)

Vediamo ora dei casi in base a come si scompone in fattori primi n < 100. I casi a mano generalmente
si trattano con Sylow (se si mostra n, = 1 per qualche primo p|n allora il Sylow ¢ normale, quindi il
gruppo non e semplice; potrebbero funzionare approcci che usino cardinalita cominciando col supporre
n, > 1Vp|n)
e n ha > 4 primi distinti. Alloran > 2357 = 210 assurdo. Quindi il caso non si pone.
e n=p®’r® con p < ¢ < r primi e a,bc > 1.
— sec>2alloran>2-3-52>100. Quindi ¢ = 1.
—seb>3n>2-3%-5>100. Quindi b= 1,2
—sea=b=1,n=pgr= G NON semplice (per esercizio)
— se b = 2, allora necessariamente per n < 100 p = 2,q¢ = 3,7 = 5 e n = 90 gia trattato
— resta n = p®qr con a > 1, che da i casi n = 60,84. Per n = 60 esiste A che ¢ semplice. Per
n = 84 si mostra G NON semplice.
e n = p®® con p,q primi. Escludiamo i casi @ = b = 1, gia trattati. Abbiamo allora solo i seguenti
casi:
— n = 2%.3% che possono essere trattati a mano. Un modo veloce di gestirli ¢ notare che ng = 4
oppure 16.
oog2 se ng = 4 'azione di coniugio sull’insieme dei 3-Sylow da un’immersione di G in Sy (il nucleo
dell’azione ¢ normale in G quindi deve essere banale se G semplice), che ci da pochi casi
tutti NON semplici.

27



oog2 se n3 = 16 abbiamo per cardinalita solo n = 48,96 e si potrebbero trattare a mano. Si pu®
perod notare che n2|3 in entrambi i casi e quindi n2 = 3 e in modo analogo a prima se G

fosse semplice dovremmo poterlo immergere in S3, assurdo. Quindi NON sono semplice.

— n = 2¥p con p primo. Il caso k = 1 & stato gia trattato, k = 2 si pud trattare a parte, gli altri

(n = 40,56, 80, 88) vanno fatti a mano e NON sono mai semplici.

— rimangono infine i casi n = 45,63,75,99, 100, che si trattano a mano e NON sono mai semplici

Gli unici gruppi semplici di ordine fino a 100 sono allora Z/pZ e As.

1.12 Invertibili modulo n

(Non tutti gli anni viene svolta ad Aritmetica)
Proposizione - invertibili modulo n: (Z/nZ)* (come gruppo moltiplicativo) & ciclico se e solo se si ha
n=2,4,p" 2pF con p primo dispari, k > 1.
dim. La dimostrazione per n = p ¢ data ad aritmetica. I casi n = 2,4 si verificano manualmente.
Mostriamo prima il caso n = p*. Sia r un generatore modulo p.
lemma: uno tra r e r + p & generatore (mod p?).
dim. Poiché ¢(p?) = p(p—1) e r, r+p sono coprimi con p? si ha ord,2 (r), ord, (r+p)|p(p—1). Ma poiché
entrambi sono per definizione generatori (mod p) deve necessariamente valere p—1ford,z(r), ordy2 (r+

p). Quindi per entrambi gli ordini abbiamo due possibilita: p — 1 e p(p — 1). Supponiamo per assurdo

che entrambi gli ordini siano p — 1. Sviluppando il binomio di Newton si ha:
1=(r+p)? Zpl( >pirp1i =P 4 (p—DprP 2 =1—prP=? (mod p?),

dove la penultima congruenza segue dal fatto che per i > 2 I'addendo nella sommatoria & divisibile
per p? e quindi =0 (mod p?). Si ha quindi 0 = prP=2 (mod p?) che & assurdo essendo 7, p coprimi.
Sia ora s il generatore modulo p? trovato grazie al lemma. Ci occorre prima di tutto un lemma.

lemma: se a,m > 1 si ha (14 mp)?" =1+ mp®*t! (mod p®*2).

dim. Per induzione su a.
- Per il caso a = 1 basta usare il binomio di Newton:

P
. —1
(=3 (7))t =1 mg? P =1 g (mod 5
i=0
dove nella congruenza centrale abbiamo eliminato i termini con ¢ > 3 in quanto chiaramente
divisibili per p?.
- Per il passo induttivo a — a+ 1 scriviamo (1+mp)?" = 14+mp?t! +m/p®*2 (& l'ipotesi induttiva)
e procediamo in modo analogo:
+1 P .

(I+mp)”" = (14+p** (m4m'p))” = Z < ) Ut (mtm/p) = 14p* T2 (m+m/p) = 14mp®™2  (mod p»+3)

=0

lemma: s & generatore modulo p* per ogni k > 2.
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dim. Usando che s & generatore modulo p? e Lagrange si ha p(p — 1)|ord,« (s)|¢(p*) = p*~1(p—1), da
cui segue che ord,(s) = p"(p — 1) per qualche 1 < h < k — 1. Supponiamo per assurdo che h < k — 1
e quindi che ord,«(s)|p*~?(p — 1). Poiché s era per costruzione anche un generatore modulo p si ha

sP~1 =1 + mp per qualche m € Z. Usando il lemma appena mostrato si ha allora
1= 0D == (1+ mp)pkf2 =1+mp*~' (mod p"),

da cui segue che mp*~1! = 0 (mod p*), che implica p/m. Cio & perd impossibile visto che si avrebbe

sP~1 =1 (mod p?), ma s & un generatore modulo p?.

Questo conclude la dimostrazione della ciclicita per il caso n = p*. Per n = 2p* si ha per il teorema

cinese del resto:

(Z/nZ)" = (2)22)" x (Z/p"L)" = (Z/p"Z)",

dove l'ultima uguaglianza segue dal fatto che (Z/2Z)* ¢ il gruppo banale.

1.13 Consigli e reminder per risolvere gli esercizi

spesso vanno usati i punti precedenti;
vale la pena conoscere (bene) la struttura di D,, e Sp;

i sottogruppi di S, in generale fanno un po’ schifo. Alla richiesta di trovare sottogruppi di ordine dato

in S,,, quasi sempre si risponde con centralizzatori o normalizzatori, eventualmente intersecati con A,,;

i gruppi normali sono i Ker di omomorfismi, quindi di omomorfismi da gruppi semplici ce ne sono ben

pochi;

talvolta aiuta contare gli elementi di un certo ordine;

commutare/essere normale equivale a commutare con/essere normale a un insieme di generatori;
i prodotti A x B sono generati da A x {e} e {e} x B;

Za(H) < Ng(H), inoltre Ng(H)/Za(H) — Aut(H);

nel dubbio fai agire G su H < G per coniugio;

il numero n, di p-Sylow e l'indice in G del normalizzatore di un p-Sylow. Segue che il numero di

p-Sylow di un prodotto diretto e il prodotto dei numeri di p-Sylow;
se ho tanti p-Sylow, i normalizzatori sono piccoli;

il centro sta quantomeno nell’intersezione di tutti i normalizzatori, quindi se i p-Sylow sono tanti e i

normalizzatori sono piccoli, anche il centro non & troppo grande;
qualche p-Sylow di solito & caratteristico;

il generato da una classe di coniugio (o da un insieme di classi di coniugio) € normale. Quindi se G &

semplice, ogni classe di coniugio genera;

i p-Sylow di un sottogruppo sono tutti coniugati tramite elementi del sottogruppo. Se P & un p-Sylow
di G ed & contenuto in un sottogruppo H, allora P & un p-Sylow di H.
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2 Teoria degli anelli

Dove non diversamente specificato, A ¢ un anello commutativo con unitd con operazioni + e - (il cui simbolo

verrd, omesso). L’elemento neutro della somma sara indicato con 0, quello del prodotto con 1.

2.1 Definizioni e richiami di Aritmetica

Definizione - ideale: un ideale I di A & un sottogruppo additivo di A dotato della proprieta di assorbimento,
ossia tale che Va € Aal C I.

Definizione - ideale generato: dato un sottoinsieme S C A Iideale generato da S ¢ (S) = (Ngc 44 1-
Definizione - ideale principale: un ideale I di A & detto principale se 3x € A tale che I = (m)7
Definizione - ideale primo: P < A ¢ detto primo se Ve, y € Axy e P=x € Poy € P.

Proposizione - ideali principali primi: P = (z) ¢ primo < z & un elemento primo di A.

Definizione - ideale massimale: M <1 A proprio & detto massimale se VI < AM CICA=1=Mo
I1=A.

Definizione - elemento irriducibile: Sia A un dominio. x € A si dice irriducibile se Va,b € A © = ab =
a € A*Vbe A*.

Definizione - elemento primo: Sia A un dominio. p € A\ (A* U {0}) si dice primo se Va,b € A plab =
plaV plb.

Definizione - elementi associati: Sia A un dominio. z,y € A si dicono associati, “x ~ y” se vale una

delle seguenti condizioni equivalenti:
(i) Ju € A* z = uv;
(i) 2|y Ayle;
(iii) (2) = (y)-
Proposizione - primi e irriducibili: Sia A un dominio. Valgono le seguenti implicazioni:
(i) @ primo = x irriducibile;
(ii) z primo < (x) primo;
(iii) z irriducibile < (x) massimale nella classe degli ideali principali di A.
dim. dimostriamo solamente (iii). (=), dato z irriducibile Yy € A(z) C (y) € A = Ja € Az = ya, ma
poiché x irriducibile e (y) # A necessariamente a € A*, cioé x ~ y e quindi (z) = (y), cioé () massimale

tra gli ideali principali. (<), sia © = ab con a ¢ A*, per massimalitad (z) = (a) € A, da cui Jc a = ze.

Segue x(1 — bc) = 0 e quindi b € A*, cioe z irriducibile.

2.2 Ideali e proprieta

Gli ideali di un anello possono in un certo senso essere pensati come ’analogo dei sottogruppi normali in
un gruppo. Essi sono infatti i nuclei degli omomorfismi, e valgono per essi teoremi analoghi a quelli visti
in teoria dei gruppi, come vedremo adesso. Per questo motivo scegliamo la stessa notazione per indicarli:
I <A

Teorema - 1° di omomorfismo (per anelli): Siano ¢ : A — A’ un PN
omomorfismo di anelli e I < A tale che I C Ker(yp). Allora 3!f che fa l’” /'
commutare il diagramma a lato. f
Inoltre Imm(f) = Imm(y) e f iniettiva < I = Ker(y). A/l
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dim. Applichiamo il 1° teorema di omomorfismo per gruppi (considerando A, A’ come gruppi additivi)

e notiamo che la funzione ottenuta ¢ un omomorfismo di anelli, per le proprieta del quoziente.

Teorema - di corrispondenza (per anelli): Sia I < A e 7y : A — A/I la proiezione. Allora 7y induce
una corrispondenza tra gli ideali di A/I e gli ideali di A che contengono I. Tale corrispondenza preserva:
ordinamento per inclusione, indice, ideali primi, ideali massimali.

dim. Per il teorema di corrispondenza per gruppi (un anello & in particolare un gruppo additivo abeliano)
si ha che, detti X = {H < A|I C H}eY = {H < A/I}, la funzione o : X — Y che mappa H +> 7;(H)
¢ una bigezione tra i sottogruppi additivi di A e i sottogruppi additivi di A/I. Restringiamo ora « a
X'={H < A|IC H} e definiamo analogamente definiamo Y’ = {H <1 A/I} Sia & la funzione ristretta.
Poiché 7; € omomorfismo di anelli suriettivo, immagine di ideali ¢ ideale (esercizio) e quindi & manda
ideali in ideali. Sempre per omomorfismo, controimmagine di ideali ¢ ideali, quindi & : X’ — Y’ & anche
suriettiva. Ma allora per iniettivita «, & € una bigezione. & Preserva indice e contenimenti perché
lo faceva. Questa corrispondenza preserva inoltre primalita e massimalita perché m; € un omomorfismo
suriettivo il cui kernel (I) & contenuto in tutti gli elementi di X’.

Teorema - cinese del resto per anelli: Siano I,J < Ae f: A — A/IxA/J tale che f(a +— (a+1,a+J)).
Allora f ¢ omomorfismo di anelli, Ker(f) =INJe (I,J) =A<« f suriettiva.

dim. Che sia omomorfismo di anelli segue dal fatto che sia la proiezione su I che quella su J lo sono.
Ker(f)={ac€A|la+I=Tca+J=J}={acA|lacleac J} =1nNJ. Perlasuriettivita,
(I,J)=A=1e(l,J)=3xel,ye Jxz+y=1. AlloraVa,b € A dalla proprieta di assorbimento segue
che f(ax+by) = (ax+by+1,ax+by+J) = (by+Ilax+J) = (b(1—z)+,a(l—y)+J) = (b+1,a+J).
Nel verso opposto, f suriettiva = Va,b € Adx € A (z+1,x2+J) = (a+1,b+1) =z € A (x+1,z+1) =
1+, J))=zxed,yelae=14+y=1€(I,J)={,J)=A.

Teorema - lemma di Zorn: Sia (X, <) un insieme non vuoto parzialmente ordinato (poset). Esso si dice
induttivo se ogni catena (sottoinsieme di X totalmente ordinato) ammette maggiorante. Se X ¢ induttivo,
allora esiste un elemento massimale.

dim. Sirimanda al corso di teoria degli insiemi.

Proposizione - ideali massimali: Sia .# = {I < A} l'insieme degli ideali di A. Allora # ¢ un insieme
induttivo, ossia verifica le ipotesi del lemma di Zorn. Allora valgono le seguenti:

e ogni anello possiede ideali massimali (basta applicare Zorn a F#);

e ogni elemento non invertibile di A & contenuto in un ideale massimale (basta applicare Zorn a % N
{ideali contenenti ’elemento});

e ogni ideale proprio & contenuto in un ideale massimale (basta applicare Zorn a #N{ideali contenenti I'ideale fissato}).
Teorema - caratterizzazione ideali primi e massimali: I ideale. Allora valgono le seguenti:

e [ ¢ primo < A/I dominio;

e ] ¢ massimale < A/I campo.

Come corollario, I massimale implica I primo.
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dim. A/I dominio & Vz,y€e A ((z+DNy+1)=1<z+I=IvVy+I=I)cVr,yc A(zy+1=
ITecs+I=1IVy+I=I)&Ve,ycA(ayel s xeclVyel)s I eprimo. A/I campo < ogni suo
elemento ¢ invertibile < i suoi unici ideali sono 0 e A/I < (per corrispondenza) gli unici ideali contenenti

I sono I e A < I ¢ massimale

Teorema - ideali e omomorfismi: Sia f: A — B omomorfismo di anelli. Allora valgono le seguenti:
e controimmagine di ideale ¢ ideale;
e controimmagine di ideale primo & ideale primo.
Se f e suriettivo valgono inoltre:
e immagine di ideale e ideale;
e controimmagine di ideale massimale ¢ ideale massimale;

e immagine di un ideale massimale ¢ ideale massimale.
dim. esercizio.

Parliamo ora di operazioni tra ideali. Nelle definizioni I, J sono due ideali qualsiasi di A.

Definizione - ideali coprimi: I, J si dicono coprimi se I +.J = A. Intuitivamente, due ideali sono coprimi
se I'unico ideale che divide (i.e. contiene) entrambi ¢ (1) = A. Analogamente, I, J coprimi & dx € I,y €
Jr+y=1

Definizione - intersezione di ideali: I N J & un ideale.

Definizione - prodotto di ideali: indichiamo con I.J ideale (I.J) generato da {ij |i € I,j € J}.
Proposizione - prodotto e intersezione: IJ C I N J. Se inoltre I, J sono coprimi, vale 'uguaglianza.

dim. Il contenimento segue dalla proprieta di assorbimento comune sia a I che a J. Se inoltre 3z € I,y €

Jx+y=1sihaVzelINnJ z=uzz+yz € IJ, dunque I'uguaglianza.

Definizione - radicale: indichiamo con /T l'ideale {x € A | In € N 2" € I}.
Proposizione - radicale del prodotto: VIJ =vVINJ =vVINVJ

dim. Dalla definizione segue che per ogni I; C I ideali vale v/I; C v/T5. Quindi IJ CINJ = VIJ C
vINJ. Per il contenimento inverso si nota che, preso x € vVINJ en € N tale che ™ € I'NJ si ha
22 =" . 2" € IJ e dunque x € VI1J.

Proposizione - radicale di un primo: se P ¢ ideale primo v/P = P

dim. Dalla definizione segue P C /P. Sia ora z € VP e n = min{n’ € N | 2" € P}. Se fosse n > 1,
per primalitd di P si avrebbe z-2" ! =2" € P = 2 € PV 2" ! € P, contro la minimalita di n. Quindi

necessariamente n = 1, cioe x € P.

Proposizione - radicale di un ideale: Per ogni I < A si ha

Vi= () P

ICPA
P primo

In particolare \/@ = ﬂqu primo P.
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dim. Notiamo innanzitutto che per Zorn esiste almeno un ideale massimale (dunque primo) che contiene
I, dunque ci sono dei P da intersecare. Il contenimento “C” segue dalla monotonia del radicale. Per
il contenimento inverso, sia a € A\ v/I: vogliamo mostrare che esiste un ideale primo che contiene I
ma a cui ¢ non appartiene. Si ha 0 ¢ (a) = {a™ | n € N} poiché (a) NI = . Detto S = A\ (a),
sia #F ={J < A|ICJCS} % &non vuoto (I € .F) e induttivo. Per il lemma di Zorn esiste un
elemento massimale Q: se () & primo abbiamo concluso. Dimostriamo che ) & un ideale primo, cioé che

r,y€Q =2y ¢ Q. Sia x ¢ Q, allora:

e se z € S\ @, per massimalita di @ in S si ha (Q,z) € S, dunque esistono k € N, g € Q,b € A tali
che g + bx = a¥;

e se x € {(a), allora 3k € N x = a* e quindi vale ancora l’enunciato sopra scegliendo ¢ = 0,b = 1.

Dati allora z,y € A\ Q 3k1, k2, € N,q1,q0 € Q,b1,bo € A q1 + b1z = a™ A qo + byy = a*2. Dunque
abr R = (g + bix) (g1 + bay) = (@12 + qrboy + 1bix) + bibywy, dove qiga + qiboy + qibix € Q per le
proprieta di assorbimento e sottogruppo. Ma a*'t%2 ¢ Q = bibyxy ¢ Q = 2y ¢ Q.

2.3 Parti moltiplicative e campo dei quozienti

Definizione - parte moltiplicativa: un insieme S C A e detto parte moltiplicativa se € un semigruppo
moltiplicativo (ossia Vz,y € S zy € S) che non contiene 0 e contiene 1.

Da ora in poi S sara una parte moltiplicativa si A.

Definizione - localizzazione: si chiama localizzazione di A rispetto a S I'insieme S™'A4 := A x S/ ~ dove
la relazione di equivalenza & definita da (a, s) ~ (b,t) < at = bs. Indichiamo (a,s) € S™'A con £. S71A ¢
un anello le cui operazioni sono definite come le operazioni sulle frazioni.

Proposizione - A si immerge nella localizzazione: I'immersione f : A — S™1A data da f(a — i) e
un omomorfismo di anelli (la verifica ¢ immediata).

Proposizione - invertibili della localizzazione: (S™'A)* = {¢ € S™'A | 3b € A ab € S}. Inoltre
(9)_1 = 2% con b tale che ab € S.

S

dim. Un elemento ¢ della localizzazione ¢ invertibile sse 3% € S~ A tale che <. % = ‘;—i’ = %, cioe ab = st,

che accade se e soltanto se esiste in S un multiplo di a.

Teorema - ideali della localizzazione: gli ideali di S~!A sono tutti e soli gli insiemi della forma S—1I
con [ ideale di A.

dim. Se I ¢ un ideale di A allora S™'T = {2 |z € I'} ¢ un ideale di S~ A. La proprieta di assorbimento
di S11 segue da quella di I e da S parte moltiplicativa. Inoltre S~'I & un sottogruppo additivo, infatti:
e0cl=2%¢s;

° ES’_lI:>%z—féS‘llperchémEI:—xEI;

®|8 ®l|8

o LY ¢ S = f+i¥= % € S~ perché xt,ys € I per la proprieta di assorbimento di I e

st € S perché S parte moltiplicativa.

Dimostriamo ora che per ogni J ideale di S~'A esiste un I in A tale che J = S~'I. Consideriamo
I'immersione f : A < S™'A data da f(a — %). Sia I = f~!(J) la controimmagine di J tramite
lomomorfismo f. Allora S™' ={2 | f(z) € J, seSt={%|%eJ se€S} MaVez e A s S vale
i € J < £ € J (si moltiplica rispettivamente per e %), dunque S7'I = J.

Dall’'ultimo ragionamento segue che f~1(J) = f~1(J N f(4)), quindi moralmente “f~1(J) = J N A”.
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Teorema - ideali primi della localizzazione: esiste una corrispondenza biunivoca tra gli ideali primi di
S~'A e gli ideali primi di A disgiunti da S.

dim. Dimostriamo innanzitutto che se P & un ideale primo di A disgiunto da S, allora S~'P & un ideale
primo di S7!A. Si nota intanto ST'P # S~ A, infatti ST!P = S7'A & % € S71P < SNP # (). Inoltre
S~1P & un ideale per il teorema precedente. Mostriamo che ¢ primo: dato £% = 2% = B ¢ §~1P si
ha xyr = pst € P per assorbimento, dunque per primalita vale almeno una tra z € P,y € Per € P.

Sappiamo r ¢ P perché r € S e SNP =), segue x € PVy € P e quindi £ GS’lP\/% €Sp.

Sia ora f : A — S'A data da f(a — %) I'immersione. Siano P = {P < A primo | PN S = 0} e
Q ={Q < S7'A | primo}. Consideriamo le due funzioni o : P — Q definita da a(P + S~™'P) e
B : Q — P definita da S(Q — f~1(Q) = Q N A). Per quanto prima, o & ben definita. 8 & ben definita
perché la controimmagine di un ideale primo € un ideale primo e la controimmagine di ideali propri di
S~1A ha intersezione banale con S. a o 8 = id per quanto visto nel teorema precedente. Mostriamo
anche foa = id, ossia VP € P P = f~1(S71P). 1l contenimento P C f~1(S~'P) seguedaz € P = % €
SP =z € f~1(S7'P). Per quello inverso osserviamo che z € f~}(S7'P) = 3se S L =2¢c 5P
con p € Pr €S, quindi zr = ps € P e, poiché r € S e SN P = (), necessariamente z € P. Quindi
i(s-tp)ycrp.

Proposizione - ideali primi e parti moltiplicative: dato P ideale P & primo < A\ P & una parte

moltiplicativa.

dim. Sia § = A\ P. Peprimo & Ve,y € Aay e P=>a2x € Poye P& Vr,ye Az ¢ Pe
ygP=>ayd PoSVe,yc AveSeyeS=ayeSevVr,ycAzeSeyeS=ayeS& Seun
semigruppo moltiplicativo. Poiché 0 € P = 0 ¢ S S & una parte moltiplicativa.

Definizione - localizzazione: se P & un ideale primo, S = A\ P allora Ap = S~1A & detto il localizzato
di A a P; ¢ un anello locale, ossia ha un solo ideale massimale.
Definizione - campo dei quozienti: se A ¢ un dominio , e S = A\ {0} allora indichiamo con K l’anello

S~1A, che ¢ un campo, detto il campo dei quozienti di A. Esso & un campo ed ¢ il minimo che contiene A.

2.4 UFD, PID, ED

Definizione - UFD: un dominio a fattorizzazione unica (o UFD: Unique Factorization Domain) & un
dominio in cui per ciascun elemento non invertibile esiste una unica fattorizzazione come prodotto di elementi
primi; la fattorizzazione si intende unica a meno dell’ordine e della moltiplicazione per invertibili.
Definizione - PID: un dominio a ideali principali (o PID: Principal Ideals Domain) & un dominio in cui
tutti gli ideali sono principali.

Definizione - ED: un dominio euclideo (o ED: Euclidean Domain) € un dominio in cui
e csiste una funzione grado d : A\ {0} — N tale che Va,b € A\ {0} d(a) < d(ab);
e Va,be A,b#0 3q,r € A tali che a =gb+1r e r =0 oppure d(r) < d(b).

Si noti che la seconda condizione parla della divisione (appunto) euclidea.

Teorema - caratterizzazione degli UFD: A UFD < (i) ogni irriducibile ¢ primo e (i3) ogni catena discen-
dente di divisibilita & stazionaria (equivalentemente, ogni catena ascendente di ideali principali & stazionaria:
condizione piu debole di A Nétheriano).

Le condizioni sopra garantiscono rispettivamente I'unicita e l'esistenza della fattorizzazione in A.
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dim. Ad algebra 2.

Esempio: Usando la caratterizzazione si mostra che A = K[{¢/z | n > 1}] non & UFD, infatti esiste la
catena discendente di divisibilita {z=" },>, per cui 2z | 227,
Teorema - ideali primi in un PID: A PID = gli unici ideali primi sono (0) e i massimali.

dim. (0) & primo in ogni dominio e i massimali sono primi in ogni anello. Sia ora P = (), P # {0} ideale
primo. z primo = z irriducibile, dunque (x) massimale nella classe degli ideali principali, che in un PID

significa massimale.

Proposizione - come costruire un grado: prima di tutto si individuano gli invertibili e si assegna ad essi
il grado 1. Si procede induttivamente, individuando gli elementi tali che dividere per essi dia come possibili

resti solo 0 o elementi a cui e stato gia assegnato un grado < k € N e si assegna ad essi il grado k.
dim. Ad algebra 2 vedremo i dettagli.
Teorema - inclusioni: ED = PID = UFD.

dim. Per PID = UF D usiamo la caratterizzazione degli UF D vista prima.

(i) Sia x irriducibile, allora (z) massimale nella classe degli ideali principali di A PID, dunque massimale,
quindi z primo.

(i) Sia (a1) € (a2) € ... una catena ascendente di ideali. Allora I = (J, ;o @n ¢ un ideale. Poiché A &
PID, & principale I = (z) con = € A. Poiché x appartiene all’'unione degli (a,) esiste un ny per cui
x € (any). Ma allora (z) C (an,) C () = (an,) = (z) e quindi la catena & stazionaria da ng in poi,

infatti Vn > ng (2) = (an,) C (an) C (z).

Per ED = PID consideriamo un generico ideale I di A e dimostriamo che € generato da un qualsiasi suo
elemento di grado minimo in I, sia esso x. Dato y € I, per divisione euclidea esistono ¢, € A tali che
y=gqr+rconr=0Vd(r)<d(xz), mar=y—qgz€ I non puo avere grado minore di z, dunque r = 0,
ossia y € (). Quindi I C (z) C I, cioe I = (z).

Definizione - massimo comune divisore: Ci sono definizioni differenti che si adattano alla struttura con

cui stiamo lavorando; si dimostra pero che sono consistenti. Siano a,b € A non entrambi nulli.

e in un UFD: siano pi,...,ps i primi che dividono almeno uno tra a e b e siano «y, 3; € N tali che
a=TI_,p2,b=TI_, p. Allora MCD(a,b) :=[]_, prrintes B,

e in un PID: MCD(a,b) & definito come 'elemento d che soddisfa (d) = (a,b);

e in un ED: MCD(a,b) & definito come il risultato dell’algoritmo di Euclide (che termina sempre)

applicato ad a, b.

dim. sono consistenti. Sia A PID; per quanto visto prima A ¢ anche UFD. Consideriamo d = M CD(a,b)

secondo la definizione negli UFD. Dobbiamo dimostrare che vale anche (d) = (a, b) e quindi d coincide con
quello trovato dalla definizione per i PID. Guardiamo la fattorizzazione degli elementi in (a, b) = {az+by |
z,y € A}. Possiamo sicuramente isolare dai due addendi [];_, p?m{a“’gi}, da cui segue che (a,b) C (d).

Per Daltro contenimento, osserviamo che A PID = 3d’ € A (a,b) = (d') C (d) = d' | Hlep?ﬁn{a"”ﬂ"'}.
Se pero almeno uno degli esponenti fosse piu piccolo, diciamo quello di p; avrei un assurdo perché
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esisterebbero x,y € A d = ax + by e basta allora guardare ’equazione modulo p]{nin{al’ﬁ 1, Quindi
d =d.

Sia ora A ED; per quanto visto prima A & anche PID. Sia d tale che (d) = (a,b). Se l'algoritmo di
Euclide termina subito (cioe se a = ¢b), allora & chiaro (b) = (a,b) = (d). Se invece a = gb+r con r # 0,
induciamo sul numero di passi dell’algoritmo. Per ogni z vale (z|b A z|r) < (z|b A z|a). Sia allora d
I’elemento trovato dall’algoritmo applicato a b e r, per ipotesi induttiva (J) = (b,r). Allora J|a A J|b, da
cui d|d, ma anche d|b A d|r, da cui d|d, dunque (d) = (d).

Teorema - Bezout: Dato A PID Va,b € A Jx,y € A tali che ax + by = MCD(a,b).
dim. segue dalla definizione di massimo comune divisore.

Esempio - dominio non UFD: Z[y/—5]. Si usa che puo essere dotato di una norma moltiplicativa (quella
standard) e che 6 =2-3 = (1 ++/=5)(1 — v/=5), tutti primi.

Esempio - UFD non PID: Z[x] ¢ UFD perché Z lo ¢, ma (2, z) non & principale. O anche Q[z, y] ¢ UFD per
lo stesso motivo e (z,y) non ¢ principale. Si noti che su Z[z] non vale il teorema di Bezout: 1 = MCD(2, z)
non si scrive come combinazione lineare di 2 e .

Esempio - PID non ED: Z[HT‘/TN]. La dimostrazione ¢ molto lunga e a lezione viene solo data l'idea.
Se interessati a una trattazione dettagliata potete seguire questo link.

Proposizione - (*) MCD ed estensioni: Siano A C B due UFD e (a,b) € A. Indichiamo con dg =
MCD 4(a,b) il massimo comun divisore di a e b su A, con dg quello su B. Vale sempre dg |g d4. Se inoltre

su A o su B vale Bezout, allora anche d4 |p dp, ma 'ultima divisibilita & falsa in generale.

dim. Sianoa =daxeb=dayconz,y € A. Allora MCDpg(a,b) = MCDg(daz,day) = daMCDg(z,y),
che & multiplo di d4. Se in A vale Bezout, esistono «, 5 € A aa + b = ds. Da dp |g a,b allora segue

anche dp | da, cioé dp e d4 sono associati in B.
Senza ipotesi aggiuntive l'ultima affermazione e falsa: consideriamo Z[a, b], MCD(a,b) = 1 e 'immersione
Zla,b] = Z[a,b, ] tramite a,b +— ax,bx. MCDgjqy 4 (az,br) = x, che non & unita.

Domanda: Vale in qualche senso anche 'inverso? E vero, per esempio, che dato A UFD, se per ogni B
UFD estensione di A vale V(a,b) € A dp | da, allora in A vale Bezout? Se trovate una risposta, per
favore fateci sapere.

2.5 Anelli di polinomi
Definizione - A[z]: A[z] é 'anello dei polinomi a coefficienti in A.
Proposizione - ideali primi: se P & un ideale primo di A allora P[z] & un ideale primo di A[x].

ﬁ%ﬁ ~ £z] e quindi P primo < 4 dominio = £ [z] dominio < % dominio

dim. basta notare che
< Plx] primo.

Proposizione - invertibili: A[z]* = {f(z) = >.I" a2’ € Alz] | ag € A*, a1,...,a, € \/(0)}.
dim. Dimostriamo i due contenimenti.
Lemma: /(0)[z] C /(0)[x]

dim. sia f(x) € 1/(0)[z]. Poiché f(x) ha finiti coefficienti tutti nilpotenti, esiste un esponente M tale
che tutti i coefficienti elevati a quel numero diano 0. Allora sviluppando con il multinomio di Newton
si ha che f(z) elevato alla deg(f)M fa il polinomio nullo, da cui segue f(z) € /(0)[z].
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Sia f(z) = Y.l ,az’ € Alz] tale che ap € A*, a ,a, € \/(0)]. Allora f(z) = ag — xg(z) dove
g(z) € V(0)[z] € /(0)[z]. Quindi esiste un esponente M € N tale che g(z)™ = 0. Scegliamo senza
perdita di generalitah M dispari (se un esponente funziona, chiaramente funzionano tutti quelli maggiori
o uguli a lui). Sia h(x) = ay'xg(x). Chiaramente anche h(z)® =0 Da 1 =1 h(z)™ = (1 — h(z))(1 +
h(x) + --- + h(x)™~1) segue che f(x)ag (1 + h(z) + --- + h(x)M~1) = (ap + aoh(x))ay* (1 + h(z) +

o h(@)MY) = (1 + h(z)(1 + h(x) + -+ + h(2)M 1) = 1 e quindi f(z) & invertibile. Cio dimostra
Alz]* D {f(z) = X1y aix’ € A[z] | ag € A%, ay,...,a, € \/(0).

Per Daltro contenimento consideriamo r tale che f(z)r(z) = 1. Allora f(0)r(0) = 1 e quindi ag € A*.
Alz] ~ A

Prendiamo ora un qualsiasi ideale primo P di A. P[z] & primo per il lemma precedente e Pha] = &z].
Consideriamo 1'uguaglianza f(z)r(z) = 1 in 4[z]. Poiche quest’ultimo ¢ un dominio, si ha che f(z)7(z) =
A A

1= f(z) € (5[z])* = f(z) € ($)* e quindi f(z) ¢ una costante. Da cid segue che tutti i coefficienti
diversi da ag sono in P, ossia f(z) —ag € Plz]. Ma allora f(2) — a0 € (p4a primo £[z] = v/ (0)[z]. Da
cio segue Afz]* C {f(z) =Y ja;z’ € Alz] | ap € A*, a1,...,an € \/(0)

Definizione - contenuto: dato A UFD, f = Y " ja;2" € Alz] chiamiamo contenuto di f ¢(f) =
MCD(ag,...,an).

Definizione - polinomio primitivo: dato A UFD, f € Alx] si dice primitivo se ¢(f) = 1.

Teorema - lemma di Gauss: Sia A UFD e f,g € A[z]. Allora ¢(fg) = ¢(f)c(g)-

dim. Consideriamo prima di tutto il caso in cui sia f che g sono primitivi. Sia f(z) = Y., a;z’,
g(x) = 2" bixt. Allora f(x)g(x) = S0 a¥( X0 aibg_i). Sia ora p un qualsiasi primo, e siano
ng, Mo 1 minimi interi tali che ay,, by, non siano multipli di p (devono esistere altrimenti non si potrebbe
avere ¢(f) = ¢(g) = 1). Allora si ha Z”°+m° aibg—i = anybm, #Z 0 (mod p) e quindi p 1 ¢(fg). Quindi
anche ¢(fg) = 1 poiché non & diviso da nessun primo.

Nel caso generale, consideriamo fi,¢1 € Alx] primitivi e tali che f = ¢(f)f1,9 = ¢(g)g1. Allora si ha
c(fg) = c(e(f)e(g) frgr) = e(f)elg)e(frgn) = e(f)e(g) per quanto detto.

Corollario - 1: Sia A UFD, K il suo campo dei quozienti e f,g € A[z] con g primitivo tali che g(x) | f(x)
in K[z]. Allora g(z) | f(z) in Alx].

dim. Sia h(z) € KJz] tale che f(x) = g(x)h(z) e siano a € A, hy € Alz] tali che ah(z) = hy(z) (basta
considerare i coefficienti di A come ridotti ai minimi termini e prendere il mcm dei denominatori). Allora
si ha af(z) = g(x)h1(z). Applichiamo il lemma di Gauss e otteniamo che ac(f) = ¢(g)c(h1) = ¢(hy), e

hl(r

quindi a | ¢(h — 1), da cui segue h(z) = € Alx], come voluto.

Corollario - 2: Sia A UFD, K il suo campo dei quozienti, f € Alz] e g, h € K[z] tali che f(z) = g(z)h(x).
Allora 3¢y, hy € Alx] con deg(g1) = deg(g), deg(h1) = deg(h), e f(z) = g1(x)hi(x).

dim. Come prima siano a,b € A, go, ho € Alx] tali che ag(z) = go(z). Sia go(z) = c(g0)g1(x) con g1(x)
primitivo. Allora g1(z) | f(z) in K[z] e siamo nelle ipotesi del corollario 1, e quindi ¢g1(z) | f(z)inA[x].
Da af(z) = ag(z)h(z) = c(go)g1(z)h(z) segue che allora possiamo definire hy(z) := a=te(go)h(x) € Alx]
e abbiamo la tesi.

Teorema - equivalenza interessante: A campo < A[z] PID.
dim. Supponiamo A[z] PID. Notiamo intanto che A[z] dominio = A dominio, essendo A un sottoanello

di Afz]. Consideriamo I’omomorfismo di valutazione in 0 g : A[z] — A. Chiaramente & suriettivo (basta
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guardare i polinomi costanti) e Ker(¢o) = (x), da cui segue A[z]/(z) = A. Poiché 'immagine A & un
dominio, necessariamente 'ideale (z) & primo, e quindi, essendo # (0), per quanto visto sugli ideali primi
nei PID & un ideale massimale. Allora per A[z]/(z) = A vale che A & un campo.

Sia ora A un campo. Allora Afz] ¢ un ED con grado dato dal grado del polinomio (dimostrazione vista

ad aritmetica), e quindi in particolare ¢ un PID.

Teorema - irriducibili in Afz]: Se A ¢ UFD gli irriducibili di A[z] sono tutti e soli gli elementi f tali che
o f € A irriducibile oppure deg(f) > 1, ¢(f) =1 e f irriducibile in K|[z].

dim. Chiaramente f(z) = g(z)h(z) con g(x)h(x) € Alz] = deg(g),deg(h) < deg(f). Quindi se deg(f) =
0 per forza se si fattorizza f in A[z] la fattorizzazione deve contenere solo costanti, ossia elementi di A,

e quindi ¢ irriducibile se e solo se ¢ irriducibile in A.

Se invece deg(f) > 1 distinguiamo i casi. Se ¢(f) # 1 allora f(z) = ¢(f)fi(z) con fi(z) primitivo non
costante. Nessuno dei due termini ¢ invertibile e quindi f non e irriducibile. Se invece ¢(f) = 1 notiamo
intanto che f irriducibile in K[z] = f(z) irriducibile in A[z] (una fattorizzazione in A[z] & valida anche
in Kz]). Dimostriamo ora che irriducibile in Alz] = irriducibile in K[z]. Se f riducibile in K|x] esistono
g,h € K[z] tali che < deg(g)deg(h) < deg(f) e f = gh e quindi , per il secondo corollario del lemma di
Gauss esisterebbero g1, h1 € Alx] tali che deg(g1) = deg(g), deg(hy) = deg(h), e f(x) = g1(z)h1(x), da
cui f & riducibile anche in A[z]. Quindi se f & un polinomio primitivo non costante, & irriducibile in A[z]

se e solo se lo ¢ in K[z].
Teorema - polinomi UFD: A UFD = A[z] UFD.

dim. Sia K il campo dei quozienti di A e sia f(z) € A[z]. Allora f(z) € K|x] che per quanto visto &
un PID e quindi un UFD. Sia f(z) = [[;_, gi(2)* la fattorizzazione di f(z) in K[z] (wlog g; tutti non
costanti). Dal corollario 2 del lemma di Gauss segue che esistono hy,...,hs € Alz] tali che deg(g;) =
deg(h;) Vi = 1,...,s (si nota che dalla dimostrazione del lemma e del fatto che i g; erano irriducibili
in Kz] segue che anche gli h; sono irriducibili in K[z]) e f(x) = []]_; hi(x)* = T1]_, (c(h;)ki(x))* =
[T, e(hi)® [T, ki(x)™ dove i k; sono polinomi primitivi non costanti. Poiché essi sono primitivi
e irriducibili in K[z] (per costruzione) sono anche irriducibili in A[z]. Il fatto che la fattorizzazione
[1;_, ki(2)™ sia I'unica possibile per il secondo termine segue dall’unicita della fattorizzazione in K|[x].
Inoltre [];_, c¢(h;)* € A = possiede un’unica fattorizzazione in irriducibili poiché A ¢ UFD. Quindi i
due termini che compongono f(z) hanno ciascuno un fattorizzazione unica, e metterle insieme fornisce
una e una sola fattorizzazione per f(x) perché in un caso stiamo considerando solo irriducibili di Afz] in

A e nell’altro caso solo irriducibili in Afz] \ A.

Teorema - criterio di Eisenstein: Sia A UFD, f(z) =Y " ja;z’ € Az] primitivo e p € A un primo tale
che (i) ptan, (ii) p | a; per i =0,...,n — 1, (iii) p> { ap. Allora f(z) & irriducibile in A[z] (e quindi anche
in K[z] per uno dei teoremi precedenti).

dim. Chiaramente si deve avere deg(f) = n > 1. Supponiamo che esistano g, h € Alz] tali che f(x) =
g(x)h(x). Vediamo l’equazione di prima modulo p, considerando le immagini dei polinomi nell’anello
A

@[517]
¢ un monomio allora sono entrambi monomi (basta guardare i termini di grado minimo e massimo nel
k

~J

%. Per ipotesi: a,2" = f(r) = g(z)h(z) (mod p). Poiché se il prodotto di due polinomi
prodotto e notare che i gradi devono coincider), I'unica possibilita ¢ g(z) = bz?, h(z) = cx® con j+k =n
e b,c Z0 (mod p) (poiché bc = a,, 0 (mod p)). Allora si ha g(z) = bx? + pgi(x), h(x) = cz* + phy(z)
dove g1,h1 € Alz]. Notiamo ora che se j,k > 1 agf(0) = g(0)h(0) = pg1(0) - ph1(0) = p?>g1(0)h1(0) e si
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ha quindi un assurdo. Quindi almeno uno tra j e k & uguale a 0. Supponiamo senza perdita di generalita
j. Allora si ha anche k = n — j = n. Guardiamo i gradi dei polinomi. f(z) = g(x)h(z) = n = deg(f) =
deg(g) + deg(h) Poiché h = cx™ + phy(z) e pt ¢, necessariamente deg(h) > n = deg(h) = n,deg(g) = 0,
che € assurdo perché allora g € una costante che divide f, che contraddice il fatto che f sia primitivo.

2.6 L’anello Z|[x]

Proposizione - ideali primi e massimali: Gli ideali primi di Z[x] sono della forma: (p), (p, u(x)), (A(x))
dove p & un primo, p(z), A(z) sono polinomi rispettivamente irriducibili in Fp[z] e Z[z]. Gli ideali massimali,

invece, sono solo quelli della forma (p, u(x)) con p, u(x) come prima.

dim. Sia M C Z[z] un ideale massimale. Notiamo che massimale = primo quindi caratterizziamo prima
gli ideali primi e poi vediamo se possono essere massimali. Consideriamo 'immersione ¢ : Z — Z[x]. ¢ &
un omomorfismo, quindi controimmagine di ideale primo & ideale primo: :=*(M) = M NZ C Z & ideale
primo. Poiché Z & PID, gli ideali primi sono (0) e i massimali, dove i massimali sono della forma (p) con
p primo. Distinguiamo i casi.

e M NZ = (p): proiettiamo M in F,[z] (usiamo che % = (%[a:} = Z/pZ[z] = Fplz]). Poiché
la proiezione, che chiamiamo 7,, & un omomorfismo suriettivo, immagine di ideale primo ¢ ideale
primo. Come prima poiché F,[z] & PID si ha o (M) = (0) o m,(M) = (u(x)) con p(z) irriducibile in
F,[z] (e u(z) ottenuto riducendo modulo p tutti i coefficienti di un opportuno polinomio u[z] € Z[z]
(che esiste sempre, ad esempio p(x) = ). Nel primo caso si ha che ideale ¢ primo ma non

massimale, perché contenuto certamente in un ideale del secondo tipo. Nel secondo caso invece
M =7, (mp(M)) = 7, ((u(2))) = plz] + Ker(mp) = plz] + (p) = (p, w(2)).

e MNZ = (0): prendiamo il campo dei quozienti di Z, Q. Per teoria vista a lezione M ideale primo in
Z[z] corrisponde a S~ M ideale primo in Q[z], dove S = Z\{0}. Quindi, poiché Q[z] & PID, S~ M =
(M=) con M) € Q[z] irriducibile. Notiamo ora che per il lemma di Gauss Vp(z) € Z[z] primitivo
si ha (indichiamo (p(x))A[z] 'ideale generato da p(z) in Alz]) ((p(z))Q[z]) N Z[z] = (p(x))Z[x]. 11
lemma di Gauss ci dice infatti che se un polinomio a coefficienti interi e divisibile in QQ per p, allora
lo & anche in Z, e quell’equazione riflette insiemisticamente questo enunciato. Scegliendo allora un
rappresentante a coefficienti interi e primitivo per A[z] si ha M = ((A\(z))Q[z]) N Z[z] = (M(x))Z[z].

Dimostriamo ora che gli ideali di questa forma non sono massimali. (A(z)) ¢ massimale < (f([z]))

& campo. Poiché A\(x) deve essere non costante, esiste un valore z( tale che A(xp) # 0,+1. Esiste
allora ¢ un primo che divide zg. Se % campo, allora esisterebbero a(z),b(z) € Z[x] tali che
ga(z) + A(x)b(x) = 1. Ma valutando questa relazione in & = z si avrebbe allora un assurdo

guardando la divisibilita per q.

39



3 Teoria dei campi

Dove non diversamente specificato €2 € un campo qualsiasi con operazioni + e - (il cui simbolo verra omesso).
L’elemento neutro della somma sara indicato con 0, quello del prodotto con 1. K, L, F, F saranno sempre
sottocampi di questo campo ambiente 2.

3.1 Definizioni e richiami di Aritmetica

Definizione - estensione di campo: per dire che K & un sottocampo di § si scrive /K e si dice che
) & un’estensione di campo (o semplicemente “estensione”) di K. Indichiamo con [ : K] = dimg(Q) la
dimensione di {2 come spazio vettoriale su K. L’estensione si dice finita se [ : K] < 4o0.

Definizione - estensione semplice: dato o € Q\ K si indica con K () il minimo campo contenuto in 2
contenente sia K che o.

Definizione - estensione generata: dato S C (, indichiamo con K(S) = (\gck'cqF 'estensione
K'campo
generata da S su K.

Definizione - composto di campi: dati L, F', indichiamo con LF il minimo campo che li contiene entrambi,
ossia L(F) = F(L).

K[z] _ P K(a) Sia ora a € €. Indichiamo con ¢, l'omomorfismo di valutazione in «,
lﬂ / ossia @, @ K[z] — Kla] tale che p,(f(x) — f(a)). Poiché come visto
ol - sopra K[z] & un PID, Ker(y,) € principale, ossia Juq(z) € K[z] tale che
oy Ker(pa) = (ta(2))

Definizione - trascendente: se p,(x) definito sopra e il polinomio nullo, « si dice trascendente (su K).
Definizione - algebrico: se i, (x) non ¢ il polinomio nullo, « si dice algebrico (su K). In questo caso
K(a) =2 K|z], ossia & proprio come se a fosse un’indeterminata, ossia non si “combina” con nessun elemento
diverso da s stessa (e infatti possiamo pensare l'indeterminata x & un elemento trascendente su qualsiasi
campo).

Definizione - polinomio minimo: se « & algebrico, fissiamo p,(x) come 'unico generatore monico di
Ker(¢q). Esso coincide con 1'unico polinomio tale che (¢) € monico, (i¢) ¢ irriducibile, (i¢) si annulla in a.
(Si dimostra 'unicita e equivalenza delle definizioni). ps(x) cosi definito & detto il polinomio minimo di «
su K. Vale che deg(pq(x)) = deg(,fi[é])) = [K(a): K]

Definizione - estensione algebrica: L/K si dice algebrica se ogni elemento di L ¢ algebrico su K.

.

Proposizione - estensione finita & algebrica: se L/K ¢ finita di grado n basta notare che Voo € L

n

1,a,...,a™ sono linearmente dipendenti e quindi esiste un polinomio di grado al piti n che si annulla in «

(la combinazione lineare delle potenze di « fino a n che da come risultato 0).

3.2 Proprieta delle estensioni di campo

Teorema - torri di estensioni finite: dato il diagramma a lato, vale L/K finita < L/F e F/K

L
. . F
sono finite. Inoltre in questo caso [L: K] = [L: F|[F : K]. ‘

K

dim. Se L/K é finita, poiché F' C L anche F/K & finita. Inoltre una qualsiasi K-base per L/K & un F-
insieme di generatori per L/F, quindi anche L/F finita. Nell’altro verso, date L/F e F/K entrambe finite
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consideriamo due basi ay,...,an € Le B1,...,8n € F tali che L = F(ay,...,a,) e F=K(B1,...,08m)-
Mostriamo che {a;5; | 1 <i<mn,1 < j < m} sono una base per L/K.

e sono generatori: sia v € L; per {a;} base 3f1,...,f, € F v = >, fioy; analogamente per
{B;} base Vf; Iki1,...,kim € K f; = Z;"’Zl k; ;B;. Mettendo insieme le varie espressioni: v =
Doy i >ty ki By = 300y >oi kijaiBy e quindi a;8; generano

e lineare indipendenza: se 0 = Y0 3" kijaifl; = Yo7 a; 30" ki ;85 si ha per lineare in-
dipendenza degli «; che Vi = 1,....n Z;nzl ki jB; = 0 e allora per lineare indipendenza dei
6]' Vz:l,,anzl,,m ki’j:O.

Questo dimostra che 'estensione & finita e la moltiplicativita.

Teorema - shift di estensioni finite: dato il diagramma a lato, vale L/ K

finita = LF/F finita. Inoltre, [LF : F] < [L : K. / \
L F
dim. Basta notare che se aq,...,a, & una base per L/K, allora genera \ /
LF/F. K
Teorema - composto di estensioni finite: dato il diagramma a lato, vale LEF
L/K finita e F/K finita = LF/F finita. Inoltre, [LF : K] < [L: K][L : F]. / \
dim. Per shift, da L/K finita, segue LF/F finita e [LF : F] < [L : K. L F
Allora per torri da LF/F e F/K finite segue LF/K finita e [LF : K] = \ /

[LF: F|[F: K] <I[L:K]J[F:K]. K

Fatto: Un’estensione finitamente generata da elementi algebrici ¢ algebrica.

dim. Basta notare che gli elementi algebrici hanno grado finito sul campo base e quindi un’estensione
generata da un numero finito di essi ha grado finito (al piu il prodotto dei gradi). L’estensione ¢ finita,

dunque algebrica.

L
Teorema - torri di estensioni algebriche: dato il diagramma a lato, vale L/K algebrica P
< L/F e F/K sono algebriche. ‘
K

dim. Se L/K ¢ algebrica e a € L allora « algebrico su K = « algebrico su F' perché almeno un polinomio
in Flz] (il polinomio minimo di o su K) si annulla in o. Quindi L/F algebrica. Inoltre se « € F C L

allora « algebrico su K per ipotesi, e quindi F/K algebrica.

Per la freccia inversa, notiamo che o € L & algebrico su F' e quindi esiste il suo polinomio minimo su F'
flz) =" jaiz’ con a; € FVi=0,...,n. Allora o & algebrico su K (ao,...,a,) C F. Poiché F/K &
algebrica K(ag,...,a,) & un’estensione di K finitamente generata da elementi algebrici e quindi & finita,
che ci permette di dire che allora anche K(a,ag,...,a,) ¢ finita, e quindi algebrica, su K, e quindi « &

algebrico su K.
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Teorema - shift di estensioni algebriche: dato il diagramma a lato,
vale L/K algebrica = LF/F algebrica.

dim. Basta notare che se Va € L, se f(z) € K|[z] ¢ il polinomio minimo / \
di a su K, allora in particolare esso & un polinomio di F[z] che si annulla \ /
in @, e quindi o ha un polinomio minimo su F, e quindi & algebrico su

F. Quindi F(L) = LF & algebrica su F.

Teorema - composto di estensioni algebriche: dato il diagramma a

lato, vale L/K algebrica e F/K algebrica = LF/F algebrica. / \

dim. Per shift, da L/K algebrica, segue LF/F algebrica. Allora per \ /
torri da LF/F e F/K algebriche segue LF/K algebrica.

Definizione - campo algebricamente chiuso: K si dice algebricamente chiuso se ogni pohnomlo in K|[z]
ha almeno una radice in K. Si verifica facilmente che K algebricaente chiuso sse gli unici irriducibili sono i
polinomi di grado al pit 1 e sse ogni polinomio in K[z] si spezza nel prodotto di fattori di grado 1.
Definizione - chiusura algebrica: K ¢ una chiusura algebrica di K se K C K, K/K ¢ algebrica e K ¢
algebricamente chiuso.

Teorema - esistenza e unicita della chiusura algebrica: Per ogni campo K esiste una chiusura
algebrica, che & unica a meno di isomorfismo (ossia date due chiusure algebriche esiste un isomorfismo, tale
che ristretto a K sia l'identita, tra esse).

dim. Ad algebra 2.
Teorema - algebrici su un campo: Gli elementi algebrici su K formano a loro volta un campo.

dim. Sia K’ = {a € K | « algebrico su K}. Presi o, € K K(a, p) & finita perché «, 8 sono algebrici =
poiché a + 5, a3, & 3 € K(a, B) essi hanno grado finito su K e quindi sono algebrici = o + 3, aﬂ, e K'.
Quindi K’ & un campo.

Teorema - chiusura algebrica di Q: Q = {« € C | « algebrico su Q}

dim. Q campo segue dal teorema precedente, Q/Q algebrica segue dalla definizione. Manca mostrare
che ¢ algebricamente chiuso. Sia f(z) € Q[z] e sia o una radice di f nella chiusura algebrica di Q. Allora
per definzione Q(a)/Q & algebrica, e quindi per torri anche Q()/Q & algebrica, e quindi « algebrico su
Q=acqQ

Definizione - campo di spezzamento: sia % = {f; | i € I} una famiglia di polinomi in K[z]. Il campo
di spezzamento di .% su K ¢ allora il minimo campo in K che contiene tutte le radici di tutti i polinomi in
F.

3.3 Ciriterio della derivata e campi finiti
Proposizione - criterio della derivata: f(z) € K|[z] ha radici multiple in K < (f(z), f'(z)) # 1.

dim. (<) Notiamo f # 0 = (f(z), f'(z)) # 0. Sia @ € K una radice di (f, f’). Scriviamo f(z) =
(r — a)g(z) € K[z]. Deriviamo f con la regola di Leibniz, valutando f’ in « si ha 0 = f/(a) =
g(a) + (o — a)g'(z), da cui g(a) = 0, ciod g(x) = (x — a)h(x) e quindi f(z) = (v — a)?h(z).

(=) Sia f(z) = (v — a)?g(z) € K[z], allora f'(x) = 2(x — a)g(z) + (x — a)?¢’(z), in particolare (z — ) |
f'(z). Poiché f(x), f'(z) € K[z] e f(a) = f'(a) =0, detto pu(z) € K[z] il polinomio minimo di a su K



sia ha pq (2)|f (), f/(x) e dunque pqo(z) | (f(2), f'(x)) che deve quindi essere nullo o avere grado positivo:
f'(x)) # 1.

Corollario - derivata di irriducibili: Sia f(z) € K|xz] irriducibile. f ha radici multiple < f'(x) = 0.

in particolare (f(z),

dim. Notiamo (f(x), f'(z)) | f(z) e f(z) irriducibile, dunque (f(z), f’(z)) € {1, f(z)}. Per il criterio
della derivata allora f ha radici multiple < (f(x), f'(z)) = f(z). Ma deg f'(x) < deg f(z) e f(x) | f'(x)

implicano necessariamente f'(z) = 0.

Proposizione - omomorfismo di Frobenius: Sia K un campo a caratteristica p. Allora la mappa
¢ : K — K tale che ®(a — aP) & un omomorfismo iniettivo (detto di Frébenius). Se K & finito quindi ® &

un automorfismo.

dim. Notiamo che ®(0) =0, ®(1) =1 e ®(a)®(b) = ®(ab) perché un campo ¢ commutativo. Manca solo
®(a) + ®(b) = ®(a + b), ma sviluppando il binomio di Newton, (a + b)? = Y% _, (?)a*P~% = a? + b7,
infatti k& # 0,p = p | (). (Quest’ultima identitd viene talvolta indicata come “binomio ingenuo”.)
Chiaramente Ker(®) = {0}, quindi 'omomorfismo ¢ iniettivo. Se K ¢ finito, tanto basta a dire che ® ¢

un automorfismo.

Definizione - campo perfetto: K si dice perfetto se ogni polinomio irriducibile f(z) € KJ[z] ha radici
tutte distinte in K.
Proposizione - due classi di campi perfetti: Se K & un campo finito o di caratteristica 0, allora &

perfetto.

dim. Sia f € K[z] irriducibile, f(z) = Y/, aa?, f(z) = Y. ia;z""!. Sappiamo che f ha radici
multiple < f/(z) = 0, cioe se Vi = 1...n vale ia; = 0.
Se K ¢ a caratteristica 0, allora (Vi = 1...n ia; = 0) = f(x) = ap costante. In questo caso f non ha

radici oppure ¢ il polinomio nullo.

Se K ¢ finito e a caratteristica p, allora f’(z) = 0 se e solo se per tutti gli indici ¢ = 1...n non multipli di
p vale a; = 0. Ma allora f(z) = Y." apaP’ = g(aP) con g(t) = > i" apit’ € K[z]. Per 'omomorfismo
di Frobenius f(z) = g(z?) = g(z)P: assurdo poiché f & irriducibile.

Teorema - esistenza e unicita di F,»: Per ogni primo p e intero n > 1, esiste un unico campo £ con p"

elementi all’interno di una fissata chiusura algebrica di IFp.

dim. Se F esiste, allora #F* = p" — 1, dunque per Lagrange gli elementi di F* sono radici in F, di
xP" =1 —1 e gli elementi di F sono radici di f (x) = 2" — . Per il criterio della derivata queste radici sono
tutte distinte, infatti f'(z) = p"2?"~' —1 = —1 in caratteristica p. Ma allora F = {a € F, | " —a = 0}
¢ l'unico candidato p™-campo (unicita). Si verifica che F' cosi definito contiene 0, 1, & chiuso per somma,

prodotto, opposti e inversi (esercizio), dunque € un campo (esistenza).

Dunque Fy» ¢ il campo di spezzamento su IF,, di ' —x=0e F7n sono tutte e sole le p™ — 1-esime radici
dell’unita.

Teorema - Sottogruppi moltiplicativi di un campo: Sia K campo e G < K* un sottogruppo
moltiplicativo. Se G e finito, allora & ciclico.

dim. Sia #G =n, Vg € G g" = 1. Definiamo f4(z) = 2% — 1 € K[z]. Per Ruffini f; ha al piu d radici in
G. SiaGy={a€G|ad—1=0}, vale #G4 < d. Sia kg = #{a € G | ordg = d}. Se d { n, allora k; = 0,
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se invece d | n e kg > 0, dato g € G ordg = d si ha (g) C G4, ma allora per cardinalita (g) = G4, dunque
kq = ¢(d). Si ha
n=#G=> ki< o(d) =n,

d|n d|n
che quindi sono tutte uguaglianze e k, = ¢(n) > 1, cio¢ 3g € G ordg = n, vale a dire G ciclico.

Corollario - F7.: F5. & ciclico. Inoltre Fyn = F)() per qualche o € F),.

p

dim. Fy. = (o) AFp(a) CFpn = Fpn = Fp(a).
Osservazione - non vale ’implicazione inversa: F,.» = F,(a) # (a) = F;..

~ Fslz] _
= oy =
{0,1,2,z,z+1,2+2,2x,2x+ 1,2z +2}: ogni elemento a € Fyg \ F3 ha necessariamente polinomio minimo

di grado 2 su F3, dunque F3(a) = Fy. Tuttavia (x) = {z,—1,2,1} # F§.

dim. Funziona piti 0 meno qualunque controesempio con p” — 1 non primo. Consideriamo Fg

Corollario - polinomi irriducibili su F,: Per ogni p primo, n > 1 naturale esistono in F,[z] polinomi

irriducibili di grado n.
dim. Sia F,» = F,(a) per qualche a € F,, allora [F,(a) : F,] = n = deg uo(z) irriducibile.
Proposizione - inclusioni tra sottocampi: Fym C Fpn & m|n.

dim. (=) Per torri n = [Fpn : Fp] = [Fpn : Fpm][Fpm : Fp] = [Fpn : Fpm]m. (<) Ricordiamo il prodotto
notevole (z™)* —1 = (2™ — 1)((z™) = + .- + 1), in particolare per z = p si ha p" — 1 = a(p™ — 1) per
un opportuno a intero. Allora Vo € Fyn a?” =1 =1, ma allora anche o?"~! = (apmfl)“ =1% =1, cioe
a€Fpn.

Osservazione - radici di irriducibli: Sia f(z) € Fp[x] irriducibile di grado n e siano {a1,...,a,} CF,

le sue radici (che sappiamo essere distinte). f & il polinomio minimo degli ¢; su Fp, quindi Fprn = F,(aq) =

e =TFplay,) = I;”(%]. Si noti che I'estensione semplice con una radice di f ha automaticamente incluso tutte
le radici di tutti gli irriducibili di grado (esattamente) n.

Proposizione - Campo di spezzamento su F, (¢ = p"): Sia f € Fy[z] f(z) = fi*(z)... f¢" () con gli
fi(x) irriducibili e deg f; = d;. Allora, detto d = [dy,...,d,] 'mcm dei gradi, il campo di spezzamento di f

sulF, ¢ Fgpa

dim. Il campo di spezzamento (in seguito, cds) di f su F, ¢ il composto dei cds degli f; su F,. Il cds di
fisuF, & F . Siaallora Fee il cds f suF,. Vale F 4, C Fge se e solo se di|c, dunque d = [dy, ..., d,] | c.

Fqa & il pin piccolo campo che contiene tutti gli F 4;, vale a dire il cds.

Teorema - Campo di spezzamento su F, di z” — 1: Sia n = p®m con (m,p) = 1. Allora il campo di

spezzamento di z™ — 1 su I, coincide con il cds di ™ — 1 su F,, ed ¢ uguale a F,a con d = ordg,z+p.

dim. zP"™ —1 = (2™ — 1)?" per il binomio ingenuo, dunque moltiplicare m per una potenza di p cambia
solo la molteplicita delle radici di 2™ — 1. Sia G, = {a € F, | a" =1} = G, = {a € F, | ™ = 1}.
#G,, = m per il criterio della derivata, infatti (z™ — 1,mz™"!) = 1. Sappiamo che il campo di

spezzamente [, (G,,) € un’estensione finita, quindi uguale a [F,« per qualche d: ci chiediamo chi ¢ d.

Lemma: Gm:{a€E|am:1}§F;‘)d:{a€E|apd_1zl}seesolosem|pd—1.

dim. (=) Per Lagrange m = #Gm|#IF;d =p? —1. (<) Sia p? — 1 = ml. Allora per ogni a € G,, si

ha a?"~1 = (a™)l = 1! =1, cioé o € Fra.

Per il lemma, d = min{k | m|p* — 1} = min{k | p* =1 (mod m)} = ordyz/,z-p.

44



3.4 Estensioni normali

Con “immersione” intenderemo sempre un omomorfismo di anelli (quindi anche di campi) iniettivo.
Notiamo primariamente che un omomorfismo di campi diverso dall’omomorfismo banale & necessariamente
iniettivo (basta notare che gli unici ideali, quindi possibili nuclei dell’omomorfismo, (0) e il campo stesso).
Da ora fino alla fine delle dispense escluderemo ’omomorfismo banale da tutti i ragionamenti, in modo che
un omomorfismo di campi sia sempre un’immersione.

Proposizione - immersioni con estensioni semplici: Dato o € K, le immersioni ¢ : K(a) — K tali

che ¢|x = id sono tante quante le radici distinte di p(2) in K.

dim. Per il 1° teorema di omomorfismo costruire tale immersione equivale a costruire una ¢ : K[x] — K
tale che (uq(z)) C Ker(¢). Notiamo ora che se $(x — () allora ¢ & 'omomorfismo di valutazione in
B. Quindi, usando di nuovo che poiché |k = id, p(pa(z)) = pal@(x)), pa(r) € Ker(@) & pa(B) = 0.
Quindi gli omomorfismi che vanno bene sono tutti e soli quelli in cui 5 & una radice di pq(z).

Proposizione - estensione a un’estensione semplice: Sia K un campo perfetto, a € K, [K(a) : K] = n.
Allora ogni immersione ¢ : K < K tale che p(K) € Aut(K) ammette n estensioni distinte ¢1,..., ¢, :
K(a) < K tali che ¢;|x = .

dim. Lo abbiamo gia visto nello Proposizione 1 nel caso di ¢ = id. Occorre solo generalizzare. Per il
primo teorema di omomorfismo costruire tale immersione equivale a costruire una ¢ : K[z] — K tale
che (pa(z)) € Ker(p). Come sopra se ¢(x — ) allora ¢ & 'omomorfismo di valutazione in 8 e quindi
tao(z) € Ker(@) & ouq(f) = 0., dove puq € il polinomio i cui coefficienti sono le immagini secondo ¢
dei coefficienti di po (). Usando che p(K) & K = ¢K[z] & K[z] = ¢ preserva lirriducibilitd ¢puq () €
irriducibile. Allora, essendo K perfetto, ha n radici distinte. Le possibili scelte per 8 sono quindi tutte e

sole le n radici di puq ().

Proposizione - estensione a un’estensione finita: Sia E/K finita, con [E : K| = n. Allora ogni

immersione ¢ : K < K ammette n estensioni distinte a F.

dim. Notiamo intanto che E/K finita = E/K algebrica = E C K e quindi sard tutto ben definito.

Procediamo per induzione su n. Il passo base n = 1 ¢ ovvio.

Consideriamo ora a € £\ K. Allora [K(«a) : K] =m > 1, [ : K(a)] = d = > (per torri). Sed =1
la tesi segue dalla proposizione precedente. Se invece n > d > 1 usiamo la proposizione precedente per
costruire m estensioni di ¢, ¢1,...,9m a K(a). Per ipotesi induttiva, ciascun ¢; : K(a) — K ammette
esattamente d estensioni ; 1, ..., ;4 a E tali che ¢; j|k = ¢i|xk = ¢|k. Allora le ¢; ; cosi costruite sono
le estensioni cercate e sono tutte distinte (se i1 # @2 @;, j, # @iy, j» Perché basta guardare le restrizioni a
K(a), che per la proposizione precedente sono distinte; se invece ji # jo allora ¢; j, # ; j, per ipotesi

induttiva).

Dimostriamo che non ve ne sono altre. Sia ¢ : E — K un’estensione di ¢. Allora Vlk(a) : K(a) — Ke
quindi per la proposizione precedente, essendo le ¢; le uniche estensioni deve valere 1| K(a) = $i per un
qualche 7. Ma allora v estende un ¢; e per ipotesi induttiva, essendo le ¢; ; le uniche possibili estensioni,

1 = ; ; per un qualche j. Questo conclude la dimostrazione.

Proposizione - generalizzazione: Il fatto che esista almeno un’estensione ¢ vero per qualsiasi E/K
algebrica. Non lo dimostriamo in questo corso.

Definizione - coniugati: Chiamiamo coniugati su K di a € K le radici di yo(2) € K[z] (polinomio minimo
di a su K).
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Proposizione - immersioni e coniugati: Data E/K algebrica e a € E, le immersioni ¢ : F — K tali

che ¢|x = id mandano necessariamente « in un suo coniugato su K.

dim. Basta osservare che, poiché ¢|x = id, p(ua(x)) = pa(e(x)) e quindi, sostituendo x = «a, 0 =
fra(p(@)).
Definizione - estensione normale: F/K algebrica si dice normale se Vo : F — K tale che ¢|x = id si
ha o(F)=F.
Fatto: se char(K) # 2 le estensioni di grado 2 sono normali.
dim. Sia F/K digrado2ea € F\K. Allora[K(a) : K] =2e F = K(alpha). Sia quindi p(z) = 22 +az+b
il polinomio minimo di « su K. Allora i coniugati di & sono _‘”;\/Z e quindi F = K(a) = K(VA). 1
coniugati di vA sono +v/A, quindi da ¢|x = id si ha (K (vA)) = K(£VA) = K(v/A) come voluto.

Teorema - proprieta delle estensioni normali: Sia F/K algebrica. Sono equivalenti:
(i) F/K normale;
(ii) Vf € K|x] irriducibile se f ha una radice in F' allora ha tutte le radici in F;

(iii) F ¢ campo di spezzamento di una famiglia di polinomi.

dim. (i) = (i7) Sia f € KJz] irriducibile, o una radice di f. Allora per irriducibilita f(z) = upq(z)
con u € K*. Quindi senza perdita di generalita supponiamo f(z) = ps(x). Siano ai,...,a, le radici
di f. Consideriamo le n immersioni ¢; : K(a) — F tali che p;(a) = a; e ¢;|k = id (esistono per
le proposizioni precedenti). Dai fatti sopra dimostrati sappiamo che ciascuno di questi @; si estende a
F (in realtd lo abbiamo dimostrato per estensioni finite); chiamiamo @; I'estensione. Da F/K normale
sappiamo ¢;(F) =F Vi=1,...,n e quindi ¢;(a) = ¢;(a) = a; € F.

(#9) = (#it) Consideriamo come famiglia di polinomi l'insieme dei polinomi minimi di tutti gli o €
F. Sia Fp il suo campo di spezzamento. Chiaramente F© C Fy. Ma per Uipotesi, (i) poiché per
costruzione ciascuno di questi polinomi ha almeno una radice in F', ciascuno di questi polinomi si fattorizza
completamente in F', e quindi Fy C F.

(i4i) = (i) Sia F campo di spezzamento di # = {f;(z) | i € I} con f; € K[z] e A; 'insieme contentente
tutte le radici di f;. Allora F = K({J;c; Ai) e inoltre Vo : F — K poiché le immersioni mandano
coniugati in coniugati si ha Vi € I (K (A;)) = K(A;) (¢ agisce sulle radici permutandole, perché &
iniettiva e fissa le radici di f;) e quindi ¢(F) = o(K(U;c; Ai)) = K(U;jep Ai) = F.

Teorema - torri di estensioni normali: dato il diagramma a lato, vale L/K normale = L/F
normale.

L
dim. L’algebricita di L/F segue dalle torri di estensioni algebriche. Sia ¢ : L — K tale che E
|r = id. Allora si ha |k = id perché K C F e quindi per normalita di L/K si ha ¢(L) = L, ‘
come voluto. K
Teorema - shift di estensioni normali: dato il diagramma a lato, vale

L/K normale e F/K algebrica = LF/F normale.

LF
dim. IL’algebricita di F/K serve per la buona definizione. L’algebricita / \
L F

di LF/F segue dallo shift di estensioni algebriche con L/K. Per la nor-
malita, consideriamo ¢ : LF — K tale che ¢|p = id. Allora si ha che
¢|lx = (¢|r)|x = id. Consideriamo | : L — K. Vale (p|.)|x = id per K
quanto detto prima; allora per normalita di L/K, ¢(L) = ¢|.(L) = L.

Quindi, poiché ¢(F) =F, o(LF) = LF.
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Teorema - composto di estensioni normali: dato il diagramma a lato,

vale L/K normale e F//K normale = LF/K normale. / \

dim. L’algebricita segue dal composto di estensioni algebriche. Per la L
normalita, consideriamo come prima ¢ : LF — K. Allora per normalita
di L/K, (L) = ¢|(L) = L. Analogamente p(F) = F e quindi ¢(LF) =

LF.
Teorema - implicazione di normalita: dato il diagramma a lato, LF

vale L/K normale e F//K normale = (L N F')/K normale. / \

dim. L’algebricita ¢ ovvia (K C LNF C L e L/K algebrica = (LN
F)/K algebrica). Per lanormalita, consideriamo ¢ : LNF — K tale \ /
che p|g = id. Poiché LF/(L N F) & algebrica, ¢ pud essere estesa LnF

a p: LF — K. Allora, poiché L/K & normale, si ha ¢(L) = L e ‘
analogamente ¢(F) = F. Quindi g(LNF)=¢p(LNF)=LNF. K

3.5 Corrispondenza di Galois

Definizione - estensione separabile: L/K si dice separabile se Voo € L p,(z) ha derivata non nulla.
Osserviamo che cio & certamente vero se il campo K e perfetto.

Definizione - estensione di Galois: L/K si dice di Galois se ¢ normale e separabile. Osserviamo che se il
campo K & finito o a caratteristica 0 (campi con cui lavoreremo per ora) per quanto detto allora “di Galois”
e “normale” si equivalgono.

Definizione - gruppo di Galois: Se L/K ¢ di Galois Auty(L) = {¢: L — K | ¢|x = id} per quanto
detto finora ¢ un gruppo con la composizione. Aut (L) si indica anche con Gal(L/K) (gruppo di Galois di
L su K). Inoltre se L/K & anche finita #Autx (L) = [L : K].

Teorema - Galoi di un campo di spezzamento: Sia f € K|[z] irriducibile di grado n, e sia L il campo
di spezzamento di f su K. Allora n | [L: K] | n! e inoltre Gal(L/K) < S,,.

dim. Sia @ € K una radice di f. Allora per irriducibilita f(z) = up,(x) con u € K*. Poiché allora
K CK(a) C Le[K(a): K] =n,sihan|[L: K] per torri.

Siano ora ayq, ..., ay leradici di f. Per quanto detto finora Vo € Gal(L/K) p({a, ..., an}) = {1, ..., an}
e quindi possiamo considerare azione di Gal(L/K) su {a1,...,a,} data da ¢ — Pla,.,an}- Questa

mappa & chiaramente un omomorfismo iniettivo e quindi Gal(L/K) — S({aq,...,an}) = S,, da cui
segue [L : K| = #Gal(L/K) | #S, = n!

Proposizione - irriducibilita e orbite: Sia f € K[z] di grado n, con radici ai,...,a, e sia L il campo
di spezzamento di f su K. Gal(L/K) agisce sulle radici di f per permutazione e I’azione & transitiva < f &

irriducibile.

dim. Consideriamo ’azione della dimostrazione precedente (& analoga anche se abbiamo tolto I'ipotesi di
irriducibilitd). In modo analogo a prima agisce per permutazione su {radici di f(x)}. Sappiamo poi dalle
proposizioni dimostrate sopra che con questa azione orb(a) = {radici di pq(x)}. Se a & radice di f(z),
allora si ha p, | f e di conseguenza f irriducibile < f(z) = upo(2z) con v € K* < {radici di f(z)} =
{radici di pq(x)} = orb(a) ovvero l'azione & transitiva.
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Teorema - dell’elemento primitivo: Sia L/K finita e separabile. Allora L/K & semplice, ovvero Ja € L
tale che L = K(a).

dim. Se K & un campo finito allora da L/K finita segue che anche L & un campo finito (#L = (#K)").

E allora un fatto noto che L* = L \ {0} & ciclico (come gruppo moltiplicativo), e si ha la tesi.

Se K ¢ infinito notiamo che L/K finita implica che ¢ finitamente generata e quindi esistono aj, ..., a,
tali che L = K(a, ..., a,). Procediamo invece per induzione su n, trattando prima di tutto il caso n = 2
e poi passando al caso generale.

Sia L = K(a, ) e sia d = [L : K]. Allora per un teorema dimostrato precedentemente esistono esatta-
mente d immersioni ¢1,..., ¢4 : L — K tali che gk = id. Consideriamo F(z) = [],<,;<a((pi(@) +
z9;(B)) — (pj(a) + zp;(B))). F & certamente non nullo perché prodotto di fattori non nulli: (;(a) +
29i(B)) = (@j(@) +29;(8)) = 0 & pi(a) +2pi(8) = pj(a)+rp;(B) & vila) = pj(a) e pi(B) = ¢;(B) &
;i = ¢; ma vale sempre % # j.

Poiché il campo K & infinito, sicuramente esiste un ¢ € K tale che F'(t) # 0, e quindi i ¢;() + tpi(5)
sono tutti distinti. Sia v = a4+ t8 € L per questo fissato ¢. Per omomorfismo ¢;(v) = ¢;(a) + tp;(B)
e quindi si ha che ¢1(7),...,n(7y) sono tutti distinti. Cid implica che [K(y) : K] > d (sappiamo che il
grado dell’estensione ¢ il grado del polinomio minimo di v su K e che le immagini di v secondo questi
omomorfismi sono radici di tale polinomio minimo; ne abbiamo trovate d distinte quindi il grado ¢ almeno
d). Ma da K(v) C L segue allora che [K(v): K| =de L =K().

A questo punto possiamo svolgere I'induzione. Per il passo base n = 1 la tesi ¢ ovvia. Per il passo
induttivo, notiamo che per ipotesi induttiva L = K(ayq,...,a,) = K(8,a,) e per quanto detto nel caso
n = 2 esiste allora v € L tale che L = K(8, ay,) = K(7).

Definizione - campo fissato da un sottogruppo: Sia L/K di Galois, e H < Gal(L/K). Indichiamo con
L? = Fiz(H) ={a € L | o(a) = a Vo € H} il campo fissato da tutti gli elementi di H (& chiaramente un
campo e poiché H & contenuto nel Galois si ha K C L),
Teorema - corrispondenza di Galois: Sia L/K di Galois finita. Allora ¢’¢ una corrispondenza tra i
sottocampi di L che contengono K e i sottogruppi di Gal(L/K), che associa il sottogruppo H al campo
fissato L¥ (e viceversa un campo al sottogruppo che lo fissa). Inoltre H <1 Gal(L/K) < L /K & normale e
in tal caso Gal(L" /K) = %

dim. Sia & = {F campo | K C F C L} e ¥,k = {H < Gal(L/K)}. Notiamo che per torri tutti i

campi in & sono estensioni normali di K (tutto ben definito).

Definiamo o : & -+ 4 o(F — Gal(L/F)) e f:9 — & B(H — LH).

Lemma 1: Sla H < Gal(L/K). Allora M = L < H = Gal(L/M)

dim. Sia M un campo con K C M C L. Per torri L/K di Galois = L/M di Galois.

Sia M = L. Chiaramente H C Gal(L/M). Allora per il teorema dell’elemento primitivo (stiamo
lavorando con estensioni finite) si ha L = M («) per un qualche o € L. Consideriamo f(z) = [, ¢y (z—
o(a)) € L[z]. Notiamo che Vp € H, indicando di nuovo con pf il polinomio applicando p ai coeflicienti
di f, i ha pf(2) = [Leq(@ — po o(@) = [Len(z — 7(@) = f(z) e quindi f(z) € L¥[a] = Mlz]
(i suoi coefficienti restano invariati applicando p € H). D’altra parte si ha f(a) = 0 (basta prendere
o =1id) e deg(f) = #H, da cui segue #Gal(L/M) = [L : M] = deg(pa) < deg(f(z)) = #H. Quindi
#Gal(L/M) = #H (avevamo la disuguaglianza inversa per contenimento) e quindi Gal(L/M) = H.
Per D'altra freccia sia ora H = Gal(L/M). M C L*¥ segue dalle definizioni. Supponiamo ora per
assurdo che M # L. Allora per teoria precedente 3¢ : L — M tale che ¢ # id ma ¢|y = id.
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Possiamo estendere ¢ a L ottenendo ¢ : L — M tale che di nuovo ¢ # id ma @|y = id. Quindi
@ € Gal(L/M) = H. Allora per definizione ¢|;,n = ¢ = id che & assurdo.

Usando il lemma appena dimostrato si ha da una parte ao 8(H) = Gal(L/L¥) = H e quindi Boa =id e
dall’altra Soa(F) = LGAUL/F) — F ¢ quindi Boa = id (stiamo usando le due frecce della coimplicazione

separatamente). Quindi « e 8 sono entrambe bigettive, e sono una l'inversa dell’altra.

Lemma 2: Sia H < Gal(L/K), o € Gal(L/K). Allora L°H° " = (L"),

dim. Basta notare che o(L") = {o(a) € L | Vp € H p(a) =a} ={B€L | Vp e H p(c~'(8)) =
U_l(ﬁ)} ={fel | VoeH O’O(poo'_l(ﬂ) =p} = [oHo "

Usando il lemma appena dimostrato si ha: H < Gal(L/K) < Vo € Gal(L/K) cHo™! = H Ma per il
lemma 1 questo equivale a Vo € Gal(L/K) L°H° " = L# = Vo € Gal(L/K) o(L7) = L¥ = LY /K ¢

normale.

Infine mostriamo I'isomorfismo di gruppi. Sia res : Gal(L/K) — Gal(L¥ /K) la restrizione a L. res
¢ suriettivo perché L/K algebrica = L/LH algebrica e quindi ciascun omomorfismo in Gal(L¥ /K) si
estende a uno in Gal(L/K).

Ker(res) = {0 € Gal(L/K) | o|pn =id} = Gal(L/L*) = H per il lemma 1. Allora per il 1° teorema
di omomorfismo si ha Gal(L* /K) = %

3.6 Gruppi di Galois in campi finiti
Teorema - campi finiti: TODO.

dim. TODO

3.7 Fatti sui gruppi di Galois

niamo LF/K di Galois. Allora LF/L ¢ di Galois e
Gal(LF/L) = Gal(F/K).

LF
/ \ Teorema - del traslato: Sia K = L N F e suppo-
L F

LNF

dim. Consideriamo I'omomorfismo res : Gal(LF/L) — Gal(F/K) dato dalla restrizione a F. Esso &
chiaramente un omomorfismo e Ker(res) = {¢ € Gal(LF/L) | ¢|r =id}. Ma Vo € Gal(LF/L)p|L, = id
per definizione e quindi ¢ € Ker(res) < | F = id < ¢ = id essendo LF il dominio di ¢.

Per dimostrare la suriettivita sia I = I'mm(res). 1l suo campo fissato ¢ F! = {a € F | Vo € Io(a) =
a} ={a€F | Yo € Gal(LF/L)p|p(a) =a}=FN{ae LF | Yo € Gal(LF/L)p(ar) =a} =FNL=
K. Allora per corrispondenza di Galois Imm(res) = I = Gal(F/K).

Corollario - moltiplicativita del composto: Sia come prima K = LNF, LF/K di Galois e supponiamo
F/K di Galois. Allora [LF : K] = [F: K][L : K].

dim. Per il teorema, Gal(LF/L) = Gal(F/K) = [LF : L] = [F : K]. Ma per torri si ha allora
[LF:L]=[LF:L|[L: K]=|F:K]L:K]

Teorema - campi fissati e operazioni: Sia L/K di Galois finita, e H, S < Gal(L/K). Allora valgono le

seguenti:
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(@) IPCLSHDS
(i) LANS = LHLS

(iii) LS = LN LS

L {id}
LHLS HNS
y / \ . ; / \ .
~. ~
LHALS (H,S)
K Gal(L/K)

dim. Per (i) basta notare che H D S = LH L® segue direttamente dalla definizione, mentre
sempre per definizione L¥ C LS = Gal(L/L")
H = Gal(L/L"), § = Gal(L/L5).

Per (ii) notiamo intanto che per (i) L¥ C L¥MS e analogamente L°, quindi L7 LS C LH"3. Per corri-
spondenza di Galois L¥ LS = LY per N = Gal(L/L*L%). Ma allora N = Gal(L/L") N Gal(L/L%) =
H N S. Infatti si ha Gal(L/LYL%) = {¢: L - K | ¢ omomorfismo e pyuys =id} = {p: L — K |
¢ omomorfismo e @ u = id, orn = id} = Gal(L/L¥) N Gal(L/L®).

Per (iii) come prima notiamo intanto che per (i) L D L% ¢ analogamente L°. Quindi L¥ N L% D
LHS) | Notiamo ora che « € LEINLS =V 3c Hyp € S, 3 (a) = a =¢(a) = Vo € (H,S), p(a) =
a=a € LWS) quindi LT N LS C LH-S),

c
D Gal(L/L®) e per uno dei lemmi visti a lezione

Idea - come trovare i campi fissati
Teorema - estensioni con radici quadrate: Sia char(K) # 2. Allora dati o, 8 € K, K(\/a) = K(V/B) &

aff € un quadrato in K < % ¢ un quadrato in K

dim. af € un quadrato in K < % ¢ un quadrato in K & ovvia (basta moltiplicare/dividere per 5?).
K(ya)=K((/B) & Jz,y € K\/Ja = z++/By. Sex = 0siha \/%e K elatesiovva. Sey = 0siha/a €
K, e allora a8 ¢ un quadrato in K < ( ¢ un quadrato in K e quindi < K(8) = K = K(«). Altrimenti

elevando al quadrato o = 22 + fy? + 2zyafB < VafB = %fyz ceK & % e un quadrato in K.

Teorema - Galois di una biquadratica: 11 Galois del campo di spezzamento su Q di 2 + az? + b € Q[x]

irriducibile puo avere tre strutture (A = a? — 4b):
e Dy, se né b né bA sono quadrati in Q
o 7./27 x 7/2Z, se né b & un quadrato in Q
o Z/AZ, se bA & un quadrato in Q

dim. Sia L il campo di spezzamento e G = Gal(L/Q). Notiamo intanto che per la teoria vista G < Sj.

Scriviamo intanto le soluzioni per ¢ = 22, usando la formula risolutiva per le equazioni di secondo grado:

ty = #. Siano poi z1 = 4/ #,xz =1/ #,.’53 = —x1,x4 = —x3 le radici della biquadratica.
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Siha L = Q(z1,x9,x3,24) = Q(z1, z3).

Consideriamo il diagramma di campi a lato. Notiamo
che t; € Q(z1) e quindi Q(vA) € Q(z;). Analoga- / \
mente Q(vA) C Q(zz). [Q(WA) : Q] = 2 perché se

fosse 1 allora il polinomio si spezzerebbe in due fattori.
[Q(z1) : Q] = [Q(z2) : Q] = 4 perché il polinomio &
irriducibile. Allora per torri [Q(z1) : Q(v/A)] = 2 e per
shift cio implica [L: Q(z2)] <2=[L:Q] =40 8.

Notiamo che [L: Q] = 4 < Q(z1) = Q(z2) & x122 € Q(21) & x122 € Q(xl) NQ(x2) = Q(WA). Ma

z129 = /b (il termine noto del polinomio & il prodotto delle radici).

Studiamo quindi quest’altro diagramma. Per quanto

detto finora [L : Q] = 4 & [Q(WA, VD) : Q] = 2. Ma Q(VA, Vb)
allora, poiché [Q(\/Z) : Q] = 2 per torri [Q(\/Z, Vb) :
Q(V/A)] = 1, che si verifica quando QWA / \ )

e b & quadrato in Q = [Q(vD) : Q] =1 \ /

e b non ¢ un quadrato in Q e allora Q(vA) =
Q(Vb) & bA & quadrato

Studiamo le strutture dei gruppi nei due casi. Gli unici strutture possibili di un gruppo di ordine 4 sono
Z/AZ e /27 X 7/ 27. Una caratteristica che 1i distingue certamente ¢ la presenza o meno di un elemento di
ordine 4 (e se cene & 1, allora ce ne sono 2). Chiamiamo i 4 elementi del Galois f_i € G tali che f(z1) = a;
per i = 1,2,3,4 (sono questi perché per irriducibilita il Galois agisce transitivamente su {z1, 2, 3, 24}).
E chiaro che f; =id e fs ha ordine 2. Studiamo l'ordine di fo. f2(z1) = fa(z2) = fg(;/—f) = 00

x2

e Se b ¢ un quadrato in Q, allora M = b _ 1 e quindi fo ha ordine 2, da cui segue che

T2 xr2
G=7Z/27 x L]2Z.
e Se invece b non ¢ un quadrato in Q allora esiste ¢ € Q tale che Vb = ﬁ per quanto detto. Allora

f2;\2/5) = f2(\/CZ)z2' Notando che VA = 227 +a = —(223 + a) si ha fo(vVA) = 2fo(21)? +a =

223 +a = —VA, e quindi f3(r1) = —x1 = 23, e f> ha ordine 4, da cui segue G = Z/4Z.

Nel caso in cui [L : Q] = 8 invece, dal fatto che G < Sy si ha che G ¢ un 2-Sylow di Sy, che si dimostra

essere isomorfo a Dy.

Teorema - Galois delle radici dell’unita: Sia ¢, = e’ una radice n-esima dell’'unitd. Allora Q(¢,)/Q
¢ di Galois e Gal(Q(¢,)/Q) = (Z/nZ)*.

dim. Notiamo intanto che Q(¢,)/Q & di Galois perché & campo di spezzamento di 2™ — 1, essendo le radici
di questo polinomio tutte le (¥ con k = 1,...,n. Consideriamo ora la funzione ® : Gal(Q(¢,)/Q) —
(Z/nZ)* tale che, se o € Gal(Q(¢,)/Q) manda ¢, — ¢ allora ®(c) = k.

Notiamo che un tale k esiste sempre perché per la teoria vista a lezione agisce sulle radici di ™ —1, ovvero
le potenze di (,, permutandole, e quindi ¢, sard mandato in un certo ¢¥. Inoltre poiché si tratta di radici
n-esime dell’unita, 1’esponente viene definito in modo naturale ( mod n). Per dire che k € (Z/nZ)* e non
solo Z/nZ, notiamo che o € Gal(Q(¢,)/Q) in quanto omomorfismo iniettivo deve preservare gli ordini
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degli elementi e quindi ord(¢¥) = ord(¢,) = n, che si verifica & MCD(k,n) = 1 & k € (Z/nZ)*. Quindi
® ¢ ben definita. ® & un omomorfismo perché, se o1(¢, = (*1) e 02(¢, = ¢F2) allora o9 0 01(¢, —
(k)2 = (kak2) e quindi ®(0g 0 01) = k1ko = ®(01)®(02).

Inoltre ® & chiaramente iniettiva perché due omomorfismi del Galois sono diversi tra loro se e solo se ¢

diversa I'immagine di {,,. Vorremmo ora mostrare che ® & suriettiva, e quindi un isomorfismo, che & vero
& ¢(n) = #(Z/nZ)" = #[Gal(Q(¢n)/Q)] = [Q(¢n) : Q] = #coniugati di (.

Lemma Fissiamo p primo che non divide n e j € Z/pZ. Allora ¢} e (P? sono coniugate.

dim. Sia f(z) il polinomio minimo di ¢/. Se ¢2/ non & coniugato di ¢/ allora non & radice di f(z).
Sia allora g(x) # f(z) il suo polinomio minimo. Per irriducibilith MCD(f(z), g(z)) = 1 e quindi vale
anche f(z)g(x) | ™ —1, essendo ¢}, (¥7 delle radici di ™ —1. Ma (? radice di g(z) = ¢} radice di g(z?)
e quindi f(z) | g(«P). Notiamo ora che f(z),g(z) € Z[z]. Infatti, possiamo scrivere f(z) = ufi(x) con
u € Z e fi(z) € Z primitivo (basta prendere u = mem{denominatori dei coefficienti di f}), notare
che f(z) | ™ — 1= fi(z) | 2™ — 1 (divisibilita tutte intese in Q) = per il lemma di Gauss Jq(z) € Z
tale che 2™ — 1 = fi(x)q(z) = uf(z)g(x) da cui si ricava, guardando i coefficienti di testa (f(x) &
monico per definizione) u = £1. Si procede in modo analogo per g. Allora f(z),g(zP) sono polinomi
a coefficienti interi primitivi e quindi per il lemma di Gauss f(z) | g(zP) in Q = 3h(z) € Zx] tale
che g(zP) = f(x)h(z). Proiettiamo ora questa equazione in F,. Usando I'isomorfismo di Frébenius
abbiamo g(z)? = g(zP) = f(z)h(z). Quindi in F, tutte le radici di f sono anche radici di g. Ma
f(z)g(z) | 2™ — 1 anche in F,, e allora 2™ — 1 dovrebbe avere radici doppie, assurdo perché allora per
il criterio della derivata MCD(z™ — 1,nz"~!) = 0 ma MCD(2™ — 1,nz"~') = 1 (usando che p { n).

Questo conclude la dimostrazione che (?7 & coniugato di ¢/ se pt n.

Allora Vk = H;Zl p?j coprimo con n si ha che ¢,, e (¥ sono coniugate, e cio lo si dimostra per induzione
sulla somma degli esponenti. Infatti, il passo base con k = 1 & ovvio mentre applicando il lemma con
J= H;;i p?j -p%~1 si ha che ¢J e ¢PsJ = ¢ sono coniugate, che unito allipotesi induttiva che ¢, e ¢J
sono coniugate implica la tesi.

Questo dimostra che ¢, ha almeno ¢(n) coniugati, e quindi deg(f) > ¢(n). L’iniettivita ci dava la

disuguaglianza inversa, e quindi abbiamo [Q({,) : Q] = deg(f) = ¢(n), ovvero ® descritta sopra & un

isomorfismo, come voluto.

Teorema - Galois con radici di primi: TODO

Teorema - /Ep € Q({p): Se p ¢ un primo diverso da 2, allora \/Ep € Q((,), dove il segno £ dipende da p
modulo 4: ¢ — se p=3 (mod 4), + se p=1 (mod 4).

Nota: teorema non visto a lezione.

dim. TODO

seconda dim (non fatta a lezione, ma mi andava di aggiungerla). Se il lettore ha seguito/sta seguendo il

corso di Analisi numerica si sard imbattuto nella matrice di Fourier (un tipo particolare di matrice di

Vandermonde). Dati (z1.22,...,zy,) definiamo la Vandermonde (quadrata) con:
2 n—1
1z xf xg
2 n—1
1 = x] xy
2 n—1
V(.’E07.’171,l‘2,...,1]m) = |1 Z2 x5 el Ty



E quella di Fourier con (detta (, la radice n-esima dell’'unita): Q,, = V(1,¢,,¢32,..., (" 1) Si richiamano

alcune proprieta, seguendo le definizioni date sopra:

o det(V) = H1§i<j§n(mj — ;)

(1 0 0 0 0
000 ... 01
000 ... 10 (nd1)
e W=n-|. . . | = det(Q)?=n"-(-1) = 7}
0 0 1 0
L 1 -
Se sostituisco n con p > 3 primo, usando Q, = V (1, (p, g, e ,Cg_l) e quindi

Vo ()" —de@n) = T G-

1<i<j<n

Illato destro dell’equazione, essendo ottenuto da ¢, con somme e prodotti, ci dice che \/ P - (71)%_1

Q(¢p). Ma poiché p dispari p” ¢ un intero moltiplicato per \/p. Quindi /Ep € Q((p). Il segno £ ¢ dato

da w — 1 e basta quindi fare i casi: si vede che & uguale a —1 se p =3 (mod 4), 1 se p=1 (mod 4).

3.8 Teorema fondamentale dell’algebra

C ¢ algebricamente chiuso.

dim. Sia f(z) € C[z]. Notiamo che g(z) = f(z)f(x) € R[z]. Dimostriamo che il suo campo di spezza-

mento, che chiamiamo K, ¢ R o C, visto che f(z) e f(z) hanno le radici coniugate e quindi i campi di
spezzamento di f e g coincidono.

K
‘ Sia G = Gal(K/R) (gruppo finito perché K ¢ campo di spezzamento di un unico
KP: — R(a) polinomio) e sia P un suo 2-Sylow. Allora d = [G : P,] & un dispari. Per
corrispondenza di Galois K72 & un’estensione di R di grado d. Per il teorema
‘dzl dell’elemento primitivo essa ¢ semplice, ossia K2 = R(a) per un qualche a € K.
R

Detto p(z) € R[z] il polinomio minimo di a, si ha deg(u(x)) = d dispari e quindi per il teorema dei valori
intermedi p(x) ha almeno una radice in R. Ma allora, poiché pu(z) & irriducibile, deve valere per forza
d=1.

Quindi #G = 2" per un qualche n € N e allora per Sylow esiste una catena di sottogruppi {id} = Gy C
G1 C -+ C Gy, = G tale che ciascun gruppo ha indice 2 nel successivo. Per corrispondenza di Galois
esiste allora una catena di campi K = Ky D K1 D --- D K,, = R tale che ciascuna estensione ha grado
2 sulla successiva. Ma 'unica estensione di grado 2 di R & C, e C non ha estensioni di grado 2. Quindi

I'unica possibilita € K =R o C come voluto.

3.9 Esercizi

Esercizio: Si contino i polinomi monici irriducibili di grado 10 in Fp[z].
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Soluzione: Lavoriamo in una chiusura algebrica F,. Sia f(z) € F,[z] irriducibile di grado n di radici

ai, ..., 0, allora Fyn = Fp(a;) = (H}”([;)]) per unicita di F,i0 in E. Identifichiamo ogni polinomio mo-

nico irriducibile con I'insieme delle sue 10 radici: per polinomi irriducibili distinti questi insiemi non si
intersecano. [Fpw0 : F,] = 10, dunque ogni elemento o € Fj,10 ha polinomio minimo di grado al piu 10.
Se deg i () = d, allora F,« = F(a) C Fpo. Ma sappiamo che Fym C Fpn < mn, dunque i possibili
d sono 1,2,5,10. Gli elementi con polinomio minimo di grado 1 o 2 sono tutti e soli gli elementi di F,
cosl come gli elementi con polinomio minimo di grado 1 o 5 sono tutti e soli gli elementi d Fps. Per il
principio di inclusione-esclusione esistono p'® — p® — p? + p elementi con polinomio minimo di grado 10,

. plo_p5_p2+p . . o« e . 1 e1e .
che corrispondono a =55 polinomi monici irriducibili di grado 10.
Esercizio: Determinare il campo di spezzamento di f7(z) = 27 — 1 su F5 e su Fy;.

Soluzione: Si tratta di applicare il teorema sul cds di 2™ —1 su F,. #(Z/7Z*) = 6, dunque d5 = ordz,7z-5
e d11 = ordg7z+11 sono entrambi divisori di 6.

Si trova ds = 6 e di; = 3, dunque il cds di 7 — 1 su F5 e su Fq; sono rispettivamente Fgo e Fqqs.
Esercizio: Determinare la forma della fattorizzazione di di 28 — 1 su Fp.

Soluzione: Se p = 2, allora #® — 1 = (z — 1)®. Assumiamo ora p # 2, quindi (8,p) = 1. Per quanto visto
il campo di spezzamento di % — 1 su F, & F,a con d = ordysz-p. Ricordiamo (Z/8Z)* = 7/27 x 7|21,
dunque d € {1,2}. Ma allora 2® — 1 si spezza come prodotto di fattori di grado uno e due su ogni
F, e ¢’ almeno un fattore di grado due se e solo se d = 2. Indipendentemente dal campo, 2% — 1 =
(x*+1)(22 + 1)(z + 1)(x — 1) ...quindi z* + 1 & un irriducibile di Z[z] che per ogni p non & irriducibile
su IF,!

Da aritmetica sappiamo che dato f(z) € Z[z], se, detta f(x) la proiezione di f modulo p, f(z) & irriducibile
sulF,[z], allora f & irriducibile su Z[x]. L’esercizio ci dice che non vale I'implicazione inversa, cio¢ esistono

irriducibili di Z[z] che per ogni p sono riducibili su F,[z] e 2* + 1 & uno di questi.
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