Pietro Di Martino

Algebra

Nuova edizione

rﬂ Tl

PES A

UNIVERSITY
PRESS



@ MANUALI

Di Martino, Pietro
Algebra / Pietro Di Martino. - Nuova ed. - Pisa : Pisa university press, 2013. -
(Didattica e ricerca. Manuali)

512 (22.)
1. Algebra - Manuali

CIP a cura del Sistema bibliotecario dell'Universita di Pisa

UNIVERSITY

PRESS ITALIANE

Membro Coordinamento
University Press Italiane

© Copyright 2013 by Pisa University Press srl
Societa con socio unico Universita di Pisa
Capitale Sociale € 20.000,00 iv. - Partita IVA 02047370503
Sede legale: Lungarno Pacinotti 43/44 - 56126 Pisa
Tel. + 39 050 2212056 - Fax + 39 050 2212945
press@unipi.it
www.pisauniversitypress.it

ISBN 978-88-6741-229-7

Le fotocopie per uso personale del lettore possono essere effettuate nei limiti del 15% di ciascun volume/
fascicolo di periodico dietro pagamento alla SIAE del compenso previsto dallart. 68, commi 4 e 5, della
legge 22 aprile 1941 n. 633.

Le riproduzioni effettuate per finalita di carattere professionale, economico o commerciale o comunque per
uso diverso da quello personale possono essere effettuate a seguito di specifica autorizzazione rilasciata da
AIDRO, Corso di Porta Romana, 108 - 20122 Milano, segreteria@aidro.org - wwwaidro.org



Indice

Premessa alla nuova edizione 5
Ringraziamenti e dediche 6
Parte I. Aritmetica 7
Capitolo 1. Nozioni preliminari 9
1. Relazioni 9
2.  Funzioni 11
Capitolo 2. L’insieme N dei numeri naturali 17
1. Introduzione 17
2. Definizione di N e proprieta delle operazioni 17
3. Forme equivalenti del principio d’induzione 20
4. 1l principio di induzione come metodo dimostrativo 23
Capitolo 3. Calcolo Combinatorio 31
1. Insiemi finiti 31
2. Contare il numero di funzioni tra due insiemi finiti 33
3. Numero di sottoinsiemi di un insieme finito e binomio di Newton 35
4. Principio di inclusione-esclusione 40
Capitolo 4. L’insieme Z dei numeri interi relativi 45
1. Introduzione e definizione formale 45

2. La divisione euclidea, il massimo comun divisore e il minimo comun
multiplo tra interi 47
3. I numeri primi e la ¢ di Eulero 52
4. Algoritmo di Euclide 58
5. Equazioni diofantee 61
6. Congruenze e insiemi Z/mZ 64
7. Teorema cinese del resto 70
8. Piccolo teorema di Fermat e teorema di Eulero 76
Parte II. Strutture algebriche 81
Capitolo 5. T gruppi 83
1. Definizione e prime proprieta 83
2. Sottogruppi 88
3.  Gruppi ciclici e ordine di un elemento 93
4. Gruppi quoziente, classi laterali e sottogruppi normali 99
5. Omomorfismi di gruppo 111
6. Teoremi di omomorfismo di gruppi 118

3



7.
8.
9.

Teorema di struttura per gruppi abeliani finiti
Automorfismi di gruppo
Azione di un gruppo su un insieme

10. Formula delle classi e sue conseguenze

11.
12.

Gruppi di permutazioni
Prodotto semi-diretto

Capitolo 6. Anelli

1.

PN DO 0N

Definizione e prime proprieta

L’anello dei polinomi Alz]

Fattorizzazione in K]z]

Una dimostrazione del teorema fondamentale dell’algebra
Omomorfismi di anelli, ideali e anelli quoziente

Quozienti dell’anello K[x]

Campo delle frazioni di un dominio d’integrita

Anelli speciali: anelli euclidei, PID, UFD

Capitolo 7. Campi

1.

N o

FElementi algebrici e trascendenti su K

Grado di una estensione ed estensioni algebriche
Chiusura algebrica di un campo K

Campi di spezzamento

Campi finiti

Teorema dell’elemento primitivo
Corrispondenza di Galois

Indice analitico

124
137
142
145
148
159

163
163
168
181
194
196
211
214
218

227
227
233
242
246
254
258
259

273



Premessa alla nuova edizione

La prima edizione di questo volume ha avuto un discreto successo. Nono-
stante cio il volume necessitava di un aggiornamento legato anche ai cambiamenti
dell’insegnamento dell’Algebra per il Corso di Laurea in Matematica.

La nuova edizione dunque, mantenendo la filosofia che ha ispirato il primo
volume, si presenta essenzialmente come un testo nuovo: sono state tolte alcune
parti che tipicamente vengono trattate in corsi differenti da quelli di base di algebra
(come ad esempio la cardinalita per insiemi infiniti) e ne sono state aggiunte altre
(ad esempio tutta la parte sui p-gruppi).

Sono stati inoltre approfonditi e ri-organizzati tutti i contenuti, ed il volume
stesso e stato organizzato in due parti separate: la prima in cui sono trattati gli
argomenti dell’aritmetica, e la seconda in cui si introducono le strutture algebriche.
Si ¢ inoltre organizzato i capitoli per difficolta e gradi di astrazione crescenti. In
questo modo si & pensato di rendere il volume, pensato di ausilio per corsi di Algebra
di livello diverso, di piu facile uso e consultazione.

Un ulteriore aspetto di novita riguarda la ri-organizzazione, 'ampliamento e
l’aggiornamento degli esercizi presenti. Gli esercizi sono stati rinnovati ed inseriti
tutti all’interno del testo (e non piu in appendice), aumentando il numero di quelli
proposti (pitt di 200 dei quali pitt della meta risolti) e cercando di aumentare la
diversificazione tra un esercizio e Ialtro.

E stata inoltre posta maggiore attenzione all’indice analitico, arricchendolo con
molte voci, con I'obiettivo di rendere pitt semplice la consultazione rapida del testo.

I pre-requisiti sono rimasti essenzialmente quelli della versione originale. Per
seguire i contenuti di questo volume & necessario conoscere le definizioni e le pro-
prieta basilari relative alla nozione di insieme. In particolare supporremo conosciute
le definizioni di: insieme (come collezione di oggetti), appartenenza di un elemento
ad un insieme, sottoinsieme, insieme unione, insieme intersezione, insieme differen-
za, insieme complementare e prodotto cartesiano di insiemi. Supporremo inoltre
conosciuti i connettivi logici di “e” (A), “0” (V), “not”, “implica” e le rispettive
tavole di verita e i quantificatori esistenziali (3) e universali (V), nonché una certa
dimestichezza con i simboli di sommatoria (>) e produttoria (). Altre nozioni
preliminari sono invece richiamate brevemente nei prossimi paragrafi.

Piu avanti, quando tratteremo di radici di polinomi, sara invece supposta la
conoscenza dei numeri complessi almeno per quanto riguarda la loro rappresenta-
zione, le operazioni su di essi e il metodo per il calcolo delle radici n-esime di un
numero complesso. La scelta di omettere questo argomento e dovuta al fatto che, se
& vero che tale insieme numerico non sempre e trattato a livello di scuola superiore,
¢ anche vero che dovrebbe pero essere argomento del corso di Analisi: si presup-
pone percio che lo studente li abbia gia incontrati. Se cosi non fosse consigliamo
di studiarsi le nozioni riportate sopra su qualsiasi libro di Analisi zero (ovvero di
raccordo scuola superiore-universita). Si parlera anche di spazi vettoriali senza de-
finirli, supponendo che la conoscenza di questa struttura sia acquisita nel corso del
primo anno che tratta ’algebra lineare.

P. Di Martino, Pisa 23 — 09 — 2013
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CAPITOLO 1

Nozioni preliminari

1. Relazioni

In questa sessione introduciamo alcuni concetti che useremo spesso, come ad
esempio il concetto di relazione binaria su un insieme X.

Definizione 1.1. Dato un insieme A, una relazione binaria R su A ¢ un
sottoinsieme dell’insieme A x A. Se una coppia (a,b) in A x A appartiene a R, si
dice che ’elemento a di A ¢ in relazione con 'elemento b di A e si scrive a¥th in
luogo di (a,b) € R.

Dunque una relazione binaria su un insieme A non ¢ niente di pitt che un sottoin-
sieme del prodotto cartesiano A x A. Tra tutte le proprieta che puo soddisfare una
relazione binaria, alcune, che introduciamo ora, sono particolarmente importanti
nello studio delle strutture matematiche.

Definizione 1.2. Una relazione binaria R su un insieme A si dice totale se
per ogni a,b € A si ha che almeno una delle due condizioni: a¥th, bRa & soddisfatta.
In termini insiemistici la condizione di essere una relazione totale significa che per
ogni a,b di A almeno una delle coppie (a,b), (b, a) appartiene a .

Esempio 1.3. Dato un gruppo T di persone, la relazione R su T, definita da
ah se e solo se a & alto in cm come b o piu di b, & una relazione totale su 7. E
interessante osservare che, se avessimo definito i dicendo che a¥th se e solo se a ¢
piu alto di b, allora R non sarebbe una relazione totale nel caso in T ci siano due
persone alte uguali.

Definizione 1.4. Sia R una relazione binaria su A. Se:

i Ya € A, aRa la relazione si dice riflessiva su A.
ii Va,b e A, (aRb = bRa) la relazione si dice simmetrica su A.
iii Va,b,c € A (aRb A bRc = aRce) la relazione si dice transitiva su A.

Esercizio 1.5. Considerare l'insieme F degli iscritti a Facebook. Su questo
insieme considerare la relazione R definita da aRb se e solo se a appartiene agli
amici b di b. Discutere se R ¢& totale su F, riflessiva, simmetrica e transitiva.

Definizione 1.6. Una relazione binaria 3 su un insieme A che sia riflessiva,
simmetrica e transitiva si dice una relazione di equivalenza su A.

Esempio 1.7. Sia I l'insieme di tutti i residenti in Italia. Consideriamo la
relazione R definita da a¥th se e solo se a e b sono residenti nello stesso comune. La
relazione N su I ¢ di equivalenza.

Definizione 1.8. Data una relazione di equivalenza R su un insieme A, e
dato un elemento a € A, il sottoinsieme di A formato da tutti gli elementi di A
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che sono equivalenti ad a ¢ detto classe di equivalenza dell’elemento a rispetto
alla relazione R ed & solitamente indicato con [a]g (il riferimento a R & spesso
omesso, quando dal contesto sia evidente a quale relazione di equivalenza si faccia
riferimento).

Esempio 1.9. Considerata la relazione totale introdotta nell’Esempio 1.7, le
singole classi di equivalenza sono formate da tutti i residenti in uno stesso comune.

Osservazione 1.10. Data una relazione di equivalenza R su un insieme A, per
ogni a € A la classe di equivalenza [a]y non & vuota, infatti per la proprieta riflessiva
a € [a]g. Inoltre un’altra proprieta che segue dalla simmetria e dalla transitivita &
che gli elementi che stanno nella classe di equivalenza [a]s sono tutti in relazione
tra loro: infatti se b, ¢ € [a]y allora per definizione aftb e afte. Per simmetria da
questo segue che cRa e per transitivita che cRb.

Definizione 1.11. Dato un insieme A, un insieme (finito od infinito) § di
sottoinsiemi non vuoti di A si dice una partizione di A se:
(1) L'unione degli elementi di § ¢ uguale ad A, in simboli: [y z X = 4;
(2) Gli elementi di § sono a due a due disgiunti (cioé non hanno elementi in
comune), in simboli: VB,C € § (B#C = BNC =10).

Proposizione 1.12. Dato un insieme A, e una relazione di equivalenza R su
A, linsieme E = |J,c4lalw, unione di tutte le classi di equivalenza [a]n di A, al
variare di a in A, & una partizione di A (sappiamo che le [a]p sono non vuote).

DIMOSTRAZIONE. Che I'unione delle classi di equivalenza [a]y di A al variare
di a in A sia uguale ad A segue dal fatto che per ogni elemento = di A, per la
proprieta riflessiva x appartiene alla classe di equivalenza: [z]x.

Consideriamo adesso due classi di equivalenza [a]n e [bg e sia ¢ un elemento
in comune alle due classi (ovvero ¢ € in relazione sia con a che con b). Allora
per ogni = € [a]n si ha, per transitivita, che x & in relazione con c¢. Sempre per
transitivita, da questo segue che z & in relazione con b, ovvero che x € [b]p. Dunque
[a]lp C = € [b]w. Analogamente si dimostra che ogni elemento di [b]p appartiene ad
[a]r. Dunque si conclude che [b]p = [a]r. Abbiamo dimostrato che se le due classi
non sono disgiunte allora sono uguali. U

Definizione 1.13. Data una relazione di equivalenza R su di un insieme A,
Iinsieme delle classi di equivalenza di #® su A si dice insieme quoziente di A
rispetto a R. Tale insieme si indica solitamente con A/x.

Osservazione 1.14. Osserviamo che, per come ¢ definito, I'insieme quoziente
di A rispetto a R ¢ un insieme di sottoinsiemi di A.

Definizione 1.15. Data una relazione di equivalenza R su di un insieme A,
un sottoinsieme R di A si dice un insieme di rappresentanti per R se per ogni
elemento C' di A/ si ha che R e C hanno in comune uno e un solo elemento.

Introduciamo infine un’altra categoria importante di relazioni:

Definizione 1.16. Sia R una relazione binaria su A, se Va,b € A aRb e bRa
implica a = b la relazione si dice antisimmetrica su A.

Definizione 1.17. Una relazione binaria R su A che sia riflessiva, antisim-
metrica, e transitiva si dice una relazione di ordine su A. Si dice anche che il
sottoinsieme delle coppie in A x A appartenenti a 3 definisce un ordine su A.
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2. Funzioni

I1 concetto di funzione e sicuramente un concetto trattato a livello di scuola
superiore. Spesso si fa riferimento alla seguente definizione:

Definizione 1.18. Una funzione f da A a B ¢ una legge che ad ogni elemento
di A associa uno e un solo elemento di B. Gli insiemi A e B si dicono rispettivamente
dominio, e codominio della funzione f.

La Definizione 1.18 non ¢ una vera e propria definizione matematica, in quanto
il significato del termine legge & tutt’altro che univocamente definito. Per dare
dunque una definizione piu rigorosa, spesso si identifica la funzione con quello che
solitamente viene chiamato il grafico della funzione:

Definizione 1.19. Siano A, B non vuoti, una funzione f da A a B, che
indicheremo con la notazione f : A — B, ¢ un sottoinsieme del prodotto cartesiano
A x B tale che:

(1) Yae A3 e B (a,b) € f.

(2) Se (a,b1) € f e (a,by) € f allora by = bs.
Scriveremo f(a) = b per indicare che (a,b) € f: l'elemento b & detto 'immagine
di @ tramite f, mentre a ¢ detta una controimmagine di b rispetto a f.

Osservazione 1.20. L’immagine di un elemento del dominio & unica per defi-
nizione di funzione (proprieta 2 della Definizione 1.19), ma, in generale, questo non
¢ vero per la controimmagine di un elemento b di B (e per questo nella definizione
si usa 'articolo indeterminativo una). Infatti nella Definizione 1.19 non ¢ richiesto
che, se (a1,b) e (az,b) appartengono a f allora a; = as.

E inoltre possibile che la controimmagine di un elemento b di B non esista:
ovvero che non ci sia nessuna a in A per cui f(a) = b (in termini insiemistici che,
per ogni a di A, (a,b) non appartiene a f).

Definizione 1.21. Dati una funzione f : A — B e C C B, 'insieme
f7HC) ={a € Alf(a) € C}
¢ detto insieme controimmagine di C' tramite f. L’insieme
f(A)={beB|Fdac A f(a) =0}

delle immagini di tutti gli elementi di A tramite f ¢ detto insieme immagine di
A tramite f.

Abbiamo osservato in 1.20 come, in generale, data una funzione f da A a B, non
¢ detto che per ogni b in B esista un a in A con f(a) = b, e nemmeno che in caso
a esista, sia unico. Introduciamo allora le seguenti definizioni per caratterizzare
quelle funzioni che hanno una o entrambe le proprieta.

Definizione 1.22. Una funzione f da A in B si dice iniettiva, se per ogni
b € f(A) esiste un solo a € A tale che f(a) = b. Ovvero una funzione ¢ iniettiva se
da f(a1) =be f(az) = b segue necessariamente che a; = as

Definizione 1.23. Una funzione f da A in B si dice surgettiva se f(A) = B,
ovvero per ogni b € B esiste almeno un a € A tale che f(a) = b.

Definizione 1.24. Una funzione f da A in B si dice bigettiva se ¢ iniettiva
e surgettiva.

11



Esempio 1.25. Dato un insieme A la funzione identita i da A in A che ad
ogni a di A associa a stesso (Va € A i(a) = a) & bigettiva.

Esempio 1.26. Sia R una relazione di equivalenza su un insieme A. La fun-
zione g : A — A/x, che ad ogni a in A associa la sua classe di equivalenza [a]g, &
detta proiezione canonica sul quoziente, ed ¢ surgettiva. Se R ¢ un insieme di
rappresentanti per R, allora la restrizione di 7y al sottoinsieme R di A & bigettiva.

Definizione 1.27. Date f: A — B e g: B — C la funzione go f da A in
C definita da Va € A, go f(a) = g(f(a)) € detta funzione composta di f con g.

Esercizio 1.28. Siano f: A — B e g: B — C. Dimostrare che:

(1) Se f,g sono iniettive anche go f lo é.

(2) Se f,g sono surgettive anche go f lo é.

(3) Se go f é iniettiva allora f & iniettiva ma g puo non esserlo.
(4) Se go f ¢é surgettiva allora g é surgettiva ma f puo non esserlo.

Svolgimento. Verifichiamo le quattro proposizioni proposte una ad una, facendo
riferimento alle Definizioni 1.22 e 1.23.

(1) Per dimostrare che g o f ¢ iniettiva, bisogna far vedre che se z,y € A hanno
la stessa immagine tramite g o f (ovvero go f(z) = go f(y)) allora sono lo stesso
elemento, (ovvero z = y).

(@) =9(f(v) = [f@)=Ffly) = ==y
—_——— ——

~— ~—
gof(z) gof(y) g iniettiva [ iniettiva

(2) Per ogni ¢ € C' dobbiamo dimostrare che esiste a € A tale che g o f(a) = c.
Essendo ¢ surgettiva per ipotesi, esiste b € B tale che g(b) = ¢. Essendo f sur-
gettiva per ipotesi esiste a € A tale che f(a) = ballora gof(a) = g(f(a)) = g(b) = c.

(3) Supponiamo che esistano x,y € A diversi, e tali che f(x) = f(y) = b. Avremmo
che g o f(z) = g(f(x) = 9(b) = g(f(y)) = g o f(y). Assurdo in quanto go f &
per ipotesi iniettiva. Mostriamo ora con un controesempio che g o f iniettiva non
garantisce che g sia iniettiva. Basta considerare il caso di A con un solo elemento,
B con pit di un elemento e C' con un solo elemento. Evidentemente ogni funzione
da un insieme con un solo elemento ¢ iniettiva (quindi ogni funzione da A in B ¢
anche ogni funzione A in C' sono in questo caso iniettive), mentre una funzione da
un insieme con piu di un elemento in un insieme di un elemento non puo essere
iniettiva. Quindi scegliendo f, g funzioni qualsiasi tra insiemi A, B, C' di questo
tipo si ha: f iniettiva, g non iniettiva e g o f iniettiva.

(4) Se g(B) fosse contenuto strettamente in C, g o f(A), che ¢ sempre contenuto
in g(B), sarebbe contenuto strettamente in C, e quindi g o f non sarebbe surget-
tiva. Deve quindi essere g(B) = C, ossia g surgettiva. Per mostrare che f non
¢ necessariamente surgettiva basta considerare lo stesso controesempio del punto
precedente: infatti ogni funzione da A (con un solo elemento) a B (con piu di un
elemento) non puo essere surgettiva, invece qualsiasi funzione da A in C' e da B in
C essendo C con un solo elemento ¢ surgettiva.

Esercizio 1.29. Siano A, B insiemi e f : A — B allora:

(1) f ¢ iniettiva se e solo se per ogni insieme C' e per ogni coppia di funzioni
g,hda B aC gof=hof implica g=h.
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(2) f é surgettiva se e solo se per ogni insieme C e per ogni coppia di funzioni
g,h da C in A fog= foh implica g = h.

Definizione 1.30. Una funzione f: A — B si dice invertibile se esiste una
funzione g : B — A tale che, per ogni a € A, (go f)(a) = a e per ogni b € B
(fog)(b) =0b,ovvero go f =ia e fog=rip. La funzione g si dice inversa di f.

Esercizio 1.31. Dimostrare che linversa di una funzione invertibile f é unica
(e sara denotata con f~1) e che ¢& bigettiva.

Teorema 1.32. Una funzione f : A — B é invertibile se e solo se é bigettiva.

DIMOSTRAZIONE. =) Per ipotesi esiste g : B — A tale che go f = idy e
fog=1idp. Dall’Esercizio 1.28 segue che: f ¢ sia iniettiva (in quanto go f lo ¢),
che surgettiva (in quanto f o g lo &), ovvero f ¢ bigettiva.

<) Supponiamo f bigettiva e sia b € B. Dalla bigettivita di f segue che esiste
un unico a € A tale che f(a) = b. Consideriamo la funzione g : B — A che ad ogni
b € B associa 'unico elemento a di A tale che f(a) = b. La funzione g ¢ inversa di
f, in quanto, per ogni a € A, (go f)(a) = g(f(a)) = g(b) = a, e, per ogni b € B,
(0. 9)(®) = F(g(b)) = f(a) = b. O

Esercizio 1.33. Se f : A — B ¢ una funzione surgettiva, allora esiste un
sottoinsieme X di A tale che f ristretta ad X é una funzione bigettiva da X a B.

Esercizio 1.34. Se f : A — B ¢ una funzione iniettiva, allora esiste un
sottoinsieme Y di B tale che [ é una funzione bigettiva da A a Y.

Esercizio 1.35. Se [ ¢ una funzione bigettiva da A a B, e g,h sono funzioni
da B in C con go f=ho f, allora g=h. Se s,t sono funzioni da C in A tali che
fos= fot alloras=t.

Il seguente teorema mostra come ogni funzione tra due insiemi possa essere vista
come la composizione di una funzione surgettiva con una iniettiva.

Teorema 1.36 (Teorema di omomorfismo tra insiemi). Sia f : A — B,
esistono un insieme C, e due funzioni fs : A — C surgettiva e f; : C — B
iniettiva, tali che f = f; o fs. Inoltre dati un insieme D, fs : A — D surgettiva
e fi : D — B iniettiva, esiste un’unica funzione € : D — C bigettiva e tale che
fs=cecofsefi=fioe.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo C' = f(A) e siano f, = fl e f; = idc, allora &
facile osservare che effettivamente f = f; o fs e che f, & surgettiva, e f; & iniettiva
(osserviamo anche che se f ¢ surgettiva allora f; ¢ bigettiva).

Per la seconda parte, la situazione e quella descritta nel seguente diagramma:

D
27N
A—f>B
N

C

I realta, seguendo la definizione formale di funzione che abbiamo dato, c¢’e¢ una differenza
tra fs e f: entrambe sono lo stesso insieme di coppie di elementi di A X B ma fs ¢ un sottoinsieme
di A X f(A) mentre f & un sottoinsieme di A X B.
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Quello che vogliamo dimostrare ¢ che esiste una bigezione € da D a C' tale che
fs =eofse f; = fioe. Questo equivale a dire, usando un linguaggio che adotteremo
spesso, che il diagramma sotto commuta. Ovvero, partendo da un qualsiasi punto
del diagramma, & indifferente il percorso scelto per arrivare al punto di arrivo:
seguendo le frecce orientate, il risultato finale non dipendera dalla strada scelta.

D
fs fi
A € B
A
C

Per ogni d € D definiamo &(d) = f;(d) ne segue che € ¢ iniettiva e che £ o f; =
fio fs = f = fs e dunque ¢ & anche surgettiva (si applica il risultato dell’Esercizio
1.28 alla funzione surgettiva f,). L’unicita segue dall’Esercizio 1.35. ]

Abbiamo introdotto il concetto di relazione di equivalenza e di funzione, data f :
A — B possiamo definire la seguente relazione binaria su A: r¥ys se e solo se

fr) = f(s).

Esercizio 1.37. Dimostrare che data una funzione f : A — B, la relazione
binaria Ry su A introdotta sopra ¢ di equivalenza su A.

Proposizione 1.38. Sia f una funzione da A a B. Consideriamo linsieme
D= A/ng e la proiezione canonica ©: A — D. Esiste un’applicazione iniettiva f
da D a B tale che f = fom.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni elemento d € D esiste almeno un elemento a € A
tale che m(a) = d (la proiezione canonica & surgettiva). Definiamo f(d) = f(a),
dobbiamo mostrare che questa ¢ una buona definizione, ovvero che f(d) sia univo-
camente determinato. Affinché lo sia, per come & definito, non deve dipendere dal
rappresentante a di d scelto in A. Ovvero se aj, as sono due elementi di A tali che
m(a1) = m(ag) = d allora deve essere f(a1) = f(az). Questo & vero per definizione
di Rs: a1 e ap stanno nella stessa classe di equivalenza se e solo se la loro immagine
tramite f ¢ uguale. Questo dimostra anche che f & iniettiva, infatti se dy, ds sono
due elementi diversi di D allora prendendo due rispettivi rappresentanti a1, as in
Asiha f(a1) # f(az) e dunque f(a1) # f(a2). Infine il fatto che f o sia uguale a
f & un’immediata conseguenza della definizione data di f. O

Da questo, e dal teorema 1.36, segue che I'insieme D = A/g, ¢ in corrispondenza
biunivoca con f(A).

Esercizio 1.39. Siano A, B,C insiemi non vuotie f : B — A, g: C — A
allora esiste h : B — C' che commuta con il sequente diagramma (cioé goh = f):

34>A

N A

se e solo se f(B) C g(C). Inoltre se g ¢é iniettiva allora h é unica.
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Svolgimento. Se go h = f allora go h(B) = f(B) ma go h(B) = g(h(B)) C g(C)
(osserviamo che h(B) = C' solo se h & surgettiva). Viceversa, se f(B) C g(C), allora
per ogni b € B f(b)e un elemento di g(C'). Dunque esiste almeno un ¢ € C tale che
g(c) = f(b). Definiamo h(b) = ¢ e abbiamo che A commuta con il diagramma come
richiesto, inoltre se g & iniettiva esiste esattamente un ¢ € C tale che g(c) = f(b) e
perciod h(b) & univocamente determinato per ogni b € B, ovvero h ¢ unica.

Esercizio 1.40. Siano A, B,C insiemi non vuotie f: A— B, g: A — C
allora esiste h : C'— B che commuta con il sequente diagramma (cioé hog= f):

[ A
C

se e solo se per ogni ai,as € A g(ar) = g(az) implica f(ar) = f(az). Inoltre se g ¢é
surgettiva allora h € unica.

Svolgimento. Se hog = f e g(a;) = g(az) allora:

flar) = (hog)(ar) = h(g(ar)) = h(g(az)) = (hog)(az) = f(az)

Viceversa, se per ogni aj,as € A da g(a1) = g(az) segue f(a1) = f(az), allora
per ogni ¢ € C: se ¢ € g(A), allora esiste a € A tale che g(a) = ¢, e definiamo
h(c) = f(a); se c € C'\ g(A) possiamo definire h(c) come vogliamo. Quella data &
una buona definizione nel senso che non dipende dalla controimmagine di ¢ tramite
g scelta. Infatti se a1, as sono due controimmagini diverse di ¢ tramite g abbiamo,
per ipotesi, che f(a;) = f(az2) e di conseguenza che h(a;) = h(az). h commuta con
il diagramma per costruzione e se g € surgettiva h € univocamente determinata su
tutto il dominio e quindi unica.

I risultati che emergono da questi esercizi ci permettono di fare il passaggio
inverso rispetto alla Proposizione 1.38: in quel caso data una funzione f da A in B
avevamo definito una relazione di equivalenza R, considerato l'insieme quoziente
A/x, e dimostrato che esiste una funzione fi che commuta con il diagramma:

A ! B

Alw,

Ora, data una relazione di equivalenza R su A, vogliamo trovare un insieme B e
un’applicazione surgettiva f tali che 8 = Ry. Per questo basta considerare ad
esempio B = A/g e f la proiezione canonica da A in B.

Esercizio 1.41. Verificare che effettivamente con la scelta fatta R = R;.

Quello che in realta vogliamo dimostrare attraverso I’Esercizio 1.40 ¢ qualcosa
di pit forte, ovvero che se (C,g) sono una coppia con le stesse proprieta di (B, f)
(cioe g(A) = C e R = Ry) allora esiste un’unica funzione ¢ : C — B bigettiva che
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commuta con il seguente diagramma:
A
S X
—_—
C p B

Vista la surgettivita di g e 'Esercizio 1.40, per provare esistenza e unicita di ¢ che
commuta con il diagramma, basta provare (vista la surgettivita di g) che per ogni
a1,a2 € A g(a1) = g(ae) implica f(a1) = f(az). Questo segue dalle ipotesi, infatti:

g(a1) = g(az) © a1Rga2 & a1Ras & a1Rras & f(ar) = f(az)

Osserviamo che potevamo aspettarci la catena di doppie implicazioni visto il ruolo

totalmente simmetrico della coppia (B, f) rispetto alla coppia di (C,g). Ci rimane

da provare che ¢ ¢ surgettiva, ma questo segue dal fatto che ¢ commuta con il

diagramma (ovvero ¢pog = f) e che f & surgettiva. Abbiamo quindi dimostrato che

la coppia (B, f) & un modello dell’insieme quoziente A/, unico a meno di bigezioni.
Introduciamo adesso una particolare tipo di funzioni:

Definizione 1.42. Sia A un insieme, un’operazione n-aria, o di arieta n,

su A & una funzione % : A x --- x A — A. Nel caso di operazioni binarie (ovvero
—_———
n Volte

funzioni da A x A in A) diremo semplicemente operazione su A.

Definizione 1.43. Sia * operazione su A, dati a,b € A si dice che a divide b
(o che a ¢ un divisore di b) se esiste ¢ € A tale che b = a * ¢. Se a divide b si dice
anche che b & un multiplo di a. Scriveremo che a | b.

Definizione 1.44. Data un’operazione * su A, la relazione R definita da a¥tb
se e solo se a | b, si dice relazione di divisibilita su A, rispetto a .

Esercizio 1.45. Consideriamo (N,+). Quali coppie (m,n) in N x N appar-
tengono alla relazione di divisibilita | introdotta nella Definizione 1.447¢

Esercizio 1.46. Consideriamo un insieme A su cui é definita una operazione
x. Dati a,b,c € A sapendo che a | b e b | ¢ si pud concludere che a | ¢? In altre
parole: la relazione di divisibilita & sempre transitiva?

Svolgimento. Le ipotesi che abbiamo ci dicono che esistono h, k € A tali che b = axh
e ¢ = bx k. Da queste due uguaglianze si ottiene che ¢ = (a * h) x k.

Se x & associativa abbiamo che ¢ = ax* (h*k), ed essendo * una operazione in A,
h#k & un elemento di A (indichiamolo con t). Percid ¢ = axt ovvero a | ¢. Possiamo
quindi concludere che, se 'operazione * ¢ associativa, la relazione di divisibilita e
transitiva.

Se x non & associativa non possiamo scrivere che (a * h) * k = a * (h x k),
quindi non si puo procedere come sopra. In generale, se * non e associativa, non
vale la proprieta transitiva della divisibilita: un esempio di questo e I'operazione di
esponenziazione (a * b = a’).

Definizione 1.47. Siano A un insieme e R, * rispettivamente una relazione e
un’operazione? su A. Si dice che R ¢ compatibile con * se Va,b,c,d € A da aRb e
cRd segue che (a * ¢)R(b x d).

2Questa definizione puo essere generalizzata alla compatibilita di relazioni n-arie, rispetto ad
operazioni n-arie.
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CAPITOLO 2

L’insieme N dei numeri naturali

1. Introduzione

I numeri naturali sono stati creati per un’esigenza primaria, quella di contare
oggetti. Il numero naturale & particolarmente importante perché ¢ il primo (sia nella
storia della matematica che nella storia di ogni persona) approccio con il concetto
primitivo di numero. Infatti fin da piccoli abbiamo imparato ad usare i numeri
cosiddetti naturali (0, 1,2, 3,...) per contare oggetti e in generale la numerosita di
insiemi di oggetti.

Uno dei grandi contributi attribuito alla scuola greca ¢ I'aver evidenziato il
fatto che i numeri sono idee che vivono nella mente e che sono nettamente distinte
dagli oggetti o dalle rappresentazioni fisiche. Dedekind (1831 — 1916) affermava: “I
numeri sono creazioni dell’intelletto umano, essi servono a cogliere piu facilmente e
profondamente la diversita delle cose”.

Oggi sembra banale pensare che il numero 8 sia un’astrazione di tutti gli insiemi
contenenti 8 oggetti, indipendentemente dalle caratteristiche degli oggetti ma a
dimostrazione che questo sia stato un passaggio tutt’altro che naturale ci sono
gli studi sui linguaggi primitivi che rivelano come il numero avesse una valenza
concreta: per contare oggetti di tipo diverso venivano usati nomi di numeri diversi.
Questa complessita e intuibile anche se ci soffermiamo sul significato matematico
di questa astrazione del numero: considerare il numero 8 come rappresentante di
tutti gli insiemi di 8 oggetti significa considerare una relazione di equivalenza (che
poi corrisponde a quella che viene chiamata cardinalita degli insiemi finiti).

D’altra parte anche la formalizzazione dell’insieme dei numeri naturali & tut-
t’altro che semplice, ed & avvenuta in tempi piuttosto recenti (nella seconda meta
dell’Ottocento), in seguito allo sviluppo dell’analisi infinitesimale (la sistematizza-
zione dei numeri naturali e strettamente connessa alla necessita di ben fondare, di
capire la reale natura dei numeri reali. Questo, in particolare, mostra come 1’evo-
luzione e la sistemazione di concetti matematici sia, nella storia della matematica,
tutt’altro che lineare.

In questo capitolo ci soffermeremo su alcune proprieta strutturali dei numeri
naturali, accennando solo brevemente all’introduzione formale di questo insieme
numerico attraverso gli assiomi di Peano.

Proprio per cominciare ad osservare proprieta strutturali, molte delle definizioni
che introdurremo saranno valide per un insieme generico A e poi lette in N.

2. Definizione di N e proprieta delle operazioni

L’assiomatizzazione dei numeri naturali viene proposta usando alcuni enti pri-
mitivi: il concetto di numero, di zero, di appartenenza ad un insieme e di funzione
successore.

17



Peano (e similmente Dedekind) assume che esistano un insieme N che chiamia-
mo insieme dei numeri naturali (che contiene un elemento 0, chiamato zero), e
una funzione successore S : N — N, di N in sé, che soddisfi le seguenti proprieta:
(1) S ¢ iniettiva,
(2) 0¢S(N),
(3) Se un sottoinsieme M di N contiene lo zero ed & chiuso rispetto a S (cioe
S(M) C M) allora M =N.

Osservazione 2.1. La sistematizzazione dei numeri naturali non si ferma con
il supporre che esista un insieme che verifica le proprieta suddette. Quello che
vogliamo & che tali proprieta caratterizzino in maniera esclusiva 'insieme dei numeri
naturali, ovvero che, se esiste un insieme N’ con un elemento 0/ e una funzione
successore S’ su N che soddisfa gli assiomi di Peano, allora (N, S,0) e (N/,5",0)
sono la stessa cosa. Dove essere la stessa cosa va inteso in senso matematico, cioe
fondamentalmente che esista una funzione bigettiva f : N — N con f(0) = 0" e
S’o f = foS. Tale risultato ¢ I'enunciato del cosidetto teorema di unicita, che sara
dimostrato da Dedekind nel 1888.

Definizione 2.2. La proprieta che 'unico sottoinsieme di N che contiene lo 0
ed ¢ chiuso per S sia proprio N ¢ nota come principio d’induzione.

Come vedremo nel prossimo paragrafo, il principio d’induzione fornisce un potente
metodo dimostrativo per proposizioni su N. Ma il principio di induzione puo essere
usato anche per definire successioni e operazioni su N, con il metodo detto per
ricorrenza. Ovvero: nel caso delle successioni si definisce il valore del primo termine
ag, e si fornisce la regola per passare dal valore dell'n-esimo termine a,, a quello
dell’n + 1-esimo a,, 11, nel caso delle operazioni binarie *, fissato m € N, si definisce
il valore di m*0, e si fornisce la regola per calcolarsi m* (n+1) conoscendo il valore
di m * n.

E facile mostrare che dal Principio d’Induzione segue che, procedendo come
descritto, abbiamo definito la successione (o l'operazione con m) per tutti i numeri
naturali. Infatti, sia I I'insieme degli indici 7 per cui abbiamo definito la successione.
0 € I perché abbiamo dato ag, inoltre se conosciamo il valore a, allora la regola
data ci permette di calcolare a, 41, cioe se n € I alloran+1 € I. Dunque I = N.

Esempio 2.3. Vediamo la definizione per ricorrenza di una successione piut-
tosto nota in matematica, e che useremo spesso nella parte di calcolo combinatorio.
Consideriamo la successione a,, definita da:

ap = 1

(pt1 = ap - (n+1)
La successione cosi definita si chiama fattoriale, e, in luogo di a,,, solitamente si
usa la notazione n!.

Esercizio 2.4. Dimostrare che n! =[]}, 4.

Osservazione 2.5. Sulla base di quanto detto possiamo definire, usando il
principio di induzione, le due operazioni addizione e moltiplicazione su N:
Fissato m € N definiamo ’addizione di m con qualsiasi naturale in questo modo:

m+0=m
{ m+ S(n)=S(m+n)
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Fissato m € N, e avendo gia definito la somma tra m e un qualsiasi naturale,
definiamo il moltiplicazione di m con un naturale qualsiasi come segue:

m-0=0
m-Sn)=m-n+m

Osserviamo che, nella definizione di addizione con m, abbiamo assunto, per defini-
zione, 'esistenza dell’elemento neutro 0. Per la moltiplicazione per m, invece I’esi-
stenza di tale elemento neutro, che corrispondera al successore di 0 comunemente
indicato con 1, si deve dimostrare (segue dalla definizione di moltiplicazione).

Si puo dimostrare, attraverso gli assiomi di Peano, che:

Teorema 2.6. Addizione e moltiplicazione di N verificano, per ogni a,b,c in
N, le proprieta riassunte nella sequente tabella :

Proprieta Addizione Moltiplicazione
Associativa (a+b)+c=a+(b+c)|(a-b)-c=a-(b-c)
Commutativa a+b=b+a a-b=b-a
Esistenza el. neutro O+a=a+0=a l-a=a-1=a

Vale inoltre la proprieta distributiva della moltiplicazione rispetto all’addizione,
ovvero ¥ a,b,c € N si ha che a- (b+c)=a-b+a-c.

Un primo risultato che si puo dimostrare da queste proprieta ¢ I'unicita dell’ele-
mento neutro:

Proposizione 2.7. Gli elementi neutri di addizione e moltiplicazione in N
S0N0 UNLCI.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che ¢ € N sia un elemento neutro per I’addizio-
ne: vogliamo dimostrare che necessariamente deve essere ¢ = 0. Considerando la
somma ¢ + 0, abbiamo che:

t in quanto 0 é elemento neutro
t+0= . .
0 in quanto t é elemento neutro

Percid ¢ = 0 necessariamente. Analogamente si procede per dimostrare che e’ ¢
unico.

Osserviamo che la dimostrazione e replicabile per qualsiasi insieme A su cui sia
stata definita un’operazione con le proprieta precedenti. O

Dato un insieme A con un’operazione commutativa * e con l’elemento neutro per
quella operazione (che indichiamo con e), introduciamo il concetto di inverso di un
elemento:

Definizione 2.8. Dato a € A, se esiste un elemento b € A tale che axb = e,
si dice che b ¢ ’inverso di a.

Osservazione 2.9. Osserviamo che in N, sia per ’addizione che per la molti-
plicazione, ’elemento inverso esiste solo per i rispettivi elementi neutri.

Osservazione 2.10. Dati A insieme e * operazione su A, la relazione R definita
da alb se a & I'inverso di b rispetto a *, & simmetrica.
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L’esistenza degli inversi per ogni elemento permetterebbe di definire (e dunque poter
eseguire) sottrazione e divisione a partire da addizione e moltiplicazione. Infatti,
dati a,b € N, supponiamo di cercare il numero z uguale a b — a. Per le proprieta
dell’'uguaglianza questo ¢ equivalente a trovare x tale che x + a = b. Se avessimo
I'inverso di ogni elemento rispetto all’addizione, in particolare lo avremmo per a (e
lo potremmo indicare con —a). In questo caso, aggiungendolo ad entrambe i membri
dell’'uguaglianza precedente, otterremmo z+a+(—a) = b+(—a). Avremmo dunque
x come risultato di una addizione, quella di b con 'opposto di a. La stessa cosa si
potrebbe fare tra moltiplicazione e divisione.
Introduciamo adesso la relazione binaria su N di maggiore o uguale:

Definizione 2.11. Si dice che a & maggiore o uguale di b (e scriveremo a > b
invece di a¥th), se esiste ¢ € N tale che a = b+ c.

Esercizio 2.12. Dimostrare che la relazione > definisce un ordine totale su N.

Osservazione 2.13. A questo punto dovrebbe essere chiaro come definire la
maggiorazione stretta > su N: a > b se esiste ¢ in N, ¢ # 0 tale che a = b+ c.

Osserviamo che la relazione di maggiorazione stretta non ¢ una relazione d’or-
dine perché, pur essendo simmetrica (in quanto la condizione a > b e b > a non si
verifica mai) e transitiva, non ¢ riflessiva.

Esercizio 2.14. Dimostrare che addizione e moltiplicazione su N sono compa-
tibili con >, ovvero che:
(1) Ya,b,ceN: a>b=a+c>b+ec.
(2) Ya,b,ceN: a>b=a-c>b-c.

Si potrebbe notare che nell’esercizio precedente, abbiamo provato qualcosa di ap-
parentemente diverso da quanto richiesto nella Definizione 1.47 di operazioni com-
patibili con una relazione di equivalenza su di un insieme. Provare per esercizio
che:

Esercizio 2.15. Dimostrare che la definizione di compatibilita tra una ope-
razione *, e una relazione R su un insieme A, data in 1.47, se R & transitiva é
equivalente a richiedere che:

Ve, y,z € A 2Ry = (z* 2)R(y * 2)

Osservazione 2.16. Introdotto l'ordinamento > possiamo definire, dati a,b
in N con a > b, il naturale a — b come quel ¢ tale che b + ¢ = a. Non abbiamo
definito una operazione in N in quanto non abbiamo un valore per ogni coppia di
naturali (in particolare, — & definito per la coppia (a,b) di N x N se e solo se non
lo ¢ per la coppia (b, a)).

Esercizio 2.17. Dimostrare che la relazione di divisibilita rispetto all’ope-
razione di moltiplicazione di N (vedi Definizione 1.44), é una relazione di ordi-
ne. Mostrare inoltre che, a differenza della relazione di ordine > precedentemente
introdotta, la relazione di divisibilita non é totale.

3. Forme equivalenti del principio d’induzione

In questo paragrafo mostreremo altre forme equivalenti del principio d’induzio-
ne. Intendiamo cioe proprieta che, da una parte possono essere dimostrate a partire
dalla definizione assiomatica dei numeri naturali data, e dall’altra se sostituite al

20



posto del principio d’induzione nell’assiomatica di N, permettono di dimostrare il
principio d’induzione stesso. In poche parole, avremmo potuto scegliere di mettere
una di queste proprieta al posto del principio d’induzione nella definizione assio-
matica di N e avremmo caratterizzato lo stesso insieme. L’interesse per le forme
equivalenti del principio di induzione non e solo quello di mostrare come ’assioma-
tizzazione dello stesso insieme (che abbiamo indicato con N) possa essere fatta in
maniera differente, ma e legata anche ad un interesse pratico. Nell'uso del principio
d’induzione come metodo dimostrativo, a seconda del tipo di enunciato da pro-
vare, I'uso di una forma equivalente del principio d’induzione in luogo di un’altra
puo semplificare molto le cose. Il teorema finale di questo paragrafo, che dimostra
appunto 'equivalenza delle varie forme, ci permettera di usarle indifferentemente.
La prima delle forme equivalenti al principio di induzione che analizziamo ¢
la cosiddetta induzione forte. Questo nome, con cui solitamente viene indicato
il principio che riporteremo, ¢ in qualche modo fuorviante in quanto, come det-
to, in realta il principio di induzione e questo principio di induzione forte sono
equivalenti'. Fatto sta che ci sono casi in cui ¢ immediato provare il passo indut-
tivo dell’induzione forte, mentre & meno facile provare il passo induttivo usando
I'induzione introdotta nel paragrafo precedente.
Principio di induzione forte: Se S ¢ un sottoinsieme di N tale che:

e 0cS.
e Perogni k € N seO,...,k appartengono a S allora anche k+ 1 appartiene
as.

Allora S = N.

La differenza rispetto al principio d’induzione sta nel fatto che, nel passo in-
duttivo, per dimostrare che k + 1 appartiene a S, possiamo usare che tutti i numeri
minori di k4 1 appartengono a S e non solo k. Questo, come vedremo, sara fon-
damentale per dimostrare che ogni numero intero € primo o si puo scrivere come
prodotto di primi. Ma lo ¢ anche per definire successioni per ricorrenza il cui va-
lore del termine n-esimo non dipenda solo dal valore precedente (a,—1), ma da piu
termini precedenti.

Esempio 2.18. Consideriamo il seguente problema: supponiamo di sapere
che ogni coppia di batteri genera ogni minuto una coppia di batteri, la quale a sua
volta comincia a generare coppie di batteri a partire dal secondo minuto di vita.
Ci chiediamo: quante coppie di batteri ci saranno (se non sono presenti azioni che
distruggono i batteri) dopo n minuti partendo al tempo ¢ = 0 con una singola
coppia di batteri?

L’idea e che se indichiamo con Fj il numero di batteri al minuto ¢ si ha che:
Fy =1 (per ipotesi 'unica coppia presente al minuto 0 & quella iniziale).
Fy =1 (i batteri cominciano a generare dopo 2 minuti).

Fy, =1+ 1 =2 (la coppia iniziale piti quella generata).

F3 =2+ 1 =3 (le 2 coppie presenti al minuto precedente piu la coppia

generata dalla prima coppia di batteri. La seconda coppia, essendo al

primo minuto di vita, non genera ancora).

e F; =342 (le 3 coppie che si avevano al terzo minuto pil le due coppie
generate dalle due coppie che hanno pit di un minuto di vita).

Iper questo su alcuni testi i due principi sono invece chiamati rispettivamente prima forma
e seconda forma del principio d’induzione.
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Da questi primi conti si puod intuire come F), sia la somma di F,,_; (le coppie di
batteri presenti al minuto precedente continuano ad esserci) pitt Fj,—2 (le coppie
generate dalle coppie di batteri che hanno pit di un minuto di vita, che sono per
Pappunto Fj,_»).

Abbiamo dunque che la successione definita per ricorrenza da:

Fhb=1 F, =1
Perognin>2, F,=F, 1+ F,_2

risolve, per qualsiasi minuto n, il problema di calcolare il numero di batteri.
La successione appena definita, molto nota in matematica, prende il nome di
successione di Fibonacci, e i suoi termini sono chiamati numeri di Fibonacci.

Teorema 2.19. La prima e la seconda forma del principio d’induzione sono
equivalenti.

Esercizio 2.20. Dimostrare il teorema 2.19.

Un altro principio, che mostreremo essere equivalente al principio d’induzione al-
Pinterno dell’assiomatica di Peano (ovvero lasciando inalterate le altre proprieta
caratterizzanti N nell’assiomatica di Peano, e considerando uno dei due principi, si
puo dimostrare 'altro), ¢ il cosiddetto Principio del buon ordinamento o prin-
cipio del minimo: ogni sottoinsieme S non vuoto di N possiede minimo. Ovvero
esiste m € S tale che Vo € S si ha z > m.

Teorema 2.21. [l principio del buon ordinamento e il principio d’induzione
sono equivalenti all’interno dell’assiomatica di Peano.

DIMOSTRAZIONE. =)Supponiamo di aver assunto 1’assioma del buon ordina-
mento sui naturali, e consideriamo S un sottoinsieme di N tale che 0 € S esen € S
allora n + 1 € S. Vogliamo dimostrare che S = N, questo equivale, indicando con
T il complementare di S in N, a dimostrare che T' = {).

Per assurdo supponiamo che la tesi sia falsa, cio¢ T # ). Dal principio del buon
ordinamento segue che 7" ha un elemento minimo m. Sicuramente m # 0, perché
0 € S e, per definizione di complementare, S N T = (. Dunque m > 0 ed esiste?
m —1in N. m — 1 non appartiene a 7' (in quanto m ¢ il minimo di 7'), e quindi
m — 1 appartiene ad S (sempre per definizione di complementare). Ma per ipotesi
sappiamo che, se un elemento n appartiene a S allora anche n + 1 appartiene a S,
quindi anche (m — 1) + 1 =m € S. Questo & assurdo, perché come gid osservato,
per definizione di complementare, non esistono elementi in comune tra S e 7T'.

Si conclude quindi che T & vuoto perché se cosi non fosse, avremmo comunque
un assurdo.

<) Supponiamo che valga il principio di induzione, e consideriamo un sot-
toinsieme S di N non vuoto. Supponiamo per assurdo che S non abbia minimo.
Consideriamo la proposizione P(n) relativa al numero n: nessun naturale minore
o uguale di n appartiene ad S e il seguente sottoinsieme di N:

T = {n € N|P(n) ¢ vera}
Osserviamo che 0 € T in quanto, se P(0) fosse falsa, vorrebbe dire che 0 € S
e dunque sarebbe un minimo di S. Inoltre, se n € T, necessariamente n + 1
appartiene a T'. Infatti, cosi non fosse, avremmo:

2Questa proprieta, che ogni m > 0 abbia un predecessore in N, segue dagli assiomi di Peano.
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e P(n) ¢ vera, cio¢ nessun numero minore o uguale a n sta in S.
o P(n—+1) ¢ falsa, quindi esiste un numero minore o uguale di n+ 1 che sta
in S.
Ovvero n+ 1 appartiene ad S ed & un minimo di S, contro I'ipotesi che S non abbia
minimo.
Abbiamo cioe dimostrato che T rispetta le ipotesi del principio di induzione,
ovvero T = N, ma questo & equivalente a S = (. O

Diamo un’ulteriore forma equivalente al principio di induzione, spesso utilizzata.
Principio della catena discendente: Non esistono successioni strettamente
decrescenti infinite di numeri naturali.

Esercizio 2.22. Dimostrare che il principio della catena discendente e il prin-
cipio del minimo sono equivalenti (da cui seque per transitivita della doppia im-
plicazione, che il principio della catena discendente é equivalente alle due forme
dell’induzione).

4. Il principio di induzione come metodo dimostrativo

Abbiamo introdotto nel paragrafo precedente alcune forme equivalenti al prin-
cipio d’induzione, con la motivazione che potranno essere utili come tecniche di-
mostrative. Mostriamo dunque finalmente come, dal principio d’induzione, segua
una tecnica dimostrativa molto usata in matematica per provare proposizioni su
N. Le dimostrazioni che usano tale tecnica verranno chiamate dimostrazioni per
induzione.

Anche per quanto riguarda il metodo dimostrativo per induzione, come per
molte altre conquiste del pensiero matematico, non ¢ possibile stabilire una data
di scoperta: non e I'invenzione di un particolare individuo in una data fissata, ma
piuttosto un metodo implicito nel lavoro di molti matematici, che emerge lentamen-
te e altrettanto lentamente viene formalizzato. Per dimostrare che i numeri primi
sono infiniti, Euclide, nella proposizione 20, libro I X degli Elementi, afferma che
1 numeri primi sono piu di ogni assegnata moltitudine di numert primi. Euclide
in realta prova solo che dati tre primi A, B, C ne esiste un quarto D diverso dai
precedenti, ma il metodo dimostrativo che usa (e che vedremo in seguito) & di ca-
rattere generale, e puo essere usato per provare ’esistenza di n + 1 primi partendo
dall’ipotesi che ne esistano n. La prima formulazione dell’induzione formalmente
soddisfacente viene attribuita a Pascal, il quale, nel 1654, la usa per provare alcuni
risultati sul triangolo che porta il suo nome; tuttavia alcune indicazioni impor-
tanti possono essere riconosciute nei lavori di Maurolico (1494 — 1575) e Fermat
(1601 — 1665). In “Scienza e ipotesi” del 1952, Henry Poincare descrive il metodo
dimostrativo per induzione come il ragionamento matematico per eccellenza. Al
di 1a di questa considerazione personale di un eminente matematico, & evidente il
ruolo e la rilevanza della dimostrazione per induzione in matematica.

Proposizione 2.23 (Metodo d’induzione). Sia P(n) una proposizione che
abbia senso per ogni n in N. Se valgono le due sequenti condizioni:
(1) P(0) ¢ vera,
(2) Per ogni n (P(n) vera implica P(n + 1) vera),

allora la proposizione P(n) é vera per ogni n € N.

23



DIMOSTRAZIONE. Consideriamo 'insieme A cosi definito:
A={neN| P(n) é vera}

Cioe A ¢ linsieme dei numeri naturali per cui P ¢ vera. A contiene lo 0, inoltre ¢
chiuso per successore in quanto per ipotesi, se P & vera per n (cioe n € A) allora P
¢ vera per n+ 1 (cioe n+1 € A). O

Osservazione 2.24. Il principio di induzione si puo generalizzare per mostrare
che una proposizione P ¢ vera da un certo ng in poi. Se valgono le due seguenti
condizioni:

(1) P(ngp) ¢ vera,
(2) Per ogni n > ng (P(n) vera implica P(n + 1) vera),
allora la proposizione P(n) & vera per ogni n > ng.

In particolare, dal principio di induzione, segue che, se m € S e, per ogni
n > m,n € S implica n +1 € S, allora S contiene 'insieme dei numeri naturali
maggiori o uguali di m. Questo ci permette di definire successioni per ricorrenza a
partire da a,, con m diverso da 0.

Quando ci troveremo a dimostrare una proposizione P(n) che dipende da n €
N, la verifica che P(ng) sia vera & chiamata passo base della dimostrazione per
induzione. La dimostrazione che per ogni n > ng da P(n) vero segua P(n + 1)
vero si chiama passo induttivo. Nel passo induttivo I'ipotesi che P(n) sia vero si
chiama ipotesi induttiva.

Esercizio 2.25. Dimostrare per induzione che la successione:

{an}:{ ap =1

Apt1 = 7-ap

puo essere definita in maniera non ricorsiva (cioé per calcolare il valore di a, non
dobbiamo conoscere valori precedenti della successione ma abbiamo a, espressa in
terming di funzione di n) attraverso la formula a, = T".

Esempio 2.26 (La torre di Hanoi). Consideriamo l’antico gioco chiamato “tor-
re di Hanoi” consistente in tre pioli verticali: in uno dei quali sono posti alcuni dischi
di diametro decrescente (ovvero il disco pitt grande di diametro ¢ sul fondo e quello
pilt piccolo in cima), mentre gli altri pioli sono senza dischi. Una mossa del gioco
consiste nello spostare un disco da uno dei tre pioli ad un altro qualsiasi degli altri
due, la regola da rispettare e che nessun disco puo essere messo sopra un disco di
diametro inferiore.

Esercizio 2.27. Al variare del numero di dischi n, quante mosse servono per
(ovvero quale ¢ il numero minimo di mosse necessario per) spostare l'intera torre di
dischi da un piolo (che chiamiamo primo) ad un altro piolo (che chiamiamo terzo),
rispettando la regola?

Svolgimento. Cominciamo a vedere cosa accade con n (numero di pioli) piccolo:
Se n = 1 basta una mossa per spostare I'unico disco da un piolo all’altro.

Se n = 2 spostiamo il disco pitt piccolo nel secondo piolo, mettiamo il disco pitt
grande nel terzo piolo, e infine spostiamo il disco piccolo dal secondo piolo al terzo.
Abbiamo spostato la torre in 3 mosse.

Se n. = 3 per spostare, rispettando le regole, i due dischi piu piccoli sul secondo piolo
abbiamo bisogno di 3 mosse (vedi passo precedente). A questo punto spostiamo
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il disco piu grande sul terzo piolo, e poi dobbiamo spostare nuovamente una torre
alta due dischi da un piolo (il secondo) ad un altro (il terzo), e quindi necessitiamo
di altre 3 mosse.

Analizziamo la procedura usata per spostare i 3 dischi: spostiamo 2 dischi sul
secondo piolo, poi il disco piu grande sul terzo, e infine 2 dischi dal secondo al
terzo. Tale procedura puo essere generalizzata per un numero qualsiasi di dischi:
indichiamo con M (n) il numero di mosse per spostare n dischi da un piolo ad un
altro, e calcoliamo M (n + 1) (ovvero il numero per spostare n + 1 dischi dal primo
al terzo piolo). La strategia ¢ quella di spostare n dischi dal primo al secondo piolo
(mosse necessarie M (n)), spostare il disco pilt grosso rimasto nel primo piolo, dal
primo al terzo piolo (1 mossa necessaria), e infine spostare gli n dischi del secondo
piolo sul terzo piolo (mosse necessarie M (n)). Dunque:

Mmn+1)=2-M(n)+1

Esercizio 2.28. Dimostrare per induzione che la formula diretta per calcolare
il numero di mosse M(n) necessarie per spostare una torre di Hanoi alta n dischi
dal primo al terzo piolo sequendo la regola ¢ M (n) = 2™ — 1.

In altre parole, si tratta di mostrare che M(n) = 2™ — 1 & la forma esplicita della
successione definita per ricorrenza da:

M) =1
M(”):{ M(n+1)=2-M(n)+1

Esercizio 2.29. Dimostrare che per ognin > 1 la somma dei primi n numeri
dispari € uguale a n al quadrato.

Svolgimento. Procediamo per induzione sul numero n di dispari da sommare.
Passo base. Se n = 2 dobbiamo verificare che la somma dei primi due dispari (1
e 3) sia uguale a 2 al quadrato. Effettivamente & vero che 1+ 3 = 22.
Passo induttivo. Supponiamo che la somma dei primi n dispari sia n?, da questo
dobbiamo dedurre che la somma dei primi n+1 dispari & (n+1)2, e questa deduzione
non deve dipendere da proprieta di un particolare n (perché I'implicazione deve
valere per ogni n) ma solo dall’ipotesi induttiva.
La somma dei primi n + 1 numeri dispari sara uguale alla somma dei primi n
numeri dispari piu I'n + 1-esimo numero dispari, ovvero introducendo il simbolo di
sommatoria:

n+1 n

> (2-i—1) 2(n+1)-1) +Zl(2-¢—1)

i=1 . . . . . . .
1—E€S1MOo NUMEro dlSp(M"l 7’L+17€S747n0 numero dzspam

A questo punto:
n
(2(n+1)—1)+2(2-i—1) = m+1+4n®=(n+1)?
i=1 ip.induttiva
Esercizio 2.30. Dimostrare che dati v,y € R tali che x > 0 e x +y > 0 st ha:
VneN, n>0: (z+y)">a" +nz" y.

Svolgimento. Per provare che la disuguaglianza ¢ vera per ogni n € N procediamo
per induzione su n.
Passo base. Per n = 1, la proposizione equivale a « +y > x + y, che ¢ vera.

25



Passo induttivo. Supponiamo la disuguaglianza vera per tutti i & < n, e dimo-
striamola per n + 1:

(z+y)"™ =(z+y)"(x+y) 2 @+ na"y)(z +y)

ip.ind.
Da cui:
(z+y)" ™ > 2" (n+ D"y +na" " 1y? > 2" (n+ 1)2"y
Esercizio 2.31. Dati n numeri reali x1,...,x, non negativi, chiamiamo
a=(x1+...+xn)/n
e

b= 1 .. -y
rispettivamente media aritmetica e media geometrica degli n elementi. Dimo-
strare che la media geometrica b & sempre minore o uguale della media aritmetica
a e che luguaglianza si verifica solo nel caso che gli x; siano tutti uguali.

Svolgimento. Anche in questo caso procediamo per induzione sul numero degli ele-
menti n di cui si fa media aritmetica e geometrica.

Passo base. Se n = 2 la tesi equivale a 2,/z122 < 1+, ciot 4z112 < (21 +22)?,
che & vera in quanto equivale a (7 — x5)? > 0.

Passo induttivo. Enumeriamo gli n numeri reali, e indichiamo con A;, G; ri-
spettivamente la media aritmetica e geometrica dei primi ¢ elementi. Per ipotesi
induttiva G; < A; Vi < n, vogliamo dimostrare che questo implica che G,, < A,,.

T+ ...+ Tp1)+x n—1A,_1+z Ty — A
An:(l nl) n:( )nl n:A7171+n n—1
n n
Ty — Ay

AZ:(An71+4” nl)n > A271+A2i}(wn*An—1):Aﬁj'wn

——— n ~—

T " ese 2.30

y

e su A"~ possiamo usare I'ipotesi induttiva:
n—1 n—1 _ n
Anfl Ty 2 anl T Ap = Gn
ip.ind.
E lavorando su numeri naturali da A > G si ottiene A,, > G,,.

Esercizio 2.32. Sia a, la successione definita per ricorrenza come segue:
{ ag=4, a; =3

Uni1 = an+g7,71
Dimostrare che:
(1) 3<an, <4.
(2) Sen > 2, allora a,, & un razionale con numeratore un numero naturale
dispari e denominatore 271,

Svolgimento. 11 primo punto si dimostra rapidamente con l'induzione forte, os-
servando che la media aritmetica m tra due numeri a e b con a < b, ¢ tale che
a < m < b. Il passo base per n = 0 e n = 1 & verificato (conviene verificarlo su
due elementi per partire, perché poi la successione e definita su due elementi, e
passare da P(1) a P(2) tramite ipotesi induttiva potrebbe creare delle difficolta).
Se supponiamo che ogni a,, con n minore di un certo k sia compreso tra 3 e 4, allora
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ay (che ¢ la media aritmetica tra i due valori ag_1 e ap_o, compresi tra 3 e 4) ¢,
per quanto osservato inizialmente sulla media aritmetica, compreso tra il maggiore
dei due (supponiamo aj_1) e il minore. Dunque si ha:

3<ap2<ap<ap1<4

Dimostriamo il secondo punto per induzione. Il passo base e verificato, infatti
per n = 2, ap ha numeratore 7 e denominatore 2°2~! = 2, e per n = 3, az ha
numeratore 13 e denominatore 2371 = 4.

Supponiamo ora che la tesi sia vera per ogni a, con n minore di un certo k, e
consideriamo ay. Per ipotesi induttiva, esisteranno due numeri dispari r e s tali
che:

k-2 = 55=5=1 Ok—1 = 30-0-T
Dunque:
ap = -1 +ag-—2 _ 775+ 3 _ Zrts _2r+s
2 2 2 2k—1

Per concludere basta osservare che 2r 4 s ¢ dispari, se, come ipotizzato, s ¢ dispari.

Esercizio 2.33. Consideriamo la successione di Fibonacci. Dimostrare che,
per ogni n > 1 wvale:

(1) Z?:l F2i—1 - F2n~
(2) Foy1Fpq — F’r% = (_1)n~

Svolgimento. Procediamo, per induzione, punto per punto.

(1) Passo base. Se n = 1, la uguaglianza si riduce ad una sommatoria con un solo
elemento (F) uguale a Fy. E questo & vero perché Fo = Fy + Fyp =140 = 1.
Passo induttivo. Supponiamo che 2?:1 Fy; 1 = I3, e consideriamo la somma-
toria dei primi n + 1 numeri di Fibonacci con indice dispari. Vogliamo dimostrare
che tale sommatoria & uguale a Fy(, 1) = Fapyo:

n+1 n
E oy = E Foi 1 +Fony1 = Fopyo
i—1 i=1
——
=Fay

(2) Passo base. Se n = 1, la uguaglianza da provare equivale a:
Fy - Fy — F} =(-1)!
=1 =0 =1

Passo induttivo. Supponendo vera I'uguaglianza Fy, 1 F, | — F? = (—1)", dob-
biamo dimostrare che: F, 2 F),, — Fiﬂ = (=1)"*L. Sostituendo F, | + F, al posto
di F,49 si ha:

n

Fn+1Fn+Fn2 _F2+1 :Fn+1 (Fn _Fn+1)+F’3
———

= n—1
Da cui:
FopoF —F2  =F? —F, 1 Fo 1 = —(—1)" = (-1)"*!
42 o1 = Iy w1 = —(=1)"=(-1)
ip.ind
Esercizio 2.34. Determinare per quali n in N si ha: 3" > n? + 5n + 1.

27



Svolgimento. La successione 3" cresce molto piit rapidamente della successione n?+
5n+1, ¢ quindi probabile che da un certo n in poi la maggiorazione sia sempre vera.
Per dimostrarlo useremo l'induzione. Inizialmente si tratta di individuare quale
potrebbe essere il numero naturale n tale che da quel valore in poi la maggiorazione
¢ sempre vera. Cominciamo dunque con alcune prove numeriche:

e Se n = 0 abbiamo 1 > 1 falso.
Se n = 1 abbiamo 3 > 7 falso.
Se n = 2 abbiamo 9 > 10 falso.
Se n = 3 abbiamo 27 > 25 vero.

Per quanto detto prima sospettiamo che valga il risultato che per ogni n > 2 vale
3" > n? + 5n + 1. Proviamo a dimostrarlo per induzione, sfruttando 1’osservazione
2.24 che generalizza il principio d’induzione al caso di un insieme S uguale a tutti
i numeri naturali maggiori di un certo n:

Passo base. In questo caso, volendo dimostrare che 'insieme S degli n che verifi-
cano la proprieta, ¢ il sottoinsieme dei numeri naturali maggiori di 2, il passo base
consiste nel verificare la proposizione per n = 3. Dunque lo abbiamo gia verificato
attraverso la precedente verifica.

Passo induttivo. Dobbiamo dimostrare che per ogni n € N da (ipotesi induttiva)
3" > n? 4 5n + 1 segue che:

3" > (n+1)2+5(n+1)+1

=n2+Tn+7

Ora 3"t per definizione & uguale a 3-3" e sapendo che 3™ > n? 4+ 5n+ 1 si ha che:
3:3"=3""'>3.n*+5n+1)=3n"+15m+3

Abbiamo quindi dimostrato che 3"*! > 3n2 + 15n + 3, e, per concludere, basta
mostrare che per ogni n > 2 si ha 3n? 4+ 15n + 3 > n? + 7n + 7 (infatti dovendo in
generale mostrare che a > b, sapendo che a > ¢, se mostriamo che ¢ > b abbiamo,
per la transitivita del >, che a > b). La disequazione da provare ¢ equivalente a
n? 4 4n — 2 > 0, che & effettivamente vera per ogni n > 0, e quindi in particolare &
vera per ogni n > 2.

Per il prossimo esercizio invece il suggerimento e di usare il principio di indu-
zione forte.

Esercizio 2.35. Dimostrare per induzione che, per ognin € N, vale la sequente
formula per i numeri di Fibonacci:

1 (M)nﬂ b (1_7\/5)n+1
Vb 2 Vb 2

Mostriamo adesso un esempio importante di applicazione del principio del minimo,
dimostrando una parte di quello che sara il teorema di divisione euclidea.

Fn:

Teorema 2.36. Dati due numeri naturali a,b con b # 0 esistono due naturali
q,r tali che a =b-q+1r er <b. q er vengono detti quoziente e resto della
divisione euclidea di a con b.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'insieme:
S={a—b-zlreNea—-b-zeN}

S non & vuoto in quanto a appartiene a S (basta prendere 2 = 0). Per il principio
del minimo S ha un minimo a—b-q che chiamiamo r. Per terminare la dimostrazione
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basta provare che r soddisfa la proprieta di essere minore di b. Supponiamo per
assurdo r > b allorar —beNer—b=a—-b-g—b=a—0-(¢+1). Dunque
avremmo r —b € S (perché ¢ un naturale e abbiamo visto che & della forma a —b- x,
con x = ¢ — 1); inoltre, essendo b # 0, r — b < r. Questo & assurdo perché r ¢ il
minimo di S. U

Teorema 2.37 (Archimedeita di N). N ¢ archimedeo, ovvero dati a,b € N
con a > b esiste c € N tale che b-c > a.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo quoziente ¢ e resto r della divisione euclidea
di @ per b. Dalla dimostrazione del teorema 2.36 sappiamo che b- (¢+1) >a. O

Osservazione 2.38. Concludiamo il capitolo, mostrando come sia necessario
verificare entrambe le condizioni presenti nell’enunciato del principio di induzione,
per verificare la validita di una proprieta su tutto N. Infatti non e difficile mostrare
esempi di proposizioni P(n) che soddisfano una sola delle due condizioni, e non
sono vere per tutti i numeri naturali.

e Una qualsiasi condizione che sia falsa per ogni n soddisfa sempre il passo
induttivo, ma mai il passo base. Per esempio, la proposizione P(n): n =
n + 5, non verifica il passo base ma verifica il passo induttivo.

e La proposizione P(n): “n ¢ un numero pari”, verifica il passo base ma non
il passo induttivo. In questo caso addirittura per ogni n, se & vera P(n),
allora ¢ falsa P(n +1).

e La proposizione P(n): “n ¢ minore di 77 soddisfa il passo base, ma non
per tutti gli n il passo induttivo. In particolare se n = 6 abbiamo che
P(6) vera non implica P(7) vera.

E altrettanto vero che a volte individuare errori nelle dimostrazioni per induzione
non ¢ facile. Prova ne ¢ il seguente esempio (usato in versioni differenti, ma sempre
riconducibili al caso generale qui presentato), in cui la conclusione, palesemente
falsa, fa intuire che qualcosa deve non andare nella dimostrazione.

Esempio 2.39. Consideriamo la proposizione P(n) (definita per ogni n > 0):
“ogni relazione di equivalenza R su un insieme finito con n elementi ¢ una relazio-
ne totale” (e quindi in particolare si potrebbe concludere che tutti i numeri sono
uguali, oppure che in un insieme di n bambini tutti i bambini hanno gli occhi dello
stesso colore). Proviamo a dimostrare questo risultato, evidentemente falso, usando
il principio di induzione.

Passo base. n = 1. Se su un insieme con un solo elemento a mettiamo una rela-
zione di equivalenza ¢ immediato mostrare che tale relazione e totale, infatti 'unica
coppia di elementi che possono essere in relazione ¢ la coppia (a,a). Ma sappiamo
che aRa in quanto R & simmetrica.

Passo induttivo. Supponiamo che (ipotesi induttiva) una relazione di equivalen-
za su un insieme di n elementi {ay,...,a,} sia totale, e consideriamo l'insieme di
n+1 elementi {ai,...,an, an+1}. Sappiamo per ipotesi induttiva che {a1, ..., a,}
e {ag,...,an4+1} sono in relazione tra loro (cioe sono nella stessa classe di equi-
valenza). Da questo segue, per la transitivitd di una relazione di equivalenza,
che {a1,...,an,ant1} sono nella stessa classe di equivalenza. Infatti da a;Ra,
e apRan+1 segue che ayRay,1q.

Esercizio 2.40. Trovare l’errore nella dimostrazione precedente (che la dimo-
strazione sia sbagliata si evince dall’assurdita dei risultati che ne conseguirebbero).
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CAPITOLO 3

Calcolo Combinatorio

1. Insiemi finiti

In questo capitolo introduciamo il tema del contare la numerosita, ovvero il
numero di elementi, di insiemi finiti. Ma cosa si intende per insieme finito? Una
risposta naif, ma non troppo, a questa domanda potrebbe essere: un insieme &
finito se ¢ possibile contare i suoi elementi. Contare gli elementi di un insieme
finito A corrisponde ad enumerarli, ovvero a trovare una corrispondenza biunivoca
tra gli elementi di A e l'insieme dei primi n numeri naturali positivi. Osserviamo
infatti, che non si inizia mai a contare da zero: nel calcolo combinatorio lo zero e
comunque essenziale per indicare il numero di elementi dell’insieme vuoto, che, per
definizione, ha zero elementi. Da queste considerazioni informali, possiamo trarre
una definizione formale di insieme finito:

Definizione 3.1. Dato un insieme A, si dice che A ¢ finito se esistonon € N e
una funzione bigettiva f da A a N,, (I'insieme dei numeri naturali positivi minori o
uguali di n). In questo caso si dice che A ha cardinalita n (e scriveremo |A| = n).

Per essere sicuri che la definizione data di cardinalita di un insieme sia una buona
definizione, dobbiamo dimostrare che dato un insieme A, se questo ¢ in corrispon-
denza biunivoca con N,,, allora non e in corrispondenza biunivoca con nessun N,,
con m # n (cioé vogliamo essere sicuri che ad un insieme non possano essere
associate due cardinalita diverse).

La dimostrazione di questo fatto si basa su un risultato intuitivo, la cui dimo-
strazione formale per induzione, che omettiamo, & piuttosto laboriosa:

Lemma 3.2 (Lemma dei cassetti o della piccionaia). Versione informale:
se pit di n piccioni stanno appollaiati su n piccionaie, allora qualche piccionaia
deve contenere almeno due piccioni.

Versione formale: se n > m allora non esistono funzioni iniettive da N, a N,,.

Dal lemma dei cassetti segue appunto che:

Proposizione 3.3. Se esiste una corrispondenza biunivoca f tra un insieme A
e N,,, allora non puo esistere una corrispondenza biunivoca tra A e N,,, con m # n.

DIMOSTRAZIONE. Sia m # n e supponiamo per assurdo che esista una corri-
spondenza biunivoca g da A a N,,,. Allora I'inversa ¢g—! di g & una corrispondenza
biunivoca da N,, in A, e abbiamo il seguente diagramma commutativo:

fog™?




Questo ¢ assurdo in quanto contraddice il lemma dei cassetti. Infatti f o g1,
composizione di due funzioni bigettive, &€ una funzione bigettiva da N,,, in N,, con
m # n. a

Osservazione 3.4. In particolare due insiemi finiti X e Y hanno la stessa
cardinalita se e solo se esiste una corrispondenza biunivoca tra X e Y.

Il principio dei cassetti puo essere generalizzato per funzioni tra insiemi finiti come
segue:

Teorema 3.5. Siano X e Y insiemi finiti con cardinalita rispettivamente n e
m e con n > m, allora non esistono funzioni iniettive da X a 'Y .

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistono due bigezioni f e g rispettivamente da
X aN, edaY aN,,. Supponiamo per assurdo esista una funzione iniettiva h da
X a Y, allora avremmo il seguente diagramma commutativo:

h
X — Y
1 I g
N,, N,

La funzione goho f~! & una funzione iniettiva (in quanto composizione di funzione
iniettive) da N,, a N,,, e questo ¢ in contraddizione con il Lemma 3.2. O

Dal Teorema 3.5 seguono due corollari importanti:
Corollario 3.6. Se X ¢ un insieme finito e Y C X, allora | X| > |Y].

DIMOSTRAZIONE. |Y| non puo essere strettamente maggiore di |X| altrimenti
per il Teorema 3.5 non esisterebbero funzioni iniettive da Y in X, mentre I'identita
iy € una mappa iniettiva da Y in X. O

Corollario 3.7. Se dati X eY finiti esistono una funzione f da X a'Y iniettiva
e una funzione g da'Y a X iniettiva allora esiste una funzione h da X a'Y bigettiva.

DIiMOSTRAZIONE. Il fatto che esista una funzione iniettiva da X a Y ci dice,
in seguito al Teorema 3.5, che |X| < |Y|. Analogamente l'esistenza di una funzione
iniettiva da Y a X ci dice che |Y] < X, da cui segue che |X| = |Y/|, ovvero che
esiste una funzione bigettiva da X in Y.

Abbiamo visto (Teorema 3.5) che non esistono funzioni iniettive da X a Y con X,Y
insiemi finiti e | X| > |Y|. Viceversa si ha che:

Teorema 3.8. Siano X e Y insiemi finiti con cardinalita rispettivamente n e
m e con n > m, allora non esistono funzioni surgettive da 'Y a X.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che esista una funzione surgettiva
fdaY a X, allora (vedi Esercizio 1.33) esiste un sottoinsieme Z di Y che & in
corrispondenza biunivoca con X. Ma questo & assurdo perché avremmo che |Y| >
|Z| = | X| mentre per ipotesi sappiamo che n > m. d

Da questi risultati segue un teorema molto importante, che in qualche modo carat-
terizza gli insiemi finiti.

Teorema 3.9. Se A ¢ un sottoinsieme proprio di B finito, allora |A| < |B|.
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Dire che X e Y sono insiemi finiti di uguale cardinalita significa che esiste una
funzione bigettiva da X a Y. Il seguente teorema ci dice che dati due insiemi con
la stessa cardinalita, ogni funzione tra tali insiemi inettiva o surgettiva, e bigettiva.

Teorema 3.10. Se X e Y sono insiemi finiti della stessa cardinalita, allora f
da X a'Y é iniettiva se e solo € surgettiva.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f da X a Y sia iniettiva, allora c¢’e¢ una
corrispondenza biunivoca tra X e f(X), dunque |Y| = |X| = |f(X)]. Da cui segue
che f & surgettiva.

Viceversa, se g da X a Y & surgettiva allora g(X) =Y, dunque | X| = |Y]| =
lg(X)|, e quindi X e g(X) sono in corrispondenza biunivoca, e percio g ¢ surgettiva.

U

Concludiamo questo paragrafo introduttivo con un esempio importante:

Esempio 3.11. Supponiamo che A e B siano due insiemi finiti non vuoti di
cardinalita rispettivamente m e n, vogliamo dimostrare che la cardinalita dell’in-
sieme prodotto cartesiano A x B & m - n. Per far questo dobbiamo trovare una
corrispondenza biunivoca tra N,,, x N,, e N,,,.,,. Dimostriamolo per induzione sul
numero di elementi n di B:

Passo base. Se n = 1 dobbiamo mostrare che |A x B = m -1 = m. In questo
caso B ha un solo elemento b e quindi A X B ¢ in corrispondenza biunivoca con A:
basta associare alla coppia (a,b) di A x B l'elemento a di A. Percio la cardinalita
di A x B ¢ uguale alla cardinalita m di A.

Passo induttivo. Supponiamo di avere un insieme B di cardinalita n + 1: B =
{b1,b2,...,bn,byy1}, dobbiamo dimostrare che A x B ha cardinalita m - (n + 1).

Indicato con B’ I'insieme B\ {b,+1}, sappiamo per ipotesi induttiva che A x B’
ha cardinalitd m - n. Ovvero esiste una bigezione f da A x B’ e N,,,.,,. Sappiamo
anche che esiste una bigezione h tra A x b, 1 e N,,,; ed ¢ facile (esercizio) costruire
una bigezione g tra N,,, e 'insieme dei numeri {m-n+1,...,m-n+m}. A questo
punto possiamo costruire la bigezione ¢ da A x B in Ny, (,,41) come segue:

_J fla,b) se b# bpia
t(a,b) = { goh(a,b) se b=byi1

Esercizio 3.12. Dimostrare che se A ¢ un insieme finito di cardinalita m
allora A™ (il prodotto cartesiano din copie di A) ha cardinalita m™.

2. Contare il numero di funzioni tra due insiemi finiti

Consideriamo l'insieme F' delle funzioni f : A — B, con |[A| = m e |B| = n.
Vogliamo contare il numero di elementi di F', ovvero il numero di funzioni distinte
da A a B. Si ha il seguente risultato:

Teorema 3.13. Se A e B sono due insiemi finiti di cardinalita rispettivamente
m e n, la cardinalita dell’insieme F delle funzioni da A a B é n™.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che per definire una funzione da A in B, bisogna
associare ad ogni elemento di A un elemento di B. Dimostriamo il teorema per
induzione sul numero m di elementi di A.

Passo base. Se m = 1, allora per I'unico elemento di A abbiamo n scelte possi-
bili, ognuna delle quali definisce una funzione diversa da A a B. Percio ci sono n
funzioni distinte da A a B.
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Passo induttivo. Supponiamo la tesi vera per insiemi di m — 1 elementi, e provia-
mola per insiemi di m elementi. Di funzioni da A" = {xa,...,zm} a B ce ne sono,
per ipotesi induttiva, n™~!. Da ognuna di queste funzioni otteniamo una funzione
da A a B associando z1 ad un elemento di B. Percid da ogni funzione da A’ a B
otteniamo n diverse funzioni da A a B e quindi ci sono n™~! . n = n™ funzioni
distinte da A a B. a

Osservazione 3.14. La dimostrazione appena conclusa puo generare qualche
perplessita, in quanto, al fine di dimostrare che la cardinalita di un insieme e m,
abbiamo abbandonato il formalismo fin qui adottato legato alla ricerca di bigezioni
su insiemi del tipo N,,. Proponiamo quindi un’altra dimostrazione del fatto che
Iinsieme F' delle funzioni da un insieme A di cardinalita m ad un insieme B di
cardinalita n ¢ tale che |F| = n"™.

Elenchiamo gli m elementi di A: {a1,aq,...,an,} e mostriamo come esista una
funzione biunivoca dall’insieme F' in B™. Consideriamo la funzione h da F' in B™
definita da: h(f) = (f(a1), f(a2),-.., f(an)) € B™. Provare (esercizio) che h &
iniettiva.

Consideriamo poi la funzione g da B™ in F definita da: g(b1,...,b,) = f tale
che f(a;) = b; per ogni i. Anche in questo caso provare (esercizio) che g & iniettiva.
Il Corollario 3.7 ci assicura che esiste una t bigettiva da F' in B™ e quindi che
|F| = |B™|. La conclusione segue dal risultato dell’Esercizio 3.12, il quale afferma
che, la cardinalita di B™, e uguale alla cardinalita di B elevata alla m, cioe n™.

E se invece volessimo contare la cardinalita dell’insieme F; delle funzioni iniettive
da A in B? Sappiamo gia (vedi Teorema 3.5) che se m > n (dove ricordiamo m e
n sono le cardinalita rispettivamente di A e B) F; ¢ vuoto. Inoltre osserviamo che
F; ¢ un sottoinsieme dell’insieme F' di tutte le funzioni da A a B di cui abbiamo
appena calcolato la cardinalitd quindi: |F;| < m™. Possiamo essere pin precisi e
determinare la cardinalita esatta di Fj:

Teorema 3.15. L’insieme F; delle funzioni iniettive da A a B, con A e B di
cardinalita rispettivamente m e n, ha cardinalita uguale a:
m—1
no(n=1)-...-(n=(m-1) =[] (n—1)
i=0
DIMOSTRAZIONE. Elenchiamo gli m elementi di A:
A={a1,...,am}

Se m > n sappiamo che non ci sono funzioni iniettive, e la formula da provare
funziona perché nella produttoria compare un fattore 0. Supponiamo dunque che
m < n. Definire una funzione iniettiva da A in B vuol dire assegnare, ad ogni
elemento di A, un elemento di B, in modo che due elementi distinti di A non siano
assegnati allo stesso elemento di B. Allora procediamo a contare in quanti modi
possiamo costruire funzioni siffatte. Anche in questo caso procediamo per induzione
sulla cardinalita m di A.
Passo base. Se m =1, A = {a1} e quindi ogni funzione da A in B & iniettiva
(cioe F' = F}). Se ne conclude che |F;| = |F| = n.

Anche senza usare tale formalismo si poteva notare che, per definire una fun-
zione (iniettiva) da A a B, basta associare all’unico elemento a; di A un qualsiasi
elemento di B. Abbiamo dunque n scelte, che corrispondono a n diverse funzioni
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(iniettive) da A in B.

Passo induttivo. Consideriamo A = {a1,...,am,} con m > 1, e cominciamo a co-
struire una funzione iniettiva da A a B. Scegliamo un elemento b di B da assegnare
a f(anm,): abbiamo n scelte possibili. Fissato f(a,,) dobbiamo assegnare a tutti gli
altri f(a;) (con i < m) un elemento di B in modo che:

Vi<i<j<m f(a;)# f(a )

In pratica dobbiamo definire una funzione iniettiva da A \ {a,} in B\ {b}. Per
ipotesi induttiva il numero di queste funzioni e:

c= ﬁ(n—l—i): I:I(n—z)
i=0 i=1

Per ognuna delle n scelte possibili di f(a,,) abbiamo ¢ funzioni iniettive da A in B.
Dunque il totale delle funzioni iniettive da A in B ¢ n - ¢, ovvero:

n- T (n—1)= I:I(n—z)
i=1 i=0

O

A questo punto, ci abbiamo preso gusto e ci chiediamo: quante sono le funzioni
bigettive fra due insiemi finiti A a B? La prima osservazione ¢ che, affinché esista
una funzione bigettiva da A a B, deve essere |A| = |B| = n. Inoltre, dal Teorema
3.10 segue che una funzione tra due insiemi A e B della stessa cardinalita & bigettiva
se e solo se ¢ iniettiva. Dunque basta applicare il Teorema 3.15 per contare quante
sono le funzioni iniettive tra due insiemi di cardinalita n.

Teorema 3.16. Il numero di funzioni bigettive da A a B, insiemi finiti con n
elementi é n!.

Un caso particolare che analizzeremo anche in seguito ¢ quello dell’insieme delle
funzioni bigettive da un insieme in se stesso:

Definizione 3.17. Le funzioni bigettive di un insieme A in se stesso si dicono
permutazioni di A.

3. Numero di sottoinsiemi di un insieme finito e binomio di Newton

Consideriamo un insieme A = {z1,...,2,} con n elementi. Vogliamo contare
quanti sono i sottoinsiemi distinti X di A con k elementi (0 < k < n). E impor-
tante sottolineare come, ovviamente, questo calcolo prescinde completamente dalla
natura degli oggetti contati. Procediamo per passi:

e Contiamo il numero di stringhe di lunghezza k in A (cioe sequenze ordi-
nate di k elementi distinti di A). In pratica costruire una stringa signi-
fica costruire una funzione iniettiva tra l’insieme dei posti in una stringa
(identificabile con Nj: all’elemento i di Ny, facciamo corrispondere il posto
i-esimo nella stringa) e A. Dunque, la cardinalita dell’insieme contenente
le stringhe di k elementi distinti di A € uguale alla cardinalita dell’insieme
delle funzioni iniettive da Ny ad A, ovvero a Hf;ol(n —1).
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e Osserviamo che, ad ogni stringa di quelle costruite nel passo precedente,
possiamo associare il sottoinsieme di k elementi di A formato dai k elemen-
ti della stringa. Tale associazione si guarda bene pero dall’essere bigettiva
in quanto, per esempio, le stringhe z1, x5, 3, ..., T} € T2, T1, X3, ..., T} SONO
distinte (in un caso il primo elemento & x; nell’altro z3). D’altra parte il
sottoinsieme individuato ¢ il medesimo, perché nelle due stringhe ci sono
gli stessi elementi ordinati in maniera diversa. La domanda da farsi ¢
quindi: quante stringhe distinte sono associate allo stesso insieme? Tante
quanti sono i modi di ordinare in maniera diversa k elementi in k caselle,
cioe il numero di funzioni bigettive tra due insiemi di k elementi, ovvero
k!

Riassumendo abbiamo che ci sono Hi:ol (n —1) stringhe di k elementi distinti di A,
con gruppi di k! stringhe definiscono lo stesso insieme. Dunque:

Teorema 3.18. Dato A di cardinalita n, e k con 0 < k < n, il numero di
sottoinsiemi distinti di A di cardinalita k é:
k—1 .
Hizo (n—1i)
k!
Definizione 3.19. Indicheremo il numero dei sottoinsiemi di £ elementi di

un insieme di n elementi con il simbolo: . Tale numero sara detto anche

k

coefficiente binomiale n su k.

Osservazione 3.20. Introduciamo anche la notazione gy (A) per indicare I'in-
sieme di tutti i sottoinsiemi Pj di A che hanno cardinalita k. 11 Teorema 3.18 puo
essere dunque riscritto in simboli:

lor(A)] = ( " ) :W

Moltiplicando numeratore e denominatore per (n — k)! si ha anche che:

o= 1) =

Osserviamo che il numero |pg(A)| dipende solo dalla cardinalita di A, e non dalla
natura dei suoi elementi.

Esempio 3.21. Supponiamo di voler calcolare quante sono le possibili cinquine
che possono uscire da una estrazione di 5 numeri del lotto (che pesca dall’insieme
dei numeri interi da 1 a 90). Nel gioco del lotto appunto non ¢ importante I'ordine
di estrazione, quel che conta & I'insieme di 5 numeri giocato, quindi quello che
vogliamo contare, per rispondere alla domanda “quanti sono i sottoinsiemi distinti
di 5 elementi dell’insieme di 90 elementi dei numeri del lotto?”, & la cardinalita di
05(Ngp). La risposta 'abbiamo gia, ed é:

90 90!  90-89-88-87-86
(5>_5!~85!_ 120
Se vogliamo proprio calcolarlo questo numero ¢ 43.949.268. Cio significa che, gio-
cando una cinquina secca, la probabilita (considerando 'estrazione di ogni numero
equiprobabile, e dunque che non ci siano imbrogli) che dall’estrazione di 5 nume-
ri dai 90 escano proprio i numeri che abbiamo giocato e praticamente una su 44
milioni...
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Osservazione 3.22. Una proprieta interessante dei coefficienti binomiali & una
immediata conseguenza del loro esprimere la cardinalita di un pg(A).

L’osservazione chiave & che la funzione f, che ad ogni elemento X in px(A)
associa il suo complementare X (di cardinalith n — k), & una bigezione tra pi(A) e
©n—x(A). Dunque i due insiemi hanno la stessa cardinalita, ovvero:

(1)=(a%)

A questo punto vogliamo usare i coefficienti binomiali per dare una formula che
permetta di sviluppare, dati «,y € R, il binomio (2 4 y)" al variare di n € N.

Innanzitutto osserviamo che sviluppando (z 4 y)™ si ottengono tanti addendi
il cui grado totale in z,y ¢ sempre n. Come si fanno ad ottenere questi addendi?
Scriviamo per esteso (z + y)™:

(z+y)"=(@+y)...-(z+y)

n volte

Calcolare il prodotto a secondo membro significa, per la proprieta distributiva,
scegliere da ognuno degli n fattori x 4+ y uno tra z e y. Ad esempio se scegliamo
2 nei primi n — 1 fattori e y nell’ultimo, otteniamo 'addendo x"~!y. Al variare
di tutte le possibili scelte otteniamo tutti gli addendi di (z + y)™. Questo implica
che il risultato sara simmetrico in x,y (d’altra parte questo era ovvio anche per la
proprieta commutativa della somma, infatti (z +y)" = (y + z)").

Ci interessa contare pero in quanti modi diversi a trovero un particolare ad-
dendo: perché questo vorra dire che nello sviluppo del binomio quell’addendo ap-
parira moltiplicato per a. Cerchiamo di capire come fare attraverso un esempio:
consideriamo lo sviluppo di (x + y)3. Scriviamolo per esteso e sotto le possibili
scelte:

(z+y) (z+y) (z+y)

T T T
T T Y
T Y T
T Y )
Y T T
) z )
) Y T
) Y Y

Ovvero se scegliamo x da tutti i fattori otteniamo z>. Se scegliamo = da un fattore
e y dagli altri 2, otteniamo xy?: lo possiamo fare (quarta, sesta e settima riga) in
3 modi differenti, e dunque avremo nello sviluppo del binomio 3zy2?. Procedendo
analogamente per 22y e 43, si ottiene il ben noto sviluppo:

(z + )% = 23 + 322y + 3zy% + ¢°
Cerchiamo, a partire dall’esempio sopra, di studiare il caso generale. Quanti ad-
dendi della forma 2’y con i < n, avremo nello sviluppo del binomio (x + y)™?
Si tratta di contare in quanti modi differenti posso scegliere ¢ fattori dalla produt-
toria di n fattori (dai fattori individuati sceglieremo x, e dai restanti n — i fattori
sceglieremo y). Se associamo un etichetta numerica ai fattori della produttoria (1

per il primo, 2 per il secondo, etc.), si tratta di capire in quanti modi diversi pos-
siamo scegliere 7 etichette dall’insieme delle etichette (che in questo caso essendoci
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n fattori) ¢ N,,. Ovvero il numero di addendi della forma z‘y™~* nello sviluppo del
binomio (x + y)™ equivale alla cardinalita di p;(N,). Abbiamo dunque il seguente
teorema.

Teorema 3.23 (Teorema del binomio di Newton). Siano x,y numeri reali, per

ognin € N si ha:
n
n o __ n i, n—1i
@i =3 (7)o

i=0
Osservazione 3.24. Osserviamo che, per possibili generalizzazioni ad insie-
mi diversi da R, la dimostrazione di questo risultato usa (esercizio: dove?) la
commutativita e l'associativita della moltiplicazione in R.

Dal teorema del binomio di Newton segue un risultato importante sul numero to-
tale di sottoinsiemi di un insieme finito A di cardinalita n. Prima di enunciare e
dimostrare il risultato introduciamo la terminologia e la notazione usata.

Definizione 3.25. L’insieme dei sottoinsiemi di un insieme A ¢ detto insieme
delle parti di A. Indicheremo tale insieme con il simbolo p(A).

Teorema 3.26. Dato A insieme finito con n elementi si ha |p(A)| = 2".

DIMOSTRAZIONE. Proponiamo due dimostrazioni differenti di questo risultato.
Si puo procedere osservando che, per contare tutti i sottoinsiemi di A, si puo som-
mare tra loro il numero di sottoinsiemi di A con un numero k fissato di elementi,
al variare di k tra 0 e n. Dal Teorema 3.18 segue che:

=3 (1)

k=0
Il secondo membro ¢ uguale allo sviluppo del binomio di Newton con x = y = 1,

dunque:
=3} ) -0+

Un altra strada per provare lo stesso risultato e quella di elencare gli elementi di A:
A={a1,...,a,}, e di osservare che identificare un sottoinsieme B di A, equivale a
dire per ogni a;, se a; appartiene a B o non appartiene a B.

Per ogni a; abbiamo dunque 2 scelte: a; appartiene a B, a; non appartiene a
B. Al variare di tutte le scelte possibili differenti, si individuano tutti i sottoinsiemi
di A. Quante sono dunque queste scelte possibili? Tante quante sono le funzioni da
un insieme di n elementi ad un insieme di 2 elementi (appartiene - non appartiene),
ovvero - per il Teorema 3.13 - proprio 2". U

Il Teorema 3.26 puo essere dimostrato anche per induzione.

Esercizio 3.27. Provare a dimostrare l’enunciato del Teorema 3.26 per indu-
zione sul numero di elementin di A.

Svolgimento. Questo esercizio permette di evidenziare un metodo per contare sot-
toinsiemi che spesso ¢ utile.

Passo base. Se n = 0 l'insieme vuoto ha un solo sottoinsieme (I'insieme vuoto
stesso), ed effettivamente 20 = 1.

Passo induttivo. Consideriamo un insieme A di n + 1 elementi e isoliamone 1
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che indichiamo con a (il caso A insieme vuoto lo abbiamo gia trattato nel passo
base quindi possiamo supporre che A abbia almeno un elemento). I sottoinsiemi
di A che non contengono a sono i sottoinsiemi di A \ {a}, quindi i sottoinsiemi di
un insieme di n elementi, e percio, per ipotesi induttiva, sappiamo essere 2". I sot-
toinsiemi di A che contengono a si ottengono unendo ad a un qualsiasi sottoinsieme
di A — {a}, e quindi sono ancora 2". Un sottoinsieme di A o contiene a o non lo
contiene, cioe in questi due casi sono compresi tutti i sottoinsiemi di A che percio
sono 2" + 2" = 21+l

Esercizio 3.28. Dimostrare che:
n
B T\ _
(51) I (4)-0

Svolgimento. Basta osservare che la formula 3.1 ¢ lo sviluppo del binomio di Newton
1+ (1),

Esercizio 3.29. Dato k € N, quante sono le n-uple (x1,...,x,) di numeri
naturali che risolvono Uequazione . | x; = k?

Svolgimento. Osserviamo che rispondere a questa domanda equivale a dire in quanti

modi diversi si possono mettere k oggetti in n scatole (le scatole sono gli x;).

Usiamo una semplice rappresentazione grafica su un esempio numerico che aiutera

a rispondere alla domanda in generale: supponiamo di avere 17 oggetti e 5 scatole.
..... P S R

Nella rappresentazione grafica usata, i 17 punti rappresentano gli oggetti e le 4
sbarre individuano le 5 scatole: nella prima scatola ci sono 5 oggetti, nella seconda
2, nella terza 6, nella quarta nessuno e nella quinta 4.

L’osservazione chiave e che esiste una corrispondenza biunivoca tra le rappre-
sentazioni grafiche del tipo sopra, e le possibili disposizioni oggetti-scatole, che e
quello che vogliamo contare. Dunque per rispondere alla nostra domanda, possia-
mo anche contare il numero delle rappresentazioni grafiche possibili con k punti
e n scatole. Per contare il numero di diverse rappresentazioni grafiche possibili,
basta osservare che si tratta di posizionare n — 1 + k oggetti (n — 1 sbarre tra loro
indistinguibili e k oggetti anch’essi tra loro indistinguibili) su n — 1 + k spazi. Si
tratta percio di decidere dove mettere i k oggetti o equivalentemente le n — 1 sbarre
che individuano le n scatole.

Il numero delle rappresentazioni grafiche possibili (ovvero numero di soluzioni
di 3 | ; = k) & dunque:

n+k—1 PR n+k—1
k PP n—1

infatti n + k& — 1 e il numero di oggetti che compongono il grafico mentre

n+k—1 n+k—1
k ¢ n—1

sono rispettivamente i modi distinti in cui si possono disporre nel grafico i k& punti
e le n — 1 sbarre.

Esercizio 3.30. (1) Calcolare il numero di terne ordinate (A, B,C) di sottoin-
siemi di N, a due a due disgiunti con AUBUC =N,,.
(2) Dimostrare che il numero di terne ordinate (A, B,C') di sottoinsiemi di N,, tali
che AUBUC =N, ¢ 7".
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Svolgimento. (1) Determinare una terna (A, B, ') con le caratteristiche richieste,
corrisponde ad associare ognuno degli elementi di N,, ad uno ed uno solo dei tre
insiemi A, B e C. Ognuno perché I'unione dei tre insiemi ¢ N,,, ed uno solo perché i
tre insiemi sono disgiunti. Dunque contare quante sono le differenti terne (A, B, C),
equivale a contare il numero di funzioni possibili tra I'insieme N,,, e I'insieme delle
tre etichette {A, B, C'}. Sappiamo gia quante sono queste terne: 3™.

(2) In questo secondo caso, vogliamo contare le terne (A, B, C') la cui unione & N,,,
senza imporre che i tre insiemi siano a due a due disgiunti (per cui questo numero
deve essere necessariamente maggiore o uguale del numero al punto (1)). Si tratta
dunque, per ogni elemento i di N,,, di scegliere se sta in A, se sta in B, se sta in
C, con la condizione che in almeno uno dei tre deve stare (per ipotesi 'unione di
A, B, C & tutto N,;). Scegliere questo equivale ad associare, ad ogni elemento di
N,,, una terna ordinata (a,b,c) dove a,b, ¢ variano tra 0 (non appartiene a) e 1
(appartiene a). Per ogni elemento di N,, dunque si puo scegliere tra 7 possibilita
(le terne possibili di 0 e 1 sono in totale 8, ma noi dobbiamo escludere dalle scelte
possibili quella tutta di 0). Dunque la cardinalita cercata ¢ uguale al numero di
funzioni da N,, alle 7 scelte possibili, che sappiamo essere 7".

4. Principio di inclusione-esclusione

In questo paragrafo vogliamo affrontare la questione di contare il numero di
elementi (la cardinalitad) dell’'unione di n insiemi finiti, conoscendo la cardinalita
dei singoli insiemi e delle loro mutue intersezioni.

Prima di affrontare il problema nella sua generalita, cominciamo ad affrontare

dei casi particolari con n piccolo e fissato.
n = 2. Dati due insiemi A; e Ay di cardinalita finita, vogliamo determinare la
cardinalita di A; U As. Osserviamo che se sommiamo |A;| e |A3], contiamo due
volte gli elementi che appartengono ad A; N Ay (dunque, in generale, |Ay|+ |A2| >
|A; U Ag]). Da questa osservazione segue che:

|A1 UA2| = |A1| + |A2‘ — |A1 ﬂA2|

Esercizio 3.31. Sia m un numero naturale. Determinare il numero dei divisori
di 10>™ che nella scrittura decimale terminano con un numero pari di zeri.

Svolgimento. 1 divisori di n = 10%™ = 22m . 52™ gono gli elementi dell’insieme
D={deN|d=2*-5% 0<a<2m, 0<3<2m}. Qualidiquesti finiscono con
un numero pari di zeri? Dato d in D, sia k quel numero per cui d & multiplo di 10%,
ma non di 10¥*1. k & il numero di zeri con cui finisce d, dunque ci interessano quei
d per cui k ¢ pari. E a cosa corrisponde k7 k ¢ semplicemente (provate a spiegare
perché) il minimo tra a e 3.

A questo punto possiamo procedere in diversi modi per rispondere alla doman-
da. Contiamo prima i d in D per cui o < 3. Fissato « pari, qualsiasi # maggiore
di & e minore di 2m restituisce un d in D (di tali 5 dunque ce ne sono 2m — « + 1,
una volta fissato ). Ovveroid in D con a < 3 sono:

> (2m —a+1)
apari, 0<a<2m

Quella sopra ¢ la somma dei primi m + 1 numeri dispari, che & (m + 1)2. Simme-
tricamente i d in D con a > 3 saranno sempre (m + 1)2.
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Ci rimane da contare quanti sono i d in D con o = 3, ma questo e facile: sono
i diversi numeri pari da 0 a 2m, ovvero m + 1. Il numero di elementi di D che
termina con un numero pari di zeri & dunque (m + 1)2 + (m + 1)% — (m + 1).

n = 3. Questo caso lo trattiamo con piu calma, perché e rivelatore di quel che
accade nel caso generale.

Anche nel caso di 3 insiemi finiti Ay, As, Ag, osserviamo che sommando le ri-
spettive cardinalita contiamo piu volte le mutue intersezioni. Potrebbe venire in
mente che, come nel caso precedente, |A U B U C] si ottenga togliendo, alla somma
delle singole cardinalita dei tre insiemi, le cardinalita delle intersezioni prese a due
a due (JA1]| + |A2] +|As| — |A1 N Ag| — [A1 N As| — A2 N As]). Vediamo che cosi non
e.

Gli elementi di A; U As U A3 possono essere elementi che appartengono: a) ad
uno solo dei tre insiemi e non agli altri due, b) a due degli insiemi e non al terzo, c)
a tutti e tre gh insiemi. Affinché |A1| + ‘A2| + ‘A3| — |A1 ﬂA2| — |A1 ﬂA3| — |A2 ﬂA3|
sia uguale a |A; U Ay U A3, deve contare gli elementi di tutti e tre i tipi esattamente
una volta.

Gli elementi del tipo a sono effettivamente contati esattamente una volta. In-
fatti consideriamo ad esempio un elemento che stia solo in A;. Questo viene contato
una volta in |A1] e poi non appare pit nel conteggio in quanto non appartiene a
nessuno dei seguenti insiemi Ao, Az, A1 N Ay, Ay N A3z, As N As.

Anche gli elementi del tipo b sono contati esattamente una volta. Infatti, un
elemento che ad esempio sta in A; N As, ma non in Az, nella formula considerata
viene contato una volta in |Ay|, una volta in |As| e una volta, ma con segno meno,
in |A1 N A2|

Il problema sorge per gli elementi del tipo c. Se infatti un elemento appartiene
ad A; N Az N Az, allora esso viene prima contato 3 volte (appartiene ad A;, As e
Aj3), e poi tolto 3 volte (appartiene ad A; N Az, A2 N Az e Ay N Aj).

Si tratta dunque di contare anche questi elementi, aggiungendo, alla formula
da cui eravamo partiti, la cardinalita dell’intersezione dei tre insiemi. Percio:

(4.1)
|A1UAUAs| = |A1]|+]A2| +|As| — |[A1NAs| — |[A1 N As| — |As N As|+ A1 N AN A3

A questo punto siamo pronti ad enunciare il risultato generale.

Teorema 3.32 (Principio d’inclusione-esclusione). Dati A1, ..., A, finiti si ha
che:
n m
(4.2) AL UL U A=) ((-)m > ) A
m=1 1< <o <im<n j=1

Prima di dimostrare il teorema cerchiamo di capire cosa dice la formula presente
nell’enunciato. Si tratta di sommare tra loro n addendi (Y. _,), con segno alter-
nato ((—1)™~1), ognuno dei quali conta una certa cardinalitd. La parte piu difficile
da capire della formula ¢ probabilmente proprio quella finale

m
> 14l
1<i1 <. <im<n j=1

In realta e piu semplice di quello che si possa pensare: si tratta di considerare tutti i
modi possibili di scegliere m indici distinti (questo essendo ogni indice strettamente
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minore del successivo) dall’insieme N,,, e dunque di sommare le cardinalita di tutte
le possibili intersezioni tra m insiemi diversi scelti tra gli A;.
Cerchiamo di esemplificare la formula 4.2, nel caso n = 3 gia discusso, per
ritrovare la formula 4.1:
3

A UAUAI= 3 (0™ S 4D

m=1 1<i1<...<im <3 j=1

Consideriamo gli addendi della prima sommatoria uno alla volta.

Se m = 1, nella seconda sommatoria dobbiamo scegliere un solo indice (i;
appunto) da Ns, lo possiamo fare in tre modi diversi: i; = 1, i3 = 2,43 = 3. A
questo punto si tratta di calcolare

> |ﬁAi1\

i1e{1,2,3} j=1

In questo caso puo creare un po’ di confusione il fatto che ci sia il simbolo di
intersezione: cosa significa fare 'intersezione di un solo insieme? L’insieme stesso.
Considerare, con questa convenzione, intersezioni tra insiemi, ma anche sommatorie
e produttorie tra numeri, anche nel caso di un solo elemento, ¢ utile proprio dal
punto di vista notazionale, ci permette di scrivere formule compatte. Dunque, se
m = 1 otteniamo, come contributo alla sommatoria, il numero |A;| + |Az| + |As|.

Se m = 2, dobbiamo scegliere due indici (i1, i2) da N3. Anche in questo
caso abbiamo 3 modi per farlo (le possibili scelte di 2 elementi da un insieme di 3
elementi), e otteniamo dunque:

2
(D> >0 () Ail = —(1A10 Ag| + [A2 N As| + | A1 N Ag])

1<i; <ip <3 j=1

Infine se m = 3, dobbiamo scegliere tre indici da N3 e abbiamo un solo modo
per farlo, che ci restituisce la cardinalita dell’intersezione tra i 3 insiemi. Abbiamo
dunque, come ci aspettavamo, ritrovato la formula 4.1 del caso particolare n = 3.

A questo punto, dopo la necessaria spiegazione della notazione, passiamo alla
dimostrazione vera e propria del teorema di inclusione-esclusione (il cui nome &
significativo del processo di conteggio a cui si arriva alla formula finale).

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che ogni elemento di Ay U...U A, ¢
contato esattamente una volta dalla formula 4.2. Sia x un elemento dell’unione: x
apparterra ad alcuni A;. Essendo 'unione tra insiemi commutativa, non & restrittivo
supporre x appartenente ai primi k insiemi A;, e dunque z € Ay N...N A; e
x ¢ Apy1 U...UA,. Nelluguaglianza 4.2, = viene contato, con il primo termine
della sommatoria (ovvero m = 1), k volte (una volta per ognuno degli A; a cui
appartiene). Nelle intersezioni tra due degli A;,  compare solo tra quelle tra i
primi k insiemi. Quindi per m = 2, x viene contato |p2(Ny)| volte (i modi diversi
in cui possiamo scegliere due indici j,¢ da Ny per cui z appartenga ad A; N A;).
Piu in generale, per m = s (s < k in quanto l'intersezione di k + 1 tra gli A;, non
conterrd mai x), elemento x sard contato |ps(Ng)| volte. Dunque 'elemento z &
contato esattamente:

(4.3) 2(1)“1 ( I; ) volte
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Per dimostrare il teorema bisogna dimostrare che la sommatoria in 4.3 € uguale a
1. Questo & vero infatti:

g(—l)’”( : ) -1 _g(—ni( " )m\_gsu_ k=0

O

Usiamo il Teorema 3.32 per calcolare quante sono le funzioni surgettive da un
insieme A con m elementi ad un insieme B con n elementi.

Sappiamo che tutte le funzioni da A in B sono n™, contando il numero ¢
delle funzioni non surgettive da A a B avremo che la cardinalita dell’insieme delle
funzioni surgettive da A a B & uguale a n” —t. Sia B = {x1,...,x,} e consideriamo
i seguenti n sottoinsiemi (al variare di 7 tra 1 e n) dell’insieme delle funzioni da A
a B:

Xi={flf:A—Bei¢ f(A)}

In pratica le funzioni f appartenenti a X; sono tante quante le f da A a B\ {i}.

Esercizio 3.33. Dimostrare che, con le notazioni sopra introdotte, scelti k
msiemi X, ..., X, distinti tra gli X;, st ha:

‘ m?:1 Xij' = (n - k)m

Le funzioni da A a B non surgettive sono quelle che stanno nella unione degli
insiemi X; al variare di 7 tra 1 e n. La cardinalita delle funzioni surgettive da A a

B sara dunque:
n
m
=Xl
i=1

Dal Teorema 3.32, e dall’esercizio 3.33 segue:

Teorema 3.34. La cardinalita dell’insieme delle funzioni surgettive da A di
cardinalita m a B di cardinalita n é:

m - i—1 n Mmoo - 7 n \m
ERDVES (7)@-0 —;;(1)(2.)(7”)
Esercizio 3.35. Calcolare il numero di soluzioni (x,y,z) in N3 del sistema:

r+y+z=100

0<2z<50
2 <y <40
10 < 2 <50
Svolgimento. Sappiamo che il numero di terne (z,y, z) di numeri naturali che sono
. . . (102 . .
soluzione dell’equazione z+y+ 2z = 100 e g = w = 5151. Ora vogliamo

contare il numero di soluzioni (non risolverla) della stessa equazione imponendo
ulteriori vincoli su z, 4, z. Il primo passo, per eludere le limitazioni sul tetto minimo,
e quello di cambiare variabili, e porre s =y — 2 e t = z — 10. Il nuovo sistema, con
numero di soluzioni invariato rispetto a quello di partenza, e:

T+s+1t=288

0<2z<50

0<s<38

0<t<40
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Sappiamo gia (Esercizio 3.29) che la cardinalita di S, I'insieme delle soluzioni di
90
2
iniziale, dobbiamo trovare il numero N delle soluzioni di x + s + ¢ = 88 che non
rispettano i vincoli introdotti. Introduciamo le seguenti notazioni:

Sy ={(z,s,t) € S|z > 51}, S5 ={(z,s,t) € S|s > 39}, S, = {(z,s,t) € S|t > 41}

Il numero N cercato & la cardinalita di S, U S; U.S,. Per cui, usando il teorema di
inclusione-esclusione si ha:

N =[Sz 4+ |Ss] + [St] = |Sz N Ss| — |Sz NSy — |Ss N Se| + 1Sz N Ss N Sy

A questo punto si tratta di calcolare le cardinalita che intervengono nella uguaglian-
za precedente. Osserviamo che, passando al complementare dell’insieme cercato,
abbiamo trasformato i vincoli superiori sulle variabili, in vincoli inferiori (vincoli
che abbiamo gia visto come trattare).

Cominciamo dalla cardinalita degli insiemi S,, Ss, S;. Ad esempio, S, ¢ il
numero di soluzioni di  + s + ¢ = 88 la cui variabile x verifica il vincolo = >
51. Analogamente a quanto fatto sopra, procediamo con un cambio di variabile
e poniamo z = xg + 51. Si ottiene z¢ + 51 + s + ¢t = 88 (con il vincolo su x,
sempre verificato, zo > 0). |S,| & dunque uguale al numero di soluzioni in N*

dell’equazione xg + s+t = 37. Ovvero |S,| = 3 ) Procedendo in maniera del

x4+ s+t = 88 (senza ulteriori vincoli), & . Per rispondere alla domanda

2

tutto analoga sui vincoli per s e t, si trova che ( 521 > e ( 429 ) sono la cardinalita
rispettivamente di S e S;.

Si procede allo stesso modo per calcolare 'intersezione tra due dei tre insiemi
Sz, Ss e Sp: si trattera di togliere due vincoli inferiori. Ad esempio, se vogliamo
calcolare S, N Ss|, poniamo = = o + 51 e s = 59 + 39, e otteniamo 'equazione
xo + sg +t + 90 = 88. Tale equazione non ha soluzioni in N e dunque S, N S,
¢ l'insieme vuoto. Analogamente, ponendo x = xg + 51 e t = tg + 41, otteniamo
I'equazione xg + s + tg + 92 = 88, anch’essa senza soluzioni in N. Dunque anche
S, NSy e l'insieme vuoto. Infine ponendo s = sy + 39 e t = tg + 41 otteniamo
I'equazione x + sg + tg + 80 = 88, ovvero x + so + to = 8. Questa equazione ha
( 120 ) = 45 soluzioni in N, percio |Ss N S| = 45.

Infine osserviamo che sappiamo gia che |S, NSs NSt = 0, in quanto S, non ha
nessun elemento in comune con gli altri due insiemi (bastava non avesse elementi
in comune con uno dei due insiemi).

Dunque il numero di soluzioni del sistema iniziale e:

4005 780 1275 1176 45
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CAPITOLO 4

L’insieme 7Z dei numeri interi relativi

1. Introduzione e definizione formale

L’insieme dei numeri interi & sicuramente noto a tutti gli studenti, che hanno
lavorato ed eseguito operazioni con interi fin dalla scuola primaria. L’idea intuitiva
di insieme dei numeri interi € quella di unione di due copie disgiunte dei numeri
naturali (senza lo zero) e dello 0: Z = N~ U{0}UN™, dove con N~ e NT indichiamo
rispettivamente gli interi negativi e positivi. Questa idea intuitiva, accompagnata
dalle regole di calcolo (tra cui la famigerata regola dei segni), permette di operare
sui numeri interi senza grossi problemi. In questo paragrafo introduttivo pero
vogliamo dare una possibile costruzione piu formale dei numeri interi a partire
dai numeri naturali. Questo perché tale costruzione coinvolge la nozione di insieme
quoziente che abbiamo introdotto nel primo capitolo e con cui ¢ importante prendere
familiarita. Cercheremo, seppur brevemente, di mostrare anche come la costruzione
formale sia in un certo senso guidata dallo scopo con cui sono stati introdotti i
numeri interi.

I numeri interi rispondono all’esigenza pratica di introdurre quantita negative
(esigenza tipicamente sorta con gli scambi commerciali e con la nascita dei debiti)
e all’esigenza teorica di permettere sempre la sottrazione tra numeri naturali.

Come abbiamo osservato introducendo i numeri naturali non e possibile all’in-
terno di essi eseguire la sottrazione m — n se n ¢ maggiore di m. Proprio questa
osservazione e la chiave per la costruzione formale dei numeri interi: vogliamo che
I'insieme dei numeri interi contenga tutte e solo le differenze tra numeri naturali.
L’idea potrebbe essere quella di definire Z come l'insieme delle coppie di naturali
(a,b): per esempio la coppia (3,5) rappresenterebbe I'intero che solitamente indi-
chiamo con —2 (la differenza tra un credito di 3 e un debito di 5). In questo modo
otteniamo un insieme che contiene! N e che rappresenta lidea intuitiva di Z: i
numeri negativi saranno quelli che hanno la seconda componente maggiore della
prima.

L’unico problema dell’identificazione di Z con gli elementi di N x N, & che coppie
diverse possono rappresentare la stessa differenza (ovvero quello che vorremmo fosse
lo stesso numero intero): per esempio la coppia (3,5) e la coppia (4,6) (e in generale
tutte le coppie (¢,2 + ¢) con ¢ € N). E il tipico caso in cui si vuole identificare
elementi diversi, ovvero considerare classi di equivalenza. In questo caso si tratta
di capire quando vogliamo che due elementi di N x N siano equivalenti e la risposta
& che vogliamo che (a,b) ~ (¢,d) quando a — b = ¢ — d in N. D’altra parte in N
non sempre e possibile eseguire la sottrazione, quindi si tratta di esprimere la stessa

IIn realta Z qui e presentato come N X N, dunque non contiene propriamente N, ma un
immagine di N. Ovvero esiste una funzione iniettiva da N in N x N, per esempio quella che associa
an € N la coppia (n,0).
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relazione attraverso I'addizione +y gia definita su N:
def
(a,b) ~ (¢,d) = a+nyd=b+ncC

Esercizio 4.1. Dimostrare che la relazione ~ appena introdotta sulle coppie
di naturali & di equivalenza.

A questo punto possiamo definire Z come I'insieme quoziente Nx N/, e indicare
con [(a, b)] la classe di equivalenza di (a,b). Se ci pensiamo bene ¢ quello che succede
per i numeri razionali, i quali gia dalla scuola superiore vengono presentati come
insiemi di frazioni equivalenti. Indicando con F' I'insieme delle frazioni:

F ={(a,b) € ZxZ|b+# 0}
e con ~ la relazione di equivalenza su I’ definita da:
def
a,b) ~p (¢c,d)" & a-d=b-c
—— ——
a

a

b
I'insieme QQ dei numeri razionali e definito come I'insieme delle classi di equivalenza:
Q=F/~sr

Tornando a Z, identificando N con le classi di equivalenza delle coppie (a,b) con
a > b, si ha che N C Z2.

Osserviamo che, a questo punto, si possono definire le operazioni in Z a partire
da quelle definite in N. L’idea per definirle ¢ quella di considerare la coppia (a,b)
proprio come a — b e imporre che continuino a valere le proprieta che valevano in
N (per esempio la distributiva):

Definizione 4.2. Dati [(a,b)], [(¢,d)] € Z definiamo addizione +7 e molti-
plicazione -7 a partire da addizione 4+ e moltiplicazione -y di N come segue:
e Addizione: [(a,b)] +z [(c,d)] = [(a +n ¢, b+n d)].
e Moltiplicazione: [(a,b)] -z [(¢,d)] = [(a nc+b-nyd,a-nyd+byc)].

Esercizio 4.3. Dimostrare che addizione e moltiplicazione su 7Z sono ben
definite, ovvero non dipendono dai rappresentanti delle classi [(a,b)] e [(c,d)] scelti.

Esercizio 4.4. Dimostrare che addizione e moltiplicazione su Z ristretti ad N
(cioé alle coppie con primo elemento maggiore o uguale del secondo) coincidono
con addizione e moltiplicazione su N.

Come conseguenza di questo possiamo indicare le operazioni su N e su Z con lo
stesso simbolo omettendo il riferimento ad N e Z.

Esercizio 4.5. Dimostrare che addizione e moltiplicazione su 7 godono delle
proprieta associativa, commutativa, esistenza dell’elemento neutro ([(0,0)] per la
addizione e [(1,0)] per la moltiplicazione, distributiva della moltiplicazione rispetto
alla addizione.

Esercizio 4.6. Verificare che, ’argomentazione usata in N per dimostrare [’u-
nicita degli elementi neutri di addizione e moltiplicazione continua a valere in 7Z.
Dunque gli elementi neutri di addizione e moltiplicazione in Z sono unici.

2In pratica, possiamo considerare I'immagine della funzione da N in Z che ad ogni n € N
associa la classe [(n,0)] € Z.
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In Z si puo estendere anche I'ordinamento definito in N:

Definizione 4.7. Dati z1, 29 € Z si dice che z; € maggiore o uguale di 29 e si
scrive z1 >z 2o se esiste z € N tale che z; = z5 + 2.

Esercizio 4.8. Dimostrare che >y ¢ una relazione d’ordine su Z e che ristretta
a N coincide con >y di N.

Per concludere, e tornare alle notazioni piu usuali con cui eravamo abituati a trat-
tare gli interi, osserviamo che & possibile scegliere, per ogni classe di equivalenza
che individua un intero, un ben preciso rappresentante. Dato 1’elemento [(a,b)] di Z
se a > b (ricordiamo che a, b sono numeri naturali) diremo che [(a,b)] & un numero
intero positivo e se b > a diremo che [(a, b)] ¢ un numero intero negativo. In parti-
colare nel primo caso (a,b) ¢ equivalente a (a —b,0), dunque [(a,b)] = [(a —b,0)] ed
indicheremo tale intero con a — b e nel secondo caso (a,b) & equivalente a (0,b— a)
e indicheremo tale intero con il simbolo —(b — a).

Esempio 4.9. La coppia di naturali (5,3) & equivalente, rispetto a ~, alla
coppia (2,0). Indicheremo la classe di equivalenza con il simbolo 2.

La coppia di naturali (3,5) & equivalente, rispetto a ~, alla coppia (0,2).
Indicheremo la classe di equivalenza con il simbolo —2.

Definizione 4.10. Dato z € Z un elemento w € Z tale che z +w = 0 si dice
inverso di z rispetto alla addizione. Un elemento g € Z tale che z- ¢ = 1 si dice
inverso di z rispetto alla moltiplicazione. L’elemento z si dice invertibile per la
addizione (moltiplicazione) se esiste un inverso per la addizione (moltiplicazione).

Esercizio 4.11. Dimostrare che l'inverso di un intero per la addizione (per la
moltiplicazione), nel caso esista é unico.

Esercizio 4.12. Dimostrare che ogni intero é invertibile per la addizione, men-
tre gli unici interi invertibili per la moltiplicazione sono 1 e —1 ed hanno come
inverso rispettivamente 1 e —1 stessi.

L’Esercizio 4.12 ci dice che in Z, dati a, b qualsiasi, € sempre risolubile I’equazione
a + x = b, mentre in N ’equazione e risolvibile se e solo se b > a.

Esercizio 4.13. Dati a,b € Z, dimostrare che a -b = 0 se e solo se a = 0
oppure b = 0.

Esercizio 4.14 (Legge di cancellazione in Z). Dimostrare che dati a,b,c € Z
conc#0,a-c=b-c see solosea=>o.

Esercizio 4.15. Dati a,b in Z\{0}, dimostrare che a = a-b se e solo se b = 1.

Osservazione 4.16. Si potrebbe pensare che non ci sia bisogno di dimostrare
quanto chiesto, in quanto sappiamo dall’Esercizio 4.6 che ’elemento neutro della
moltiplicazione ¢ unico e che ¢ 1. In questo caso pero stiamo dicendo qualcosa di
diverso, ovvero che 'unico elemento che lascia fisso un qualsiasi elemento di Z\ {0}
(e non tutti) rispetto alla moltiplicazione & 1.

2. La divisione euclidea, il massimo comun divisore e il minimo comun
multiplo tra interi

Abbiamo visto che in Z & possibile trovare 'inverso rispetto alla addizione di
qualsiasi elemento: questo permette di definire la differenza su Z. Non & possibile
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invece definire 'operazione di divisione su Z: si puo effettuare tra a e b solo se a ¢
un multiplo di b.

Quello che possiamo fare pero e definire I'algoritmo di divisione con resto che,
dati due interi a e b, restituisce un quoziente e un resto con le proprieta descritte
dal seguente teorema.

Teorema 4.17 (Divisione con resto o euclidea). Dati a,b € Z con b # 0,
esistono e sono unici due interi q,r tali che:

a=q-b+r, 0<r<|b

DiMOSTRAZIONE. Esistenza. Consideriamo la progressione geometrica infini-
ta di termine iniziale a e ragione b: A = {a —z-blz € Z}. Sia S = ANN. Abbiamo
gia mostrato (Teorema 2.36) che esiste  minimo di S della forma a — ¢ - b per un
certo ¢ € Z. Resta da provare che r & minore di |b|. Se r fosse maggiore o uguale di
|b|, allora r — |b| sarebbe un elemento di S minore di r, assurdo perché r ¢ il minimo
di S.

Unicita. Supponiamo che esistano q1,71,q2, 72 € Z con rq > ro tali che:

a=q-b+ry 0<r <|b
a=qa-b+re 0<1ry<|b

Possiamo dunque scrivere g1 - b+ 11 = ¢ - b+ r2, e, portando a primo membro i
termini con b e raccogliendo a fattore b stesso ottenere b(ga—q1) = r1 —r2. Da questo
segue che |b||g2 — q1] = |r1 — 72|. A questo punto, sapendo che |b] > r4 > ro > 0,
abbiamo in particolare che [b| > r; —re > 0, ovvero |b| > |r; — 72| (abbiamo solo
usato il fatto che essendo r; — 5 > 0 € uguale al suo valore assoluto).

Ora se ¢y fosse diverso da ¢; allora |b||g2 — ¢1| sarebbe maggiore di |b| (in
quanto la differenza in valore assoluto tra due numeri interi ¢ maggiore o uguale a
1), ma questo non pud essere perché abbiamo osservato che |rqy — 2| < |b]. Dunque
necessariamente ¢ = ¢o da cui r; —ro = 0 e quindi r1 = rs. U

Esempio 4.18. Se a e b sono rispettivamente —16 e —3, allora i ¢, del
Teorema 4.17 sono g=6er=2: =16 =6 (—3) + 2.

Ricordando la definizione di divisore data nel caso generale per un insieme A su cui
sia definita un’operazione x*, si introduce la definizione di divisore in Z riferendosi
all’operazione di moltiplicazione tra interi.

Definizione 4.19. Dati a,b in Z si dice che a divide b (o equivalentemente b
¢ multiplo di a) se e solo se esiste ¢ in Z tale che b = a - ¢. Nel caso che a divida

b
b, talvolta useremo la notazione — per indicare il ¢ tale che b =a - c.
a

Corollario 4.20. Siano a,b in Z. a divide b se e solo se il resto della divisione
euclidea di b con a é zero.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal Teorema 4.17. [

Osservazione 4.21. Lo 0 divide solo se stesso, infatti, per ogni ¢ in Z, si ha
c-0 = 0. Viceversa ogni intero z ¢ divisore dello zero, infatti basta scegliere I'intero
c =0 per avere 0 = c- z.

Notiamo inoltre che —1 e 1 sono divisori di ogni numero intero z, infatti,
scegliendo rispettivamente ¢; = —z e ¢co = 2z, si ottiene z = —1-c; e z=1"cs.
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Proposizione 4.22. Siano a,b,c € Z. Se ¢ divide sia a che b, allora divide
una qualsiasi loro combinazione lineare (ovvero ogni intero della forma k-a+h-b
con k, h interi).

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi esistono s,t tali che a = s-ce b =1-¢, quindi
k-a+h-b=h-s-c+k-t-ceraccogliendo ¢ possiamo scrivere la combinazione
lineare di @ e b come ¢~ (h-s+k-t). O

Osservazione 4.23. La relazione di divisibilita sugli interi non & una relazione
totale in quanto esistono coppie di interi a, b per cui non vale né che alb né che bla
(ad esempio a =5, b = 21).

Bisogna stare attenti anche al fatto che solitamente la relazione di divisibilita,
e le definizioni di divisore e multiplo incontrate a scuola, sono state introdotte nei
numeri naturali e in N hanno proprieta che non hanno nel caso degli interi. Ad
esempio il fatto che un multiplo b di a debba essere pit grande o uguale di a, vera
nell’insieme dei naturali, ovviamente non vale nell’insieme dei numeri interi (5| — 15
ma 5 > —15).

Quanto osservato in 4.23, come mostrato dalla prossima proposizione, non ¢ la sola
differenza tra la divisibilita in Z e quella in N.

Proposizione 4.24. La relazione di divisibilita sugli interi gode delle proprieta
riflessiva e transitiva ma non della proprieta antisimmetrica, dunque non definisce
un ordinamento su Z.

DIMOSTRAZIONE. La validita della proprieta riflessiva di | segue dal fatto che,
per ogni a € Z, si ha a -1 = a, percio a | a. Per la transitivita basta osservare che
l'ipotesi a|b e b|c equivale a dire che esistono h,k € Z taliche b=a-hec=10b"k,
dunque:

c=(a-h) k = a-(h-k)
prop.assoc.
Supponiamo adesso che a,b siano interi non nulli tali che a divide b e b divide a.
Questo equivale al fatto che esistono h,k € Zconb = h-aea =k-b,dacuib = h-k-b
ovvero b- (1 —h-k) = 0. Essendo b # 0 questo implica h - k = 1, e dall’Esercizio

4.12 segue che puo essere k = h = 1 ovvero a = b, ma anche £k = h = —1, ovvero
a = —b. Abbiamo cio¢ trovato che se a divide b e b divide a allora a = £b (e non
necessariamente a = b, come vorrebbe la proprieta antisimmetrica). O

Osservazione 4.25. Se b ¢ un intero diverso da zero allora l'insieme dei suoi
divisori ¢ finito.
Definizione 4.26. Siano a,b € Z non entrambi nulli®, d € Z si dice un
massimo comun divisore di a e b se:
e d divide sia a che b.

e Per ogni ¢ in Z che divide sia a che b, si ha che ¢ divide d.

Proposizione 4.27. Siano a,b interi non entrambi nulli. Se esiste d = (a,b),
allora tutti e soli © massimi comun divisori di a,b sono d e —d.

30sserviamo che, se a,b fossero entrambi nulli, I'insieme dei divisori comuni di a e b
coinciderebbe con Z.
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DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato, dimostrando che | non & antisimme-
trica, che se d divide d’ e d’ divide d allora d = d’ oppure d = —d’. Quindi se d & un
massimo comun divisore, solo —d puo essere un massimo comun divisore diverso da
d. B facile provare che (e lo lasciamo per esercizio), se d & massimo comun divisore,
allora effettivamente anche —d lo ¢ sempre. O

Stabiliamo per convenzione di chiamare il massimo comun divisore tra a e b il valore
positivo tra d e —d. Con questa convenzione abbiamo appunto 'unicita del massimo
comun divisore tra due numeri e possiamo parlare del massimo comun divisore (e
useremo la notazione (a, b) per indicarlo). Inoltre abbiamo che un divisore comune
d di a,b ¢ massimo comun divisore (secondo la Definizione 4.26) se ¢ solo se ¢ il
massimo di tutti i divisori comuni.

Esercizio 4.28. Dimostrare che d divisore comune di a e b (non entrambi
nulli) ¢ uguale a (a,b) se e solo se per ogni divisore comune ¢ di a e b si ha ¢ < d.

A questo punto ci chiediamo per quali coppie di interi a, b non nulli esiste il massimo
comun divisore. Il teorema seguente fornisce una risposta definitiva alla questione,
inoltre, la dimostrazione dello stesso, suggerisce una interessante caratterizzazione
di massimo comun divisore tra due numeri interi come minimo di un particolare
insieme.

Teorema 4.29. Per ogni a,b € Z non entrambi nulli esiste (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Dati a,b € Z non entrambi nulli, consideriamo I'insieme delle
combinazioni a coefficienti interi di a, b positive, ovvero:

S={a-m+b-nmnecZ e a-m+b-n>0}

Essendo a,b non entrambi nulli S non & vuoto, infatti se a # 0 basta considerare
m=acn=0peravere a-m-+b-n=a?>0esea=0 basta prendere m qualsiasi
e n = b. Per 'assioma del buon ordinamento S ha un minimo d che sara quindi
un elemento della forma a -k +b- h con k, h interi. Vogliamo dimostrare che d ¢ il
massimo comun divisore tra a e b.

Proviamo che d divide a. Effettuiamo la divisione euclidea tra a e d e troviamo
q,r € Z tali che a = q-d+7r e 0 < r < d. Sostituendo 'espressione di d in termini di
a e bsiottiene a = g-(a-k+b-h)+r, da cui si pud ricavare r: r = a(1—q-k)—b-(h-q).
Ora, se r fosse diverso da zero, apparterrebbe a S e sarebbe minore del minimo d,
dunque 7 = 0. Ma r = 0 significa proprio che d divide a. Analoga dimostrazione
prova che d divide b e quindi che ¢ un divisore comune di a e b.

Sia ¢ un divisore comune di a e b, ovvero esistono w, z interi tali che a = ¢ - w
eb=c-z allorasihad=a-k4+b-h=c-w-k+c-z-h e, raccogliendo c,
d=c-(w-k+ z-h). Cioe ¢ divide d. d

Dalla dimostrazione del Teorema 4.29, avendo caratterizzato il massimo comun
divisore tra a e b come il minimo delle combinazioni a coefficienti intere positive di
a e b, segue immediatamente il seguente importante risultato.

Corollario 4.30 (Identita di Bézout). Dati a,b interi non entrambi nulli
esistono k, h interi tali che:

(a,b)=a-k+0b-h

Esercizio 4.31. Siano a,b interi non entrambi nulli. Dimostrare che (a,b) = a
se e solo se a | b.
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Esercizio 4.32. Siano a,b interi non entrambi nulli, dimostrare che (a,b) =
(la, [o])-

Definizione 4.33. Due numeri interi a e b non entrambi nulli si dicono rela-
tivamente primi o anche coprimi se (a,b) = 1.

Esercizio 4.34. Siano a,c,b interi con (a,c) =1 e ¢ che divide a -b. Provare
che ¢ divide b.

Svolgimento. Per ipotesi esiste z € Z tale che a - b = ¢ - 2. L’identita di Bézout
ci dice che esistono h, k interi tali che a - k 4+ ¢-h = 1. Moltiplicando entrambi i
membri di questa identita per b otteniamo: a-b-k+c-h-b = b. Da cui, sostituendo
c-zcona-bc-z-k+c-h-b=>. Ora, raccogliendo c, si ottiene la tesi.

Osservazione 4.35. Osserviamo che, nell’Esercizio 4.34, 'ipotesi che a e ¢
siano coprimi e necessaria. L’idea del teorema e che non avendo fattori in comune
a e ¢, e con ¢ che divide a - b, i fattori di ¢ si “ritrovano” tutti in b. Quando invece
a e ¢ non sono coprimi, puo essere che a e b singolarmente non siano divisi da c,
ma il loro prodotto si. Basta considerare ad esempio c =6, a=2eb=9.

Esercizio 4.36. Siano a,b,c € Z tali che a | ¢, b | ¢ e (a,b) = 1, provare che
(a-b)]ec.

Svolgimento. Per ipotesi esistono r,s € Z tali che c = a-r e ¢ = b- s. In particolare
b|a-r e dall’Esercizio 4.34 segue che b | . Ovvero esiste k € Z tale che r = b - k,
dunque c=a-r=a-b-k. Ciota-b]|ec.

Esercizio 4.37. Siano a,b € Z non entrambi nulli e d = (a,b). Allora:

a b
(#2)-1

Svolgimento. Per ipotesi esistono ay,b; € Z tali che a = d-ay e b = d-b;. Indichiamo
con h il massimo comun divisore tra a; e by: vogliamo provare che h = 1. Per
definizione di massimo comun divisore esistono as,by € Z tali che a; = h-as e
bi=h-bydacuiia=d-h-ayeb=d-h-by. Quindi d-h e un divisore comune di
a e b e percio deve dividere il massimo comun divisore tra a e b che ¢ d (d - h | d).
Questo implica h = 1 (ricordiamo che h & maggiore di zero, altrimenti la relazione
precedente potrebbe implicare anche h = —1).

Definizione 4.38. Siano a,b € Z non entrambi nulli, m € Z si dice un
minimo comun multiplo di a e b se:
e m & un multiplo sia di a che di b.

e Per ogni ¢ in Z multiplo sia di a e di b, si ha che m divide c.

Esercizio 4.39. Dimostrare che per ogni coppia di interi a, b non entrambi
nulli, esiste un minimo comun multiplo.

Esercizio 4.40. Se m ¢ un minimo comun multiplo tra a e b allora anche —m
lo e, e non ci sono altri minimi comun multipli di a, b diversi da m e —m.

Stabiliamo per convenzione che il minimo comun multiplo, che indicheremo con
[a,b], & il valore maggiore di zero tra m e —m. Una interessante proprieta che lega
il massimo comun divisore e il minimo comun multiplo ¢ la seguente:
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Proposizione 4.41. Per ogni a,b € 7 non entrambi nulli si ha
[a,b] - (a,0) =a-b

DIMOSTRAZIONE. Sia d = (a,b), allora esistono a1,b; € Z tali che a = d - ay,
b = d-by. Dall’Esercizio 4.37 sappiamo che (a1, b;) = 1. Vogliamo provare che [a, b]
e uguale a fraca - bd, che indichiamo con h:
a1-d-by-d

d

Osserviamo che h € multiplo di @ = a1 -d e b = by - b, mostriamo adesso che per ogni
intero ¢ multiplo comune di a e b si ha che h | t. Essendo la relazione di divisibilita
| transitiva da d | a e a | t segue che d | t ovvero che esiste t; € Z tale che t = d - t;.
Ora a | t equivale a a1 - d | t1 - d, ovvero aq | ¢t e analogamente b; | t. Dall’Esercizio
4.36 segue che aj - by|t; e questo implica che h = ay - by - d divide t; - d = t. O

hI :al-bl-d

3. I numeri primi e la ¢ di Eulero

Diamo di seguito le due definizioni distinte, nell’insieme Z degli interi, di numero
primo e numero irriducibile e dimostriamo che in realta sono equivalenti, cioe che
da una si ricava l'altra come conseguenza e viceversa.

Definizione 4.42. Un numero p € Z, p # 0, 1, —1 si dice primo se p|ab implica
che pla o p|b.

Definizione 4.43. Un numero p € Z, p # 0,1, —1 si dice irriducibile se i suoi
unici divisori sono +1 e +p.

Proposizione 4.44. Un numero p € 7Z ¢é primo se e solo se ¢ irriducibile
(ovvero le definizioni 4.42 e 4.43 sono equivalenti).

DIMOSTRAZIONE. =) Siano p primo e d un divisore di p, questo significa che
esiste ¢ € Z tale che p = d - ¢. In particolare p | d - ¢, dunque, per definizione
di numero primo, o p | d oppure p | ¢. Nel primo caso, dalla dimostrazione della
Proposizione 4.24, segue che d = =4p; nel secondo caso esiste h intero tale che
c¢=h-p. Ovvero ¢ = h-d-c. Dall’Esercizio 4.15 segue che h-d = 1 ovvero d = £1.

<) Sia p irriducibile e supponiamo che p | a-b. Dalla definizione di irriducibilita
segue che (a,p) & uguale a p o a 1 (il massimo comun divisore deve essere un divisore
comune, ¢ p e 1 sono gli unici divisori di p). Nel primo caso p | a, nel secondo,
dall’Esercizio 4.34 segue che p | b. O

Osservazione 4.45. n € N ¢ primo se e solo se ha esattamente due divisori
distinti in N.

Esercizio 4.46. Sianon > 2, p primo, ay,. .., a, € Z. Supponiamo p| H?zl ai,
allora esiste 1 < i < n tale che pla;.

Suggerimento: procedere per induzione sul numero n di fattori.

Solitamente per insieme dei numeri primi (senza nessun’altra specificazione)
si intende il sottoinsieme di Z degli elementi primi positivi. Nonostante che tutto
possa essere generalizzato a primi in Z secondo la definizione data, da ora in poi
quando parleremo di primi, senza ulteriori specifiche, intenderemo primi positivi
(ovvero in N).

Iniziamo con un risultato cosi importante da essere chiamato teorema fonda-
mentale dell’aritmetica.
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Teorema 4.47 (Teorema fondamentale dell’aritmetica). Sia n € N maggiore
di 1, allora n si scrive in modo unico (a meno dell’ordine) come prodotto di fattori
Primi.
Il teorema in questa forma considera come prodotto di primi anche il prodotto di un
solo primo, potremmo riformularlo dicendo n > 1 € primo o si scrive in modo unico
come prodotto di primi, ma in matematica usualmente si preferiscono gli enunciati
compatti, con meno eccezioni possibili.

DiMosTRAZIONE. Esistenza. Procediamo per induzione su n.
Passo base. Se n = 2, allora n ¢ primo e quindi verifica ’enunciato.
Passo induttivo. Supponiamo la tesi vera per ogni k < n e dimostriamo che
questo implica che n & primo o prodotto di primi. Se n € primo non c’¢ niente da
dimostrare, se n non ¢ primo, per l’equivalenza con l'irriducibilita, n si scompone
ina-bconl<a<mnel<b<n. Peripotesi induttiva sia a che b si scrivono come
prodotto di primi:
k h
a=][_pi b= Hj:l 4aj
Dunque n sara il prodotto dei p; e g;:

n=pr-..."Pk-q1-----qn

Unicita. Nellinsieme di tutte le fattorizzazioni in primi di n (che sappiamo non
essere vuoto perché abbiamo appena provato l’esistenza di una fattorizzazione per
tutti gli n maggiori di 1) sia k il numero minimo di fattori che compongono queste
fattorizzazioni. Supponiamo dunque che esista una fattorizzazione n = Hle p; €
che ne esista anche un’altra n = H;Lzl g; con p; e ¢; primi e h > k (k ¢ il minimo).
Per mostrare che in realta esiste un’unica fattorizzazione procediamo per induzione
su k.

Passo base. Se k =1,si han=p; = H;Lzl qj, allora dall’Esercizio 4.46 sappiamo
che esiste 1 < ¢ < h tale che pi|g;. Per definizione di primo questo implica che
p1 = ¢ e dunque che Hj# ¢j = 1. Ma questa identita in N ha come unica soluzione
g; = 1 per ogni j # t, dunque h =1 (perché ¢; = 1 non & primo per definizione) e
la fattorizzazione € unica in questo caso.

Passo induttivo. Supponiamo che tutti i naturali che ammettono una fattoriz-
zazione con meno di k primi abbiano un’unica fattorizzazione e consideriamo n
che ha k come minimo numero di fattori nelle sue fattorizzazioni in primi. Da
n= Hle pi = H;L:1 q; segue che py, divide H;‘L:1 gj. Analogamente a quanto detto
precedentemente, questo equivale al fatto che esiste ¢ (1 <t < h) tale che p;, = ¢:.

Consideriamo adesso m = p% = H;:ll pi =1 j#t ;- Per ipotesi induttiva m
ha un’unica fattorizzazione come prodotto di primi e di conseguenza k = h, inoltre,
per ogni i (1 <1i < k), esiste j (j € N, e j # t) tale che p; = g;. O

Useremo spesso la notazione n = Hle pi per indicare la fattorizzazione in
primi di un generico n. In questa notazione usualmente i p; rappresentano pri-
mi distinti, dunque k ¢ il numero di primi distinti presenti nella fattorizzazione,
gli a; (appartenenti a N) sono gli esponenti in cui i primi p; compaiono nella
fattorizzazione di n.

Esercizio 4.48. Se t,s sono due numeri naturali e t divide s, allora tutti i
primi che compaiono nella fattorizzazione in primi di t, compaiono anche nella
fattorizzazione di s. Inoltre, se p & un primo in comune alle due fattorizzazioni,
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l’esponente di p nella fattorizzazione di t ¢ minore o uguale all’esponente di p nella
fattorizzazione di s.

Osservazione 4.49. Il viceversa dell’Esercizio 4.48, ovvero che se t e s sono due
numeri naturali e nella fattorizzazione in primi di ¢ compaiono solo primi presenti
nella fattorizzazione in s, tutti con esponente non maggiore del corrispondente in
s allora t divide s, ¢ ovviamente vero, perché, per ipotesi, s si puo scrivere come ¢
per quello che manca.

Osservazione 4.50. In particolare, dall’Esercizio 4.48 segue che, se t divide s,
possiamo pensare t e s come prodotto degli stessi primi. Se infatti la fattorizzazione
dises= Hle p;*, possiamo scrivere ¢ come ¢ = Hle p?i, ammettendo che i 3;
possano essere anche nulli (perdendo dunque 1'unicita della fattorizzazione, perché

includiamo anche degli 1).

Esempio 4.51. Sia t = 20 e s = 700. La scomposizione in fattori primi di s &
s =22 x 52 x 71. Possiamo scrivere ¢ come t = 22 x 5! x 70,

Trovare la scomposizione in fattori primi di un numero intero n ¢ computazio-
nalmente molto complicato®. D’altra parte la scomposizione in fattori primi, se
conosciuta, fornisce molte indicazioni importanti.

Proposizione 4.52 (Numero di divisori positivi). Sia n > 1 un intero di cui
conosciamo la scomposizione in primin = [[;_, pi". Allora il numero di divisori
positivi din ¢ [, (o +1).

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo visto (Esercizio 4.48) che un numero naturale h

divide n se e solo se h = Hle pf ‘. con 0 < B; < ;. Dunque il numero di divisori di
n ¢ uguale al numero di stringhe (81, ..., fx) differenti. Visto che le possibili scelte

per ogni (3; sono a;+ 1, il numero di divisori positivi di n & proprio Hle (;+1). O

Osservazione 4.53. Dalla Proposizione 4.52 segue che, se conosciamo la scom-
posizione in fattori primi di due numeri naturali m e n, allora il loro massimo comun
divisore ¢ il numero che si ottiene moltiplicando tra loro i fattori primi in comune
tra m e n presi con I’esponente minore.

Esempio 4.54. Consideriamo n = 3°-52-112 e m = 2%.5-117-19. Il massimo
comun divisore tra n e m ¢ (n,m) =5 -112.

Esercizio 4.55. Dati a, b, ¢ interi, provare che ¢ é coprimo con a e con b se e
solo se é coprimo con a - b.

Svolgimento. Se ¢ ha un fattore in comune maggiore di 1 con a o con b allora
evidentemente ha un fattore in comune con a - b. Dunque se (a - b,¢) = 1 allora
(a,c) = (b,c) = 1.

Viceversa supponiamo che (a - b,¢) = d > 1, allora d si scompone in fattori
primi. Sia p uno di tali fattori: da d divide a-b e d divide ¢ segue che p ¢ un fattore
comune (maggiore di 1) di a-b e c. Per definizione di primo p divide a-b implica che
p divide a o b ma entrambe le possibilita contraddicono I'ipotesi perché p sarebbe
un fattore comune maggiore di 1 di a e ¢ oppure di a e b. Dunque d deve essere
uguale a 1.

41 metodi crittografici moderni si basano proprio sul fatto che moltiplicare tra loro numeri
primi grandi € poco costoso, ma ritrovare i numeri primi a partire dal loro prodotto &€ molto difficile.

54



Conoscere la fattorizzazione in primi di un numero intero n maggiore di 1,
vedremo tra poco, permette di calcolare quanti sono i numeri in N,, coprimi con n.

Definizione 4.56 (funzione ¢ di Eulero). La funzione ¢ : N\ {0,1} — N che
ad ogni naturale n maggiore di 1 associa la cardinalita dell’insieme:
{m € N,|(m,n) =1}
¢ detta funzione ¢ di Eulero.
Esempio 4.57. ¢(10) = 4, infatti i numeri coprimi con 10 in Ny sono 1, 3,5, 7.

¢(6) = 2 infatti, tra i numeri naturali compresi tra 1 e 6, solo 1 e 5 sono coprimi
con 6.

Come anticipato, vediamo ora come la conoscenza della scomposizione in fattori
primi di un intero n maggiore di 1, permetta di calcolare ¢(n).

Esercizio 4.58. Se p ¢é primo allora ¢(p) =p — 1.

Osserviamo inoltre che, I’'Esercizio 4.55 riletto in termini di funzione di Eulero, ci
dice che, se m e n sono interi maggiori di 1 e coprimi, allora:

p(m-n) = ¢(m) - ¢(n)
Da questa osservazione segue che, se troviamo una formula per calcolare la ¢ di
Eulero per numeri della forma p* con p primo e k € NT, allora per ogni m in-
tero maggiore di 1 di cui conosciamo la fattorizzazione in primi distinti sappiamo
calcolare ¢p(m).

Lemma 4.59. Sia p primo e k € N*, allora:
o(p") = (p—1)-p""

DIMOSTRAZIONE. Sia ¢ € N minore o uguale di p*. a e p* hanno un fattore in
comune se e solo se p ¢ un fattore di a, ovvero p divide a. Dunque gli a < p* non
coprimi con p* sono della forma p -t con t € N che varia da 1 a p*~', ovvero in
tutto sono pF~!. Quindi:

o(*) ={n eNL <n <p"} = [{p-t[l <t <p" 1} =p" —p*!
a

A questo punto, mettendo insieme tutti i risultati trovati, possiamo enunciare il
teorema per il calcolo della funzione di Eulero a partire dalla fattorizzazione in
primi.
Teorema 4.60. Sia m un intero maggiore di 1. Se la fattorizzazione in primi
Tk .
distinti di m & [[;_, pi® allora:
k k 1
om) = [T — ™) =m- [0~ )
ply - i
i=1 i=1
Cominciamo ad intuire I'importanza dei numeri primi, sorge dunque abbastanza
spontaneo chiedersi se 'insieme dei numeri primi sia finito o meno. La risposta
a questo quesito era nota piu di 2000 anni fa: Euclide diede una dimostrazione
dell’infinita dei primi ancora oggi considerata un capolavoro per la genialita dell’idea
e la semplicita degli strumenti usati.

Teorema 4.61 (Teorema d’Euclide). Esistono infiniti numeri primi.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che l'insieme dei primi P = {p,...,p,} sia
finito e consideriamo il numero N = ([[;_, p;) + 1. Tale numero ¢ maggiore di
1 dunque, per il teorema fondamentale dell’aritmetica, o N ¢ primo o ¢ diviso da
qualche primo (in quanto € prodotto di primi). Osserviamo che N ¢ strettamente
maggiore di tuttii p;, dunque N non appartiene a P e non puo essere primo, d’altra
parte N non e multiplo di nessun p; di P in quanto, per come ¢ definito, il resto
della divisione euclidea di N con qualsiasi p; di P & sempre 1. Dunque I’assunzione
P insieme dei primi finito, porta ad un assurdo. O

Pur essendo infiniti i numeri primi sembrano susseguirsi in modo del tutto casuale.
Molti sono stati i tentativi infruttuosi di trovare successioni che avessero come valori
solo numeri primi. Uno di questi tentativi piuttosto famoso ¢ quello di Fermat che
ipotizzo che i numeri della forma 22" +1 (che vengono chiamati numeri di Fermat)
al variare di n tra i naturali fossero tutti primi. Sfortunatamente Eulero mostro che,
gia per n = 5, si ottiene un numero molto grande 4294967297 che & scomponibile in
641 per 6700417, quindi non primo. Un aspetto interessante e che da allora non si e
ancora trovato un numero di Fermat, con n > 5, che sia primo ed oggi la congettura
di Fermat ¢ stata completamente ribaltata: si suppone che per n > 4 nessun numero
di Fermat sia primo. I numeri di Fermat hanno una loro importanza anche perché
Gauss mostrera un inaspettato legame tra essi e la possibilita di costruire poligoni
regolari utilizzando riga e compasso.

Un altro tentativo interessante alla ricerca di una successione di interi primi,
fu quello portato avanti da Padre Marin Mersenne (1588-1648). Mersenne, frate
dell’ordine dei Minimi, attraverso una fitta rete di contatti epistolari tra gli studiosi
dell’epoca, fu un importante divulgatore della conoscenza scientifica. Mersenne si
incuriosi, anche per motivi religiosi, ai cosiddetti numeri perfetti, definiti nel Libro
VII degli Elementi di Euclide (definizione nr. 23) come segue: “il numero perfetto
e quello uguale alle sue parti”.

Definizione 4.62. Un numero naturale a si dice perfetto se ¢ uguale alla
somma dei suoi divisori minori di a o, equivalentemente, se la somma di tutti i suoi
divisori e uguale a 2a.

Osservando i primi numeri perfetti si possono notare alcune regolarita. Consideria-
mo ad esempio gli unici 4 numeri perfetti minori di 10000: 6,28,498,8128. Sono
tutti
N 6=2-3 28=22.7 498=2%.31 8128 =26.127
Somma esponenti 1+41=2 2+1=3 44+1=5 6+1="7
Fattore dispari +1 3+1=22 74+1=2% 31+1=2> 127+1=27

Abbiamo dunque che i primi 4 perfetti sono della forma 2P~1 - (2” — 1) con p primo.
Se proviamo con p = 11 otteniamo un numero che non ¢ perfetto, ma si puo notare
che 2 — 1 non & primo (& 23 - 89), mentre nei primi 4 numeri perfetti non solo p
era primo, ma lo & anche 2P — 1.

Che un numero della forma 2P~!. (2P — 1), con p e 2P — 1 primi, fosse perfetto
era gia noto ai tempi di Euclide. Nella Proposizione 36, del IX Libro degli Elementi
si trova: “Se a partire dall'unita, si prende un numero a piacere di numeri succes-
sivamente proporzionali in ragione doppia, fino a che la loro somma sia un numero
primo, il prodotto di tale somma per 'ultimo numero sara un numero perfetto”.
Circa 2000 anni dopo, Eulero dimostra che se un numero pari e perfetto deve essere
della forma citata.
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Teorema 4.63. Un numero pari n é perfetto se e solo se ¢ della forma 2P~ -
(2P — 1) con p e (2P — 1) primi.

DIMOSTRAZIONE. <) Se n & della forma 2P~1 - (27 — 1), e indichiamo con ¢ il
fattore dispari 2P — 1, allora i 2p divisori di n sono della forma 2° - ¢ o della forma
2¢ con 0 < i < p— 1. Consideriamo la somma S dei divisori di n della forma 2°:

p—1
S=) 2 =29-S=2-1=¢
i=0
Dunque la somma di tutti i divisori di n é:

p—1 p—1 p—1 p—1
SN2y 2g=) 24q-) 2 =q+¢
=0 =0 =0 =0

q q

Ora osserviamo che:
G+ =qlg+1) = (2 —1)2 =2. 27712 — 1) = 2n

=) Sia n = 2#71¢, con ¢ dispari e k > 1 (in quanto n per ipotesi & pari),
perfetto. Indichiamo con o(n) la funzione che ad un numero naturale n associa la
somma dei divisori positivi di n.

Esercizio 4.64. Dati a,b € N con (a,b) =1 si ha o(a-b) = o(a) - o(b).
Con la notazione introdotta, e per l'ipotesi n perfetto, si ha dunque:
2n =2 =a(n) =0(2"7")-0(q)

Abbiamo gia visto che ¢(2¥71) & ugunale a 2% — 1, dunque:

=2n
2kq (28 —1)g+q q
=Gy T oy it
——
=o(2k-1)

Quanto trovato ci dice che:
e 28 — 1 divide ¢, in quanto o(q) & ovviamente un numero intero. Di

conseguenza € anch’esso un divisore di gq.

2k — 1
sono gli unici divisori di ¢, in quanto o(q) per definizione ¢ la

] q e q
2k — 1
somma dei divisori di ¢, ed essendo essi stessi divisori non ce ne possono
essere altri.
Da questo segue che a) q & primo, b) ¢ = 2¥ — 1. Ci rimane da dimostrare che k &
primo, e questo segue proprio da a) e b). Se infatti k non fosse primo, esisterebbero
t, h naturali maggiori di 1 tali che k = th. Ma allora:
t—1
g=2F—1=2"—1=02""-1=02"-1)> (2"
i=0
=s
con 2" — 1 e s entrambi maggiori di 1, e dunque ¢ non sarebbe primo. Percio k &
un numero primo. O
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Osservazione 4.65. Il Teorema 4.63 caratterizza i numeri perfetti pari, e quelli
dispari? Non ne sono stati trovati, e la congettura di Sylvester (1814-1897) & che
non ne esistano.

Mersenne studia i numeri della forma 2P — 1 con p primo, interessato a capire, per
quanto visto sui numeri perfetti, quali di essi siano primi. Mersenne stila una lista
(incompleta e con qualche errore) dei primi numeri della forma 2P — 1 con p primo
che sono primi, e congettura che di tali numeri primi ce ne siano in quantita finita.
Nonostante gli errori presenti nella sua lista, il lavoro di Mersenne & sicuramente
ragguardevole per l’epoca (lavorando tra l’altro con numeri molto grandi senza
Paiuto di calcolatori), per questo i numeri della forma 2P — 1 con p primo, vengono
ora chiamati numeri di Mersenne.

La cosa interessante e che non solo al giorno d’oggi la congettura sui numeri di
Mersenne si ¢ ribaltata (si pensa che i numeri di Mersenne primi siano infiniti), ma
la ricerca di numeri primi grandi avviene attraverso la ricerca di numeri di Mersenne
primi. II GIMPS (Great Internet Mersenne Prime Search) si occupa proprio della
caccia a numeri di Mersenne sempre pit grandi.

4. Algoritmo di Euclide

Stabilito che il massimo comun divisore tra due interi a,b non entrambi nulli
esiste sempre, e che trovare la fattorizzazione in primi & un compito difficile (a volte
proibitivo), come si puo fare a calcolare il massimo comun divisore senza passare
dalla fattorizzazione di a e b? Per rispondere a questa domanda, cominciamo mo-
strando una semplice, ma significativa, proprieta del massimo comun divisore tra
due numeri interi.

Proposizione 4.66. Siano a,b € Z non entrambi nulli. Per ogni intero k si
ha (a,b) = (a,b—k - a).

DIMOSTRAZIONE. Dimostreremo la proposizione facendo vedere che 'insieme
dei divisori comuni di @ e b, che indicheremo con T, ¢ uguale all’insieme dei divisori
comuni di a e b — k- a qualsiasi sia k, che indicheremo con Rj.

Sia t € T, vogliamo mostrare che ¢ divide a (lo sappiamo) e che ¢ divide b—k-a
qualsiasi sia k. Per ipotesi t | a e ¢ | b, cioé esistono h,j € Z tali che a = ¢-h e
b=t-j. Quindib—k-a=t-j—k-t-h,eraccogliendo a fattore ¢ otteniamo che
b—Fk-aeéugualeat-(j—Fk-h). Cioé ¢t appartiene ad Ry per ogni k. Abbiamo
quindi che T' C Ry.

Viceversa se t € Ry, vogliamo far vedere che t € T cioe che Ry C T e quindi
concludere che T' = Rj. Dobbiamo mostrare che da ¢t |a et |b— k- a segue che
t | b. Per ipotesi esistono h,j € Z tali che a =t-heb—k-a =1t-j. Percid
b=k-a+t-j=k-t-h+t-j, eraccogliendo t, si trova che b ¢ uguale a ¢t per un
intero (k- h+ j). O

Esercizio 4.67. Calcolare al variare din € Z, (4n+3,8n—5) e (4n+2,8n—16).

Svolgimento. Dalla Proposizione 4.66 sappiamo che (a,b) = (a,b — k - a) per ogni
k intero. Usiamo questa proprietd per trovare un massimo comun divisore (a,b)
uguale a (4n + 3,8n — 5), ma con uno tra a e b non dipendente da n (e che quindi
saremo in grado di fattorizzare):

(4n+3,8n—5)=(4n+3,8n—5—-2-(4n+3)) = (4n + 3,—11)
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Ora i divisori positivi di —11 sono 1 e 11 percio abbiamo due casi possibili:

An+3=11-k= (dn+3,80—5) =11
altrimenti = (4n +3,8n —5) =1

Concludendo possiamo dire che: se 4n + 3 ¢ un multiplo di 11 allora il massimo
comun divisore ¢ 11, altrimenti ¢ 1. Nel seguito riusciremo a stabilire per quali n
in Z si ha che 4n 4+ 3 ¢ un multiplo di 11.

(4n +2,8n — 16) = (4n+2,8n — 16 — 2+ (4n + 2)) = (4n + 2, —20)

I divisori positivi di 20 sono 1, 2, 4, 5, 10 e 20 quindi la discussione ¢ un po’ piu
articolata di quella vista nel caso precedente:

dn+2=20-k = (4n+2,8n — 16) = 20
An+2=10 ke (2,k)=1= (4n+ 2,80 — 16) = 10
An+2=5ke(4k) =1= (4n+2,80—16) =5
An+2=4-ke(5,k) =1= (4n+2,80— 16) = 4
dn+2=2-ke (10,k)=1= (4n+2,8n — 16) =2
altrimenti = (4n +2,8n — 16) = 1

La Proposizione 4.66 ¢ la chiave per definire un algoritmo per il calcolo del massimo
comun divisore tra due interi. Per semplificare le notazioni, e visto I’Esercizio 4.32,
definiremo 1’algoritmo per coppie di numeri naturali. L’algoritmo, basato sulla
ripetizione di divisioni euclidee, &€ noto come algoritmo di Euclide.

Teorema 4.68 (Algoritmo di Euclide). Dati a,b naturali non entrambi nulli,
con b < a, per calcolare (a,b) si puo procedere iterando i sequenti passaggi:
(1) Seb=0 allora (a,0) = a.
(2) Seb#0 calcoliamo la divisione con resto tra a e b:

a=b-qg+r; 0<r; <b
(3) Ripete la procedura dal punto (1) sostituendo b ad a e ry ab.

DIMOSTRAZIONE. In pratica 'algoritmo di Euclide ¢ una successione di divi-
sioni euclidee che termina al passo n quando il resto r, della divisione euclidea ¢
zero, e restituisce come massimo comun divisore tra a e b, I'ultimo resto non nullo
(rn—1). Dimostriamo che ) l'algoritmo di Euclide termina qualsiasi sia la coppia
di naturali a,b non entrambi nulli; i) effettivamente il risultato dell’algoritmo di
Euclide ¢ il massimo comun divisore tra a e b.

1) L’algoritmo termina qualsiasi sia la coppia a,b (diversa dalla coppia (0,0)) di
partenza, in quanto la successione dei resti r,, delle divisione euclidee, € una succes-
sione decrescente di numeri naturali, e sappiamo (forma equivalente del principio
del buon ordinamento) che non esistono successioni decrescenti infinite di numeri
naturali.

Per quanto dimostrato nella Proposizione 4.66, vale la seguente catena di ugua-
glianze:

(a,b) = (byr1) = ... = (ri,rig1) = ...(rn_l,\r:b) =rp_1

=0
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Osservazione 4.69. Dalla Proposizione 4.41 segue che, I'algoritmo di Euclide
per il calcolo del massimo comun divisore tra a e b, permette di calcolare il minimo
comun multiplo (basta dividere il prodotto ab per (a,b)).

Vediamo ora un esempio di applicazione dell’algoritmo di Euclide, esempio che
mostrera come, attraverso ’algoritmo stesso, € possibile calcolarsi anche una coppia
di coefficienti k, h che risolve l'identita di Bézout (a,b) =a-k+b- h.

Esempio 4.70. Determiniamo con l'algoritmo di Euclide il massimo comun
divisore tra 450 e 126.

450 =126-_ 3 + 72
~~ =~
q1 T1
126=72- 1 + 5
~~ =~
q2 T2
72=54- 1 + 18
~N~ =~
q3 3
54=18- 3 +
~N~ O~
qa T4

Percio il massimo comun divisore tra 450 e 126 ¢ 18. La catena di uguaglianze tra
massimi comun divisori che ¢ alla base dell’algoritmo di Euclide ¢ la seguente:

T1 T2 T2 T3 T3 T4

Risalendo l'algoritmo di Euclide ¢ possibile anche trovare una coppia di interi
k, h che risolve I'identita di Bézout, ovvero tale che a-h+b-k = (a,b).

Vediamo come fare sull’esempio appena proposto tra 450 e 126. Dall’algoritmo
di Euclide otteniamo che:

72 =450 -126-3
54 =126-"72-1
18=72-54-1

Per cui partendo a sostituire dall’ultima equazione:

18=72-54=72—(126—72) =272 — 126 =
—=2.(450 — 126 - 3) — 126 = 2- 450 — 7 - 126

Quindi h = 2 e k = —7 sono due valori interi tali che 18 = 450 - h + 126 - k.

Il metodo di risalire 'algoritmo di Euclide & piuttosto laborioso e anche inutile visto
che i calcoli li abbiamo gia fatti una volta. Possiamo usare un algoritmo (chiamato
algoritmo di Fuclide esteso) che calcola contemporaneamente massimo comun di-
visore tra a e b e due interi k, h che soddisfano I'identita di Bézout. Vediamo come
fare con un esempio numerico. Calcoliamo il massimo comun divisore tra 153 e 253
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in questo modo:

vy 253 1 0)

s 153 0 1) 253=153-1+100
V] — vy = v3 100 1 —1) 153=100-1+53
vy — U3 = vy 53 —1 2 ) 100=53-1+47
V3 — Vg4 = Us 47 2 *3) 53 =47-1+6

Vg — V5 = Vg 6 -3 5) 47=6-7+5
vs—T-vg=vr (5 23 —38) 6=5-1+1

vg — U7 = Ug 1 -26 43)

Quello che abbiamo trovato € che il massimo comun divisore tra 253 e 153 ¢ 1 e che
k = —26 e h = 43 soddisfano l'identita di Bézout, ovvero:

253 - (—26) +153-43 =1
—_—
—6578 6579

Ma cerchiamo di capire perché e come questo algoritmo funziona. Il tutto si basa
sul calcolo di vettori v; di tre componenti, la prima delle quali esegue I'algoritmo di
Euclide. Se v; = (24, 9:, 2i), Vit1 = (Tit1, Yi+1, zit1) € la divisione euclidea tra z;
e ;41 (le due prime coordinate) & data da z; = ¢ - ¢;41 + r allora definiamo v; 4o
uguale a v; —q-v;4+1. Volendo calcolare il massimo comun divisore tra a,b con a > b
e partendo con vy = (a,1,0) e vo = (b,0,1) ci si ferma all’'ultimo vettore v; con
prima componente z; diversa da zero: tale x; ¢ il massimo comun divisore tra a e
b (infatti sulla prima componente dei v;, come detto, non abbiamo fatto altro che
eseguire l'algoritmo di Euclide). Quello che rimane da capire & perché la seconda e
terza componente y; e z; di v; soddisfano I'identita di Bézout. Basta osservare che
per ogni i (nei casi iniziali ¢ = 1 e ¢ = 2 per definizione) le tre componenti x;, y;, 2;
del vettore v; sono tali che x; =a-y; +b- z;.

Esercizio 4.71. Dimostrare, esibendo un controesempio, che non é vero che,
per ognin in N si ha (33n+22,2n+5) = 1.
Svolgimento. Indichiamo con d il massimo comun divisore (33n+ 22,2n+5). Dalla
Proposizione 4.66 sappiamo che:
d=(33n+22+(-16 (2n+5)),2n +5) = (n — 58,2n + 5)
—_— N =
a k b b

Usando sempre la Proposizione 4.66, riusciamo a scrivere d in modo che sia il
massimo comun divisore di due numeri, di cui uno non dipende da n:

d=(n—>58,2n+5) = (n—>58,2n+5—2(n — 58)) = (n — 58,121)
Osservando che 121 = 112 si ha che d puo essere 1, 11 0 121. Scegliendo n in modo
che n — 58 sia uguale ad 11, ovvero n = 69, si ha d = 11.

5. Equazioni diofantee

Definizione 4.72. Dati a, b, ¢ interi I’equazione a-z+b-y = ¢ nelle incognite z, y
si dice equazione diofantea. Una coppia (r, s) di interi per cui vale a-r+b-s = ¢
si dice una soluzione dell’equazione diofantea.

Vogliamo studiare per quali valori a,b, ¢ in Z, 'equazione a - x +b-y = ¢ ha
soluzione. La risposta a questo interrogativo ¢ fornita dal prossimo teorema.
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Teorema 4.73. Dati a,b,c € Z [’equazione diofantea a-x +b-y = ¢ nelle
variabili x,y ha una soluzione (r,s) (con r,s interi) se e solo se d = (a,b) | c.

DIMOSTRAZIONE. =) Per ipotesi esistono r e s tali che a-r+b-s = ¢. Sappiamo
inoltre, per definizione di massimo comun divisore, che esistono a; e by interi tali
chea=d-aieb=d-bypercuic=(d-a1)-r+(d-by)-s e, raccogliendo a fattore
dsitrovac=d-(a;-r+by-s), ovverod | c.

<) Per ipotesi esiste k € Z tale che ¢ = d - k. Inoltre per Bézout sappiamo che
esistono w, z tali che d = a - w + b - z. Moltiplicando entrambi i membri per k si
ottiene:

d-k=a-w-k+b-z2-k
—_ <~

~—
=c =r =s
E dunque la coppia (r, s) & una soluzione della diofantea. O

Corollario 4.74. Due numeri interi a,b sono coprimi se e solo se esistono
r,s €Z tali che a-r+0b-s=1.

DIMOSTRAZIONE. =) Lo abbiamo gia dimostrato in generale per il massimo
comun divisore di qualsiasi coppia a, b di interi, in questo caso per ipotesi (a,b) = 1.
<) Dal Teorema 4.73 segue che d ¢ un intero positivo che divide 1, dunque
d=1. a

A questo punto siamo interessati, nel caso (a,b) | ¢, a capire quante sono le soluzioni
dell’equazione diofantea a -z + b -y = ¢ e come fare a determinarle tutte. Due
fondamentali proprieta per rispondere alla nostra domanda sono descritte nelle
prossime due proposizioni.

Proposizione 4.75. Date (x1,y1) e (z2,y2) soluzioni dell’equazione diofantea
a-r+b-y=-c, la coppia differenza (x1 — x2,y1 — y2) € soluzione dia-x+b-y=0
(detta equazione omogenea associata).

DIMOSTRAZIONE. Sostituendo (1 —z2,y1—¥2) a primo membro della diofantea
al posto delle variabili = e y, si ha:

a-(x1—22)+b-(y1 —y2)=a-x21+b-y1 —(a-22+b-y2) =0

=c =c

O

Proposizione 4.76. Se (r,s) é una soluzione della diofantea a-x+b-y =c, e
(z0,Y0) € una soluzione della diofantea omogenea associata, allora la coppia somma
(r+ 0,5+ yo) € ancora una soluzione della diofantea.

DIMOSTRAZIONE. Sostituendo (r 4 g, s + yo) a primo membro della diofantea
al posto delle variabili = e y, si ha infatti che:

a-(r+x0)+b-(s+y)=a-r+b-s+a-zo+b-yo=c
—_—— —— —
=c =0

g

Mettendo insieme i due risultati appena dimostrati, possiamo caratterizzare com-
b
pletamente 'insieme delle soluzioni di una diofantea.
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Proposizione 4.77. Siano a,b,c € Z tali che (a,b) | c. Consideriamo la
diofantea a -z +b-y = c e sia (r,s) una soluzione particolare. Gli elementi dell’in-
sieme A delle soluzioni della diofantea sono tutte e sole le coppie di interi ottenute
sommando ad (r,s) una qualsiasi soluzione della equazione omogenea associata.
Owvero, indicando con Ag linsieme delle soluzioni dell’omogenea,

A={(z,9)|(z,y) = (r,8) + (o,y0) con (zo,y0) € Ao}

Proposizione 4.78. Data l'equazione diofantea ax + by = ¢, se d = (a,b)
divide ¢ (e quindi la diofantea ha soluzione), allora esistono infinite soluzions.

DIMOSTRAZIONE. Vista la Proposizione 4.77, dobbiamo provare che I'insieme
Ap delle soluzioni dell’equazione omogenea associata, ha infinite soluzioni. Per
ipotesi esistono a; e by interi tali che a = d - a1, b = d - by (dall’Esercizio 4.37
sappiamo anche che (a1,b;) = 1). L’equazione omogenea associata ad az+by = ¢ &
dunque (d-aq)x+(d-b1)y = 0. Essendo d # 0 sappiamo che (Esercizio 4.13) questo
equivale a aj -x+ by -y = 0. Dunque a1 - = —by -y, ovvero a; | by -y. D’altra parte
a1 e by sono coprimi, dunque (Esercizio 4.34) a; divide y, ovvero esiste ¢ in Z tale
che a1t = y. Sostituendo nell’'uguaglianza sopra, e usando nuovamente I’Esercizio

4.13 (a1 # 0) si ottiene © = —by - t. Le soluzioni dell’omogenea sono dunque le
coppie (—by -t,aq - t) al variare di ¢ in Z. In particolare le soluzioni di un’equazione
diofantea omogenea sono infinite. O

A questo punto dovrebbe essere chiara la strategia per risolvere 'equazione diofan-
teaa-x+b-y=ccond=(a,b)|c Talestrategia ¢ divisa in due passi:

(1) Ricerca di una soluzione particolare (r,s) dia-z+b-y=c.

(2) Ricerca dell’insieme di soluzioni dell’lomogenea associata a -z +b-y = 0.
Passo 1: Determinazione di una soluzione particolare di a -« +b-y = c.
Dividendo ¢ per d troviamo un intero k tale che ¢ = d - k. Abbiamo visto che
con lalgoritmo di Euclide (esteso o risalendo l'algoritmo di Euclide standard) &
possibile trovare r, s tali che d = a-r+b-s. Moltiplicando questa uguaglianza per k
siottiene d-k=a-(r-k)+b-(s-k). Dunque (r-k, s- k) ¢ una soluzione particolare

della diofar?tcea.

Esercizio 4.79. Trovare, se esiste, una soluzione particolare dell’equazione
diofantea 321 -t + 27 - k = 12.

Svolgimento. Calcoliamo il massimo comun divisore tra 321 e 27 con l'algoritmo di

Euclide:
321 =11-27+24

27=1-24+3
24=8-34+0
Percio (321,27) = 3. 3 divide 12 e dunque la diofantea 321 - ¢ + 27 - k = 12 ha
soluzione. Per trovare una soluzione particolare risaliamo ’algoritmo di Euclide:
3=27-24
24 =321 —-11-27
Moltiplicando per 4 (il risultato di ¢ = 12 diviso d = 3) si ottiene:

12 =48-27—-4-321

= 3=27—(321—11-27)=12-27— 321

Ovvero una soluzione particolare della diofantea data ¢ (—4,48).
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Esercizio 4.80. Determinare, se esiste, (x,vy,2) in Z° tale che 35x + TTy +
55z = 4.

Svolgimento. Cerchiamo di ricondurci ad una equazione diofantea in due variabili.
Riscriviamo la nostra equazione come segue: 77y+55z = 4—35z. Se la consideriamo
in y, z, sappiamo che questa equazione ha soluzione se e solo se (77,55) = 11
divide 4 — 35z. Dobbiamo dunque scegliere z in modo che 4 — 35z sia uguale
a 11t, ovvero risolvere la equazione diofantea 11t + 35z = 4, nelle variabili z,t.
Questa equazione ha soluzione perché (11,35) = 1. E facile osservare, senza troppi
calcoli, che scegliendo * = 1 e t = —3 si ottiene 2, dunque scegliendo x = 2 e
t = —6 avremo come risultato 4. A questo punto vogliamo trovare una soluzione
di 77y 4+ 55z = 4 — 35 - 2, ovvero 77y + 55z = —66. Dividendo per 11 si ottiene
Ty + 5z = —6. Si potrebbe usare 'algoritmo di Euclide, ma, visto che si tratta
di numeri piccoli, anche osservare ad occhio che y = —1, z = 1 restituisce —2, e
dunque y = —3 e z = 3 dara —6. Dunque una soluzione all’equazione iniziale ¢
data dalla terna (2, —3, 3), infatti:

35-2477-(=3)+55-3="70—231+165 =235 —-231 =4

Passo 2: Determinazione di tutte le soluzioni dell’omogenea.
Abbiamo visto, dalla dimostrazione della Proposizione 4.78, che ’equazione diofan-
tea ax + by = 0 ha infinite soluzioni descritte dall’insieme:

—b a
Ay = {(mt, mt) €L xZite Z}

Esercizio 4.81. Determinare tutte le soluzioni della diofantea 321t+27k = 12.

Svolgimento. Abbiamo gia calcolato la soluzione particolare (—4,48), dunque ci
resta da determinare I'insieme Ag delle soluzioni dell’omogenea. Dividiamo i due
membri dell’equazione per 3 ((321,27)), e otteniamo 107t + 9k = 4. Dunque Ag &
il seguente insieme:

Ag={(—_9 +,107t) € Z x Z|t € Z}

A questo punto, dalla Proposizione 4.77 segue chem tutte le soluzioni della diofantea
sono descritte, al variare di ¢ in Z, dalle coppie:

(4,48) + Ag = (—4 — 9 - £,48 + 107 - )

6. Congruenze e insiemi Z/mZ

Introduciamo su Z la relazione binaria =,,, definita come segue:

Definizione 4.82. Dati a,b € Z, m > 1 intero si definisce a =,,, b se e solo se
m divide a — b. La relazione =,, e detta congruenza modulo m e a,b si dicono
congrui modulo m. Si scrive anche a = b (m) in luogo di a =,, b.

Esempio 4.83. 1085 ¢ congruo a 7 modulo 11 in quanto 1085 — 7 = 1078 e
1078 € uguale a 11 - 98.

Proposizione 4.84. Siano a,b € Z e m intero maggiore di 1. a =, b se e
solo se a e b hanno lo stesso resto nella divisione per n.
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con ¢.,7, € qp, 7 il quoziente e resto della di-
visione euclidea rispettivamente di a e b per m, cioe a = g, - m + 71, € b =
Qo - M+ Tp.

=) Per ipotesi m | (a — b), cioe esiste k € Z tale che a — b = k - m, ovvero
a=0b+k-m. Dunque:

Qo -M+71e=qp-m-+ry+k-m=(q+k)-m+n
T/ T/
Per l'unicita di quoziente e resto della divisione euclidea si ha che q, = ¢, + k e
Tq = Tp.
<) Serg=ryalloraa—b=q, - m+7r,— (g -m+1) = (¢qa — q) - m. Cioe
m | (a—0). O

Proposizione 4.85 (Proprieta delle congruenze). Siano m intero maggiore di
1 ea,b€Z tali che a =b (m), allora valgono le sequenti proprieta:
(1) (a’ m) = (ba m)?
(2) VreZ,r-a=r-b(m),
(3) Ve,d € Z, sec=d (m) alloraa+c=b+d (m) ea-c=b-d (m),
(4) VdeZ,d|m=a=b(d),
(5) Vne€Z,a=0b(n)=a=>b (Im,n]).

DIMOSTRAZIONE. Ipotesi comune a tutti gli enunciati che dobbiamo provare e
che a = b (m), ovvero m divide a — b, cioe esiste k € Z tale che a —b =k -m, o
equivalentemente a = b+ k - m.
(1) (a,m) = (b+ k-m,m) e dalla Proposizione 4.66 segue che (b+ k- m,m)
¢ uguale a (b, m).
(2) r-a—r-b=r-(a—b)=r-k-m, ovvero m divide r-a —r - b.
(3) Se esiste h € Z tale che ¢ —d = h - m, allora si ha:

(a+c)—(b+d)=(a=b)+(c—d)=k-m—h-m=(k—h)-m
Ovvero m divide (a + ¢) — (b + d).
Analogamente se con h indichiamo (a - ¢) — (b - d) si ha:
h=0b+k-m)-(d+h-m)—b-d=m-(b-h+k-d+k-h-m)
il che dimostra: m divide (a-c¢) — (b- d).
(4) Se esiste t € Z tale che m =t - d allora:
a—b=k-m=~k-t-d

Ovvero d divide a — b.
(5) Se n divide a — b, allora a — b ¢ un multiplo comune di m e n, ovvero ¢ un
multiplo di [m,n] cioeé [m,n] divide a — b.
U

Osservazione 4.86. Osserviamo che in generale per le congruenze modulo m
non vale quella che chiamiamo legge di cancellazione (vedi anche Esercizio 4.14):
dati a,b, ¢ interi con ¢ £ 0 e a-¢c=b-c (m), in generale non possiamo concludere
che a = b (m). Consideriamo per esempio a = 1, b =3, ¢ = 3 e m = 6, si ha che:

3 =_9 (6), malnon ¢ congruo a 3 modulo 6.
<~ =~

a-c b-c
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Proposizione 4.87. Siano a,b,c inZ (c#0) tali che a-c=b-c (m), allora
a=b (25).

DIMOSTRAZIONE. Siad = (m, c¢) allora, per 'Esercizio 4.37, esistono my,¢; € Z
tali che m =mq -d, ¢ =c1-d e (m1,c1) = 1. Per ipotesi m divide ¢ (a —b), ovvero
esiste ¢t € Z tale che ¢-(a—b) = t-m. Dividendo per d si ottiene ¢; - (a —b) = t-myq,
ovvero my divide ¢; - (a —b). Essendo ¢; e my coprimi questo implica che m; divide
a — b (osserviamo che m; & proprio L) O
(m, c)

Corollario 4.88. Nelle ipotesi della proposizione precedente, se (m,c) = 1
allora da a-c=0b-c (m) seque che a =b (m).

A partire dalla relazione di congruenza modulo m, possiamo definire un nuovo
insieme, ottenuto come quoziente di Z. Dimostriamo infatti che la relazione di
congruenza ¢ di equivalenza.

Proposizione 4.89. Per ogni m intero maggiore di 1 la relazione di congruen-
za modulo m e di equivalenza su 7.

DimosTRAZIONE. Riflessiva. Per ogni z € Z, m divide z — z = 0, ovvero
Z=m 2.

Simmetrica. Per ogni z,w € Z, se m divide z — w allora m divide w — z, cioe
z =y, w implica w =, z.

Transitiva. Per ogni z,w, z € Z, se z =, w (ovvero m divide z —w) e w =,
(ovvero m divide w—x), allora esistono ¢, € Z tali che z—w =t-me w—x = r-m.
Da questo segue che z —z = (z —w) + (w—2x) =t-m+r-m=m- (t+r), dunque
m divide z — z, cioe z =, x. O

Definizione 4.90. L’insieme quoziente Z/=, di Z rispetto a =,, ¢ detto in-
sieme degli interi modulo m. Indicheremo tale insieme quoziente con Z/mZ o
anche con Z,,.

Osservazione 4.91. Gli elementi di Z/mZ sono le classi di equivalenza modulo
m. In particolare abbiamo visto che due interi sono congrui modulo m se hanno lo
stesso resto nella divisione per m. Quindi i resti possibili nella divisione euclidea per
m possono essere scelti come insieme di rappresentanti. Tali resti sono m (infatti
se r e resto allora 0 <7 < m) dunque |Z/mZ| =m e:

Z)mZ = {[0m, L, -, [m — 1m}

Esercizio 4.92. Dimostrare che m interi consecutivi sono sempre un insieme
di rappresentanti per la congruenza.

Ci chiediamo: quali interi appartengono alla classe di [a],,? Sappiamo che b € [a],
(ciog a =, b) se e solo se m divide a — b, ovvero se e solo se esiste k € Z tale che
a = b+k-m. Dunque alla classe [a],,, appartengono tutti gli interi della progressione
aritmetica di ragione m e base a:

(@), = {a+k-m|k € Z}
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Sull’insieme Z/mZ possiamo definire due operazioni di somma 4+, /mz € prodotto
“Z/mZ indotte® dalle operazioni di Z come segue®:

Somma: Per ogni [a], [b]n € Z/mZ poniamo [a],, +7/mz [blm = [a+b],. Ovvero
la somma di due classi in Z/mZ ¢ la classe della somma (in Z) di due rappresentanti.
Prodotto: Per ogni [a],,, [b],, € Z/mZ poniamo [aly,-7/mz [D]m = [a-b]m. Ovveroil
prodotto di due classi in Z/mZ ¢ la classe del prodotto (in Z) di due rappresentanti.

Osservazione 4.93. Il fatto che queste definizioni siano buone definizioni,
cioe il risultato non dipenda dalla scelta dei rappresentanti delle classi [a]., € [b]m,
¢ garantito dalla terza proprieta della Proposizione 4.85.

E inoltre facile provare (usando le proprieta di somma e prodotto in Z) che la
somma e il prodotto in Z/mZ godono delle proprieta commutativa e associativa e
vale la proprieta distributiva del prodotto rispetto alla somma. Inoltre per entrambe
le operazioni esiste 1’elemento neutro ([0],, per la somma e [1],, per il prodotto), e
per la somma ogni elemento [a],,, ha inverso [—al,,. Si nota invece che in Z/mZ non
tutti gli elementi hanno inverso moltiplicativo: per esempio [0],, non ha inverso in
quanto per ogni [al,, € Z/mZ il prodotto [0],, - [a],, ¢ uguale a [0 - al,, ovvero a
[0],, che & diverso dalla classe [1],,.

Proposizione 4.94 (Criteri di divisibilita per 2, 3, 5 e 11). Sia n un numero
naturale la cui forma decimale € ay, ... arag, con a; € {0,...9} per ogni i e ap # 0.
(1) n ¢é divisibile per 2 se e solo se ag =0 (2),
(2) n ¢ divisibile per 3 se e solo se Zf:o a; =0 (3),
(3) n é divisibile per 5 se e solo se ag =0 (5).
(4) n e divisibile per 11 se e solo se Zfzo(—l)i+1a1; =0 (11).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo scrivere n anche nella forma ijo 10% - a;. Dire
che n & divisibile per m, significa che [n],, = [0],,. Dalle proprieta delle congruenze
sappiamo che:

koo koo
[Z 10° - ai]m - Z[lol]m . [ai]m
i=0 i=0

(1) Se m = 2 si ha che [10]y & uguale a [1]s se i & uguale a 0, ed & uguale ad
[0]2 altrimenti. Dunque [n]a = [ag]2.

(2) Se m = 3 si ha [107]3 = [1]3 per ogni i. Dunque [n]z = [YF_, a;s.

(3) Se m = 5 si ha lo stesso risultato del caso m = 2 (non ¢ un caso, visto che
lavoriamo con la scrittura decimale, e 2 e 5 sono i fattori di 10). Dunque
[n]5 = [ao]s. )

(4) Se m =11, [10°];1 € uguale a [1]11 se @ & pari, ed a [—1]11 se ¢ ¢ dispari.
Dunque [n]1; = [Zfzo(—l)”lai]u.

(|

Esercizio 4.95. Dimostrare che, per ogni numero intero n > 0, 75" — 1 ¢
divisibile per 3n+1,

5In seguito vedremo che questo procedimento e generalizzabile a qualsiasi insieme quoziente.
6Nel seguito indicheremo +z/,,7 € 'z/mz Trispettivamente con + e -, senza far riferimento a

7/mZ, e spesso, nel caso della moltiplicazione, ometteremo persino il -, scrivendo ab in luogo di
a-b.
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Svolgimento. Procediamo per induzione su n.

Passo base. Se n = 0, allora ’enunciato dice che 73" — 1 ovvero 6 & divisibile per

30+1 ovvero 3, e questo ¢ ovviamente vero.

Passo induttivo. Supponiamo ’enunciato vero per n, ovvero che esista h € N tale

che 72" —1 = h-3"*! ¢ dimostriamo che da questo segue che 73" 1 & divisibile

per 3D+ Gyvero che esiste ¢ € N tale che 730 1 = ¢.37%2, Draltra parte:
1= = () 1= ()R- 1P

Abbiamo cioe scritto il termine che vorremmo fosse divisibile per 3"%2, come dif-
ferenza di cubi. Possiamo dunque usare la scomposizione del prodotto notevole
a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b*) per scrivere:

(7)== (7 () + 7+ )
Ora, per ipotesi induttiva possiamo scrivere:
(7" =D+ 1) = (R 3P+ 1)

Per completare la dimostrazione basta far vedere che (73")% + 73" +1 & un multiplo
di 3. Ma questo & vero perché 7 =1 (3) e dunque:

(7% + 7" +1=0(3)

=13 =106

3(n+1)

Gli elementi [a],, € Z/mZ invertibili sono quelli per cui esiste [z],, € Z/mZ tale che
[a)m - [€]m = [1]m, ovvero [a],, & invertibile se e solo se esiste una soluzione intera,
nell’incognita x, della congruenza a - & = 1 (m). Risponderemo alla questione di
quali [a],, sono invertibili (per il prodotto) in Z/mZ affrontando il problema piu
generale di discutere, dati a, b € Z, 'esistenza di soluzioni della generica congruenza
nell’incognita x: ax = b (m).

Teorema 4.96. Dati a,b, m interi la congruenza ax =b (m) (conm > 1) ha
soluzione se e solo se (a,m) | b. In tal caso la congruenza ha esattamente (a,m)
soluzioni.

DIMOSTRAZIONE. ax = b (m) se e solo se esiste k € Z tale che ax — b = mk
ovvero se e solo ha soluzione nelle incognite x, k I’equazione diofantea ax —mk = b.
Dal Teorema 4.73 segue che la congruenza ¢ risolubile se e solo se (a,m) | b. In tal
caso, indicando con (z1, k1) una soluzione particolare della diofantea, sappiamo che
Iinsieme S di tutte le soluzioni ¢ descritto da:

S:{<x1+ ki (ayam)t> It € 7}

Dunque az = b (m) se e solo se x = a3 (ﬁ) Per elencare (e contare) il numero

m
(a,m

di soluzioni in Z/mZ della congruenza, si deve dunque elencare (e contare) quanti
sono le classi differenti in Z/mZ che verificano x = x; (-2~). Ora basta osservare

(a7m)
che le classi della forma:
m
g
(a,m)|,,
al variare di ¢ tra 0 e (a,m) — 1, sono (a,m) classi distinte che verificano la
congruenza richiesta. U

Dal Teorema 4.96 seguono in particolare due risultati sugli inversi in Z/mZ.
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Corollario 4.97. Gli invertibili per il prodotto in Z/mZ sono le classi [aly,
con a e m coprimi.

Corollario 4.98. Se [a],, ¢é invertibile in Z/mZ, allora il suo inverso é unico.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che, dalle ipotesi e dal Teorema 4.96, I'equa-
zione ax = 1 (m) ha esattamente (a,m) = 1 soluzioni. O

Osservazione 4.99. Per la proprieta 1 della Proposizione 4.85, qualsiasi rap-
presentante b della classe di [a],, € tale che (a,m) = (b,m). Quindi, come deve
essere, la condizione presente nel Corollario 4.97 non dipende dal rappresentante
scelto.

Osserviamo inoltre che la caratterizzazione degli invertibili di Z/mZ fornita dal
Corollario 4.97, ci dice che in Z/mZ ci sono esattamente ¢(m) (dove ¢ & la funzione
di Eulero introdotta nella Definizione 4.56) elementi invertibili.

Vediamo, attraverso un esempio, come la dimostrazione del Teorema 4.96 fornisca
un metodo di risoluzione per le congruenze.

Esempio 4.100. Cerchiamo di determinare tutte le soluzioni intere di 14-2 =
21 (35).

Osserviamo che (14, 35) = 7 divide 21 quindi la congruenza ha soluzione. z &
una soluzione intera della congruenza se e solo se esiste k intero tale che 14.2—35-k =
21. Dunque, le soluzioni intere = della congruenza, saranno le prime componenti di
tutte le soluzioni (x, k) della diofantea 14 - x — 35 - k = 21, soluzioni che abbiamo
imparato a trovare.

Con Palgoritmo di Euclide troviamo che 14 - (—2) — 35 (—1) = 7. Percio:

14-(=2)-3—-35-(-1)-3=21

Dunque (—6,—3) & una soluzione particolare della diofantea, e tutte le soluzioni
della diofantea sono date da (—6 + 5t, —3 + 2t) al variare di ¢ in Z.

Per cio che abbiamo osservato, tutte le soluzioni intere della congruenza sono
date da x = —6 + 5t. Tale insieme di soluzioni puo essere anche descritto, con la
notazione introdotta, come x = —6 (5) ovvero x = 4 (5) (in quanto —6 = 4 (5)).
Osserviamo che la congruenza ha infinite soluzioni in Z, una sola in Zs (la classe
[4]5), € 7 in Zss (tutte le classi distinte di interi modulo 35 che nella divisione per
5 danno resto 4, ovvero [4]ss, [9]35, [14]35, [19]35, [24]35, [29]35, [34]35)-

Osservazione 4.101. Indicando con Z/mZ* il sottoinsieme di Z/mZ degli
invertibili rispetto al prodotto, ovvero Z/mZ* = {[a]m|(a,m) = 1}, la restrizione
del prodotto di Z/mZ a Z/mZ* ¢ un’operazione in Z/mZ*. Infatti il prodotto
di due invertibili di Z/mZ & un invertibile: questa & una immediata conseguenza
dell’Esercizio 4.55. Dato [a],, € Z/mZ* indicheremo con [a],, ' I'inverso di [a],,
(a sua volta [a], = ([a]m ") ~! dunque [a],, " € Z/mZ*).

Per determinare 'inverso di [a],, € Z/mZ*, possiamo risolvere ax = 1 (m) con
il procedimento mostrato sopra per una generica congruenza.

Proposizione 4.102. In Z/mZ* vale la legge di cancellazione, ovvero per ogni
a,b,c € Z/mZ* siha: a-c=b-c<a=c.

DiMOSTRAZIONE. Un’implicazione ¢ la seconda proprieta della Proposizione
4.85, l'altra segue immediatamente dal corollario 4.88. O
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Corollario 4.103. Ogni equazione di primo grado in Z/mZ* ha una e una
sola soluzione.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni [a]m, [b]m in Z/mZ*, possiamo considerare I'equa-
zione [a]m[]m — [blm = 0, ovvero cerchiamo in Z/mZ* elementi [z],, tali che
[a)m [x]m sia uguale a [b]y,. [a]m & invertibile per definizione di Z/mZ*. Dalla Pro-
posizione 4.102 si ha che [a], [2]m = [b]m se e solo se [a™m[alm[z]m = [a™m [b]m.,
ovvero [x], = [a™]m[blm. Dunque 'equazione ha unica soluzione [a™1],,[b]. O

Finora abbiamo introdotto Z/mZ, definendo le operazioni +7 /mZs “7/mz, € discuten-
do il problema della risolubilitd (ovvero l'esistenza di soluzioni) e della risoluzione
(ovvero la determinazione dell’insieme delle soluzioni) di equazioni di primo grado
in Z/mZ. Nei prossimi paragrafi tratteremo il problema della risolubilita e della
risoluzione dei sistemi di congruenze.

7. Teorema cinese del resto

Dati a,b,c,d € Z, m,n interi maggiori di 1, vogliamo discutere la risolubilita
di un generico sistema di due congruenze:

[zt

Una condizione necessaria affinché il sistema sia risolubile e che siano risolubili le
singole congruenze, ovvero che t = (a,m) | b e h = (¢,n) | d. Siano ay,b1,my
i quozienti della divisione di a,b,m per t e ¢1,dy,n; i quozienti della divisione di
¢,d,n per h. Possiamo riscrivere il sistema iniziale come segue (ovvero i due sistemi
sono equivalenti, hanno lo stesso insieme di soluzioni):

{ a1 = by (mq)

axr=d; (n)

Dall’Esercizio 4.37, sappiamo che (a;,m;) = (c¢1,m1) = 1, dunque esistono in
Z)/miZ e Z/miZ gli inversi moltiplicativi a;” " e ¢; 7! rispettivamente di a e c.
Possiamo dunque riscrivere il sistema come segue:

{ 2= a1 (my)

x=c i (ng)

Condizione necessaria affinché un sistema di congruenze di primo grado sia risolu-
bile & che possa essere portato in questa forma, che chiameremo forma normale.
Dunque per studiare la risolubilita di sistemi di congruenze possiamo limitarci a
studiare sistemi in forma normale.

Ad ora abbiamo chiesto unicamente che le due congruenze presenti nel siste-
ma fossero singolarmente risolubili, non che gli insiemi delle soluzioni delle due si
intersecassero. Ed in effetti non tutti i sistemi del tipo trovato sono risolubili.

Esempio 4.104. Il sistema
x=1(7)
xz=0(7)

non ¢ risolubile, in quanto per il teorema di divisione euclidea, il resto della divisione
per un numero (in questo caso 7) € unico, dunque non esiste nessun intero = che
diviso per 7 possa dare resto 0 e resto 1.
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Torniamo dunque a studiare il caso generale, esplorando se esistono condizioni
necessarie e sufficienti sui coefficienti del sistema per stabilirne la risolubilita.

oz

Traducendo le congruenze in uguaglianze, si ha che il sistema e risolubile se e solo
se esistono h, k interi tali che il sistema:

xr=a+mk
r=b+nh

sia risolubile. Questo equivale al fatto che sia risolubile in h, k I'equazione diofantea
mk —nh = b—a. Sappiamo che condizione necessaria e sufficiente per la risolubilita
di questa diofantea ¢ che (m,n) | (b — a). Se questa condizione ¢ verificata e k1, hy
sono una soluzione particolare allora tutte le soluzioni della diofantea sono date, al
variare di r € Z, dalle coppie:

n m
— i+ ——7)
(m,n) (m,n)
Dunque (Prop. 4.41), le z che risolvono il sistema sono date, al variare di  in Z
da:

(k1 +

n
x=a+m-(ky+-——=-r)= a+mky +[m,n]r
(m,n) ~——
sol.par. x1

Ovvero in termini di congruenze le soluzioni sono descritte da x = 1 ([m, n]).

In particolare, il sistema & risolubile se e solo se (m,n)|b — a, ed in questo caso
esistono (m, n) soluzioni modulo m-n. Abbiamo cioe¢ mostrato il seguente risultato,
noto come teorema cinese del resto:

Teorema 4.105 (Teorema cinese del resto). Siano dati due numeri naturali
m,n primi tra loro e siano dati due restir,s (cioe 0 <r <m e0<s<n), allora
esiste un unico x con 0 < x < m-n e tale che:

e [l resto della divisione di x per m ¢ér.
e [l resto della divisione di x per n ¢ s.

Si puo generalizzare 1’enunciato del teorema cinese del resto al caso di un sistema
di n congruenze di moduli m; (con 1 <4 <n) a due a due coprimi.

Teorema 4.106. Siano ai,...,a, € Z e mq,...,m, interi maggiori di 1 a
due a due coprimi, allora il sistema:

. . n
ammette un’unica soluzione modulo T, m;.

Esercizio 4.107. Dimostrare il teorema precedente. (Suggerimento: procedere
per induzione sul numero di congruenze. Il caso base n = 2 ¢ ['enunciato del
teorema cinese del resto).

Esercizio 4.108. Determinare l'insieme di soluzioni in N (eventualmente an-
che vuoto) del sequente sistema di congruenze:

{ Txr=4 (11)
r=3 (14)
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Svolgimento. L’inverso di 7 in Z1; ¢ 8, dunque il sistema ¢ equivalente a:

{ r =32 (11)
r=3 (14)

Ovvero:

{ z=10 (11)
r=3 (14)

Essendo 11 e 14 primi tra loro, il sistema e risolvibile e, se troviamo una soluzione
particolare x1, tutte le soluzioni x in Z del sistema saranno descritte, al variare di
hin Z, da x = x1 + 154 - h (154 = [11, 14]).
Riscrivendo il sistema in termini di equazioni diofantee, esistono k,t € 7Z tali
che:
r=10+11-¢
{ r=3+14-k

Cerchiamo una soluzione particolare della diofantea 14 -k — 11 -¢ = 7. Osservando
che 14 -4 —11-5 =1, si ha che:
14-28—-11-35=7

Quindi una soluzione particolare della diofantea ¢ data da ( 28 , 35 ). Una solu-
"~
koot

zione particolare del sistema e dunque data da
1 =10+11-35=3+4+14-28 =395

Tutte le soluzioni x in Z del sistema di congruenze sono dunque date, al variare di h
in Z, dalla formula @ = 395+4154-h, che puo essere riscritta, in termini di congruenze,
come segue: x = 87 (154) (395 = 87 (154)). L’esercizio perd chiede le soluzioni
in N: il piu piccolo valore in N soluzione del sistema e x = 87. Dunque tutte le
soluzioni in N del sistema sono descritte, al variare di ¢ in N, da « = 87 + 154 - t.

Teorema 4.109 (Teorema cinese - seconda forma). Siano m,n interi maggiori
di 1 coprimi. La funzione:

@ Z/mnl — Z/mZ X Z/nZ
che ad ogni classe [a ., associa la coppia ([a]m,[a],) € ben definita e bigettiva.
DIMOSTRAZIONE. ¢ ¢ ben definita se
[@]m-n = [blmn = @([a]m-n) = &([Blm-n)

Ovvero
[@]m-n = [blmn = ([alm, [a]n) = ([0]m; [b]n)

E questo ¢ vero in quanto, se m - n divide a — b, allora sia m che n dividono a — b.
Il teorema cinese del resto implica che ¢ ¢ una funzione surgettiva infatti ci
dice per ogni intero a il sistema seguente ha una (unica) soluzione modulo m - n:

[2=pm

La tesi segue, dal Teorema 3.10, osservando che Z/mnZ e Z/mZ x Z/nZ hanno
lo stesso numero di elementi. O
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La tesi del teorema ci dice che il seguente diagramma commuta:

z ! Z/mZ x Z/nZ.

S

7] ~=Z/mnZ

Corollario 4.110. Dati a € Z e m,n interi maggiori di 1 coprimi, la con-
gruenza

x=a (m-n)
¢ equivalente al sistema
(m)

{7226

Corollario 4.111. Nelle ipotesi e con le notazioni del Teorema 4.109, la
restrizione di p a Z/mnZ" ¢é bigettiva su Z/mZ* x Z/nZ".

a
a

DimosTRAZIONE. Dall’Esercizio 4.55 segue che:

[a)mon € Z/mnZ" < @([almn) € Z/mZ* x Z/nZ"

Osservazione 4.112. Per ogni m > 1, si ha per definizione che |Z/mZ*|
¢(m). Dal corollario 4.111 segue che se (m,n) = 1:

|Z/mnZ"| = |Z/mZ* x Z/nZ"| = |Z/mZ*| - |Z/nZ"|

Abbiamo percio una dimostrazione differente del fatto che: se (m,n) = 1 si ha
¢(m-n) = ¢(m) - d(n).

Esercizio 4.113. Dire per quali valori di o € Z il sequente sistema ha solu-
Z10M4:
[ 6z=a (15)
A= { dr =1 (7)

Svolgimento. Poiché [4]; " = [2]7, moltiplicando entrambe i membri della seconda
congruenza di A per 2, si ottiene la congruenza equivalente z = 2 (7).

Viceversa 6 non ¢ invertibile in Z5, perché 6 e 15 non sono coprimi. La prima
congruenza di A & risolubile se e solo se (6, 15), cioe 3, divide .

Dunque se « non ¢ multiplo di 3, A non ha soluzione. Se invece a = 33, A ¢
equivalente a:

[ 22=p5(5)
A1 = { z=2(7)
A questo punto 2 & invertibile modulo 5 (I'inverso & 3), dunque A; & equivalente a:
_ | ==380)
B2 = { r=2(7)

Per il teorema cinese del resto As ¢ risolubile, percio la condizione affinche il sistema
A sia risolubile e che « sia congruo a 0 modulo 3.

73



Risolviamo il sistema nel caso « sia modulo di 3. Sappiamo, sempre dal teorema
cinese del resto, che le soluzioni del sistema saranno modulo [5, 7] = 35. Cerchiamo
una soluzione particolare del seguente sistema:

x =30+ 5k
r=2+T7h

Consideriamo dunque ’equazione diofantea 5k — 7Th = 2 — 3. Una soluzione di
5k —Th =1 ¢ data da k = 3, h = 2, quindi una soluzione di 5k —7h = 2 — 3/ ¢ data

dalla coppia (6 — 93,4 — 63). Concludendo, una soluzione particolare del sistema
Ay (e dunque di A) &:

x=304+5(6-908)=-420+30
e tutte le soluzioni di A sono descritte da:
x=-426+30=30— 70 (35)

Osservazione 4.114 (Metodo del sollevamento). Descriviamo un metodo ge-
nerale per risolvere sistemi di n congruenze con i moduli primi tra loro. Abbiamo
gia osservato che, se le singole congruenze del sistema sono risolvibili (condizione
necessaria per la risolubilita del sistema), tutti i sistemi di congruenze di primo
grado possono essere portati in forma normale, dunque consideriamo un sistema
gia in questa forma:

x=a; (my)

.1" E an, (my)

Dal teorema cinese del resto, sappiamo che un tale sistema ha una soluzione modulo
il prodotto dei moduli. Consideriamo gli n sistemi o;:

=0 (mq)
.'TT.E 0 (my)

Se x; indica una soluzione del sistema o;, allora:

n n
T = Zaixi (H m;)
i=1 i=1

¢ una soluzione del sistema originario. Infatti, per ogni j (con 1 < j < n), si ha
che:

n
T = Zaimi (mj) =z = Zai-O—i—a‘j -1 =a; (my)
i=1 i#j
Esercizio 4.115. Descrivere le soluzioni intere del sequente sistema di con-
gruenze:

2z =1 (3)
7x =3 (10)
6z =2 (7)

74



Svolgimento. Essendo 2, 3,6 gli opposti rispettivamente di 2 in Zs, 7 in Zjg, 6 in
Z7, possiamo passare al sistema equivalente in forma normale:

x=2(3)
x =9 (10)
x=5(7)
Per usare il metodo descritto, consideriamo i seguenti tre sistemi:
r=1(3) z =0 (3) =0 (3)
x =0 (10) x =1 (10) x =0 (10)
z=0(7) x=0(7) x=1(7)

Tali sistemi sono equivalenti ai seguenti:

r=1(3) x =0 (21) z =0 (30)
{x20(70) {le(lO) {le(?)

Le soluzioni dei tre sistemi sono modulo 210, ed ¢ facile vedere che sono rispetti-
vamente z1 = 70 (210), zo = 21 (210) e x5 = 120 (210). Quindi la soluzione del
sistema originario e:

x=2-704+9-21+5-120 (210)

Esercizio 4.116. Determinare per quali valori di a in N é risolubile il sequente
sistema di congruenze:

Tr=-1(12)
{ x=2a—1 (3a)

Svolgimento. Osserviamo che [7]12 ¢ 'inverso di se stesso in Z/12Z. Dunque por-
tiamo innanzitutto il sistema in forma normale, moltiplicando entrambi i membri
della prima equazione per 7:

{m=5(12)

x=2a—1 (3a)

A questo punto la risolubilita del sistema dipende dal massimo comun divisore d

tra 12 e 3a (d = (12,3a) = 3(4, a)), che deve dividere 5 — (2a — 1), ovvero 6 — 2a.
Per quello che abbiamo osservato, d puo valere 3 (se a ¢ dispari), 6 (se a ¢ pari

ma non multiplo di 4), 12 (se a & multiplo di 4). Studiamo separatamente i 3 casi.

e Se a ¢ dispari (ovvero in termini di congruenze a = 1 (2)), abbiamo
osservato che d = 3 e dunque la condizione di risolubilita del sistema
equivale a 6 —2a = 0 (3) (ovvero 3 divide 6 —2a). Riducendo i coefficienti
della congruenza modulo 3 si ottiene a = 0 (3). Dunque il sistema iniziale
ha soluzione se a € soluzione del sistema di congruenze seguente:

{a20)

Sistema che - dal teorema cinese del resto - sappiamo avere soluzione
a=3(6).

e Se a & pari, ma non multiplo di 4, ovvero a = 2 (4), allora d = 6, ¢ la
condizione di risolubilita del sistema ¢ 6 —2a = 0 (6). Questa congruenza
¢ equivalente a 4a = 0 (6), da cui si ricava (Proposizione 4.87) 2a = 0 (3),
ovvero (moltiplicando entrambi i membri per [2]3 che ¢ inverso di [2]3)
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a = 0 (3). Dunque il sistema iniziale ha soluzione se a ¢ soluzione del
sistema di congruenze seguente:
a=2(4)
{ a=0(3)
Sistema che - dal teorema cinese del resto - sappiamo avere soluzione
a=6(12).

e Se a & multiplo di 4, ovvero a = 0 (4), allora d = 12 e la condizione di
risolubilita del sistema equivale a 12 divide 6 — 2a, ovvero 2a = 6 (12).
Questa congruenza ¢ equivalente (Proposizione 4.87) a a = 3 (6). Dunque
il sistema iniziale ha soluzione se a € soluzione del sistema di congruenze

seguente:
a=0(4)

{ a =3 (6)
Sistema che - dal teorema cinese del resto - sappiamo non avere soluzioni
(infatti 2 = (4,6) non divide 3 — 0). D’altra parte anche senza teorema
cinese del resto si puo osservare che i numeri congrui a 3 modulo 6 (ovvero
della forma 3+ 6k con k intero) sono tutti dispari, e dunque non potranno
mai essere multipli di 4.

Riassumendo abbiamo trovato che il sistema ha soluzione se a ¢ congruo a 3 modulo
6 o se e congruo a 6 modulo 12. Cerchiamo di riscrivere tutto in un unico modulo,
ovvero ci chiediamo: quali a in Z/127Z sono congrui a 3 modulo 67 La risposta &
[3]12 € [9]12.

Dunque i valori di a in N per cui il sistema ¢ risolubile sono gli a della forma
t + 12k, con t che varia nell'insieme {3,6,9} e k che varia in N.

8. Piccolo teorema di Fermat e teorema di Eulero
Proposizione 4.117. Sia p un numero primo, per ogni x,y € Z si ha:
(@ +y)P =2 +y" (n)

DiMoOSTRAZIONE. Dal Teorema 3.23 sappiamo che:
P

P _ p p—i, i

oy =3 (7)o
i—

Portando fuori dalla sommatoria il primo e 'ultimo termine (ovvero quelli corri-
spondenti rispettivamente a i = 0 e i = p) si ottiene:

(g () e (o ()
SN—— SN——

=1 A =1

Per concludere dobbiamo mostrare che A ¢ un multiplo di p, perché, per definizione
di congruenza, (z + y)? = zP + y? (p) significa che (z + y)? e 2P + y? differiscono
per un multiplo di p.

Osserviamo ch,e se p & un numero primo e i < p, allora p non divide 7!, infatti
tutti i fattori presenti nel fattoriale sono minori di p, quindi coprimi con p, e dunque
anche il loro prodotto lo & (Esercizio 4.55). Da questo segue che il numero intero:

(1)
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¢ un multiplo di p, perché p divide il numeratore ma non il denominatore. Quindi
A & somma di multipli di p, e percio & anch’esso un multiplo di p. O

Teorema 4.118 (Piccolo teorema di Fermat). Sia p un numero primo, allora
per ogni x € 7. si ha:

=z (p)

DiMOSTRAZIONE. Cominciamo dimostrando il teorema per x € N, procedendo
per induzione.

Passo base. Se x = 0, 'enunciato equivale a 0?7 = 0 (p) che & banalmente vero.
Passo induttivo. Dobbiamo dimostrare che se 27 = z (p) allora (z + 1)P =
(x+1) (p). Dalla Proposizione 4.117 segue che (x + 1)? = 2P + 17 (p) e per ipotesi
induttiva 2P = z (p). Dunque (x + 1)’ =2+ 1 (p).

Consideriamo ora il caso x < 0. L’ipotesi su z implica —z > 0 e, per quanto

appena dimostrato, (—z)? = —z (p), cioe (—=1)P - 2P = —x (p). Se p & dispari
abbiamo 2P = 2 (p), se p = 2 otteniamo 22 = —x (2), ma —x =z (2). O
Curiosita [Il piccolo teorema di Fermat e i fili di perle].
Supponiamo di giocare a fare fili di perline colorate e di avere 3 colori diversi: il
bianco (B), il rosso (R) e il giallo (G). Ci chiediamo quanti fili di 5 perle diversi
(dove per diversi intendiamo anche diversi per 'ordine di inserimento delle perline)
possiamo fare? La risposta la sappiamo ed ¢ 3°: tutte le funzioni da un insieme
di 5 elementi (le posizioni sul filo di perle) ad un insieme di 3 elementi (i colori a
nostra disposizione). Supponiamo adesso di domandarci la stessa cosa avendo n
colori di perle e volendo fare fili di perle di lunghezza p con p primo (avendo, per
ogni colore, almeno p perle di quel colore). La risposta sara che possiamo fare n?
fili di perle distinti. A questo punto vogliamo trasformare i nostri fili di perle in
delle belle collane, ma con I'idea di non considerare fili di perle tutti dello stesso
colore perché troppo monotoni. Dunque in realta lavoreremo su n? — n fili di perle
(i fili di perle monocromatici sono n, tanti quanti i colori a nostra disposizione).

Per trasformare i nostri fili in collane, dobbiamo legare il filo. A questo punto ci
domandiamo: da tutti i possibili fili di perle, quante collane diverse potremo fare?
In questo caso supponiamo che il nodo al filo non si veda, coperto dalle perline,
e dunque che una collana sia identificata dalla sequenza dei colori. Ad esempio,
se consideriamo lunghezza 3, i fili di perle distinti (B, R, G), (R,G,B) ¢ (G, B, R)
andranno a formare la stessa collana.

Per rispondere alla domanda sul numero di collane differenti, bisogna percio
capire in generale quanti fili distinti di perle danno la stessa collana. L’esempio
fatto suggerisce di ribaltare il punto di vista: data una collana (e quindi una volta
scelta la sequenza dei colori, che puo essere immaginata chiusa in cerchio), quanti fili
di perle distinti la possono creare? Sicuramente tagliandola dopo qualsiasi perlina
otteniamo un filo di perle che la genera. Il punto &: ogni taglio di questo tipo
produce un filo di perle distinto? La risposta in generale ¢ no, basta pensare ad
esempio ad una collana con 4 perline di colore bianco e rosso alternati. Se tagliamo
dopo una delle due perline rosse (o analogamente bianca) ottengo il filo di perle
(B, R, B, R), ma la stessa cosa accade se taglio dopo laltra perlina rossa. In questo
caso dunque, due tagli diversi della collana danno lo stesso filo di perle.

Osservando 'esempio fatto notiamo che questo puo accadere in generale se la
collana ¢ composta da una sequenza (ovvero una successione di pit di una perli-
na) ripetuta: nell’esempio la sequenza (B, R) di lunghezza 2 ¢ ripetuta due volte.

s



Osserviamo che, in questi casi, la lunghezza della collana ¢ uguale al numero di
volte che la sequenza e ripetuta per la lunghezza della sequenza. Dunque nel caso
che ci interessa, ovvero collane di lunghezza p primo, le uniche sequenze ripetute
possibili sono quelle di lunghezza p: ma queste corrispondono ai fili monocromatici
che abbiamo escluso. Questo ci dice che, nel caso di lunghezza p primo, ogni taglio
della collana dopo una perlina produce un filo di perline diverso dalla quale la col-
lana proviene. Ovvero, ci sono p fili di perline (uno per ogni taglio possibile della
collana) che vanno a formare la stessa collana. La risposta alla nostra domanda di
calcolo combinatorio: “quante collane si possono formare dagli n? — n fili di perle

n .
. Dovendo essere un numero intero, questo

n
distinti di lunghezza p?” & percio
prova che p divide n? — n, ovvero il piccolo teorema di Fermat.

Corollario 4.119. Sia p primo. Per ogni x € Z, con (x,p) = 1, si ha:

Pt =1 (p)
DIMOSTRAZIONE. L’ipotesi equivale a [z], € Z/pZ*. Moltiplicando per l'inver-
so di [z], I'identita fornita dal Teorema 4.118 otteniamo zP~! =1 (p). O

Corollario 4.120. Dato [z], € Z/pZ*, il suo inverso ¢ [xP~?], = [:r]ppfz.

Esercizio 4.121. Calcolare 197 in Z.

Svolgimento. Intanto facciamo notare che 19 ¢ congruo a 5 modulo 7, percio:
19759 = 5759 (7)

Inoltre, essendo 5 coprimo con 7, dal Corollario 4.119 sappiamo che 5% & congruo
a 1 modulo 7. Eseguendo la divisione euclidea tra l’esponente 759 e 6 troviamo:
759 = 6 - 126 + 3. Dunque, dalle proprieta delle potenze segue che:

5759 — 5612643 _ (56)126 53

Per quanto osservato, (55)126 .53 = 5% (7). A questo punto si tratta di calcolare 5
modulo 7 che ¢ 6.

Esercizio 4.122. Risolvere la sequente congruenza polinomiale:
2+ a4+ 3z-1=1(5)

Svolgimento. Un algoritmo solitamente dispendioso (ma in questo caso non troppo
visto il modulo 5), ma sicuramente finito, per cercare le soluzioni di equazioni negli
Z/mZ, & quello di provare tutti gli elementi di Z/mZ (che appunto sono finiti).
Vogliamo pero usare qualcosa di pitt ingegnoso (anche perché per moduli grandi,
lalgoritmo per prova & finito ma puo essere molto lungo...). Notiamo subito che z
congruo a 0 modulo 5 non e soluzione, possiamo dunque usare il Corollario 4.119 e
affermare che % = 1 (5). L’equazione da risolvere ¢ dunque equivalente a:

P42 +3r—1=x+1+32-1=1(5)

Ovvero ci siamo ridotti a risolvere la congruenza di primo grado 4z = 1 (5). Osser-
vando che [4]5 & I'inverso di [4]5, si ottiene, moltiplicando entrambi i membri della
congruenza per [4]s: z =4 (5).

Osservazione 4.123. Se 2" = a (p) e (r,p — 1) = 1 allora esiste s tale che
=1 ( —1). Elevando alla s entrambi i membri della congruenza si ottiene

r-s
") =a® (p), ovvero x = a® (p). Se eleviamo ora alla r ri-otteniamo la congruenza

xT
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di partenza " = a (p). Percio 'operazione di elevazione a potenza per un numero
primo con p — 1 & invertibile in Z/pZ. Ovvero le congruenze che ne risultano sono
equivalenti (hanno gli stessi insiemi delle soluzioni).

Esercizio 4.124. Risolvere la congruenza 3761 - 2°¢ = 723 (17)

Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che [0]17 € ovviamente soluzione della con-
gruenza: infatti sostituendo a x la classe 0 si ottiene 0 = 0 (17).

Detto questo andiamo a cercare se ci sono altre soluzioni tra le classi di Zi7 di-
verse da [0]17, ovvero in Zj, (dato che 17 & primo). Possiamo dunque moltiplicare
entrambi i membri per 273, ovvero I'inverso di 3, e ottenere:

3761 - 2% =7 (17)

A questo punto riduciamo 3761 (3761 = 17-221+44) e dividiamo 53 per la cardinalita
di Zj; (53 =16 - 3+ 5). La congruenza si pud dunque riscrivere come:

4. g103%5 =7 (17)

da cui:

4-2° =7 (17)
A questo punto va trovato linverso di 4 in Zj7 (si puo fare con l'algoritmo di
Euclide ma ¢ piuttosto facile in questo caso notare che —4 & tale che 4- (—4) = —16

¢ congruo a 1 modulo 17). Moltiplicando per l'inverso di 4 (ovvero —4) entrambi i
membri della congruenza si ottiene:

P =7-(—4) =6 (17)
A questo punto potremmo calcolarci tutte le potenze quinte in Zj, e vedere se ce
ne sono di uguali a 6. Un metodo migliore si ottiene pero usando 1’Osservazione
4.123. Eleviamo i due membri della congruenza per l'inverso di 5 modulo 16. E

facile vedere che la classe di —3 ¢ l'inversa di [5]16, ma scegliamo un rappresentante
)
positivo per non dover poi calcolare di nuovo inversi:

()13 =63 (17)
Abbiamo appunto che:

(I5)13 _ 1,16-4+1 — (1,16)4 .

= x (17)
~—
teo.Fermat
Ovvero:
=6 (17)

Non rimane altro che calcolare 6'% in Z17. Si ha che 62 = 36 = 2 (17) e percid
6* =4 (17) da cui 68 = —1 (17) e infine:

6 =6°-6"-6=—-24=10 (17)

Si ha dunque che, oltre alla soluzione 0 gia trovata, si ha = 10 (17).

Concludiamo il paragrafo con la generalizzazione del corollario 4.119 ad un modulo
non necessariamente primo. Il piccolo teorema di Fermat poteva essere ottenuto
come corollario del seguente risultato.

Teorema 4.125 (Teorema di Eulero). Sia m € Z maggiore di 1 allora per ogni
x € Z tale che (x,m) =1 si ha:

z?M =1 (m)
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con [a;],, per 1 < i < ¢(m) i ¢(m) elementi di

Z/mZ*. Per ogni x € Z tale che (z,m) = 1, Papplicazione
O+ LML — L/ mZL*

che ad ogni [a;]m, associa [x], - [a;]m € bigettiva. Per dimostrarlo basta osservare
che se [@]m - [@ilm = [T]m - [aj]m, moltiplicando per l'inverso di [z],, (che esiste in
quanto (z,m) = 1), si ha [a;],, = [a;]m. Ovvero ¢, ¢ iniettiva tra due insiemi della
stessa cardinalita.

Questo dimostra che, per ogni x € Z con (z,m) = 1, 'insieme

{[@]m - [a1]m, [Z]m - [a2]ms - [T]m - [a¢(m)]m}

¢ uguale a Z/mZ* (contenendo tutti e soli gli elementi di Z/mZ*). Percio:

B(m) P(m)
H [T]m - [@i]m = H [@i]m

Moltiplicando per l'inverso di Hf):(T) [ai]m (che esiste perché il prodotto di elementi
di Z/mZ* & un elemento di Z/mZ*) si ottiene:
[x¢(m)]m =[1m

Corollario 4.126. Dato [z, € Z/mZ*, il suo inverso é [m]m‘b(m)*l,
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Parte 11

Strutture algebriche






CAPITOLO 5

I gruppi

1. Definizione e prime proprieta

In matematica riconoscere strutture e sicuramente uno degli aspetti pitu im-
portanti. In particolare noi considereremo insiemi su cui siano definite una o piu
operazioni, che verificano certe proprieta, le quali - di volta in volta - definiscono
la struttura studiata. In particolare, in questo capitolo, tratteremo la struttura di
gruppo, partendo dalla definizione di strutture intermedie.

Definizione 5.1. (G, %), dove G ¢ un insieme non vuoto e * una operazione
su G ¢ chiamato magma.

Definizione 5.2. Un magma (G, #) per cui * sia associativa, ovvero tale che
per ogni a,b,c € G: (a*b) xc=ax (bx*c), si dice semigruppo.

Definizione 5.3. Un semigruppo (G, x*) con identita, ovvero esiste in G un
elemento e tale che per ogni g in G: ex g = g x e = g, detto neutro rispetto a *, si
dice monoide.

Definizione 5.4. Un monoide (G, ) per cui tutti gli elementi hanno inverso
si dice gruppo. Un gruppo con un numero finito di elementi si dice finito.

Esempio 5.5. (N, *) dove * ¢ 'operazione definita da a * b = a® & un magma,
e non e un semigruppo in quanto l'operazione * non ¢ associativa. Basta osservare
che per esempio:

64=(2%)2=(2%3)%2# 2% (3%2) =27 =512
Esercizio 5.6. Mostrare che (Z,—) é un magma, ma non un semigruppo.

Esempio 5.7. (N\ {0}, +) ¢ un semigruppo, ma non ¢ un monoide (abbiamo
tolto proprio l'identita della somma dall’insieme considerato).

Esempio 5.8. (p(A4),N), ovvero l'insieme delle parti di A con l'operazione di
intersezione, ¢ un monoide, ma non ¢ un gruppo.

Come detto, in questo capitolo, ci interessiamo in particolare della struttura di
gruppo, dunque riassumiamo nella definizione che segue le proprieta che la coppia
(G, %), con G insieme non vuoto, e * operazione su GG, deve rispettare per essere un

gruppo.

Definizione 5.9. (G, #) si dice un gruppo se sono verificate le seguenti pro-
prieta:
(1) * & associativa in G-
Va,b,ce G (axb)xc=ax*(bxc)
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(2) Esiste in G un elemento neutro (o identita) per *:
Jee G,VreG exx=xxe==x

(3) Ogni elemento di G possiede un inverso *:
VreG,ye G xxy=yxx=ce

Osservazione 5.10. Ricordiamo che per stabilire che (G, %) ¢ un gruppo (come
una qualsiasi delle altre strutture definite precedentemente), dobbiamo assicurarci
che x sia una operazione su G secondo la definizione data in 1.42. Ovvero, per ogni
a,bin G, a * b deve essere un elemento di G.

Definizione 5.11. Un gruppo (G,*) si dice abeliano se loperazione * &
commutativa in GG, ovvero per ogni x,y € G si ha che zxy =y * x.

Esempio 5.12. (Z,+), (Q,4), (R,+), (C,+), (Z/mZ,+) sono esempi di
gruppi abeliani (detti additivi per indicare ’operazione corrispondente).

Se indichiamo con Q* l'insieme degli invertibili di @ rispetto alla moltipli-
cazione (che coincide con Q senza lo 0, cosi come per R e C, e a differenza di
Z/mZ) e usiamo analoga notazione per gli altri insiemi numerici ¢ facile provare
che (Q*,-), (R*,-), (C*,-), (Z/mZ*,-) sono gruppi abeliani (moltiplicativi).

Dato n € N, se con =Z,, indichiamo il sottoinsieme di C delle radici n-esime
dell'unita (2, = {z € C|z™ = 1}), allora (Z,,,-) & un gruppo con n elementi.

Esercizio 5.13. Provare che dato un insieme X (con |X| > 2) indicando con
S(X) Uinsieme delle funzioni bigettive da X in se stesso e con o loperazione di
composizione tra funzioni, (S(X),0) & un gruppo non abeliano.

Svolgimento. Proviamo qui solamente la non commutativita di o in S(X), e lascia-
mo al lettore la prova del fatto che (S(X),0) & un gruppo.
Siano a,b,c € X, e consideriamo i seguenti due elementi oy, 09 di S(X):

asex=>= csex=>b
oi(x)=¢ bsex=a oo(x)=¢ bsex=c
z altrimenti r altrimenti

In pratica o1 scambia a con b e lascia fissi tutti gli altri elementi di X, analogamente
09 scambia b con c e lascia fisso tutto il resto. Allora si ha che:

bsexr=a cser=a

csexr=>0 aser=2»>
(010 02)(z) = aser=-c (02 001)() = bsex =c

x altrimenti x altrimenti

Da cui segue che o1 0 0y # 09 0 07.

Esercizio 5.14. Provare (per chi conosce le matrici) che (GL,(R),-), noto
come gruppo lineare di ordine n ¢ un gruppo non abeliano, dove con GL,(R)
abbiamo indicato l'insieme delle matrici quadrate di ordine m con determinante
diverso da 0 (ovvero invertibili), e con - il prodotto riga per colonna tra matrici.

Esempio 5.15 (Gruppo diedrale). Indichiamo con D,, I'insieme delle isometrie
del piano R? che mandano un poligono regolare di n lati in sé. Vogliamo mostrare
che (D,,,0) € un gruppo, non commutativo con 2 - n elementi.
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Osserviamo che ogni elemento di D,, deve lasciare fisso il baricentro del poligono
e deve mandare vertici in vertici (basta ricordarsi che gli elementi di D,, sono
isometrie).

Dunque in D,, ci sono sicuramente le n rotazioni r; di centro il baricentro del
poligono e di angolo i - %’T al variare di 7 tra 1 e n: e facile osservare che r; si ottiene
componendo i volte 71, ovvero r; = r;’.

Inoltre, avendo ogni poligono regolare di n lati n assi di simmetria, in D,, ci
saranno le n simmetrie rispetto a questi assi che indicheremo con Sy, ...,S,. Se n ¢
dispari gli assi sono le n rette distinte che congiungono gli n vertici al baricentro,
se n & pari gli assi sono le n/2 rette distinte che congiungono i vertici al baricentro
(infatti ognuna di queste rette passa per due vertici) e le n/2 rette distinte che
congiungono i punti medi dei lati con il baricentro (anche in questo caso ogni retta
passa per due punti medi distinti).

Abbiamo dunque trovato 2-n elementi distinti di D,,. Per concludere che questi
sono tutti gli elementi di D,, basta osservare che, fissato un vertice V' del poligono,
una isometria che lascia fisso tale poligono & completamente determinata una volta
stabilita 'immagine V' di V' (e abbiamo n possibilita: il numero dei vertici) e
Iimmagine di un vertice adiacente a V' (e in questo caso abbiamo 2 possibilita: uno
dei due vertici adiacenti a V'). Dunque D,, ha proprio 2-n elementi che sono quelli
da noi individuati.

Ora ci rimane da mostrare che D,, € un gruppo.

o ¢ una operazione su D,,. Componendo due isometrie che lasciano fisso un poligono
P otteniamo un’isometria che lascia fisso il poligono P.

Possiamo dire anche qualcosa di pit: indichiamo con 7 la rotazione ry e sce-
gliamo una delle simmetrie S di D,,. Sappiamo gia che per ogni j si ha r; = 7,
ora mostriamo che, per ogni i, esiste k tale che S; = S o r¥F. Osserviamo che la
composizione di due simmetrie rispetto a due rette incidenti ¢ una rotazione di cen-
tro il punto di intersezione e angolo il doppio dell’angolo formato dalle due rette.
In particolare si ha che S o S; sard uguale ad una certa r (ovvero ’I“k) di D,,. Da
questo segue che S; = S~ o 7% ma l'inversa di una simmetria assiale S & S stessa,
dunque S; = S o 7*. Concludendo, fissata una simmetria S € D,,, si ha che:

D,={S'orij0<j<n—-1,0<t<1}

Esercizio 5.16. Studiare la legge di composizione tra due elementi generici
Stori e Short di D, e mostrare che non vale la proprietd commutativa.

o ¢ associativa. La composizione di funzioni ¢ in generale associativa, dunque lo ¢
se ci restringiamo al sottoinsieme delle isometrie dal piano in sé.

Esiste in D,, l’elemento neutro per o. L’identita del piano ¢ un’isometria (usando le
nostre notazioni, corrisponde alla rotazione r,, di centro il baricentro del poligono
e di angolo 27) che per definizione (lascia fissi tutti i punti) verifica le proprieta di
elemento neutro per o.

Per ogni elemento di D,, esiste l'inverso. Fissata una qualsiasi simmetria S in D,
basta far vedere che S or* ha inverso per ogni k. E facile mostrare che tale inverso
ern koS,

Definizione 5.17. Il gruppo (D,,0) ¢ detto gruppo diedrale.

Dopo aver visto alcuni esempi di gruppo, cominciamo a mostrare alcune delle
proprieta che caratterizzano la struttura di gruppo.
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Proposizione 5.18. L’elemento neutro e di un gruppo (G,x*) é unico.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che e ed €’ siano due elementi neutri in (G, )
gruppo. Allora:
e = e e = e
~—~— ~—~—

e ¢ elemento neutro e’ & elemento neutro

O

Proposizione 5.19. Sia (G,*) un gruppo. Per ogni a € G esiste un unico
mnverso.

DIMOSTRAZIONE. Sia a € (. Che esista un inverso di a lo sappiamo per
definizione di gruppo, dobbiamo quindi dimostrare 'unicita. Supponiamo b e ¢
siano due inversi di a allora abbiamo:

c=exc = (bxa)*c = bx (ax*c) = bxe="b
~— ~— ~—
b é inverso di a prop.associativa ¢ é inverso di a

O

Notazioni: vista 'unicita dell’inverso di un elemento a di un gruppo (G, *), possiamo
indicare tale inverso con il simbolo a~! (cioe facendo riferimento solo all’elemento
a di cui & inverso). Inoltre per un generico gruppo (G, x*), useremo la notazione
moltiplicativa, scrivendo 2" (con n € N*) per indicare I'elemento:

n volte
e scrivendo =™ per indicare 1’elemento:

[ R
—_—

n volte

Per convenzione poniamo inoltre 20 = e.

Solo quando I'operazione di un gruppo G sia esplicitamente I’addizione, indi-
cheremo l'inverso dell’elemento = di G con il simbolo —z, scrivendo n - x in luogo
di a™.

Corollario 5.20. Sia (G, *) un gruppo. Per ognia € G, (a=)~! =a.

Esercizio 5.21. Con le notazioni introdotte dimostrare che:

(1) L’inverso di ™ é uguale all’inverso di x elevato alla n, ovvero:
(xn)fl — (1‘71)”
(2) Valgono le usuali proprietd di calcolo delle potenze, ovvero:

‘,Em . xn — xm+n

Proposizione 5.22. Sia (G,*) un gruppo. Dati a,b € G linverso di axb ¢

Uelemento b= s a~ 1.

DIMOSTRAZIONE. Per dimostrare questo risultato basta verificare che:
(axb)x (b txa)=e
Usando la proprieta associativa di * abbiamo che:

(axb)x (b xa ) =ax(bxb Nxat=(axe)xa=axal=¢
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Esercizio 5.23. Sia (G,*) un gruppo. Dati ay,...,a, € G linverso di ay *

..ok ay, & Uelemento ap ' k... xa; L.

I seguenti esercizi forniscono proprieta caratterizzanti i gruppi abeliani.

\

Esercizio 5.24. Sia (G,*) un gruppo, dimostrare che ¢ abeliano se e solo se
per ogni a,b € G, si ha che (axb)~t =a"txb7t.

Esercizio 5.25. Sia (G, *) un gruppo, dimostrare che ¢ abeliano se e solo se
Va,b € G si ha che (a*b)? = a? x b2
Svolgimento. Se (G, *) & abeliano per ogni a,b in G si ha che:

2 _ _ _ 2, 72
(axb)* =(axb)x(axb) = ax(bxa)xb = ax(axb)xb = a°xb
prop.ass. prop.com. prop.ass.

Viceversa se per ogni a,b € G vale che:

axaxbxb=axbxaxb

a?xb? (axb)?
allora moltiplicando entrambe i membri a sinistra per a=! e a destra per b~ ! si ha:
a P x(axaxbxb)xb  =a "tk (axbraxb)xb !

ovvero a x b = b * a, cioe G ¢ abeliano.
Un’altra proprieta molto importante, comune a tutti i gruppi, e la seguente:

Proposizione 5.26 (Legge di cancellazione). Sia (G, *) un gruppo, allora per
ogni a,b,c di G si ha:

axb=axcsb=c& bxa=cxa

DIMOSTRAZIONE. Da b = ¢ segue che axb =ax*c e b*a = cx*a (attenzione
non & vero in generale che, se G non & commutativo, a * b sia uguale a ¢ * a).

Viceversa dimostriamo che se axb = a* ¢ allora b = ¢ (la dimostrazione che da
b*a =c*a segua b = c & del tutto analoga). Consideriamo a~! inverso di a in G,
abbiamo che:

b=exb=(a"'*a)xb=a""*(axDb) -1

al'x(axec)=(a" ' xa)xc=exc=c

~—~—

ipotesi

O

Osservazione 5.27. Abbiamo incontrato degli insiemi in cui la legge di can-
cellazione non vale. Consideriamo per esempio il prodotto in Zg, & vero che [2]g-[3]¢
¢ uguale a [4]¢ - [3]6, ma non & vero che [2]g = [4]¢. Osserviamo che (Zg, *) non &
un gruppo e, incidentalmente ma non troppo, che [3]g non ¢ invertibile in Zg. Non
troppo in quanto, se [3]¢ fosse stato invertibile, avremmo potuto procedere come
nella dimostrazione della Proposizione 5.26.

Corollario 5.28. Dati a,b € G gruppo, esiste sempre, ed ¢ unico, un elemento
x di G tale che axx = 0.

DIMOSTRAZIONE. Per esistenza basta osservare che I'elemento x = a~! % b di
G soddisfa I'uguaglianza a * x = b. Dalla legge di cancellazione segue che se = e y
in G sono tali che a xz =b=axy, allora x = y. O

Esercizio 5.29. Un monoide (E,*) per cui valga la proprieta descritta nel
Corollario 5.28 ¢ un gruppo.
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Svolgimento. Infatti se indichiamo con e I’elemento neutro di F, per ogni a € E si
puo considerare l'uguaglianza a * & = e. Per ipotesi esiste un (unico) elemento in
E che soddisfa I'uguaglianza, ovvero ogni a € E ha inverso.

2. Sottogruppi

Abbiamo introdotto insiemi G su cui sia definibile una struttura di gruppo,
siamo interessati, nel caso di sottoinsiemi H di G, alla possibilita di ritrovare in
essi tale struttura.

Definizione 5.30. Dato un gruppo (G, %), un sottoinsieme non vuoto H di G
si dice un sottogruppo di (G, x) (e scriveremo (H,*) < (G,x)) se (H,*) ¢ esso
stesso un gruppo. Se H & diverso da G il sottogruppo (H,*) & detto proprio.

Notazione: finora abbiamo insistito con la notazione che ricorda come un gruppo sia
una coppia formata da un insieme e un’operazione definita su di esso avente alcune
proprieta. D’ora innanzi, proprio con l'intenzione di non appesantire la notazione,
ometteremo il riferimento all’operazione laddove non ci sembri ambigua tale omis-
sione. Con questa convenzione, laddove non si creino ambiguita, per indicare che
(H,*) & un sottogruppo di (G, x) useremo la notazione H < G.

Esempio 5.31. Sia G un gruppo, ¢ facile osservare che G e I'insieme {e}, con-
tenente solo I’elemento neutro di GG, sono sempre sottogruppi di G. Tali sottogruppi
vengono chiamati sottogruppi banali di G.

Esempio 5.32. (S(R?),0), con S(R?) insieme delle bigezioni dal piano in se
stesso, & un gruppo (caso particolare dell’Esercizio 5.13). Descriviamone alcuni
sottogruppi non banali:

(1) Abbiamo gia osservato (Esempio 5.15) che D, & un gruppo, essendo
contenuto strettamente in S(IR?), & un suo sottogruppo non banale.

(2) 1l sottoinsieme H di S(R?) delle traslazioni f, di vettore v & un sottogrup-
po di S(R?). Infatti: la traslazione di vettore 0 & I'identita; la composizio-
ne di due traslazioni f,, f,, ¢ una traslazione (f, o fi, = fuwto dove + & la
somma componente per componente di R?); 'operazione di composizione!
di traslazioni ¢ associativa (lo ¢ in generale la composizione di funzioni);
per ogni traslazione, esiste un inverso in H (I'inverso di f, ¢ f_,).

(3) Tl sottoinsieme H di S(R?) delle rotazioni fy di angolo @ & un sottogruppo
di S(R?). Infatti: la rotazione di angolo § = 0 & I'identita; la composizione
di due rotazioni, di angolo rispettivamente « e 3, € una rotazione di angolo
«a + (; come per le traslazioni, la composizione ¢ associativa; l'inverso di
una rotazione fy € la rotazione for _g.

Osservazione 5.33. In generale, non € vero che un generico sottoinsieme H
di un gruppo G & un sottogruppo di G. Innanzitutto perché, per ogni coppia di
elementi a,b in H e definito a*b € G, ma non é assicurato che a*b sia in H, ovvero
la restrizione di * ad H potrebbe non essere una operazione su H.

Esempio 5.34. Sia G = {Z,+}. 1l sottoinsieme H = {-3,—2,—-1,0,1,2,3},
pur contenendo I’elemento neutro rispetto al 4+, e contenendo per ogni suo elemento
il rispettivo inverso, non ¢ chiuso per l'operazione + e quindi non ¢ un sottogruppo.
Infatti, ad esempio, 3 + 2 non e un elemento di H.

IFacciamo notare una ambiguita di linguaggio: abbiamo usato il termine composizione sia per
indicare 'operazione considerata, sia per indicare il risultato della composizione tra due elementi.
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Definizione 5.35. Dato un insieme G su cui ¢ definita una operazione *, un
sottoinsieme H di G per cui la restrizione di * agli elementi di H sia una operazione
per H (ovvero per ogni g,r in H, g+ r appartiene ad H), si dice chiuso rispetto
all’operazione *. Se ogni elemento di H ha l'inverso in H rispetto a *, H si dice
chiuso per l’inverso.

Osservazione 5.36. Dato (G, *) gruppo, se & vero come abbiamo osservato
che la restrizione di * ad un sottoinsieme H di G’ puo non essere una operazione su
H, ¢ vero anche pero che se lo ¢, sicuramente ¢ associativa. La proprieta associativa
infatti vale per tutti gli elementi di GG, dunque a maggior ragione vale per tutti gli
elementi di H che sono un sottoinsieme di quelli di G.

Questa osservazione ci fa intuire come, per provare che un sottoinsieme H non
vuoto di un gruppo G € un sottogruppo, non sia necessario verificare tutte le pro-
prieta riportate nella Definizione 5.9 di gruppo (perché alcune saranno conseguenza
del fatto che H & contenuto in G).

Lemma 5.37. Un sottoinsieme non vuoto H di un gruppo (G,x) é un sotto-
gruppo di G se e solo se:

(2.1) a,be H=axbec H

(2.2) a€H=a"'€H.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione se H < G, ovvero & un gruppo di per se
stesso, allora valgono le condizioni 2.1 e 2.2.

Viceversa se valgono 2.1 e 2.2 per provare che H verifica tutte le proprieta
di gruppo rimane da mostrare che e € H (del fatto che l'operazione continui ad
essere associativa in H abbiamo gia detto). Per ipotesi H ¢ non vuoto, quindi esiste
a € H. La condizione 2.2 ci dice che a=' € H, e dalla condizione 2.1 segue che
e=axa '€ H. O

Esercizio 5.38. Provare che, se (G,*) é un gruppo finito, un sottoinsieme H
di G & un sottogruppo se e solo se & chiuso per l’operazione x.

Svolgimento. Una implicazione e ovvia: se H € un sottogruppo, per definizione ¢
chiuso per I'operazione. Viceversa supponiamo H sia un sottoinsieme di G' chiuso
per x*, per dimostrare la tesi (dal lemma 5.37) basta verificare che per ogni a di H,
a~! appartiene ad H. Consideriamo il sottoinsieme S = {a’|i € Z} delle potenze
intere di a. S & contenuto in H, ed ovviamente & finito (essendo l'intero G finito).
Dunque devono esistere due interi distinti i > j tali che a® = a’ (fossero tutte
diverse le potenze intere di a, S non sarebbe finito). Allora si ha che a'=7 = e,
ovVvero:

a7 xa=e

Dunque a7~ & I'inverso di a e sta in H.

Lemma 5.39. Un sottoinsieme H non vuoto di un gruppo (G,*) é un sot-
togruppo se e solo se per ogni x,y in H lelemento x * y~' & un elemento di

H.

DIMOSTRAZIONE. Se H ¢ un sottogruppo di G allora, per definizione, H ¢
chiuso per l'operazione x e per ogni elemento esiste 'inverso in H. Dunque per
ogni z,y € H anche y~! € H e di conseguenza x %y~ apparticne ad H.
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Viceversa mostriamo che, se per ogni z,y di H ’elemento = *y~! sta ancora in
H, allora H e chiuso per l'operazione *, e per ogni x in H esiste 'inverso in H.

H non e vuoto, dunque esiste un elemento x appartenente ad H. Considerando
la coppia (x,z) si ha per ipotesi che 2~ = e & un elemento di H, e considerando
la coppia di elementi (e,x) di H si ha che e x2~! = 27! stain H.

Per concludere ci resta da mostrare che % ¢ una operazione su H. Osserviamo
che, per ogni coppia x,y di elementi di H, y~! € H (appena dimostrato). Dunque
considerando la coppia x,y~! di H si ottiene che z  (y™)"' =x*xyein H. O

Definizione 5.40. Sia (G, *) un gruppo, l'insieme Z(G) degli elementi g di G
che commutano con ogni elemento di G si dice centro di G.

Z(G)={geGNVzreGaxg=g*ux}
Esercizio 5.41. Provare che Z(G) é un sottogruppo di G.

Svolgimento. Osserviamo che Z(G) non & mai vuoto, perché l’elemento neutro
e appartiene a Z(G) qualsiasi sia il gruppo G.

Siano z,y € Z(G), vogliamo provare (Lemma 5.39) che x x y~' & un elemento
di Z(G), ovvero per ogni g di G deve essere g x (z*y~1) = (z*y~1) * g. Sappiamo
che, per ogni g in G, vale g (z*y) = (x*y) * g. Moltiplicando questa uguaglianza,
a sinistra e a destra, per I'inverso y~' di y, si ottiene:

y gk (wxy)ry P =y tx(wxy)xgry !

Sfruttando la proprieta associativa e il fatto che z e y commutano con qualsiasi
elemento di G si ottiene a primo membro (z * y~1) % g, ed a secondo membro

(@xy™) =g.

1

Facciamo ora un primo esempio, importante, di caratterizzazione completa dei
sottogruppi di uno specifico gruppo: (Z, +).

Teorema 5.42. [ sottogruppi di (Z,+) sono tutti e soli gli insiemi nZ definiti,
al variare di n in N, come segue:

nZ ={n-tjt € Z}

DIMOSTRAZIONE. Lasciamo come esercizio la dimostrazione del fatto che gli
insiemi nZ con n € N sono effettivamente sottogruppi di (Z,+), e mostriamo che
se H & un sottogruppo di (Z, +) allora esiste n € N tale che H = nZ.

Se H = {0} allora H = 0Z, altrimenti esiste in H un elemento a diverso
da 0 e di conseguenza esiste in H un elemento maggiore di zero: infatti H come
sottogruppo se contiene a contiene anche —a, e uno tra a e —a ¢ positivo. Dunque
Iinsieme H* = H NNT & non vuoto e, per il principio del buon ordinamento, ha
un minimo n. Vogliamo dimostrare che H = nZ.

nZ, & contenuto in H, infattin € H, e H &, per ipotesi, un sottogruppo e dunque
¢ chiuso per addizione ripetuta di addendi uguali a n.

Viceversa se h € H e facciamo la divisione euclidea tra h e n otteniamo h =
q-n—+rcon0<r <n. Osservando che h e ¢-n, e dunque r = h — ¢ - n, stanno in
H, si ha che r non puo essere positivo, altrimenti apparterrebbe ad H™ e sarebbe
minore di n. Dunque » = 0 e h € un multiplo di n, cio¢ appartiene a nZ. 0

Esercizio 5.43. Siano H = nZ e K = mZ due sottogruppi di (Z,+). H ¢
contenuto in K se e solo se m|n.

90



Svolgimento. Se m divide n, cio¢ esiste t in Z tale che n = m-t, allora ogni elemento
h di H, che & del tipo n - s per un certo s in Z, si puo scrivere anche m - (¢ - s).
Ovvero ogni h in H ¢ anche elemento di K.

Viceversa se H ¢ contenuto in K (ovvero, essendo gruppi, ¢ un sottogruppo di
K), allora ogni elemento di H si pud scrivere come multiplo di m. In particolare n
¢ un elemento di H e dunque, esiste t in Z tale che n = m - t.

Proposizione 5.44. Siano H e K sottogruppi del gruppo (G, x) allora linsie-
me HNK é un sottogruppo di G, ed ¢é il pit grande sottogruppo di G contenuto sia
in H che in K.

DIMOSTRAZIONE. Essendo H e K sottogruppi, I’elemento neutro e di G ap-
partiene sia ad H che a K, e dunque ad H N K che risulta essere non vuoto. Ora,
se x,y appartengono ad H N K, allora z, y e y~' appartengono sia ad H che a
K, quindi anche z * y~! appartiene ad entrambe i sottogruppi, ovvero ad H N K.
Abbiamo percio dimostrato che H N K & un sottogruppo.

Per concludere basta osservare insiemisticamente che se T ¢ un insieme conte-
nuto sia in H che in K alloraT C H N K. O

Esercizio 5.45. Dati m,n in Z \ {0}, provare che nZ N mZ = [n, m|Z.

Svolgimento. Dalla Proposizione 5.44 sappiamo che l'intersezione H tra i due sot-
togruppi nZ e mZ di Z ¢ un sottogruppo di Z, e dal Teorema 5.42 sappiamo che H
¢ della forma dZ con d € Z. Vogliamo dimostrare che d ¢ il minimo comun multiplo
tra n e m. Per far questo facciamo vedere che ogni elemento di H si puo scrivere
come [n,m] -t con t intero, e viceversa che ogni elemento di questo tipo (ovvero
appartenente a [n,m]Z) & un elemento di H.

Sia h € H, ovvero h ¢ un multiplo intero sia di n che di m, allora, per definizione
di minimo comun multiplo, & un multiplo intero di [n, m]. Percio h € [n, m]Z.

Viceversa sia z € [n, m]Z, cioe della forma [n, m]-¢ con ¢ intero. z ¢ un multiplo
di n (dunque appartiene a nZ), ed ¢ un multiplo intero di m (dunque appartiene a
nZ), ovvero z appartiene a nZ N mZ.

Possiamo generalizzare il risultato della Proposizione 5.44 anche ad intersezioni di
famiglie infinite di sottogruppi.

Proposizione 5.46. Sia (G, x) un gruppo e {G;}icr una famiglia di sottogruppi
di G (con I anche infinito), allora G = (,c; G ¢ il piu piccolo sottogruppo di G
contenuto in tutti i G;.

Dalla Proposizione 5.46 segue che, dato un sottoinsieme S di (G, ), esiste sempre
il pit piccolo sottogruppo di (G, *) che contiene S.

Proposizione 5.47. Per ogni sottoinsieme non vuoto S di G esiste un sot-
togruppo K di G che: contiene l'insieme S, e tale che ogni sottogruppo di G che
contiene S, contiene anche K.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo l'insieme & dei sottogruppi di G che conten-
gono l'insieme S. Sicuramente & non ¢ vuota, in quanto G € §. Consideriamo
I'insieme K = (Voo T: esso contiene S per definizione. Dalla Proposizione 5.46
segue la tesi. O
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Definizione 5.48. Sia S un sottoinsieme non vuoto di un gruppo (G, x). Chia-
miamo sottogruppo generato da S il piu piccolo sottogruppo di G che contiene
S, e useremo la notazione < .S > per indicarlo.

Esempio 5.49. Abbiamo dimostrato che, dati H e K sottogruppi di un gruppo
(G,*), HNK ¢ il pitt grande sottogruppo contenuto sia in H che in K. Ci chiediamo
adesso se esiste, e quale sia, il piu piccolo sottogruppo T’ contenente sia H che K.

Se H U K fosse un sottogruppo di G allora H U K sarebbe il sottogruppo che
cerchiamo, ma in generale non & vero che I'unione di sottogruppi ¢ un sottogruppo.
Consideriamo per esempio il gruppo (Z,+) e i sottogruppi H e K rispettivamente
dei multipli interi di 3 e dei multipli interi di 5. Osserviamo ad esempio che ’ele-
mento 8, somma di due elementi dell’unione (3 e 5), non ¢ un elemento dell’unione
in quanto non & un multiplo né di 3, né di 5.

L’esempio appena fatto mostra che, in generale, 'unione di due sottogruppi non e
chiusa per l'operazione del gruppo. La seguente proposizione ci dice che I'unione
di due sottogruppi & un sottogruppo solo in un caso particolare.

Proposizione 5.50. Siano H, K sottogruppi di (G,*). Allora HUK < G se
e solo se H C K oppure K C H.

DIMOSTRAZIONE. <) Se H C K, allora H U K = K che per ipotesi ¢ un
sottogruppo di G. Analogamente se K C H, allora H U K = H che anch’esso ¢ un
sottogruppo di G.
=) Viceversa, supponiamo che H e K non siano uno contenuto nell’altro, e dimo-
striamo che la loro unione non ¢ un sottogruppo di G mostrando che non e chiusa
rispetto a *, proprio come fatto nell’esempio particolare dei multipli di 3 e 5 in Z.

L’ipotesi che H e K non siano contenuti 'uno nell’altro significa che esiste x
in G tale che z € H \ K, ed esiste y in G tale che y € K \ H. Mostriamo che x * y
non appartiene all’'unione di H e K. Infatti se x x y appartenesse ad H, ovvero se
esistesse h in H con =y = h, allora x~! * h = y starebbe in H (infatti H ¢ un
sottogruppo e x € H), ma questo & falso per ipotesi (y € K \ H). Analogamente si
dimostra che x *y non puo appartenere a K, e dunque non appartiene a HUK. [

Abbiamo visto che, in generale, I'unione di sottogruppi non & un sottogruppo, allora
come ¢ fatto il piu piccolo sottogruppo che contiene HU K? E pil in generale, dato
S sottoinsieme di un gruppo G, quali sono gli elementi di < S >?7 La dimostra-
zione della Proposizione 5.47 non fornisce una risposta chiara a questa questione.
Cerchiamo di capirlo procedendo per passi al variare della numerosita di S.

Il caso piu semplice ¢ quello di un insieme S formato da un unico elemento x.
In questo caso, il sottogruppo < S > ¢ indicato anche con < x >, e viene chiamato
sottogruppo generato dall’elemento z. Come ¢ fatto < x >7 Per essere un
sottogruppo (ovvero chiuso per * e per inverso) deve contenere tutte le potenze
intere di x. Da questa osservazione e dal seguente esercizio segue che < z > ¢
proprio I'insieme delle potenze intere di x.

Esercizio 5.51. Dato (G, ) gruppo, e dato x in G, linsieme H delle potenze
intere di x € un sottogruppo di G.

92



Svolgimento. H non & vuoto in quanto x € H. Inoltre, se s,t € H, allora sono della
forma s = 2%, t = 2% (con a, b interi). Percio:
EL
—~
sxtl=a9%gt=20"beq

Dal Lemma 5.39 segue che H ¢ un sottogruppo di G.

Osservazione 5.52. In particolare si ha che il sottogruppo < x > generato da
un elemento ¢ abeliano.

Studiamo ora il caso di un sottoinsieme S del gruppo G di cardinalita finita n > 1:
S ={x1,...,z,}. Sappiamo che in < S > devono stare necessariamente almeno
tutti i prodotti finiti di elementi di S e tutti gli inversi degli elementi di S. Conside-
riamo dunque I'insieme S~ degli inversi degli elementi di S: S~ = {1'1_1, s apt)
e definiamo T = S U S~!. Vogliamo provare che < S > ¢ uguale allinsieme H dei
prodotti finiti tra gli elementi di T":

H={ty*...xtg|t; € T e k € N}

Dobbiamo mostrare dunque che H contiene S, che ¢ un sottogruppo di G, e che ¢
il piu piccolo insieme con queste due proprieta.

Che H contenga S & ovvio, infatti gli elementi di 7" appartengono ad H (basta
scegliere k = 1), e T contiene S per definizione. In particolare H non & vuoto.
Inoltre, se 7, ¢ sono due elementi di H allora sono della forma r = t; % ... x tj
g = ay*...xaq; cont; e a; (al variare di 4, j rispettivamente in Ny, e N;) appartenenti
a SUS~!. Dall’Esercizio 5.23 segue che r~! ¢ uguale a t; ~'x...*xt; ! (in particolare
appartiene ad H), e dunque:

grr b =(ar s xa) x(ty P xoxty ) =ag k. okag ety tw ot !

Ovvero gxr~! & un elemento di H, e, dal Lemma. 5.39, segue che H & un sottogruppo.

Infine, se K & un sottogruppo di G contenente S, allora anche S™!, e di conse-
guenza T, ¢ contenuto in K. K deve contenere tutti i prodotti finiti di elementi di
suoi sottoinsiemi, e quindi H C K.

Consideriamo ora il caso di un insieme S infinito, contenuto in un gruppo G. Come
in precedenza, se H sottogruppo di G' deve contenere S, allora deve contenere anche
S=1 = {z7tz € S} e tutti i prodotti finiti tra elementi di 7= S U S~!. Quindi
come nel caso precedente di S finito, il sottogruppo H cercato e definito come segue:

H=<S>={t;*...xtg|t; € T Nk € N}.
La dimostrazione che H ¢ il piu piccolo sottogruppo contenente S € identica a quella
vista nel caso S finito.
3. Gruppi ciclici e ordine di un elemento

Dato un gruppo (G, #) e un elemento x € G, abbiamo definito il sottogruppo
< x > delle potenze intere di x.

Definizione 5.53. Un gruppo (G, ) si dice ciclico, se esiste x € G tale che
G =< z >, cioe se per ogni elemento g di G esiste m € Z tale che g = z™.
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Esempio 5.54. Vediamo alcuni gruppi ciclici tra gli esempi trattati nella prima
parte del libro. Come vedremo in seguito, i primi due esempi in un certo senso
caratterizzano le due tipologie possibili di gruppi ciclici: infiniti e finiti.

(1) (Z,+) & un gruppo ciclico infinito generato da 1. Infatti ogni m € Z puod
essere visto come m =1+ ... + 1.

———
m volte

(2) (Z/mZ,+) & un gruppo ciclico finito generato da [1],,. Dunque, tutti i
risultati che dimostreremo sui gruppi ciclici finiti varranno in particolare
per questo gruppo che abbiamo imparato a conoscere nella prima parte
del libro.

(3) (nZ,+) & un gruppo ciclico infinito generato da n

(4) (Z§,-) & ciclico generato da [5]g. Infatti Z§ ha due elementi [1]g, [5]6
entrambi ottenuti dalle potenze di [5]¢: [5]§ = [5]6, [5]2 = [1]e-

Osservazione 5.55. Sia (G, *) un gruppo e sia x € G tale che il sottogruppo
ciclico generato da < z > ¢ finito. Allora esistono due interi m e n, con m > n tali
che 2™ = 2" (altrimenti la funzione f, da Z all’insieme finito < = >, che ad ogni
intero s associa x*, sarebbe iniettiva). Da questo segue che:

="k " =a"xx " =e
Ovvero, se x genera un sottogruppo finito, allora esiste un k € N (in questo caso
m — n) tale che z* = e.

Definizione 5.56. Sia (G,*) un gruppo e sia x € G. Se il sottogruppo ciclico
generato da < x > ¢ finito, si chiama ordine di z, e lo indicheremo con o(z), il
minimo esponente positivo ¢ per cui ' = e. Se < x > non & finito si dice che z ha
ordine infinito.

Proposizione 5.57. Sia (G, *) un gruppo finito e x € G. Se x ha ordine finito,
allora o(x) = | < x > | (per questo la cardinalita del gruppo generato si dira anche
ordine del gruppo), ed in particolare:

<z >={z,...,2°9}

=e

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il sottogruppo < = > di G. Vogliamo mostrare
che tutte le potenze di z con l'esponente che varia tra 1 e o(z) sono distinte.
Supponiamo per assurdo esistano 4,7 € N tali che: 1 < i < j < o(x) e 2° = 27.
Allora 27~ sarebbe uguale ad e, con j —i < o(z). Assurdo.

Mostriamo infine che ogni potenza intera di z & del tipo o con 1 < i < o(x).
Per far questo, dato i in Z, siano ¢ e r rispettivamente quoziente e resto della
divisione euclidea di 7 con o(x). Si ha:

i . q
Jrg———r o(z)+r _ xo(m) " = "
—
€
Dunque 2 & uguale a 2" con 0 < 7 < o(z). Per concludere basta osservare che

20 = o) = ¢, O

Proposizione 5.58. Un gruppo (G, x) finito é ciclico se e solo se esiste un
elemento x di G di ordine uguale all’ordine del gruppo.
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Esempio 5.59. Abbiamo visto (Esempio 5.54) che (Zg,-) ¢ ciclico, ma in
generale (Z/mZ*,-) non sempre & ciclico. Ad esempio Zj,, i cui elementi sono
[1]12, [5]12, [7]12, [11]12, non & ciclico. Infatti, a parte [1]12 che sappiamo avere ordine
1, tutti gli altri elementi hanno ordine 2. Non esiste quindi in Zj, un elemento di

ordine uguale all’ordine del gruppo (che & 4).

Proposizione 5.60. Siano (G,x) un gruppo e x € G. ™ = e se e solo se
o(x) divide m.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che o(z) divida m, allora m = o(x) - k e:
™ = xo(z)k _ (Io(z))k _ €k =e

Viceversa sia m tale che ™ = e. Consideriamo la divisione euclidea di m con

o(z): m=o(z)-q+r con0<r < o(z). Peripotesi
e =™ = xo(w)‘(H'T' — (l_o(x))q xt=e-x" ="
~—
prop.potenze

Cioe r ¢ tale che 2" = e. Ma r < o(z) e quindi non pud essere positivo (perché o(x)
¢ il minimo esponente positivo a per cui % = e) e percido r = 0, cio¢ o(x) divide
m. 0

Proposizione 5.61. Tutti i sottogruppi di un gruppo ciclico (G, *) sono ciclici.

DIMOSTRAZIONE. I sottogruppi banali (G ed {e}) di G sono ovviamente ciclici:
uno lo e per ipotesi, I'altro perché sottogruppo composto da un unico elemento.

Supponiamo dunque H < G non banale (dunque esiste h in H diverso da e), e
sia G =< g > (cioé g un generatore di ). Essendo in particolare h un elemento
di G, esiste m intero diverso da zero con h = ¢™. Essendo H un sottogruppo
anche h~' = ¢g~™ & in H. Almeno uno tra m e —m & sicuramente positivo dunque
l'insieme A = {m € NT|¢g"™ € H} non & vuoto. Sia s il minimo di A: mostriamo
che H =< ¢g° >. Dalla definizione di sottogruppo generato e dal fatto che H & un
gruppo contenente {g*}, segue che < g°* >C H.

Viceversa per ogni h € H, come gia osservato, h = g™ per un certo m intero.
Dalla divisione euclidea di m con s troviamo g e r taliche m =q-s+re <r < s.
Osserviamo che ¢g" appartiene ad H in quanto:

g =g"""=g" x (g°)°
~—
heH e<gs>CH
Questo implica r = 0, perché m ¢ il minimo intero positivo per cui g™ appartiene

ad H. Abbiamo dunque dimostrato che s divide m, ovvero che h €< g° >. O

Esercizio 5.62. Sia (G, *) un gruppo. Se H e K sono sottogruppi ciclici di G
ed un generatore di H appartiene a K, allora H C K.

Osservazione 5.63. La dimostrazione della Proposizione 5.61 ricorda molto
da vicino l'idea della dimostrazione del Teorema 5.42. Osserviamo d’altra parte
come il Teorema 5.42 poteva essere ricavato come corollario della Proposizione
5.61, infatti sappiamo che (Z,+) & ciclico generato da 1.

A questo punto, possiamo determinare, dati un gruppo (G, *) e un elemento g di
ordine finito, 'ordine delle potenze di g in funzione di o(g).
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Teorema 5.64. Sia (G,*) un gruppo e g € G di ordine n. ¥V k € N vale:

o(g") = "
(9") k)

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con d il massimo comun divisore (n, k) tra n e
k. Possiamo scrivere k = k1 -d e n = nq - d e calcolare (gk)%:

(¢")t = g A = ghvdm (g")r =€t =e

Questo non conclude la dimostrazione perché non & detto che mp sia il minimo
esponente per cui (g*)" = e.

Dalla Proposizione 5.60 si ha che se (g¥)* = e allora k - a deve essere multiplo
di n, cioe esiste h tale che k-a = n - h. Da questo segue che k1 -a = ny - h, ed
essendo (k1,n1) = 1, si ha che ny divide a. Dunque a & della forma ny -t con t € N.
Il minimo a maggiore di zero si ottiene per ¢ = 1. (|

Esercizio 5.65. Sia (G,*) un gruppo ciclico finito di ordine m, allora ogni
sottogruppo H di G ha ordine che divide m.

Svolgimento. Sia g un generatore di G (ovvero o(g) = m). Sappiamo (Proposizione
5.61) che H ¢ ciclico: consideriamo un generatore h di H. Sappiamo che o(h) = |H|
e che esiste s intero tale che h = ¢® (in quanto g & un generatore di tutto G). Dal
teorema 5.64 si ha che:

(H] = olh) =

Percio |H| - (m,s) = m.

Esempio 5.66. Abbiamo osservato (Esempio 5.54) che (Z/mZ,+) & un gruppo
ciclico finito generato da [1],, (o([1],) = m). In particolare, il Teorema 5.64 ci
permette di determinare l'ordine di un qualsiasi elemento [a],, di Z/mZ, infatti
[a]m = a- [1]m (in questo caso, essendo esplicito il fatto che stiamo trattando un
gruppo additivo, usiamo la notazione a - n in luogo di a™), dunque:

o([a]m) =

m

(a,m)

Teorema 5.67 (Teorema dell’elemento primitivo per gruppi finiti abeliani).
Se (G, ) & un gruppo finito abeliano, esiste un elemento g € G di ordine a uguale
al minimo comun multiplo degli ordini di tutti gli elementi di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia a = H;?:l pfl la fattorizzazione in primi distinti di a,
allora esiste h; € G tale che p¥|o(hy). Infatti, se nessun elemento di G' ha ordine
multiplo di plfl, allora anche il minimo comun multiplo degli ordini non sarebbe
multiplo di p’fl. Quindi o(hy) = ay - p’fl. Analogamente, per ogni i compreso tra 1
e t possiamo trovare h; di ordine a; - pfi, cioe un multiplo di pfl

Definiamo s; = h{", dal Teorema 5.64 segue che:

L olh) _aieplt
O(Sl)_(ai,o(hi))_ a D

. I . t .
Lasciamo come esercizio la verifica che g = [],_; s; ha ordine a (osservando che

proprio in questa verifica interviene 'ipotesi che G ¢ abeliano). O
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Abbiamo definito i gruppi ciclici come quei gruppi G per cui esista un generatore.
Adesso vogliamo dimostrare dei risultati generali per i gruppi ciclici che consentano,
in base alla cardinalita del gruppo, di contare il numero di generatori, di sottogruppi
e di elementi di un certo ordine.

Teorema 5.68. Sia (G, *) un gruppo ciclico. Se |G| = oo allora G ha due
generatori (uno linverso dell’altro), se |G| = s < 0o allora G ha ¢(s) generatori.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che a sia un generatore di G, ovvero G =< a >.
Ogni altro eventuale generatore di GG, essendo in particolare un elemento di G, sara
del tipo a™. a™ & un generatore se e solo se esiste una sua potenza uguale ad a (che
¢ un elemento di G), cioe se e solo esiste m tale che ™ = a. Abbiamo dunque
che sono generatori di G tutti e soli gli elementi o di G con n tale che:

e=qag"™ *CL_l — an-m—l

Distinguiamo a questo punto il caso G infinito dal caso G finito.

Se |G| = oo, allora a ha ordine infinito e dunque deve essere n-m — 1 = 0.
Ovvero n pud essere uguale solo ad 1 (e si ottiene a) o —1 (e si ottiene a=1).

Se |G| = s < 00, allora dalla Proposizione 5.60 segue che a™™~1
se n-m —1 & un multiplo di s, ovvero se e solo n-m =1 (s). Questa congruenza ha
soluzione se e solo se (n,s) = 1. Dunque i generatori distinti di G sono della forma
a™ con n minore di s e primo con s. In particolare G ha ¢(s) generatori. d

= e se e solo

Teorema 5.69. Se (G,*) é un gruppo ciclico di cardinalita s finita, allora per
ogni divisore d di s esiste uno e un solo sottogruppo H di ordine d.

DIMOSTRAZIONE. Sia d un divisore di s, cioe esiste m € Z tale che s = m - d,
e consideriamo un generatore a di G.
Esistenza. Consideriamo ’elemento a™ ed il sottogruppo H generato da a™
(H =< a™ >). Dal Teorema 5.64 segue che:
S S

o(a™) = ) == d

m

Dunque H ¢ un sottogruppo di G di ordine d.

Unicita. Sia K < G di ordine d, e dimostriamo che K non puo essere che H =<
a™ >. Dalla proposizione 5.61 sappiamo che K, sottogruppo di un gruppo ciclico,
¢ ciclico. Sia k un generatore di K (ovvero o(k) = d), essendo a un generatore di
G deve esistere [ tale che k = a'. Sempre dal Teorema 5.64 sappiamo che:

. S
d=o(a) ™

Questo implica che (s,1) = m (perché abbiamo trovato che d e uguale ad s diviso
(s,1), ma anche ad s diviso m), ovvero [ & un multiplo di m. Dunque a' = (a™)? per
un certo t intero, ed a' appartiene ad H. Di conseguenza (Esercizio 5.62) K C H.
Essendo i due insiemi della stessa cardinalita, questo implica K = H. O

Corollario 5.70. Se G ¢ ciclico di ordine s finito, allora, per ogni divisore d
di s, esistono esattamente ¢(d) elementi di ordine d in G.

DiMOSTRAZIONE. Dal Teorema 5.69 sappiamo che esiste un solo sottogruppo
H (ciclico) di ordine d che contiene tutti gli elementi di ordine d. Infatti, se a di
ordine d non appartenesse ad H, il sottogruppo < a > avrebbe ordine d e sarebbe
diverso da H. Gli elementi di G di ordine d sono quindi i generatori di H, che dal
Teorema 5.68 applicato ad H, gruppo ciclico di ordine d, sappiamo essere ¢(d). O
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Concludiamo il paragrafo con alcuni risultati sui gruppi (Z/mZ*,-). Usando il
teorema di Ruffini (che dimostreremo solo nella parte relativa all’anello dei polinomi
a coefficienti in un campo (vedi Teorema 6.64), ma che spesso ¢ noto in quanto
presente nel programma delle scuole superiori) possiamo dimostrare che:

Teorema 5.71. Se p é primo allora (Z/pZ*,-) é ciclico.

DIMOSTRAZIONE. Dal Teorema 5.67 sappiamo che in Z/pZ* esiste un elemento
a di ordine h, con h uguale al minimo comun multiplo degli ordini di tutti gli
elementi di Z/pZ*. Quel che dobbiamo dimostrare (Proposizione 5.58) ¢ che h =
p — 1. Sicuramente, essendo |Z/pZ*| =p—1, h <p—1.

D’altra parte, essendo h un multiplo dell’ordine di qualsiasi elemento di Z/pZ*,
per ogni x in Z/pZ* si ha " = 1. Ovvero tutti gli elementi di Z/pZ* sono radici
di " — 1. Una conseguenza del teorema di Ruffini & che un polinomio di grado h
ha al piu h radici, da cui p — 1 < h. O

Osservazione 5.72. Abbiamo visto nell’Esercizio 5.54 che la condizione p
primo non & necessaria: Zg ¢ ciclico nonostante 6 non sia primo. D’altra parte
abbiamo visto anche (Esempio 5.59) che non tutti gli (Z/mZ*,-) sono ciclici.

Il Teorema 5.68 ci dice che se Z/mZ* ¢ ciclico allora ha ¢(¢(m)) generatori
distinti. Dalla dimostrazione del Teorema 5.68, emerge anche una caratterizzazione
dei generatori di un gruppo ciclico finito, a partire dalla conoscenza di un generatore.
Abbiamo visto infatti che, dato a generatore del gruppo (G, x) di cardinalita finita
s, tutti i generatori di G sono della forma a™ con n minore di s e primo con s. In
particolare, per gli Z/mZ* ciclici, se a & un generatore, allora lo sono tutti e soli gli
elementi di Z/mZ* della forma a™ con (n,¢(m)) = 1.

Ad esempio, nel caso di Z3 (che sappiamo essere ciclico dal Teorema 5.71), ci
sono ¢(P(7)) = ¢(6) = 2 generatori, e, trovatone uno che indichiamo con a, l'altro
sara a® (in quanto i k primi con ¢(7) = 6 sono 1 e 5).

Esercizio 5.73 (Teorema di Wilson). Dimostrare che se p é un primo, allora:
(p-D'=-1(p)

Svolgimento. Calcolare (p — 1)! modulo p, equivale a trovare I'elemento in Z/pZ*
uguale al prodotto di tutti gli elementi di Z/pZ* (moltiplichiamo infatti tutte le
classi di Z/pZ tranne quella nulla):

Osserviamo che, essendo Z/pZ* un gruppo, ogni elemento in Z/pZ* ha un
inverso. Dunque moltiplicando tra loro tutti gli elementi di Z/pZ*, tutti i prodotti
tra coppie di elementi che sono uno l'inverso dell’altro daranno [1],, e rimarranno
fuori solo quelli elementi [z], che coincidono con il proprio inverso in Z/pZ*. Quali
sono questi elementi? Sono gli [z], tali che [z?], = [1],, ovvero quelli di ordine
1 (in realta di ordine 1 vuol dire I'elemento neutro, che ¢ unico, in questo caso
[1]p), € quelli di ordine 2. Anche di ordine 2, essendo Z/pZ* ciclico, dal Corollario
5.70 sappiamo che ne esiste uno solo, ed ¢ facile provare che & [p — 1],, infatti
p—12 = p? — 2p + 1 che modulo p & proprio 1.

Riassumendo, se facciamo il prodotto di tutti gli elementi di Z/pZ*, troviamo
un prodotto di tanti [1], (le coppie di inversi, e I’elemento neutro) per [p — 1],,.
Dunque:

(p—Dl=p—-1(p)
Si conclude facilmente, osservando che p — 1 ¢ congruo a —1 modulo p.
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4. Gruppi quoziente, classi laterali e sottogruppi normali

Abbiamo visto nel capitolo 1 che dato un insieme A, una relazione di equiva-
lenza ~ su A induce una partizione dell’insieme in classi di equivalenza e abbiamo
definito I'insieme quoziente A/ ~, i cui elementi sono per I'appunto le classi di
equivalenza di A tramite ~.

Vogliamo capire se, nel caso di un gruppo (G, *) e di una relazione di equivalenza
~ su G, ¢ possibile indurre in G/ ~ un’operazione in modo che G/ ~ sia un
gruppo. Se ~ & compatibile con I'operazione * possiamo ben definire un’operazione
*., sull’insieme G/ ~. Nell'indicare la classe di un elemento = di G useremo qui
di seguito la notazione T (non faremo riferimento alla relazione ~ che in questo
momento ¢ una generica relazione di equivalenza compatibile con ).

Definizione 5.74. Dato un gruppo (G, *) e una relazione di equivalenza ~
compatibile con *, 'operazione *. definita su G/ ~ da

def.
T*L Y = T kY

¢ detta operazione indotta da x sul quoziente G/ ~.

Osservazione 5.75. 1l fatto che . sia ben definita, ovvero che %/ ~ sia un’ap-
plicazione da G/ ~ xG/ ~ in G/ ~ il cui risultato non dipende dai rappresentanti
della classe scelti, € appunto una conseguenza della compatibilita di % con ~.

Se ~ non fosse compatibile con *, allora esisterebbero a,b,¢,d € G cona ~ b e
¢~ d e a*cnon equivalente a b * d, cioe:

G Cc=a*c#bxd=bx_d
nonostante che la coppia (@,¢) in G/ ~ sia uguale alla coppia (b, d).

Mostriamo ora che dato un gruppo (G, *) e una relazione di equivalenza ~ compa-
tibile con x, definita operazione ., sul quoziente G/ ~, (G/ ~,*.) & a sua volta
un gruppo.

Proposizione 5.76. Se (G, x) & un gruppo e ~ una relazione di equivalenza
compatibile con *, allora (G/ ~,*.), con *. operazione indotta sull’insieme quo-
ziente G/ ~ da *, & un gruppo.

Se inoltre G ¢ abeliano allora anche G/ ~ lo é.

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che in (G/ ~, %) valgono le proprieta caratteriz-
zanti un gruppo:

e proprieta associativa: siano Z, 7,z € G/ ~ allora:

(T * ) *o = z*y*Nz\:/I(x*y)*z:
def. *~ def. *~
= rx(y*xz) = T Ny*z\:/_/x*w(y*,vz)
prop.ass.* def. *~ def. %~

e esistenza elemento neutro: consideriamo € allora per ogni T € G/ ~
si ha:




e esistenza dell’inverso di ogni elemento: dato * € G/ ~, I'elemento

=1 ¢ in G/ ~ in quanto G & un gruppo. Mostriamo che 2~ & proprio

zh

Txox ! = xzxxl=¢€
~—
def. *~
Osserviamo che nello stesso modo in cui abbiamo provato che la *., & associativa,
ovvero sfruttando la proprieta su #, si dimostra che se G ¢ abeliano anche G/ ~ lo

e. O

Definizione 5.77. Il gruppo (G, *..) & detto gruppo quoziente del gruppo
(G,%).

Esempio 5.78. (Z/mZ,+) & il gruppo quoziente di (Z,+) attraverso la rela-
zione di equivalenza definita dalla congruenza modulo m tra numeri interi.

Proprio questo esempio conosciuto ci permette di mostrare I'importanza di ve-
rificare che un’operazione su un insieme quoziente sia ben definita. Consideriamo
I'operazione # su Z definita da a * b = 2°T®. Supponiamo di passare al quoziente
tramite la congruenza modulo 8, e consideriamo (Zg, *=,). Data la classe di equi-
valenza [1]g, calcoliamo [1]s * [1]s. Se scegliamo come rappresentanti a = b = 1 si
ha che a * b = 22 = 4, mentre scegliendo come rappresentanti « = 1 e b = 9 si ha

a * b= 1024, che modulo 8 & congruo a 0. Ovvero *=, non ¢ ben definita in Zsg.

Notazione: d’ora innanzi per semplicita di notazione, quando non ci sia ambiguita,
indicheremo *., con * (a volte omettendo del tutto il simbolo di operazione). In
generale, dato un gruppo (G, ), un sottoinsieme A di G e un z € G, useremo la
notazione x A per indicare il sottoinsieme di G i cui elementi sono del tipo z * a al
variare di a in A.

Siano (G, *) un gruppo e H un sottogruppo di G, e definiamo una relazione binaria
su G nel modo seguente:

(4.1) Ve,ye G r~gyealycH

Esercizio 5.79. Verificare che effettivamente la relazione binaria definita dalla
4.1 ¢ di equivalenza.

Svolgimento. & ~y x in quanto z 'z =e € H.

Se x ~p y allora 'y € H. Percio, essendo H un sottogruppo di G, anche
(x7ly) "t =y lz € H, ciot y ~g .

Sex ~yg yey ~pg z allora 27y, 5y~
" lyylz =27z stain H, cioe x ~p 2.

12 € H. Quindi anche il loro prodotto

Fissato x € GG, cerchiamo di capire a cosa corrisponde la classe di equivalenza di z,
che indichiamo con xH:

tH={ycGlez~ygyl={yecGla"lyc Hy ={yc G3hc H 'y = h}
Definizione 5.80. La classe di equivalenza di x rispetto alla relazione ~ g
introdotta e chiamata classe laterale sinistra del sottogruppo H, e corrisponde

all’insieme:
xH = {xzhlh € H}
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A partire da un H < G si puo introdurre un’altra relazione su G definita da:
rpyesyr e H

Analogamente a quanto fatto in precedenza ¢ facile verificare che ~/; ¢ di equiva-
lenza su G.

Definizione 5.81. La classe di equivalenza di € G rispetto a ~;, detta
classe laterale destra del sottogruppo H, & data dall’insieme:

Hz = {hz|h € H}

Esercizio 5.82. Dimostrare che dato un gruppo (G,*) e H < G, per ogni x
in G, x € yH se e solo se tH = yH.

Svolgimento. x appartiene per ipotesi ad yH, e per definizione a xH (e appartiene
ad H che & sottogruppo, e x = e * x). Concludiamo osservando che, le classi
laterali sinistre (destre) di un sottogruppo H di un gruppo (G, %) sono di equivalenza
rispetto a ~p (~%;): ne segue che sono una partizione di G. Dunque due classi o
sono disgiunte, o coincidono.

Se (G,*) ¢ abeliano allora ~p e ~%; coincidono, ovvero coincidono classi laterali
destre e sinistre di un sottogruppo H. In generale, se (G, *) non & commutativo, le
relazioni ~pg e ~'; e le relative partizioni indotte su G sono differenti.

Esempio 5.83. Consideriamo (S(A), o), 'insieme delle bigezioni di un insieme
A, che sappiamo (Esercizio 5.13) non essere commutativo per |A| > 2.

Sia A = {1,2,3} e consideriamo il sottoinsieme H di S(A) che contiene I'iden-
titd, e la bigezione ¢ che scambia tra loro 1 e 2 e lascia fisso 3. E facile provare che
H & un sottogruppo di S(A) (provarlo per esercizio).

Consideriamo ¢ € S(A) che scambia tra loro il 2 e il 3 e lascia fisso 'l e
mostriamo che ¥ H (la classe laterale sinistra di ¢) & diversa da Hv (la classe
laterale destra di 1):

YH ={¢oid, po¢} Hy={idot),¢or}

Vogliamo dunque mostrare che ¥ o ¢ # ¢ o1, vediamolo confrontando ’azione sugli
elementi di A di 1 o ¢ con quella di ¢ o ¢:

6w v
17973 11~
6 v ¢
veory 23173 90V a3
6w v
373372 37397

Dunque, in generale, dato un gruppo (G,x*) e un sottogruppo H di G le classi
laterali destre e sinistre di H non coincidono.

Esercizio 5.84. Dimostrare che, dato un gruppo (G, x) e un sottogruppo H di
G, se le classi laterali sinistre e destre di H coincidono, allora per ogni x in G si
ha *H = Hzx.

Svolgimento. Supponiamo xH = Hy. Vogliamo provare che Hy = Hx. Basta
osservare che x appartiene sia ad Hy = ¢ H (x = xe) che ad Hx (xz = ex). Trat-
tandosi di classi di equivalenza, le due classi Hy e Hx o sono disgiunte o sono
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coincidenti, avendo x come elemento in comune le due classi Hy e Hx coincidono,
ovvero tH = Hux.

Proposizione 5.85. Dato un gruppo (G,*), un sottogruppo H di G, e consi-
derati gli insiemi (in generale distinti) G/ ~g e G/ ~'y, st ha:

G/~ =G/~ |

DiMoOSTRAZIONE. Consideriamo 'applicazione o tra i due insiemi che associa
alla classe laterale sinistra 2H la classe laterale destra Hz~!'. Dimostriamo che
o e ben definita sulle classi laterali sinistre e che & una applicazione bigettiva tra
I'insieme delle classi laterali sinistre e quello delle classi laterali destre.

o & ben definita sull’insieme G/ ~p delle classi laterali sinistre di H, infatti,
se tH = yH, allora  ~g y, ovvero 2~y € H. Essendo H un sottogruppo anche
(x7'y)"' = y~ 'z € H, dunque y~'x = h per un certo h € H e quindi y~*
hx~' € Hxz~'. Osservando che y~! appartiene ad Hy ! (in quanto y~! = ey~! ed
e sta in H, essendo H un sottogruppo) e sapendo che due classi di equivalenza o
sono coincidenti, o non hanno elementi in comune, si ha che Hz~! = Hy ™'

o ¢ surgettiva: per ogni classe laterale destra Hz si ha che o(z71H) = Hax.

Infine se Hz~! = Hy~! allora, per definizione 2~ 'y € H, ovvero y = xh per un
certo h € H, cioé y € xH e dunque (sempre per il fatto che due classi di equivalenza
o0 sono coincidenti o non hanno elementi in comune) yH = xH. ]

Quanto provato ci permette di introdurre la seguente definizione, senza specificare
classi laterali destre e sinistre:

Definizione 5.86. Dato un gruppo (G, %) e un sottogruppo H di G, il numero
delle classe laterali di H si chiama indice di H in G e si indica con [G : H].

Esempio 5.87. Consideriamo il gruppo additivo (Z,+) e i sottogruppi nZ e
H' = {0}, allora:

e [Z : nZ] = n. Le classi laterali destre e sinistre di nZ (coincidenti in
quanto (Z,+) ¢ abeliano) sono le classi di equivalenza modulo n.

e [Z: H'] = 4+00. Questo mostra come in generale non & detto che le classi
laterali di un sottogruppo siano finite.

e La generalizzazione del caso precedente ¢: dato il gruppo G, calcolare
I'indice del sottogruppo H = {e}. Tale indice & uguale a |G| in quanto
le classi laterali xH sono composte dal solo elemento z. In questo caso,
anche se G non ¢ abeliano, le classi Hx e xH coincidono.

Proposizione 5.88. Dato un gruppo (G,*), e un sottogruppo H di G, con-
sideriamo linsieme delle classi laterali sinistre G/ ~pg di H. Per ogni coppia di
classi laterali sinistre xH, yH in G/ ~g si ha |xH| = |yH| (analogamente per le
classi laterali destre).

DIMOSTRAZIONE. Il sottogruppo H & una classe laterale sinistra (e analoga-
mente anche destra): eH = {eh|h € H} = H.

Osservato quanto sopra, per ogni z in G costruiamo una bigezione f, da H
ad xH (lo stesso potremmo fare analogamente per qualsiasi classe laterale destra)
in questo modo: per ogni h in H, definiamo f,(h) come zh. f, & surgettiva per
definizione di zH, ed ¢ iniettiva in quanto, se f,(h) = f.(h’), ovvero zh = zh/,
allora, moltiplicando a sinistra per =!, si ha h = h’. Dunque, tutte le classi
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laterali sinistre (destre) sono in corrispondenza biunivoca con H e di conseguenza
hanno la stessa cardinalita |H]|. d

Teorema 5.89. Se (G,x*) ¢ un gruppo finito e H & un sottogruppo di G, si ha
che la cardinalita di G é uguale all’indice di H in G per la cardinalita di H:

Gl =[G : H] - |H]

DIMOSTRAZIONE. Le classi laterali sinistre (destre) di H formano una parti-
zione di G (cioé G & I'unione disgiunta di esse). Il numero di classi laterali sinistre
(destre) di H ¢ [G : H| e ogni classe laterale ha cardinalita uguale ad H, da questo
segue la tesi. O

Dal Teorema 5.89 seguono due risultati molto importanti sugli ordini dei sottogruppi
e degli elementi di un gruppo finito.

Teorema 5.90 (Teorema di Lagrange). Se (G,*) € un gruppo finito e H é un
sottogruppo di G, allora |H| divide |G].

Teorema 5.91. Sia g in (G,x*), con G gruppo finito, allora lordine di g divide
Gl

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il sottogruppo ciclico H generato da g, ossia
H =< g >. H ha esattamente o(g) elementi, dunque dal teorema di Lagrange si
ha che:
[H| = o(g) | G|

Esercizio 5.92. Risolvere se possibile la sequente congruenza esponenziale:

4% =3 (13)

Svolgimento. Procedendo per tentativi ci si dovrebbe accorgere che 42 = 16
3 (13). Quindi possiamo riscrivere la congruenza da risolvere come:

47 = 4% (13) «— 4°72=1(13)
~~
1€,
Ponendo y = © — 2 si ha 4¥ = 1 (13). Tale congruenza ¢ sicuramente risolubile
infatti, dal teorema di Fermat, sappiamo che 49(13) =1 (13).

Essendo 43 congruo a 12 (ovvero —1) modulo 13, si ha che 45 =1 (13) e 6 &
proprio l'ordine di 4 in Zj5. Dato quindi y intero, facciamo la divisione euclidea
tra y e 6, e scriviamo y = 6¢ + r con 0 < r < 6. Per ogni y intero, si puo dunque
riscrivere 4Y come segue:

4Y = 400+m — 46 T 4r =47 (13)
Y

La congruenza 4" = 1 (13) ¢ risolubile se e solo se r, che ¢ minore dell’ordine di 4
(6), ¢ uguale a 0.
Possiamo dunque concludere che:

4*=3(13)=4"?=1(13)r-2=0(06)=2=2(6)
L’insieme S delle soluzioni in Z della congruenza data ¢ dunque:
S={reZlzx=2+6k kelZ}
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In generale, dovendo risolvere a® = b (n), con (a,n) =1 (condizione necessaria
affinché [a],, appartenga al gruppo moltiplicativo (Z?,-)), cerchiamo ¢ tale che a® = b
e riscriviamo la congruenza iniziale come a®~* =1 (n). Cerchiamo inoltre ordine
di [a],, in Z%, ed effettuiamo la divisione euclidea tra « — ¢ e o([al,):

x—t=q-o(la]l,)+r 0<r<oa],)

(n), e:

a=1ner=02—t=0 (o(a,)) &z =t (o(la]n))

A questo punto a*~t = a”

Esercizio 5.93. Risolvere il sequente sistema di congruenze:

{ 27" = 82 (11)
br =4 (22)

Svolgimento. Innanzitutto discutiamo la risolubilita delle singole congruenze pre-
senti nel sistema. Dal teorema cinese del resto sappiamo che 5z = 4 (22) ¢
equivalente al sistema:

{5154(2) x=0(2)

5z =4 (11) Ny z=3(11)

riduzione coef ficienti
Per quanto riguarda la congruenza 2o’ = gv—2 (11), scrivendo 8 come 23, possiamo
scriverla: ) ,
27 = (23772 (11) & 2 310 =1 (11)
Dunque 2% — 3z + 6 deve essere congruo a 0 modulo lordine di 2 in Zj; (che
deve essere un divisore dell’ordine del gruppo, ovvero 10). Calcoliamoci dunque le
potenze di 2 candidate ad essere 'ordine di 2:

21 =2 (11) 22=4(11) 2°=-1(11)
Dunque 0(2) = 10 e la prima congruenza del sistema originario (quella esponenzia-
le), & equivalente alla seguente congruenza polinomiale:
2 =3z 4+6=0 (10)

A questo punto usiamo di nuovo il teorema cinese del resto per dire che questa
congruenza ¢ equivalente al sistema:

22 -32x+6=0(2) - 22 +2=0(2) - x(x+1)=0(2)

2?2 —324+6=0 (5) 2 4+2x+1=0 (5) (x+1)2=0 (5)
La prima delle due congruenze & sempre verificata (il prodotto di due numeri

consecutivi & sempre pari), la seconda & verificata per = =4 (5).
Il sistema originario € dunque equivalente a:

x=0(2)
x=3(11)
z=4(5)

Dal teorema cinese del resto sappiamo che questo sistema ha una unica soluzione
modulo 110, dunque trovando una soluzione particolare abbiamo terminato. Si puo
procedere risolvendo il sistema con una delle metodologie descritte precedentemen-
te, o si puo provare a cercare tra i numeri pari (z = 0 (2)), che sono maggiori di
3 rispetto ai multipli di 11 (2 = 3 (11)), quelli che sono maggiori di 4 rispetto ad
un multiplo di 5 (z = 4 (5)). Il primo numero intero che soddisfa le prime due
condizioni e 3, che non va bene perché ¢ congruo a 3 modulo 5. Il secondo numero
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intero che rispetta le due condizioni ¢ 14, che effettivamente ¢ congruo a 4 modulo 5.
Percio 14 ¢ una soluzione particolare del sistema, e tutte le soluzioni sono descritte
da:

z =14 (110)

Esercizio 5.94. Determinare i valori positivi dell’intero a per cui il sequente
sistema di congruenze é risolubile, e trovarne le soluzionsi.

a®=1(9
(4.2) { * =3 (1)2)

Svolgimento. Applicando il teorema cinese del resto, sappiamo che il sistema da
risolvere & equivalente a:

a®*=1(9) a* =1 (9)
2*=33) (¢ 2*=0(3)
x* = 3(4) x® = 3(4)

La seconda congruenza del sistema equivale a dire che 2%, e quindi « (visto che 3 ¢
primo), ¢ un multiplo di 3. Percid & equivalente a x =0 (3).

La terza congruenza non ha soluzioni se = & congruo ad 1 modulo 4 (perché le
potenze di 1 danno sempre 1), e se & pari (perché potenza di pari & pari, ed un
pari ridotto modulo un pari - come 4 - rimane pari). Dunque la terza congruenza
ha soluzione se e solo se © = 3 (4) ed a & dispari (perché o(3) in Zj & 2, dunque [3]4
elevato alla a con a pari ¢ uguale a [1]4, mentre [3]4 elevato alla a con a dispari &
uguale a [3]4).

Abbiamo dunque trovato finora che z* = 3 (12) & risolubile se e solo se a &
dispari, ed in tal caso ¢ equivalente al sistemas:

{x=0(3)

x=3(4)

Che ha soluzione = = 3 (12).
La prima congruenza ¢ risolvibile con a dispari se e solo se a ¢ congruo ad 1, a
5 0 a 7 modulo 9.

e Sea =1 (9) la prima congruenza & sempre verificata e percio, per a siffatti,
la soluzione del sistema 4.2 ¢ z = 3 (12).

e Se a =5 (9) la prima congruenza & 5312 = 1 (9). Ora, 5 ha ordine 6
in Z§ (provarlo), dunque la congruenza & equivalente a 3 + 12k = 0 (6)
che non e mai risolvibile. Dunque in questo caso, il sistema 4.2 non ha
soluzioni.

e Se a =7 (9), analogamente al caso precedente dobbiamo cercare l'ordine
di 7 in Z§. Provare che o(7) = 3. In questo caso 'equazione 3+ 12k = 0 (3)
¢ sempre verificata. Dunque, anche in questo caso, le soluzioni del sistema
4.2 sono = = 3 (12).

Riassumendo, il sistema ¢ risolvibile se e solo se a ¢ congruo ad 1 o 7 modulo 9, e,
in questi casi, I'insieme delle soluzioni intere ¢ dato dagli x tali che 2 = 3 (12). In
particolare le soluzioni positive sono del tipo 3 + 12t al variare di ¢ in N.

Osservazione 5.95. Dal Teorema 5.91 si puo ottenere come corollario il Teo-
rema di Eulero (4.125) gia dimostrato con metodi aritmetici. Infatti, considerando
il gruppo (Z/mZ*,-) di ordine ¢(m), si ha che ogni = in Z/mZ* ha ordine che
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divide ¢(m). Da questo segue che, per ogni z in Z/mZ*, z®(™) = 1, ovvero, per
ogni z € Z primo con m, %™ =1 (m).

Corollario 5.96. Se (G,x*) & un gruppo di ordine p primo, allora G ¢ ciclico.

DiMOSTRAZIONE. Un elemento g € G diverso dall’identita ha ordine diverso
da 1. Per il teorema di Lagrange o(g) deve dividere p, dunque non essendo 1 deve
essere p. Notiamo che in questo modo abbiamo anche dimostrato che il numero di
generatori di un gruppo di ordine un primo p & p — 1. U

Corollario 5.97. Per ognin € N\ {0} si ha:

Y o) =n

d|n

DIMOSTRAZIONE. Per ogni n € N\ {0} sappiamo che esiste un gruppo ciclico
(G,*) di ordine n (basta considerare ad esempio Z/nZ). Sia d un divisore di n
e consideriamo i sottoinsiemi Hy di G contenenti tutti e soli gli elementi di G di
ordine d. Il teorema di Lagrange ci assicura che:

G= L—Jd|n[:[d

Da questo, osservando che gli Hy son tutti disgiunti, segue che:

Gl =) |Hal

d|n

La tesi segue dal corollario 5.70 che ci dice che |Hy| = ¢(d). O

Per concludere questo paragrafo, studiamo per quali sottogruppi H di un gruppo
(G, ) le relazioni di equivalenza ~p e ~'; (che definiscono rispettivamente I'insieme
delle classi laterali sinistre e destre di H), sono compatibili con * e di conseguenza
inducono una struttura di gruppo sui rispettivi insiemi quoziente.

Consideriamo il caso delle classi laterali sinistre, I’eventuale operazione .
indotta da * sull’insieme quoziente sarebbe:

def.
xH . yH ="(x+xy)H

~p € compatibile rispetto a * se e solo se per ogni x,y,w, z tali che © ~g w e
Yy ~pg 2, si ha:
(xy)H = xHyH = wHzH = (wz)H

Ovvero se e solo se vale la seguente condizione:

sew tx e 27ty stanmo in H, allora (wz)~t(zy) sta in H

Questa condizione in generale non ¢ verificata per qualsiasi H < G. La seguente
proposizione infatti fornisce la condizione necessaria e sufficiente su H affinché sia
verificata la condizione trovata, ovvero affinché ~ p sia compatibile con 'operazione

di G.

Proposizione 5.98. Dato un gruppo (G,*) e un sottogruppo H di G, la re-
lazione di equivalenza ~pg € compatibile con x se e solo se per ogni x in G si ha
zH = Hzx.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che per ogni x € G si abbia tH = Hz, e mo-
striamo che vale la condizione voluta. Supponendo che (w™!z) e 271y stanno in

H, mostriamo che (wz)~!(zy) sta in H.

(w2)"Hay) =, 27H(w
prop.ass.

Dunque (wz)~!(zy) € 2~ Hy. Ora osserviamo che, per ipotesi z 'Hy = Hz 'y e
che 271y & un elemento di H, da cui la tesi.
Viceversa sia valida la condizione di compatibilita, e supponiamo che esista
z € G tale che Hz # zH. Questo significa che esiste h; € H tale che h1z ¢ zH.
Siano = why e y = zhy con hy € H (ovvero w™lzx € H e 271y € H): per la
condizione di compatibilita esiste hg € H tale che xy = wzhs. Osserviamo che:
why zho = wzhg < h1z = zh;;h;l

~—
z Yy

Questo contraddice U'ipotesi hiz ¢ zH. Dunque se vale la condizione di compatibi-
lita deve essere che Hx = zH, per ogni = € G. O

I sottogruppi H per cui ~ g ¢ compatibile con 'operazione del gruppo hanno dunque
un’importanza particolare in quanto permettono di indurre una struttura di gruppo
sull’insieme quoziente.

Definizione 5.99. I sottogruppi H di un gruppo (G, %) per cui, per ogni x in
G, si ha *H = Hux, si dicono sottogruppi normali di G. Indicheremo che H ¢ un
sottogruppo normale di G con la notazione H < G.

Esempio 5.100. Abbiamo gia osservato che in un gruppo abeliano (G, *) qual-
siasi sottogruppo H di G € normale. Nel caso in cui il gruppo G non sia abeliano
sicuramente il sottogruppo H = {e} ed il sottogruppo H = G sono normali.

Esercizio 5.101. Dato un gruppo (G,x), il centro Z(G) di G é un sottogruppo
normale di G, ed é abeliano.

Svolgimento. e € Z(QG), inoltre se x,y € Z(G), per ogni g € G si ha:

g(zy) = (gr)y = (z9)y =2(9y) = (zy)g

©€Z(G) yeZ(@)
ovvero xy € Z(G). Infine, se € Z(G) allora 271 € G, infatti, per ogni g € G si

ha:
grl=(eg ) = (g7 =2y
z€Z(G)
Il fatto che Z (@) sia normale, ovvero che ¢Z(G) = Z(G)g per ogni g € G, e che sia
abeliano sono conseguenze immediate della definizione di Z(G).

Esercizio 5.102. Un sottogruppo H di indice 2 di un gruppo (G, *), é normale.

Svolgimento. Se H ha indice 2, allora esistono due classi laterali sinistre di H, una
delle quali H stessa e altra xH, per un certo x in (G. D’altra parte esistono anche
due classi destre: una e ancora H, 'altra sara Hy per un certo y in G. Essendo G
I'unione disgiunta delle classi laterali sinistre (destre), si ha che xH = Hy. La tesi
segue dall’Esercizio 5.84.
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Definizione 5.103. Dato (G, ) gruppo e un sottogruppo normale H di G, il
gruppo G/H delle classi laterali? di H ¢ detto gruppo quoziente di G modulo
H.

Esercizio 5.104. Dimostrare che la classe laterale H é l’elemento neutro in

G/H.

Esempio 5.105. Consideriamo il gruppo abeliano (Z, +) e, fissato n € NT, il
sottogruppo H = nZ (che & normale perché sottogruppo in un gruppo commuta-
tivo). Il gruppo quoziente Z/nZ di Z modulo nZ & il gruppo additivo delle classi
modulo n. Infatti la classe di equivalenza di x € Z ¢ Uinsieme {x + nz|z € Z},
ovvero l'insieme di tutti i numeri interi che divisi per n hanno lo stesso resto di x.

Osservazione 5.106. Per verificare che un sottogruppo H di un gruppo G ¢
normale, dobbiamo provare che per ogni x € G si abbia tH = Hzx. Osserviamo
che 'uguaglianza *H = Hx ¢ insiemistica: ¢ meno forte della relazione xh = hx
Vh e H.

La condizione x H = Hx equivale a verificare due contenimenti:

e xH C Hx, ovvero per ogni h in H, esiste b’ in H tale che xh = h'x.
e Hx C xH, ovvero per ogni h in H, esiste A’ in H tale che hax = zh'.

Il seguente lemma ci dice che possiamo limitarci a provare uno dei due contenimenti,
I’altro ne & conseguenza.

Lemma 5.107. Se (G,x) é un gruppo e H un sottogruppo tale che per ogni
x € G si haxH C Hz, allora H ¢ normale. Analogamente se per ogni x € G si ha
Hx C xH, allora H ¢ normale.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni x € GG consideriamo 'applicazione ¢, che ad ogni y
di G associa yzr in G, e 'applicazione f, che ad ogni y di G associa zy in G.

Sappiamo per ipotesi che, per ogni z in G, xH C Hux, vogliamo dimostrare
che da questo segue l'inclusione inversa Hx C Hz, e dunque che zH ed Hz sono
uguali. Dallipotesi segue in particolare che z'H C Hx~! (z~! appartiene a G),
percio:

ez 'H)=2'"Hx C g, (Hz ") = Hr ‘a2 = H

Percio f,(x 'Hz) = Hx C f,(H) = zH. O

Vediamo una ulteriore caratterizzazione dei sottogruppi normali (utile anch’essa
come criterio per provare che un sottogruppo ¢ normale):

Proposizione 5.108. Un sottogruppo H di un gruppo G ¢ normale se e solo
se per ogni x € G e per ogni h € H, si ha che thx=' € H.

DIMOSTRAZIONE. Se H ¢ normale, per ogni z € G, zH = Hx che & equivalente
alla uguaglianza insiemistica xtHx~' = H. Questa significa che, per ogni h € H,
I’elemento zhz ™! & in H.

Viceversa, se per ogni * € G e per ogni h € H si ha zha~' € H, allora
xHz~' C H, ovvero zH C Hz. Dal Lemma 5.107 segue la tesi (che si puod enunciare
in termini insiemistici: per ogni x in G, xHx~! & contenuto in H). (|

2Non c’e piu bisogno di specificare classe laterale destra o sinistra visto che in questo caso
coincidono.
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Esercizio 5.109. Dimostrare che dato un gruppo (G,x*), se H < G allora, per
ogni g in G, gHg™" ¢ un sottogruppo di G.

Esercizio 5.110. Se H =< s1,...,8, > € un sottogruppo finitamente generato
di un gruppo (G,*) allora H < G se e solo se per ogni x € G e per ogni s; €
{s1,...,8n}, si ha che zs;z=* € H.

Esercizio 5.111. Sia (G,*) un gruppo, N un sottogruppo normale di G, H
un sottogruppo di G. Dire quali delle sequenti affermazioni sono vere giustificando
la risposta:

(1) NN H é un sottogruppo normale di H.
(2) NN H ¢ un sottogruppo normale di G.
(3) Se H ¢ normale, NN H ¢é un sottogruppo normale di G.

Svolgimento. Innanzitutto sappiamo che l'intersezione di due sottogruppi N, H di
G ¢ un sottogruppo di G, ed anche di N e di H.

(1) Per ogni # € NN H e per ogni h in H, si ha che hah~! & un elemento di
H. Infatti H, essendo un sottogruppo, € chiuso per I'operazione e h, x e
h~! sono tutti elementi di H. D’altra parte hah~! appartiene anche ad
N, in quanto x € N ed N ¢ normale in G. Dunque, con le ipotesi fatte e
per la Proposizione 5.108, si ha che N N H < G.

(2) Non & vero in generale che N N H & un sottogruppo normale di G. In-
fatti basta scegliere un gruppo G con un sottogruppo H non normale, e
considerare N = G.

(3) Se anche H & normale, per ogni g € G, si ha:

gHg ' CH e gNg'CN

Da cui si ha che g(N N H)g~! & contenuto sia in N che in H, ovvero in
N N H. Dunque, I'intersezioni di sue sottogruppi normali ¢ normale.

Esercizio 5.112. Provare che se H ¢ ['unico sottogruppo di ordine n di un
gruppo (G, %), allora H ¢ normale.

Svolgimento. Basta osservare che, per ogni ¢ in G, H ¢ gHg™' hanno la stessa
cardinalita n. Dall’Esercizio 5.109 sappiamo che gHg~! ¢ un sottogruppo di G.
Per ipotesi esiste un solo sottogruppo di ordine n, per cui H = gHg™ !, e dalla
Proposizione 5.108, segue che H & normale.

Esempio 5.113 (Il gruppo dei quaternioni). Sia @ = {+1,+i,+7j,+k} e in-
troduciamo su @ 'operazione di moltiplicazione tra gli elementi di @) definita dalla
seguente tabella:

T[1[i]4]j5]k][k
L1145 k[k
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E una facile verifica provare che (Q,-) & un gruppo. Tale gruppo ¢ detto gruppo
dei quaternioni: studiamone alcune proprieta.

Innanzitutto @ & un gruppo finito (ha 8 elementi) non abeliano: basta osservare
ad esempio che i-j # j-i. Determinando l'ordine degli elementi di @) troviamo che:

o(1) =1 o(=1) =2 o(i) = o(j) = o(k) = o(=1) = o(—j) = o(—k) = 4

Dunque @ non ¢ ciclico percheé non esiste nessun elemento di ordine 8.
A questo punto analizziamo, elencandoli, i sottogruppi di Q:

<1>={1} Q <-1>={1,-1}
<i>={%l,+i} <j>={xl,+j} <k>={£l, +k}

I sottogruppi < ¢ >,< j >, < k > hanno indice 2 e percio (Esercizio 5.102) sono
normali. I sottogruppi banali @ ed {1} sappiamo che sono normali (Esempio 5.100).
Anche il sottogruppo H =< —1 > & normale, essendo 'unico sottogruppo di @ di
ordine 2 (Esercizio 5.112).

() dunque ¢ un esempio di gruppo non abeliano con tutti i sottogruppi normali,
e con tutti i sottogruppi non banali ciclici.

Esercizio 5.114. Dato un gruppo (G, %), per ogni coppia x,y di elementi di G
consideriamo il sequente elemento di G detto commutatore di x,y:

[z, y] = zyz ™y~

Consideriamo inoltre il sottogruppo [G,G], detto sottogruppo dei commutatori
o derivato di G, generato dai commutatori di tutte le coppie di elementi di G:

G/ =< [x,y] >z,y6G

Dimostrare che:
(1) G'«G.
(2) G/G’ ¢ abeliano.
(3) Se H< G e G/H ¢ abeliano, allora G' < H, ovvero G/G" detto anche
abelianizzato di G ¢ il piu grande quoziente di G abeliano.

Svolgimento. Procediamo a dimostrare un punto alla volta.
(1) G’ & un sottogruppo per definizione. Per provare che G’, generato dai
commutatori, ¢ un sottogruppo normale di G basta provare (Esercizio
5.110) che il coniugato di ogni commutatore ¢ ancora un commutatore.
Per ogni z,y,9 € G, glz,ylg~" = gryz~'y~'g~", dunque:

1

glz,ylg™" = gz gyg g g gy g7 = [gzg gy

(2) Mostriamo che, per ogni x,y € G, si ha:
2GyG' = yG'2G’
—_——— S —
zyG’ yzr G’
Dobbiamo provare che yxr € xyG’, in questo modo le due classi laterali

xyG" e yxG' non sarebbero disgiunte, e quindi sarebbero la stessa classe
(ricordiamo che le classi laterali formano una partizione del gruppo).

yr = zyy oy = ayly ' a7l € ayG
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(3) G/H abeliano implica che, per ogni x,y in G, si ha:

1

zyH = yxH & :I:_ly_ xyH = Jc_ly_ly:rH

ovverolz~1,y1]|H = H e quindi, per ogni =,y € G, si ha che [z71,y71] €
H, ovvero G' < H.

5. Omomorfismi di gruppo

In questo paragrafo introduciamo l'idea di omomorfismo (nel caso specifico dei
gruppi). Tale concetto ¢ fondamentale in algebra: 1’omomorfismo infatti ¢ una
particolare applicazione che ha la proprieta di conservare la struttura algebrica.

Definizione 5.115. Siano (G, x) e (G',+’) gruppi. Una funzione f: G — G’
si dice un omomorfismo di gruppi se per ogni z,y in G si ha:
flaxy) = f(z)« f(y)
Esempio 5.116. Vediamo alcuni esempi di omomorfismi di gruppo®

e Sia (G,x) un gruppo su cui & definita una relazione di equivalenza ~
compatibile con *. La proiezione canonica 7, introdotta nell’Esempio 1.26,
& un omomorfismo (surgettivo) da (G, ) sul gruppo quoziente (questo
fatto segue dalla definizione di operazione indotta sul gruppo quoziente
che abbiamo dato).

Un caso particolare di proiezione canonica ¢ quella definita a partire
dalla relazione ~ g (con H <G, che va da G a G/H, e che associa ad ogni
x in G, la classe laterale xH. Se consideriamo il gruppo (Z,+), fissato
n intero positivo, la proiezione 7, che ad ogni a in Z associa [a], & un
omomorfismo surgettivo da Z in Z/nZ.

e Consideriamo i gruppi (R, +) ed (R*,-), fissato a in RT, la funzione f, da
(R, +) a (RT, ) definita da: per ogniz € R, f,(z) = a®, ¢ un omomorfismo
tra il gruppo additivo R ed il gruppo moltiplicativo R*. Infatti, per ogni
x,y in R:

flat+y)=a"" =a"a" = f(z) f(y)

Analogamente si puo dimostrare, con le stesse notazioni precedenti,
che l'applicazione g(x) = log,(x) ¢ un omomorfismo da (R*,-) ad (R, +).

e Mostriamo anche un esempio di applicazione che non ¢ un omomorfismo.
Consideriamo la funzione f dal gruppo (R, +) in se stesso, che ad ogni
di R associa l’elemento f(z) = x + 1. Tale f non & un omomorfismo di
gruppo in quanto f(x +y) = x +y+ 1 & diverso da f(x) + f(y), che &
(x+1)+ (y+1), ovvero z +y + 2

Esercizio 5.117. Siano (G, %), (H,o) e (T,-) gruppie f:G—H,g: H —T
omomorfismi di gruppo. Allora go f é un omomorfismo.

Svolgimento. go f ¢ una applicazione da G in T definita da

(go f)(x) = g(f(x))

Dobbiamo dimostrare che, per ogni z,y € G:
(gof)(xxy) =(gof)x)- (g0 f)(y)

3Laddove non ci sia ambiguita, nel seguito ometteremo il riferimento alla struttura di gruppo
e scriveremo omomorfismo.
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Essendo per ipotesi f e g omomorfismi, effettivamente si ha:

9(f@xy)) = 9(f(z)o fy)) = 9(f(@))-9(f(y) = (g0 f)(x) (g0 f)¥)

~—~

f omo. g omo.

Cominciamo ad osservare alcune proprieta interessanti degli omomorfismi di gruppi.

Teorema 5.118 (Proprieta degli omomorfismi). Se f é un omomorfismo di
gruppi da (G, *) a (G',+"), allora:
(1) f(e) =¢.
(2) Per ogni x in G si ha f(z=1) = f(z)~ L.
(3) Se x € G ha ordine finito n, allora f(x) ha ordine che divide n.

DIMOSTRAZIONE. Per definizione di elemento neutro e = e x e, percio:

fle)=flexe) = fle)+ fle)

def.omo.

Da cui, essendo (G’, *") un gruppo, e moltiplicando entrambi i membri per f(e)~!

si ottiene e’ = f(e).
Dal punto appena dimostrato abbiamo che:

¢ =fle)=flzxa™) = fl@)« fla™)

def.omo.

da cui, moltiplicando agli estremi della catena di uguaglianze per f(z)~!, si ottiene:

fl@)™t = fa™)
Abbiamo cioé dimostrato che I'inverso in G dell’immagine tramite ’omomorfismo
fdiz (f(z)™!) & uguale allimmagine tramite f dell'inverso in G di = (f(x™1)).
Infine, se n ¢ tale che 2™ = e, allora:
f@r = fa@) = fle=¢

~—~

def.omo. n ordine di x

Un’altra proprieta interessante degli omomorfismi, ¢ la seguente:

Proposizione 5.119. Un omomorfismo f: G — G’ con G ciclico é univoca-
mente determinato dal valore che f assume su un generatore di G.

DIMOSTRAZIONE. Sia g un generatore di G e f(g) = w € G'. Allora, per
definizione di generatore, per ogni h € G esiste t intero tale che h = g'. Essendo f
un omomorfismo si ha che f(g') = f(g)! = w'. O

Osservazione 5.120. Il teorema 5.119 ci dice ad esempio che per definire
un omomorfismo da (Z/mZ,+) in un gruppo G, basta definire 'immagine di un
generatore di Z/mZ, ovvero [1],, o una qualsiasi classe [a],, con a coprimo con m.

Esercizio 5.121. Datin,m interi maggiori di 1, quanti sono gli omomorfismi
distinti da Z/nZ a Z./mZ? Descriverli.

Svolgimento. Dalla Proposizione 5.119 sappiamo che, per definire un omorfismo f
da Z/nZ a Z/mZ, basta stabilire il valore di [al,, tale che f([1],,) = [a], (abbiamo
scelto [1],, perché sicuramente genera Z/nZ, ma avremmo potuto scegliere 'imma-
gine di una qualsiasi classe [g], con g tale che (g,n) = 1). Tuttavia il Teorema
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5.118 ci mette in guardia sul fatto che non ogni valore di [a],, in Z/mZ definisce
un omomorfismo, [al,, deve rispettare la seguente condizione:

o(lalm) = o(f([1]n))|o([t]n) = n

Per contare i possibili omomorfismi, dobbiamo quindi contare quante sono le classi
[a],, in Z/mZ che hanno ordine che divide n. Sono tutte e sole quelle per cui
nlaly, = [0]m, ovvero bisogna contare quante soluzioni ha in Z/mZ la congruenza
seguente (dove m,n sono dati e I'incognita ¢ a):

a-n=0 (m)

Dalla Proposizione 4.87 sappiamo che la precedente congruenza ¢ equivalente a:

= ()

Le soluzioni di questa congruenza in Z/mZ sono le classi [a],, con a multiplo di

( 5 Dunque abbiamo esattamente (m,n) soluzioni distinte:
m,n

ae {O,ﬁj(i...,((m,n) _I)L}

m,mn) (m,n)

Ogni soluzioni distinta [a],, identifica uno e un solo omomorfismo da Z/nZ a Z/mZ
descritto da f([1],,) = [a]m.

Proposizione 5.122. Dati n,m interi maggiori di 1 coprimi, esiste un So-
lo omomorfismo da Z/nZ a Z/mZ, quello descritto da f([1],,) = [0]n: ovvero
Pomomorfismo nullo che manda tutto Z/nZ in [0],y,.

Mostriamo ora come gli omomorfismi di gruppi conservano i sottogruppi.

Proposizione 5.123. Sia f : G — G’ un omomorfismo di gruppi e H un
sottogruppo di (G, *), allora f(H), limmagine di H tramite f, é un sottogruppo di
(G, +).

DIMOSTRAZIONE. f(H) non & vuoto, sappiamo ad esempio che ¢’ appartiene
a f(H). Mostriamo dunque che, per ogni z,y € f(H), I'elemento z ' y~! & ancora
in f(H) e dunque (Lemma 5.39) che f(H) & un sottogruppo di G’.

Per ipotesi esistono g,r € H controimmagini in G rispettivamente di x e y, cio¢
tali che f(g) =, f(r) = y. Essendo H un gruppo, anche r~! € H e di conseguenza
anche g x r~1 appartiene ad H, percio f(g*r~1) € f(H). Inoltre:

f(g*fl);f(g) « f(rh) = ' fr) Tt =axyT!
f omo teo. 5.118
O

Corollario 5.124. Sia f : G — G’ un omomorfismo e (G',*') generato da
un sottoinsieme S’. Allora f & surgettivo se e solo se S" C f(G).

DIMOSTRAZIONE. Se f & surgettivo f(G) = G’ e contiene 5.
Viceversa, se f(G) D S, allora f(G) & un sottogruppo di (G',*"). G’ &, per
definizione, il pitt piccolo sottogruppo contenente S’. Percid f(G) = G'. ]

Esercizio 5.125. Se f : G — G’ ¢ un omomorfismo di gruppi e H < G’
allora la controimmagine f~1(H) di H in G ¢ un sottogruppo di H.
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Abbiamo visto (Proposizione 5.123 ed Esercizio 5.125) che gli omomorfismi conser-
vano i sottogruppi in avanti e indietro (ovvero anche considerando le controimma-
gini). Mostriamo come per la qualitd di essere un sottogruppo normale le cose si
complichino.

Teorema 5.126. Se f : G — G’ ¢ un omomorfismo di gruppi e H < G,
allora f=*(H) ¢ un sottogruppo normale di G. Viceversa se T <IG in generale non
¢ vero che f(T) sia un sottogruppo normale di G'.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con S la controimmagine f~!(H) di H. Per ogni
x in G si ha che ogni elemento di Sz ™! sta in S, infatti:
_1 o -1 _ -1 _
f@Sz™") = f@)f(9)f(z™) = f)Hf(z)" = H
f omo. F(S)=H, Teo.5.118 HAG'

Dunque, dalla Proposizione 5.108 segue che S ¢ normale.
Viceversa, sia (G, x) un gruppo e T' < G non normale. Consideriamo 'identita

i da T a G che manda ogni ¢t € T in i(t) = ¢. E facile mostrare che i & un
omomorfismo di gruppi, inoltre 7' <1 T, ma, per come & stato scelto, i(T") = T non
& un sottogruppo normale di G. O

Abbiamo dunque visto che un omomorfismo preserva i sottogruppi, ma in generale
non il fatto di essere sottogruppi normali. Mostriamo adesso che, aggiungendo
I'ipotesi di surgettivita dell’omomorfismo, allora anche I'immagine di sottogruppi
normali & un sottogruppo normale.

Lemma 5.127. Se f : G — G’ & un omomorfismo surgettivo di gruppi e
H <G, allora f(H) < G'.

DIMOSTRAZIONE. La surgettivita di f ci dice che, per ogni t in G, esiste  in
G con f(x) =t. Dunque:

tf(H)t! f(H)

_ -1y _
= f(zHx™") =
f omo. HG
O

Abbiamo appena mostrato che, se un omomorfismo da (G, *) a (G, %) & surgettivo,
allora c¢’¢ corrispondenza biunivoca tra sottogruppi (normali) di G e sottogruppi
(normali) di G’. Oltre a proseguire nello studio delle proprieta degli omomorfismi
surgettivi e iniettivi, al fine di arrivare a considerare poi quelli bigettivi, siamo
interessati ad analizzare ancora piu da vicino la corrispondenza tra sottogruppi di
G e G, letta tramite un omomorfismo da G a G'.

Definizione 5.128. Dati due gruppi (G, *) e (G’,*’) e un omomorfismo f da
G in G', chiamiamo nucleo dell’omomorfismo f il seguente sottoinsieme di G:

Ker f={z € G|f(x) =€}
Proposizione 5.129. [l nucleo Ker f di un omomorfismo di gruppi f da
(G,*) in (G',«") & un sottogruppo normale di G.
DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato (Teorema 5.118) che Ker f non e
vuoto (e € Ker f). Per ogni z,y in Ker f, zy~! sta in Ker f, infatti:

flay™) = @y =
f omo. z,ye Ker f

N /
ee =e
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Dunque Ker f ¢ un sottogruppo di G.
Adesso mostriamo che, per ogni z € G e k € Ker f, si ha zkz~! € Ker f:

flake™) = J@fR @) = f@ef) " =¢

f omo. keKer f

Abbiamo dunque provato (Proposizione 5.108) che Ker f <1 G. a

Esercizio 5.130. Sia f un omomorfismo tra (Z,+) e (Z/mZ,+), allora Ker f
contiene mz.

Svolgimento. Basta mostrare che m appartiene a Ker f, infatti il sottogruppo
Ker f conterra necessariamente mZ (il pitt piccolo sottogruppo contenente m).

fm)=fQt...+1) = [m- f()m = [0n
m volte f omo.

Dato un omomorfismo di gruppi f da (G,x) in (G’,), il sottogruppo normale
Ker f di G ha un ruolo particolare nella descrizione della controimmagine di un
elemento ¢’ appartenente all’immagine di f.

Teorema 5.131. Sia f da (G,*) in (G',«") un omomorfismo di gruppi. Sia
g un elemento dell’immagine di f, allora l'insieme

g ={9€Glfl9) =4}
controimmagine di g’ tramite f & uguale ad una classe laterale di Ker f.

DIMOSTRAZIONE. Prima di dimostrare il teorema, osserviamo che non ¢ neces-
sario specificare classe laterale destra o sinistra nell’enunciato in quanto abbiamo
appena dimostrato che il Ker f & un sottogruppo normale di G. Indichiamo, per
semplicita di notazione, il Ker f con K.

L’insieme f~!(¢’) non & vuoto in quanto, per ipotesi, ¢ € f(G). Sia z €
f~1(g"), e consideriamo la classe laterale K. Per ogni a in f~1(g’) si ha:

=g ¥ g =f@)7 ¥ fla) = flaxa)

f omo.

Dunque 271 *a € K, ovvero a € zK e quindi f~1(¢") C zK.
Viceversa sia a € x K, allora esiste k in K tale che a = x x k, e:
fla) = flzxk) = f(x)« f(k)=g+¢e =g
f omo
Cioe a € f~(g'), che implica zK C f~!(¢'), e quindi la tesi. Osserviamo in
particolare che, se z € f~1(g'), allora f~'(g’) & uguale alla classe laterale K. 0O

Dal teorema 5.131 segue un importante risultato che caratterizza i sottogruppi
normali di un gruppo (G, %) come i nuclei di omomorfismi da G' ad un altro gruppo.

Teorema 5.132. [ sottogruppi normali di un gruppo (G,*) sono tutti e soli i
nuclei di omomorfismi di gruppo da G ad un altro gruppo (G',«").

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia dimostrato (Proposizione 5.129) che i nuclei di
omomorfismi che partono da G sono sottogruppi normali di G. Dobbiamo dunque
mostrare che, dato un sottogruppo normale H di G, esiste un omomorfismo che
parte da G di cui H ¢ il nucleo.
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L’idea & piuttosto naturale: consideriamo il gruppo quoziente G’ = G/H e la
proiezione canonica 7wy che ad ogni elemento x di G associa la classe laterale 2 H.
L’elemento neutro di G/H & la classe laterale H (Esercizio 5.104).

Kerrg={x € Glry(z)=H} ={x € GlxH =H}
Per concludere basta osservare che tH = H se e solo se x € H. O

Proposizione 5.133. Sia f : G — G’ un omomorfismo surgettivo di gruppi.
L’omomorfismo surgettivo f induce una corrispondenza biunivoca tra:

e sottogruppi di G che contengono Ker f,
e sottogruppi di G'.
Inoltre H <G < f(H) < G'.

DIMOSTRAZIONE. In generale (Proposizione 5.123), se H < G, allora f(H) ¢
sottogruppo di G’: ¢id ¢ in particolare vero per i sottogruppi H di G che conten-
gono Ker f. Inoltre (Teorema 5.126), se H' < G’, sappiamo che f~1(H') & un
sottogruppo di G. Osserviamo che tale sottogruppo contiene Ker f, infatti per
ogni k € Ker f, f(k) = ¢ & un elemento del sottogruppo H', dunque k € f~*(H").

Ora indicando con A e B rispettivamente 'insieme dei sottogruppi di G che
contengono Ker f e linsieme dei sottogruppi di G’, dobbiamo mostrare che la
restrizione di f ad un qualsiasi elemento di A ¢ bigettiva su un elemento di B.
Ovveroche f: HE€ A — f(H)€ Be f7' : H € B — f~Y(H') € A sono una
Iinversa dell’altra, ovvero che per ogni H € A e per ogni H' € B, si ha:

fHf(H) =H
fUHH)) = H

o FIH) = H.
Siaz € H, allora f(x) € f(H) e per definizione di insieme controimmagine
x € f~(f(H)), dunque H C f~1(f(H)).

Viceversa, sia z € f~1(f(H)). Questo significa che esiste h € H tale
che f(x) = f(h). Dall’osservazione alla fine del Teorema 5.131, sappiamo
che questo implica zKer f = hKer f, ovvero z € hKer f: cioe esiste
k € Ker f tale che x = h x k. D’altra parte h * £ € H in quanto, per
ipotesi, Ker f C H. Percio f~Y(f(H)) = H.

o F(F(HY) = A
Sia 2’ € f(f~1(H")), allora esiste y € f~1(H') tale che 2’ = f(y). Per
definizione di f~1(H'), f(y) € H' e quindi f(f~*(H')) C H'.

Viceversa se 2’ € H’, essendo f surgettivo, esiste € G tale che
f(x) =2'. x & un elemento di f~1(H') e quindi 2’ € f(f~*(H’)). Percid
PO ) =

O

Esempio 5.134. 7 : Z — Z/mZ & un omomorfismo surgettivo, che associa
ad ogni intero z la sua classe [z],, modulo m. Il nucleo di w & mZ, ovvero i multipli
di m. La Proposizione 5.133 ci dice che esiste una corrispondenza biunivoca tra i
sottogruppi di Z che contengono mZ e i sottogruppi di Z/mZ.

Sia H un sottogruppo di Z, dal Teorema 5.42 sappiamo che H ¢ della forma dZ,
e se contiene mZ deve essere (Esercizio 5.43) che d divide m. Dunque, dato d che
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divide m, la corrispondenza biunivoca descritta dalla Proposizione 5.133 associa al
m
sottogruppo dZ la sua immagine tramite 7: w(dZ) = dZ/mZ, che ha — elementi.

Ad esempio, se consideriamo 712, al sottogruppo 3Z di Z & associato il sotto-
gruppo mi2(3Z) = 37/127 di Z,2, che ¢ composto dai seguenti quattro elementi:
[0]12, [3]12, [6]12, [9]12-

Abbiamo osservato come il nucleo di un omomorfismo, oltre ad essere intima-
mente intrecciato con il concetto di sottogruppo normale, fornisce importanti in-
formazioni sulle controimmagini. Questo serve anche per discutere liniettivita
dell’lomomorfismo.

Teorema 5.135. Un omomorfismo [ da (G,x*) in (G',*") ¢ iniettivo se e solo
se Ker [ ={e}, dove e ¢ l’elemento neutro di G.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che f(e) = €', dunque se f & iniettivo nessun
elemento diverso da e pud avere come immagine €', ovvero Ker f = {e}.

Viceversa se Ker f = {e}, allora tutte le classi laterali di Ker f hanno un
elemento (Proposizione 5.88). D’altra parte, abbiamo appena dimostrato (Teorema
5.131) che gli insiemi controimmagine degli elementi di f(G) sono proprio classi
laterali di Ker f, dunque hanno un solo elemento. Questo significa proprio che f
¢ iniettiva. ]

Quanto appena dimostrato, nel caso di gruppi finiti, fornisce un ulteriore criterio
per determinare la iniettivitd di un omomorfismo, o per costruire omomorfismi
iniettivi.

Teorema 5.136. Un omomorfismo f : G — G’ con (G,*), (G',«") gruppi
finiti & iniettivo se e solo se per ogni x € G si ha che o(z) = o( f(x)).

DIMOSTRAZIONE. =) Supponiamo f iniettiva e che esista = con o(f(z)) = m
minore di n = o(x). Avremmo:
/ _ mo__ m
¢ = (@) =
o(f(z))=m f omo.
Ovvero z sarebbe un elemento di Ker f diverso da e. Assurdo per quanto di-
mostrato nel Teorema 5.135. Dunque deve essere o(x) = o(f(x)) per ogni z in
G.
<) Sia x un elemento di Ker f, allora f(x) = ¢’ ha ordine 1, dunque per ipotesi
x stesso deve avere ordine 1. Abbiamo dimostrato che x appartiene a Ker f se e
solo se ha ordine 1, ovvero che Ker f = {e}. O

Esercizio 5.137. Dati n,m interi maggiori di 1, quanti sono gli omomorfismi
indettivi da Z/nZ o Z/mZ? E quelli surgettivi?

Svolgimento. Nell’Esercizio 5.121 abbiamo mostrato che il numero di omomorfismi
da Z/nZ a Z/mZ & d = (m,n), e che sono descritti da f([1],) = [a] al variare di

a nell’insieme:
{O,ﬁ,zﬁ...,«m,n) _ 1>ﬁ}

Affinche 'omomorfismo f sia iniettivo, deve essere che f([1],,) abbia ordine n in
Z/mZ. Allora condizione necessaria per l'esistenza di un omomorfismo iniettivo &
che n divida m. Supponiamo che questa condizione sia verificata, cio¢ che esista
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k tale che m = nk, e cerchiamo di descrivere (e quindi anche contare) i possibili
omomorfismi iniettivi:

f(n) = lalm = [Me]m con 0 <A< n

Vogliamo che:
f([x}n) = [O}m And [x]n = [O]na
| Mex =0 (m) =0 (n).

Ma Akx = 0 (m) ¢ equivalente a Az = 0 (n) e quindi la condizione precedente puod
essere riscritta come segue:

=0 (n)exz=0(n).

Questa condizione e verificata quando A & invertibile in Z/nZ, ovvero quando
(A\,n) = 1. Quanti ce ne sono di questi A (e quindi di omomorfismi iniettivi)?
Lo sappiamo, sono ¢(n).
In conclusione:

e Se n divide m, esistono ¢(n) omomorfismi iniettivi da Z/nZ in Z/mZ,

definiti da:
m

F([n) = [=Alm

n
con A scelto tra gli invertibili in Z/nZ.
e Se n non divide m non ci sono omomorfismi iniettivi tra Z/nZ e Z/mZ.

Dal Corollario 5.124 sappiamo che f & surgettiva se e solo se f(Z/nZ) contiene un
generatore di Z/mZ. Deve quindi esistere [z, € Z/nZ tale che f([x],) = [9]m,
con (g, m)=1. D’altra parte, se uno [z],, siffatto esiste, sappiamo (Teorema 5.118)
che o([g]m), ovvero m, deve dividere o([x],. In particolare, condizione necessaria
affinché esistano omomorfismi surgettivi da Z/nZ a Z/mZ ¢ che m divida n (che ¢
un multiplo di o([g]m)).

Osserviamo che abbiamo trovato che le due condizioni necessarie per I'iniettivita
e la surgettivitd sono rispettivamente m|n e n|m, ciog, come sapevamo gia per
questioni di cardinalita, per la bigettivita condizione necessaria ¢ m = n.

Mostriamo come con la condizione m divide n rispettata, riusciamo a costruire
¢(m) omomorfismi surgettivi differenti. Infatti, la congruenza ax = ¢ (m) ha
soluzione se e solo se (a,m)|g, ma essendo (m,g) = 1 questo equivale a dire che
(a,m) = 1. Abbiamo dunque un omomorfismo surgettivo (definito da f([1],) =
[a]m) da Z/nZ in Z/mZ, per ogni scelta di [a],, con (a,m) = 1.

6. Teoremi di omomorfismo di gruppi

Dalla Proposizione 5.133 sappiamo che se f ¢ un omomorfismo surgettivo tra
(G,*) e (G',+") allora i sottogruppi (normali) di G e di G’ sono in corrispondenza
biunivoca. Dal Teorema 5.136 sappiamo che se f & iniettiva c’e corrispondenza
biunivoca tra elementi dello stesso ordine di G e G’. Dunque 'esistenza di un omo-
morfismo bigettivo (sia iniettivo che surgettivo) tra G' e G’ sembra essere partico-
larmente significativa (in pratica ci dice che G e G’ come gruppi sono indistinguibili,
se non per le etichette che usiamo per indicare i loro elementi e la loro operazione),
da meritare una terminologia ad hoc.
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Definizione 5.138. Un omomorfismo di gruppi iniettivo e surgettivo si dice
un isomorfismo di gruppi.
Due gruppi (G, *) e (G', ') si dicono isomorfi se esiste un isomorfismo tra essi.
Useremo la notazione G =2 G’ per indicare che G' e G’ sono isomorfi.

Esercizio 5.139. Se f ¢ un isomorfismo di gruppi da (G,*) a (G', ") allora
anche f~1: G' — G ¢ un isomorfismo.

Svolgimento. Essendo f bigettiva, f~! & definita ed & bigettiva. Dobbiamo quindi
provare che f~! & un omomorfismo di gruppi, ovvero che per ogni a,b € G’ si ha:

fHax"b)=f" a)« fH(b)
D’altra parte, per ogni a,b in G’, per l'ipotesi di bigettivita di f esistono z,y € G
tali che f(z) =a e f(y) = b, percio:
FNax b = (@) ) = f () = ry = £ a) 5 )
f omo.
Esercizio 5.140. Dimostrare che la relazione ® GRG' < G = G’ ¢ di equiva-
lenza.

Mostriamo come, a partire da un omomorfismo f tra due gruppi G e G’, si possa
costruire un unico omomorfismo iniettivo tra il gruppo quoziente G/Ker f e G'.

Teorema 5.141 (Primo teorema di omomorfismo per gruppi). Siano (G, *) e
(G',«") gruppi e f : G — G’ un omomorfismo di gruppi e sia K il nucleo di f.
Allora esiste un unico omomorfismo ¢ : G/K — G’ tale che f = ¢ omy, inoltre ¢
e iniettivo. ¢ € surgettivo se e solo se [ ¢ surgettivo.

DIMOSTRAZIONE. La situazione del teorema ¢ descritta dal seguente diagram-
ma (per dire che ¢ & tale che f = ¢ o mx si dice anche che commuta con il

diagramma):
G ! G
& %
G/K

Esistenza di ¢. L’enunciato del teorema ci dice che, per ogni 2K in G/ K, poniamo
¢(zK) uguale a f(z). Dobbiamo mostrare innanzitutto che ¢p(xK) = f(z) & una
buona definizione, cio¢ non dipende dalla scelta del rappresentante in zK: ovvero
se y appartiene anch’esso a K, vogliamo che ¢(yK) sia uguale a ¢p(xK), ovvero
f(y) deve essere uguale a f(y). Questo ci & assicurato dal Teorema 5.131.

A questo punto dobbiamo mostrare che ¢ ¢ un omomorfismo. Per ogni coppia
di classe laterali 2K, yK in G/K si ha:

S+ yK) = ¢((wxy)K) = flrxy) = @) fly) = oK)+ o(yK)
KaG def. ¢ f omo. def. ¢

Unicita di ¢. Abbiamo dimostrato che esiste un omomorfismo ¢ che rende il
diagramma commutativo, ovvero tale che f = ¢ ok, da questo segue che ¢ & unico
in quanto per ogni classe zK il valore di ¢(zK) & univocamente determinato da
o(zK) = f(2).

Iniettivita di ¢. Il nucleo di ¢ ¢ linsieme Ker ¢ = {xK € G/K|¢(zK) = €'}.
Osserviamo che ¢p(zK) = f(x) = €’ se e solo se z & un elemento di K (il nucleo di f),
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dunque se e solo se K = K. Abbiamo dunque dimostrato che Ker ¢ ¢ composto
dal solo elemento neutro (K) del gruppo quoziente G/K, e dunque liniettivita
segue dal Teorema 5.135.

¢ surgettivo se e solo se [ surgettivo. Basta osservare che f e ¢ hanno la
stessa immagine, dunque ¢ e surgettiva se e solo se f lo e. O

Dal Teorema 5.141 segue in particolare che:

Teorema 5.142. Se f: G — H e un omomorfismo di gruppi allora:
G/Ker [ = f(G)

Da quanto appena provato, e dal risultato del Teorema 5.132, segue che le possi-
bili immagini tramite omomorfismo di un gruppo (G, *) sono tutti e soli i gruppi
quoziente G/N, con N sottogruppo normale di G. Si possono percio studiare tut-
te le immagini omomorfe (ovvero ottenute tramite omomorfismo) di un gruppo
(G, *) senza uscire dal gruppo G stesso, studiando U'insieme G/N al variare di N
nell’insieme dei sottogruppi normali di G.

Corollario 5.143. Se f ¢é un omomorfismo surgettivo da (G,*) a (G',+') e
H < G tale che f(H) =G'" e Ker f C H allora H=G.

DiMOSTRAZIONE. Dal primo teorema di omomorfismo per gruppi sappiamo
che:
H/Ker f~ G' =G/Ker f
f(H)
Questo implica che H = G, ma sapendo che H < G si ha H = G. O

Il Teorema 5.141 ci dice che un omomorfismo di gruppi f : G — G’ con nucleo
K induce, in maniera unica, un omomorfismo iniettivo ¢ da G/K in G’ tale che
f = ¢omg. Cichiediamo se lo stesso vale per un qualsiasi sottogruppo normale
H di G (non necessariamente K), ovvero se si puod trovare un omomorfismo ¢ da
G/H in G’ che commuti con il seguente diagramma:

e ! e
A
G/H

Per poter ben definire ¢ in modo tale che f = ¢ o my deve essere che, se tH = yH,
allora ¢(xH) = ¢(yH), ovvero f(x) = f(y). Affinché f(x) = f(y) = g, deve essere
(Teorema 5.131) che x e y stanno nella stessa classe laterale di K (zK = yK),
dunque ¢ ¢ ben definita se e solo se, per ogni z,y € G, tH = yH implica x K = yK.

Per definizione della relazione di equivalenza che definisce le classi laterali,
questa condizione ¢ equivalente al fatto che, per ogni x,y in G si abbia che zy~! € H
implica zy~! € K. Questo accade se e solo se H C K. Abbiamo dunque provato
che:

Proposizione 5.144. Dato un omomorfismo di gruppi f : G — G’ e un
sottogruppo normale H di G, é possibile definire (univocamente) un omomorfismo
¢ da G/H in G’ tale che f = ¢pomy se e solo se HC Ker f.

Osservazione 5.145. Osserviamo che, in generale, 'omomorfismo ¢ da G/H
a G’ della Proposizione 5.144 non ¢ iniettivo.
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Teorema 5.146 (Secondo teorema di isomorfismo per gruppi). Siano (G, )
un gruppo, H <G, K <G ¢ K C H. Allora:

G/H = (G/K)/(H/K)

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo innanzitutto che tutti i quozienti sono ben defi-
niti: le proiezioni canoniche sono surgettive e tutti i denominatori sono sottogruppi
normali. Infatti, dal Lemma 5.127 segue che, se H <G, allora 7 (H) = H/K & un
sottogruppo normale di G/K.

Consideriamo la proiezione mgy di G in G/H. Per ipotesi K C H che ¢ il nucleo
di g percio, per il primo teorema di omomorfismo, & definito un omomorfismo
surgettivo (in quanto ha la stessa immagine di 7y che lo ¢) f da G/K a G/H che
commuta con il seguente diagramma:

Il nucleo di f sono le classi laterali K di K tali che f(xK) = H. Sapendo che il
diagramma commuta, abbiamo che f(zK) = f(nk(x)) = my(x) = xH: ovvero il
nucleo di f sono le classi K con z € G tale che xtH = H, ovvero z € H. Il nucleo
di f & dunque H/K.

Sempre dal primo teorema di omomorfismo segue che possiamo definire un
omomorfismo iniettivo ¢, in modo tale che il seguente diagramma commuti:

(G/K)/(H/K)
Essendo f surgettivo, ¢ & un isomorfismo tra G/H = (G/K)/(H/K). O

Il fatto che i gruppi isomorfi abbiano caratteristiche algebriche in comune ci spinge
a cercare di classificare i gruppi e a descrivere le classi di equivalenza rispetto a 2.
Iniziamo con il teorema di Cayley, il quale evidenzia il ruolo del gruppo S(G) delle
bigezioni di un gruppo G in se stesso?, mostrando come ogni gruppo G sia isomorfo
ad un sottogruppo di S(G).

Teorema 5.147 (Teorema di Cayley). Sia (G, *) un gruppo. Esiste un omo-
morfismo iniettivo ¢ da G a S(G).

DIMOSTRAZIONE. Per prima cosa osserviamo che dalla tesi del teorema di
Cayley segue che 1 ¢ un isomorfismo tra G ed il sottogruppo ¥(G) di S(G).

Dato g in G, denotiamo con o, 'applicazione da G in G che ad ogni h associa
I’elemento g+ h. Consideriamo I'applicazione 1 che ad ogni elemento g di G associa
lapplicazione o4. Per avere la tesi del teorema dobbiamo dimostrare due fatti

4Gruppo che abbiamo introdotto nell’Esercizio 5.13, e su cui torneremo, nel caso di G finito,
in una apposita sezione alla fine del capitolo.
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distinti: che o4 appartiene a S(G), e che v, a questo punto potremo dire da G a
S(G), & un omomorfismo iniettivo.
e Mostriamo che o4 ¢ un elemento di S(G), ovvero ¢ una applicazione
bigettiva.
Per ogni h,tin G, 04(h) = 04(t) se e solo se gxh = g*t. Per la legge
di cancellazione (Proposizione 5.26) si ha che h = t, ovvero o, ¢ iniettiva.
Per ogni h in G, si ha che g~ *h & un elemento di G, e o,(g~**h) = h.
Dunque o4 ¢ surgettiva.
e Mostriamo che 1 ¢ un omomorfismo iniettivo.
Vogliamo innanzitutto mostrare che per ogni g,k in G, si ha:

Plg*h) =¥(g)oy(h)
—_——  —

Ogxh gg00n

Per far questo mostriamo che i due elementi di S(G) coincidono per ogni
elemento t di G e dunque sono la stessa funzione. Si ha infatti:

0gsh(t) = (g h)xt = g* (hxt) = gxon(t) = og(on(t))
Ci rimane da dimostrare che v & iniettivo. Per ogni g,h in G, se

¥(g) = ¥(h), ovvero o, = oy, allora in particolare il loro valore in e
(lelemento neutro) coincide e dunque:

g=gxe=og4(e) =op(e) =hxe=h
g

Il teorema di Cayley evidenzia che qualsiasi gruppo puo essere considerato come un
particolare gruppo di permutazioni.

Cominciamo ora ad analizzare altri teoremi di isomorfismo rispetto a gruppi
con specifiche caratteristiche, partendo dal caso dei gruppi ciclici.

Teorema 5.148 (Classificazione dei gruppi ciclici). Sia (G,*) un gruppo ci-
clico.
e Se G ¢ infinito allora (G,*) = (Z,+),
o Se G ¢ finito di cardinalita m allora (G, *) = (Z/mZ,+).

DIMOSTRAZIONE. Sia x un generatore di GG. Consideriamo la funzione f da Z
in G definita da f(z) = 2*. f & un omomorfismo di gruppi, infatti per ogni a,b in
Z:

fla+b) =2 =a 2’ = f(a) * f(b)
Inoltre f ¢ surgettivo perché per ipotesi G' ¢ composto dalle potenze intere di x,
che costituiscono esattamente 'immagine di f.

Per il primo teorema di omomorfismo per gruppi, esiste un isomorfismo ¢ che

commuta con il seguente diagramma:
f
Z G

Wk\ /

Z/Ker f

Dunque G & isomorfo a Z/Ker f, con Ker f sottogruppo di Z. Dal Teorema 5.42
sappiamo che i sottogruppi di Z sono tutti e soli del tipo nZ (con n in N), quindi
possiamo distinguere due casi per Ker f:
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e Se Ker f = {0}, allora Z/{0} =2 Z (piu in generale G/{e} = G) e quindi
7Z=G.
e Se Ker f =mZ con m # 0, allora I'insieme delle classi laterali di Ker f
e Z/mZ, quindi Z/mZ = G.
O

Abbiamo mostrato (Teorema 5.69) che, se G & un gruppo ciclico finito, per ogni
divisore d dell’ordine di G esiste un sottogruppo di ordine d. Vogliamo adesso
studiare il caso piu generale di un gruppo abeliano finito ma non necessariamente
ciclico.

Teorema 5.149 (Teorema di Cauchy per gruppi abeliani). Sia (G, *) un grup-
po abeliano finito di ordine n > 1. Sia p un primo che divide n, allora esiste x € G
tale che o(x) = p.

DIMOSTRAZIONE. Sia n = p-m, procediamo per induzione su m.
Passo base. Se m = 1, allora G ha ordine p, quindi (Corollario 5.96) G ¢ ciclico e
qualsiasi elemento di G diverso dall’identita ha ordine p.
Passo induttivo. Supponiamo la tesi vera per ogni gruppo G di ordine p-m’ con
m’ < m e dimostriamo che questo implica la tesi per i gruppi G di ordine p - m.
Siay € G, y # e e consideriamo il sottogruppo ciclico generatoda y: H =< y >.
H <G in quanto G ¢ abeliano (e quindi ogni suo sottogruppo & normale), e (Teorema
5.89) |G| = |H|-|G/H|. Per ipotesi p primo divide |G|, quindi p deve dividere almeno
uno tra |H| e |G/H|. Analizziamo i due casi separatamente.
(1) Se p divide |H| allora abbiamo due possibilita: [H| = p-m e allora G =
H =< y > ¢ ciclico e quindi dal Teorema 5.69 segue la tesi. Oppure
|H| = p-m' con m’ < m e dunque, per ipotesi induttiva, esiste x in H
con o(z) = p. Essendo H < G, z ¢ in particolare un elemento di G.
(2) Se p divide |G/H| allora |G/H| = p-m/ < p-m, in quanto H contiene
almeno due elementi y ed e. Per ipotesi induttiva esiste zH € G/H
tale che o(zH) = p. Consideriamo allora la proiezione 7y da G in G/H
che manda ogni x di G nella classe laterale xH. Essendo la proiezione
canonica 7y un omomorfismo (vedi Esempio 5.116) per la terza proprieta
del Teorema 5.118 si ha che l'ordine di zH (ovvero p) divide l'ordine di
z. Cioe esiste k tale che o(z) = p- k. Come nel caso precedente questo
implica o che G & ciclico o, per ipotesi induttiva, che in < z > esiste un
elemento di ordine p.

O

Corollario 5.150. Sia (G,*) un gruppo abeliano finito di ordine n > 1. Sia p
un primo che divide n, allora esiste H < G tale che |H| = p.

DiMOSTRAZIONE. Il teorema di Cauchy ci assicura l'esistenza in G di z di
ordine p. Allora basta considerare H =< x >. O

Teorema 5.151 (Teorema di Sylow per gruppi abeliani). Sia (G, *) un gruppo
abeliano finito di ordine n > 1. Sia p un primo tale che: p™ divide n, ma p™*!
non divide n, allora esiste H < G con |H| = p™.

DIMOSTRAZIONE. Il teorema e banalmente vero se m = 0 in quanto il sotto-
gruppo H = {e} ha un elemento come richiesto.
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Se m # 0 per ipotesi p™, e dunque anche p, divide n. Dal teorema di Cauchy
segue che esiste un elemento x € G di ordine p. Consideriamo il seguente insieme:

H={geG3teZ g =e}

E facile mostrare che H < @, inoltre |H| > 1 in quanto e e z sono elementi di H.
Dimostriamo che |H| = p™. Supponiamo per assurdo che un primo ¢ diverso da
p divida |H], il teorema di Cauchy ci dice che esiste un elemento h € H di ordine
q. Tale elemento dunque verifica h? = e, inoltre, per definizione di H, esiste r € Z
con h?" = e. Essendo ¢ e p” coprimi, esistono a e b interi tali che a- ¢+ b - p" = 1.
Dunque:

h=h&aHOPT = prd 0P — e e =¢

Questo ¢ assurdo in quanto h ha ordine ¢ > 1. Dunque |H| = p’, ci rimane da
dimostrare che t = m. Supponiamo per assurdo che ¢ sia minore di m e consideriamo
il gruppo abeliano G/H, il Teorema 5.89 ci dice che:

cl =G H]-|H]

Ovvero: <l

G/H]| K
Dunque p divide |G/H]| e, sempre per il teorema di Cauchy, questo implica che
esiste un elemento xH di G/H che ha ordine p, ovvero (xH)P? = H. Questo significa
(siamo in un gruppo abeliano) che 2P H = H, cioé che 2P € H. Da questo segue,
per definizione di H, che x € H ovvero che xtH = H. Assurdo perché xH doveva
avere ordine p > 1 in G/H. Dunque deve essere t = m ovvero |H| = p™. O

Definizione 5.152. Sia G un gruppo finito di ordine p™ -k con k non divisibile
per p (dunque p™ & la massima potenza di p che divide G). Un sottogruppo H di
G di ordine p” si dice p-sottogruppo di Sylow di G.

A seguito della definizione appena introdotta possiamo ri-enunciare il teorema di
Sylow come segue:

Teorema 5.153 (Teorema di Sylow per gruppi abeliani). Per ogni p che divide
Vordine di un gruppo abeliano finito (G, x*), esiste un p-sottogruppo di Sylow di G.

7. Teorema di struttura per gruppi abeliani finiti

In questo paragrafo andiamo alla ricerca delle proprieta strutturali dei gruppi
abeliani finiti. Dopo aver introdotto la nozione di prodotto diretto di gruppi, di-
mostreremo il teorema di struttura dei gruppi abeliani finiti: ogni gruppo abeliano
finito ¢ isomorfo ad un prodotto diretto di gruppi ciclici.

Siano (G1,*1), (G2, *2) gruppi, ci chiediamo se sia possibile indurre una strut-
tura di gruppo sul prodotto cartesiano G = G; X G,. La risposta e affermativa e
un modo e quello di definire su G I'operazione * indotta da *1, *, componente per
componente, come segue:

def.
V(z1,22), (Y1,92) € G (21,22) * (y1,Y2) "= (21 %1 Y1, T2 *2 Y2)
E facile mostrare che (G, %) cosi definiti formano un gruppo il cui elemento neutro
& e = (e1,ez), e per ogni (z1,22) € G Vinverso & dato da (z7 ', 25 ").
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Definizione 5.154. Dati (G1, *1), (G2, *2), il gruppo (G1 X Ga, %) con * indotta
da x1, *9 ¢ detto gruppo prodotto diretto dei gruppi G; e Gs.

Esercizio 5.155. Dimostrare che G = G1 X Go €& abeliano se e solo se G e
G5 sono abeliani.

Osservazione 5.156. La costruzione del prodotto diretto di due gruppi e
replicabile nel caso di n gruppi, e si puo quindi generalizzare la Definizione 5.154
al prodotto diretto di n gruppi.

Se gli n G; di cui si fa il prodotto diretto sono finiti di cardinalita ¢;, allora
il gruppo prodotto diretto dei G; (essendo 'insieme di tutte le n-uple ordinate di
elementi appartenenti ai G;) avra ordine []"_, ¢;.

Essendo il prodotto diretto definito componente per componente, le proprieta di
questo gruppo derivano dalle proprieta di gruppo dei singoli fattori. Ad esempio,
per quanto riguarda ’ordine di un elemento del prodotto diretto di gruppi finiti, si
ha il seguente risultato:

Teorema 5.157. Sia G = G X ... X Gy, il prodotto diretto di gruppi fini-
ti. L’ordine di un elemento T = (x1,...,2,) € G ¢ il minimo comun multiplo k
dell’ordine dei singoli x; nei rispettivi gruppi:

o() =k =[o(x1),...,0(xy)]

DIMOSTRAZIONE. Per ipotesi, per ogni ¢ esiste ¢; intero con o(x;) - t; = k.
Mostriamo innanzitutto che ¥ = e, e di conseguenza che o(Z) divide k:

(1, wn)f = (@, ak) = (@), (@) = e
Viceversa, per definizione di ordine, si ha:
e=1°" = (xf(i), L a2@)
Da cui segue che, per ogni 7, o(z;)|o(Z), quindi o(Z) & un multiplo comune degli
o(z;), e percid & un multiplo del loro minimo comun multiplo k. O

Esercizio 5.158. Contare il numero di sottogruppi non banali del prodotto
diretto G = Z/pZ x 7/pZ, con p primo.

Svolgimento. G & un gruppo per la addizione definita componente per componente,
di ordine p?: dunque i sottogruppi non banali di G’ hanno ordine p.
Dal Teorema 5.157 sappiamo che, per ogni ([a]p, [b],) in G, vale:

_ _ § pse([aly, [blp) # ([0]p, 0])
o(([alp, [b]p)) = lord([alp), ord([b],)] = { 1 se ([alp, [b],) = (0], [0],)
Ci sono quindi p? — 1 elementi di ordine p ed un elemento di ordine 1. Siano
ora Hi, Hy sottogruppi non banali di G, dunque di ordine p. Consideriamo il
sottogruppo H = H1NHs. H ha p elementi se e solo se H; = Ho, altrimenti |[H| = 1.
Quindi ogni sottogruppo non banale di G ha p — 1 elementi caratteristici, ovvero
che non stanno in nessun altro sottogruppo non banale di G. Abbiamo quindi che
il numero di sottogruppi non banali distinti di G ¢ uguale a:

n.elementi di ordine p _ p? —1

: — : = =p+1L
n.elementi caratteristici per ogni sottogruppo p—1 P

Ed il numero totale di sottogruppi (inclusi G stesso ed {e}) & dunque p + 3.
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Teorema 5.159 (Teorema cinese - terza forma). Siano m,n interi maggiori
di 1, Z/mnZ = Z/mZ x Z/nZ se e solo se (m,n) = 1.

DIMOSTRAZIONE. <) Se (m,n) = 1 allora il Teorema 4.109 (teorema cinese -
seconda forma) definisce Papplicazione bigettiva ¢([a}mn) = ([a]m, [a]n) da Z/mnZ
a Z/mZ x Z/nZ. Resta da dimostrare che ¢ & un omomorfismo, ovvero che per
ogni [a]mn, [blmn In Z/mnZ, si ha:

¢([amn + [blmn) = d([almn) + ¢([b]mn)

La verifica ¢ un facile esercizio.

=) Viceversa se m e n non sono primi tra loro allora (Z/mnZ,+) e (Z/mZ x
Z/nZ,+) non possono essere isomorfi. Z/mnZ & ciclico (generato da una qualsiasi
classe [a]mn con [a]my primo con m-n) mentre, dal Teorema 5.157 segue che Z/mZ x
Z/nZ non lo &. Infatti sia ([a]ym, [b]n) € Z/mZ x Z/nZ allora Vordine di ([a], [b],)
¢ il minimo comun multiplo tra l'ordine di [a],, in Z/mZ e Pordine di [b],, in Z/nZ
e quindi ¢ al pit o([al,,) - o([b]n) (se o([a]m) e o([b],) sono coprimi). Non essendo
m e n coprimi ordine di un qualsiasi ([a]m, [b],) € dunque sempre strettamente
minore di m - n, ovvero Z/mZ x 7Z/nZ non & ciclico. d

Esercizio 5.160. Dimostrare che, per ogni m e n interi maggiori di 1:
(Z/mZ x Z/nZ)* =7/mZ* X Z/nZ"

Svolgimento. In questo caso non vogliamo dimostrare un isomorfismo, ma l'ugua-
glianza tra i due insiemi. Stiamo cioe dicendo che il sottoinsieme (Z/mZ x Z/n7)*
degli invertibili del gruppo prodotto diretto Z/mZ x Z/nZ & uguale al prodotto
diretto tra il gruppo Z/mZ* degli invertibili di Z/mZ e il gruppo Z/nZ* degli
invertibili di Z/nZ.

Sia ([a]m, [b]n) € Z/mZ x Z/nZ. Per definizione ([a].,, [b],) ¢ invertibile (cioe
appartiene a (Z/mZ x Z/nZ)+) se e solo se esistono ([c|m, [d],) in Z/mZ x Z/nZ
tali che ([a]m, [b]n) - ([lms [d]n) = ([1]m, [1]n). Questo & possibile se e solo se [a], €
invertibile in Z/mZ e [b],, ¢ invertibile in Z/nZ, ovvero ([al,, [b],) € Z/mZ* X Z/nZ"

Osservazione 5.161. Dal Teorema 5.159 sappiamo che, se (m,n) = 1, Z/mnZ
¢ isomorfo a Z/mZ x Z/nZ. Per le proprieta degli isomorfismi questo implica
(provarlo per esercizio) che gli invertibili moltiplicativi dei due gruppi sono isomorfi,
cioe:

Z/mnZ" = (Z/mZ x Z/nZ)*
Dall’'uguaglianza provata nell’Esercizio 5.160, segue dunque che:
Z/mnZ" = Z/mZ* x Z/nZ"

Osserviamo che, essendo i due gruppi finiti Z/mnZ* e Z/mZ* x Z/nZ" isomorfi
(e dunque in particolare con la stessa cardinalita, perché esiste una bigezione tra i
due), abbiamo come corollario immediato un risultato che abbiamo gia dimostrato
in maniera molto piu laboriosa, ovvero che:

p(m-n) =¢(m) - ¢(n)

Esercizio 5.162. Dimostrare che se q, p sono primi distinti diversi da 2, allora
Zy,, mon é ciclico.
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Svolgimento. Essendo p e ¢ primi distinti, Z;, ha ¢(p)é(q) = (p—1)(g—1) elementi.
Draltra parte Z,, ¢ isomorfo a Z; x Z;, dunque Z;, ¢ ciclico se e solo se lo ¢
75 x Zy. Concludiamo mostrando che nessun elemento ([al,, [b],) € Z; x Z} ha
ordine (p —1)(¢ — 1).

Sappiamo che ([a],, [b],) ha ordine in Zj; x Z; uguale al minimo comun multiplo
tra l'ordine di [a], in Z; (< p—1in quanto p — 1 & 'ordine di Zj) e 'ordine di [b],
in Zj (€ ¢—11in quanto g — 1 & 'ordine di ZZ). Tale minimo comun multiplo, con
le condizioni scritte tra parentesi, non sara mai uguale a (p — 1)(¢ — 1), in quanto
p—1e g—1 sono entrambi pari, e dunque non primi tra loro.

Abbiamo visto, dalla terza forma del teorema cinese, a quali prodotti diretti gli
Z,, siano isomorfi. A questo punto siamo interessati a studiare il caso generale,
per capire se, e quando, un gruppo G ¢ isomorfo ad un prodotto diretto di suoi
sottogruppi normali.

Lemma 5.163. Dati H, K sottogruppi normali di un gruppo (G,*) con H N
K ={e}, per ogni h € H e per ogni k € K, si ha hk = kh.
DIMOSTRAZIONE. La tesi ¢ equivalente a dimostrare che hkh~'k~! = e.
(hkh ")kl e K
———
—17.-1 _ €K —17,—1
hkh™ "k = h(kh—'k"1) € H — hkh k" e HNK
prop.ass. ———
€H

O

Esercizio 5.164. Siano H,K due sottogruppi finiti di un gruppo (G,x*) e
consideriamo l’insieme:

HK ={hklh € H, k € K}

Dimostrare che se H e K sono sottogruppi normali di G, allora HK ¢é un sotto-
gruppo di G e calcolare lordine di HK in funzione di quello di H e K.

Svolgimento. Per mostrare che HK & un sottogruppo di G basta mostrare che &
chiuso rispetto a * (Esercizio 5.38). Siano dunque x = h1ky e y = hoky con h; € H
ek, € K:

(hlkl)(hzkg) = hl(k1h2)k2 =

prop.ass. lem.5.163
= hi(hok1)k2) = (haihs)(kikz) € HK

prop.ass.

Osserviamo che il passaggio nel quale si fa riferimento al Lemma 5.163, poteva essere
fatto in maniera diversa senza quel risultato. Infatti sapendo che H & normale,
sappiamo che k1 H = Hk; e dunque avremmo potuto scrivere kiho = hgky, con hs
in H, e la conclusione sarebbe sempre stata che (hikq)(haks2) & un elemento di HK.
Il lemma 5.163 sara essenziale per il prossimo teorema, non per questo esercizio.

Il numero di elementi di HK sara sicuramente minore o uguale di |H| - |K]| in
quanto la restrizione gy di *:

g cHXK — HK
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¢ sicuramente surgettiva (per definizione di HK) ma non ¢ detto sia iniettiva.
Quello che vogliamo mostrare & che ogni elemento nell'immagine di * g« x € contato
esattamente |H N K| volte, e dunque che:

[H|- K|

|HN K|

Per far questo usiamo il Teorema 5.141 (teorema di omomorfismo di gruppi) osser-
vando che, essendo *px g surgettiva, si ha:

(Hx K)/Ker sgxx 2 HK

|HE| =

Dimostriamo che |Ker spxx | = |H NK|. Ci domandiamo quali siano gli elementi
di Ker xgxx. La risposta &: le coppie (h,k) in H x K tali che hk = e, ovvero
k = h™!. Essendo H e K sottogruppi, questa condizione & soddisfatta se e solo
se h € K ek € H. Percid gli elementi del nucleo sono le coppie (h,h~!) con
h € HN K, ed essendo I'inverso di un elemento A unico, si ha:

|Ker xpxx | =|HNK]

Esercizio 5.165 (Terzo teorema di omomorfismo per gruppi). Se H ¢ N sono
sottogruppi di (G, *) ed N é normale, allora H/H NN ¢é isomorfo a HN/N.

Svolgimento. 1 quozienti considerati nella tesi dell’esercizio sono ben definiti, infatti
abbiamo verificato nell’Esercizio 5.111 che H N N & un sottogruppo normale di H,
ed ¢ ovvio che N sia un sottogruppo normale di HN (¢ un sottogruppo normale di
G che contiene HN).

Per dimostrare Iisomorfismo, consideriamo I'omomorfismo f da H in HN/N
tale che, per ogni h in H, si ha f(h) = hN. Osserviamo che ogni elemento di
HN/N, ovvero ogni classe laterale di N in HN, & un insieme del tipo hnN, con h
in H enin N. Essendo N un gruppo (dunque chiuso per l'operazione x), I'insieme
hnN e hN coincidono, ovvero f e surgettiva. Il nucleo di f sono gli h € H tali
che hIN = N, cioe gli h € H che appartengono anche a N. La tesi segue dal primo
teorema di omomorfismo per gruppi.

Teorema 5.166. Sia (G,*) un gruppo e siano H, K due sottogruppi normali
di G tali che:
(1) HN K = {e}.
(2) HK =G.
Allora G = H x K, cioé G ¢ il prodotto diretto di H e K.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo costruire un isomorfismo da H x K a G. Consi-
deriamo la funzione f: H x K — G definita da: f(z,y) = xy.

e f & un omomorfismo. Infatti f[(z,y)(2',y")] = f(z2’,yy") = x2’yy’ men-
tre f(xz,y)- f(a',y’") = zya’y’, ma nelle ipotesi fatte (H, K < G) sappiamo
(Lemma 5.163) che za'yy’ = zya'y’.

e f & iniettivo. Infatti Ker f = {(z,y) € H x Klzy = e} ¢ formato da
coppie per cui z = y~'. Questo significa che x e y appartengono sia ad
H che a K, infatti = sappiamo che ¢ in H, ed essendo l'inverso di un
elemento di K, = necessariamente sta anche in K (analogamente per y).
Dunque z = y = e che, per ipotesi, & 'unico elemento di H N K, e Ker f
¢ composto unicamente dalla coppia (e, e) elemento neutro del prodotto
diretto H x K.
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e f & surgettivo. Segue dall’ipotesi che HK = G.
O

Esercizio 5.167. Affinche G sia isomorfo al prodotto diretto din gruppi G; ¢
sufficiente che:
(2) Indicato con B; il gruppo G1Gs ...G; si abbia che:

(71) Yi<n B;N Gi+1 = {6}

Suggerimento: per dimostrarlo si proceda per induzione su n, il passo base segue
dal Teorema 5.166.

A questo punto c¢i muoviamo verso la dimostrazione del teorema di struttura per
gruppi abeliani finiti: ogni gruppo abeliano finito ¢ isomorfo al prodotto diretto di
gruppi ciclici. La strategia dimostrativa sara suddivisa in due passi distinti:

(1) Dimostreremo che ogni gruppo abeliano finito G & prodotto diretto di
sottogruppi di ordini primi tra loro e uguali ad una potenza p* di un
primo p divisore dell’ordine del gruppo.

(2) Dimostreremo che ogni gruppo abeliano finito di ordine p* & isomorfo al
prodotto diretto di gruppi ciclici.

Dal teorema di Cauchy sappiamo che se G ¢ un gruppo abeliano di ordine
p-q con p e g primi, esistono due sottogruppi normali H e K di G di ordine
rispettivamente p e g. Un elemento di H N K ha ordine che divide p e ¢ e dunque
deve avere ordine 1, cioe H N K = {e}. Dall’Esercizio 5.164 segue che HK & un
sottogruppo di G di ordine p - ¢, dunque uguale a G. Dal Teorema 5.166 si ha
quindi:

G=HxK
Ci chiediamo: ¢ possibile generalizzare questo fatto ad un gruppo abeliano G di
ordine m - n con m e n primi tra loro ma non necessariamente primi? La risposta
¢ affermativa ed e I’enunciato del teorema cinese generalizzato.

Teorema 5.168 (Teorema cinese generalizzato). Sia (G,*) un gruppo abeliano
di ordine m -n con m e n primi tra loro. Allora esistono due sottogruppi G, e Gy,
di G di ordine rispettivamente m e n tali che:
G=G, x Gy
DiMoSTRAZIONE. Consideriamo i due sottoinsiemi di G:
G,={zeGz"=¢} G, ={recGz™ =¢}

Tali insiemi sono entrambi sottogruppi normali di G, in quanto nuclei degli omo-
morfismi® ¢, ¢, da G in G definiti come segue:

dnl9) = 9" dmlg) = g™
Per concludere mostriamo che G,, e G,, verificano le ipotesi del Teorema 5.166 e
che hanno le cardinalita volute.
Essendo (m,n) = 1 sappiamo che esistono a,b € Z tali che a-m +b-n=1. In
particolare per ogni x € G si ha:

{El _ l,a-m+b-n — ‘,Eanm % l,b-n
—~
Y z

511 fatto che queste applicazioni siano omomorfismi segue dalla commutativita di G.
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Ora ¢ facile mostrare che y e z appartengono rispettivamente a G,, e G, e dunque
che G = G,,G,, (ed in particolare |G| = |G,,G,|). Si ha infatti per y (analoga
prova per z):
yn — (xwm)n — (Ia)m"n —e
L’ultima uguaglianza segue dal fatto che m - n & 'ordine del gruppo G. Sia ora
r € Gy NGy, cioe 2™ = a™ = e, allora:
T = xa-m+b~n —e
Dal Teorema 5.166 segue appunto che:
G=G, x Gy

Ci rimane da dimostrare che |G,,| = m e |G,| = n. Fattorizziamo m e n in prodotto
di primi che sappiamo essere distinti in quanto (m,n) = 1:

m=]]p n=]]q"
Si ha dunque che G, ¢ il sottogruppo degli = di G tali che:
LIPT — e

Se x & un elemento di G, il suo ordine ha dunque una fattorizzazione del tipo:

o(x) = Hp;l; Vi ol <oy

Dal teorema di Cauchy segue che nella fattorizzazione in primi di |G,,| compaiono
solo i primi p;: infatti se il gruppo abeliano G, avesse ordine multiplo di un primo
g;j allora in G, ci sarebbe un elemento di ordine g;. Dunque:

|G| = HPSTL
Ed essendo G, sottogruppo di G:
Via; < a;

Analogamente si conclude che

Gl =[] a) viB; <5
Ma avendo provato che:
|GmGhl N, |G| |Gn|=m-n

GmNGr={e}
si ha che:

Vi,joi = B =0
E dunque:

|G| =m  |Gn| =n

O

Definizione 5.169. Sia G un gruppo, p un numero primo. Un elemento g € G
si dice di p-torsione se esiste n € N tale che o(g) = p™. Un gruppo i cui elementi
siano tutti di p-torsione per un dato p si dice un p-gruppo.

La seguente proposizione fornisce una definizione equivalente di p-gruppo nel
caso abeliano.

Proposizione 5.170. Un gruppo finito (G,*) é un p-gruppo se e solo se esiste
n € N tale che |G| = p™.
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DIMOSTRAZIONE. =) Supponiamo |G| = m e che m abbia un fattore primo
q diverso da p, allora per il Teorema 5.149 esiste un elemento in G di ordine gq.
Questo ¢ assurdo in quanto G & un p-gruppo (ovvero ogni elemento di G ha ordine
una potenza di p). Quindi m ha come unico fattore primo p, cioe & della forma p™.

<) Gli unici divisori dell’ordine di G (che sappiamo dal Teorema 5.91 essere gli
unici ordini possibili degli elementi di G) sono potenze di p, cioe tutti gli elementi di
G hanno ordine una potenza di p, che corrisponde alla definizione di p-gruppo. 0O

Osservazione 5.171. Anche nel caso non abeliano avremo la stessa caratte-
rizzazione dei p-gruppi: dimostreremo infatti I'equivalente del teorema di Cauchy
(il cui enunciato abbiamo usato nella precedente dimostrazione) per i gruppi non
abeliani.

Esercizio 5.172. Dimostrare che se G é un gruppo abeliano l’insieme degli
elementi di p-torsione ¢ un sottogruppo (detto sottogruppo di p-torsione).

Osservazione 5.173. Sia p un primo che divide 'ordine di un gruppo abeliano
finito G. Consideriamo il sottogruppo H di p-torsione di G e il p-sottogruppo di
Sylow K di G. L’ordine di K ¢ per definizione p”* massima potenza di p che divide
|G|, ovvero |G| = p™ - r con r primo con p. Dunque tutti gli elementi di K hanno
ordine una potenza di p e quindi K C H. Essendo H un sottogruppo di G, il suo
ordine deve dividere |G| e non puo contenere fattori ¢ diversi da p, altrimenti per
il teorema di Cauchy esisterebbe in H un elemento di ordine g. Percio |H| < p™
da cui si ha H = K.

Abbiamo quindi dimostrato che per G gruppo abeliano finito i concetti di
sottogruppo di p-torsione e p-sottogruppo di Sylow sono equivalenti.

Sia G un gruppo abeliano finito di ordine a = [];_, p{". Iterando ricorsivamente
il risultato del Teorema 5.168, si ha che esistono s sottogruppi Hi, ..., Hs di G tali
che |H;| = p{" e tali che:
G=H| x..xH,

Abbiamo cio¢ dimostrato che:

Teorema 5.174. Ogni gruppo abeliano finito é isomorfo al prodotto diretto dei
suot p-sottogruppi di Sylow (o sottogruppi di p-torsione).

A questo punto, per arrivare al teorema di struttura, rimane da dimostrare che ogni
p-gruppo abeliano finito (come lo sono per definizione i sottogruppi di p-torsione)
¢ isomorfo ad un prodotto diretto di gruppi ciclici. Abbiamo perd bisogno di un
risultato preliminare.

Lemma 5.175. Sia (G, *) un p-gruppo abeliano finito, sia p® il massimo ordine
degli elementi di G, x € G un elemento di ordine massimo e consideriamo H =<
x >. Per ogniy € G, indicando con p® Uordine® in G/H della classe laterale yH,
esiste z € yH tale che Uordine di z in G ¢ uguale a p°.

DiMOSTRAZIONE. Indichiamo con p® lordine di = in G, e consideriamo la
proiezione 7y di G in G/H:

Vye Gru(y) =yH
6 Attenzione ad una possibile confusione: 'ordine di yH in G/H non ¢ la sua cardinalita come
insieme, ma il minimo intero positivo a per cui (yH)®* = H, la classe elemento neutro in G/H.
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Sappiamo che ¢ un omomorfismo, in particolare quindi:

o(yH) [o(y) < ofz)
o =

da cui segue che § < a. Per ipotesi (yH)pB = y”ﬁH = H, cioe ypﬁ3 € H, ovvero
esiste m intero tale che: yp/ = z". Inoltre, essendo p® l'ordine massimo del p-
gruppo G, p® & multiplo dell’ordine di ogni elemento e percié y?° = e. Abbiamo

dunque:

p?p*f _ (ypﬁ)p“"’ _ (xm)p‘*’ﬁ — mp®

e=1y
Quindi o(z) = p®|m - p*~#, da cui segue che p”|m, ovvero che esiste un intero k
tale che m = p? - k.

Consideriamo I'elemento z = y(x~1)*: per definizione sta in yH, dunque:

s B q\pP.
2P =P ()P R =
=™ —g—m

Abbiamo trovato che p? & un multiplo dell’ordine di z e allo stesso tempo sappiamo
che:

P’ = o(yH) = o(zH)|o(2)
Quindi p? & proprio I'ordine di z. O

A questo punto abbiamo gli strumenti per dimostrare il teorema di struttura per
gruppi abeliani finiti.

Teorema 5.176. Ogni p-gruppo abeliano finito (G,x*) é isomorfo ad un pro-
dotto diretto di gruppi ciclici. Tale prodotto é unico a meno dell’ordine (non
dimostreremo lunicitda della decomposizione ma solo l’esistenza).

DiMOSTRAZIONE. Dal teorema di Cauchy sappiamo che la cardinalita di G
deve essere una potenza di p (altrimenti, se fosse p* - ¢ con (p, q) = 1, esisterebbe
un elemento x di G di ordine g e G non sarebbe un p-gruppo). Sia quindi |G| = p™
e procediamo per induzione su n: se n = 1 sappiamo che un gruppo abeliano finito
di ordine un primo p ¢ ciclico. Supponiamo dunque la tesi vera per ogni p-gruppo
abeliano finito di cardinalita uguale a p” con n' < n e dimostriamo che allora
Ienunciato ¢ valido per ogni gruppo abeliano di ordine p”.

G ha ordine finito, dunque esistono x e H come nel Lemma 5.175, ed essendo n > 1
si ha o(G/H) < o(G). G/H & sempre un p-gruppo, percio su esso possiamo usare
I'ipotesi induttiva ed avere che:

G/H =K x..x Ky,

con i K; ciclici e dunque K; =< y; H >. Associamo ad ogni K, '’elemento z; di
ordine in G uguale all’ordine in G/H di y;H, come nel Lemma 5.175. Siano L; i
sottogruppi ciclici di G generati dagli z;. Per concludere dobbiamo dimostrare che:

G=2HXL; X..XLy,

Dall’Esercizio 5.167 sappiamo che basta verificare che G sia uguale a HL; ... L, e
che per ogni ¢ < n si abbia:

(HL1 N Ll) n Li+1 = {6}
Dimostriamo separatamente questi due punti:
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(1) Sia g € G e consideriamo la proiezione
G — G/H=2 Ky x...x K.
Sia i (g) = 1%, (viH)™ e consideriamo l'elemento h = [~ 2" di G.

i=1%i
Ricordiamo che, per ogni i, z; € y; H e percio g (h) = my(g). Quindi:
e=mu(h)(mu(9)™" =  wu®)(rulg™")) = 7wulhg™")
thm 5.118 TH omo.

Ovvero gh™! € Ker mg = H. In particolare gh~! = 2", ovvero g = a"h,
e quindi:

ed =1 cL;
(2) Consideriamo g € (HLy ...L;) N L;41, allora:

_.n T i1
g=a"- I | z;7 e g=2z,
Quindi:

= L = e
=1 EKl €Ki
Osserviamo che Uintersezione tra K ... K; e K; 11 ¢ {e} in quanto G/H &
il prodotto diretto dei gruppi K;. Quindi n; = 0 per ogni ¢ < n, e questo
implica che g = e.
a

Dal Teorema 5.176 e dal Teorema 5.148 segue:

Corollario 5.177. Sia (G, *) un p-gruppo abeliano di ordine p™. Sono univo-
camente determinati degli interi aq,. .., ax tali che:

1) F a4 =n.
(2) GEZ/pMZL X ... x L/p™ L.

Corollario 5.178. Il numero dei p-gruppi abeliani di ordine p™ distinti (non
isomorfi), ¢ uguale al numero di partizioni di n.

Abbiamo dunque finalmente provato che:

Teorema 5.179. [Teorema di struttura dei gruppi abeliani finiti] Ogni grup-
po abeliano finito G ¢ isomorfo ad un prodotto diretto di gruppi ciclici. Tale
decomposizione ¢ unica a meno dell’ordine.

Corollario 5.180. Il numero dei gruppi abeliani G non isomorfi di ordine
n= Hle it (con p; # p; se i # j) é uguale a Hle p(a;) dove p(a;) € il numero
di partizioni dell’esponente «;.

DiMOSTRAZIONE. Dato un gruppo abeliano finito G' di ordine n la cui fattoriz-
zazione in primi distinti e n = Hle pfl, G ¢ isomorfo al prodotto diretto dei suoi
p-sottogruppi di torsione H; (con |H;| = pfi):

G=H; x...x Hy
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Dal Corollario 5.177 sappiamo che per ogni ¢ sono univocamente determinati degli
interi positivi aq, ..., a;, tali che:

(1) Sy an=1i.

(2) Hi 2 Z/p"Z x ... X L[p*iZ.

Da questo segue la tesi del corollario. O

Esempio 5.181. Descriviamo (a meno di isomorfismi) tutti i possibili gruppi
abeliani G di ordine 16. G (che ¢ un 2-gruppo) ¢ isomorfo ad un prodotto diretto
di gruppi ciclici, prodotto diretto il cui ordine deve essere 16 = 2%, ovvero G ¢
isomorfo ad uno di questi gruppi:

(1) Z/16Z;

(2) Z/87 x 7./27Z;

(3) Z/AZ x 7.)4Z;

(4) ZJAZ x Z)27 x 7.]2Z;

(5) Z/27 x 7./]27 x 7./27. X 7.]27.
Queste 5 possibilita corrispondono alle possibili partizioni diverse di 4 (I’esponente
del primo 2 per ottenere 16):

4=14
4=3+1
4=2+42
4=2+1+1

4=14+1+1+1

Osserviamo che il numero di gruppi abeliani di ordine 16 distinti (a meno di iso-
morfismi) & uguale al numero di gruppi abeliani distinti di ordine p* con p primo
qualsiasi, in quanto come osservato tale numero dipende solo dall’esponente 4.
Osserviamo anche che, fissando come ordine della partizione quello ottenuto
con numeri decrescenti (per esempio la partizione di 12 con 2,4,3,2 e 1 scritta
12 =443 +2+2+ 1), si ha l'unicita di scrittura.
Esempio 5.182. Vogliamo elencare (a meno di isomorfismi) tutti i gruppi
abeliani G con |G| = 2% 3% .52,
Sappiamo che G = Hy x Hy x Hs, dove gli H; sono p-gruppi (con p che varia
tra 2,3,5).
Studiamo dunque quanti sono e come son fatti i possibili p-gruppi Hy, Ho e H3
di ordine rispettivamente 24, 33, 52.
e Per H; con |H;| = 2* = 16 abbiamo gia visto (Esempio 5.181) che ci sono
5 diverse possibilita e le abbiamo elencate.
e Per Hy con |Hy| = 3% abbiamo 3 possibilita: tante quante sono le parti-
zioni dell’esponente 3.
La partizione 3 = 3 corrisponde all’isomorfismo

Hy = 7/277
La partizione 3 = 2 4 1 corrisponde all’isomorfismo
Hy =2 7/97 x 7/3Z
La partizione 3 =1+ 1 4 1 corrisponde all’isomorfismo

Hy = 7./37 x 7.J3Z x 7./3Z
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e Per Hjz con |H3| = 52 abbiamo 2 possibilita: tante quante sono le parti-
zioni dell’esponente 2.
La partizione 2 = 2 corrisponde all’isomorfismo:

H; = 7/257
La partizione 2 = 1 + 1 corrisponde all’isomorfismo:
Hs 2 7/57 x 7/5Z

I gruppi abeliani G di ordine 2% - 3% - 52 sono dunque 5-3 -2 = 30 (lo sapevamo
dal corollario 5.180) e si ottengono come prodotto diretto dei diversi possibili H;
descritti sopra.

Osservazione 5.183. Dato un gruppo abeliano finito G' di ordine n scritto
come prodotto diretto di gruppi ciclici, il corollario 5.70 e il Teorema 5.157 permet-
tono di contare il numero di elementi di ordine d in G, per ogni divisore d di n (nel
prossimo esempio faremo questo conteggio in un caso concreto).

Questo ¢ molto interessante in quanto, se di un gruppo abeliano finito G' cono-
sciamo 'ordine n e abbiamo alcune informazioni sul numero di elementi di ordine
dy,...,dg (con d; divisori di m), possiamo identificare I'unico prodotto diretto di
ciclici che ha gli stessi numeri di elementi di ordine dy, ..., d.

Esempio 5.184. Consideriamo il gruppo abeliano G con 4840 elementi, dove
con H, abbiamo indicato i p-gruppi di Sylow di G:

G = ZJAZ x )27 x /5L x L/121Z
—_————— e N —
Hy Hs Hi

Vogliamo contare, per ogni divisore d di 4840, il numero di elementi di ordine d.
Possiamo vedere ogni elemento di G come una terna ([a]s, [b]s, [c]11) dove con [z],
indichiamo un elemento del p-gruppo di Sylow H,,. Il vantaggio di questa scrittura
¢ facilmente spiegabile: l'ordine del generico ([a]z, [b]s,[c]11) € il minimo comun
multiplo degli ordini dei singoli elementi (per il Teorema 5.157), ma essendo ogni
elemento appartenente al p-gruppo H, con p distinti tra loro, il minimo comun
multiplo degli ordini ¢ semplicemente il prodotto degli ordini.

Supponiamo di voler calcolare il numero di elementi di ordine 20 in G. Per
avere un elemento di ordine 20 = 22 -5 di G, [a]2 deve avere ordine 4 = 22, [b]5
deve avere ordine 5 e [c]11 deve avere ordine 1. A questo punto rimane da contare
quanti elementi distinti dell’ordine voluto ci sono negli H,, considerati:

e Un elemento [a]o di Hy = Z/AZXZ/27 & una coppia (a1, az) con ay € Z/4Z
e az € Z/2Z. Sempre dal Teorema 5.157 segue che, per avere un elemento
di ordine 4, a; deve avere ordine 4 e as puo avere un qualunque ordine.
Di elementi di ordine 4 in Z4 ce ne sono (corollario 5.70) ¢(4) =2 e az lo
possiamo scegliere in 2 modi (uno qualsiasi degli elementi di Z/27). Ci
sono percio 4 coppie (a1, az) di ordine 4 in Hs.

e Di elementi di ordine 5 in Hj, che ¢ ciclico, ce ne sono (sempre per il
corollario 5.70) ¢(5) = 4.

e Di elementi di ordine 1 in Hy; ce ne & 1 soltanto (I'identita).

Dunque di elementi ([a]z, [b]5, [c]11) € G di ordine 20 ce ne sono 4 -4 -1 = 16.
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Consideriamo ora un generico divisore d di 4840. I divisori di 4840 sono 24 e
della forma:

d=20 .50 . 11%
0<a; <3, 0<ax <1, 0< a3 <2

Quanti sono gli elementi di ordine d in G? Ripetendo il ragionamento fatto nel caso
particolare di d = 20, dobbiamo contare quanti sono gli elementi [a]s di ordine 2
in Ho, quanti sono gli elementi [b]5 di ordine 52 in Hj, quanti sono gli elementi
[c]11 di ordine 11?8 in Hy; e il numero cercato sara il prodotto di questi tre nume-
ri. Osserviamo che 'unico caso delicato € Hs infatti, essendo Hs e Hypq ciclici, il
corollario 5.70 ci dice che ci sono ¢(5%2) elementi [b]5 di Hs di ordine 5%* e ¢(113)
elementi [c]11 di Hy; di ordine 1193.

Studiamo dunque a parte quanti sono gli elementi [a]s di ordine 2*' in Ho.
Con la notazione usata nel caso d = 20, ci chiediamo quali ordini ¢t e ¢ (potenze
di 2 minori rispettivamente di 4 e 2) devono avere a; e az in modo che (a1, as) €
Z./AZ x 7./ 2Z abbia ordine 2*'. La risposta & tutte le coppie (¢, ¢) tali che il minimo
comun multiplo tra ¢ e ¢ ¢ uguale a 2*. A questo punto possiamo osservare che
di elementi aq di ordine ¢ in Z/4Z ce ne sono ¢(t) (sempre per il corollario 5.70) e
di elementi ap di ordine g in Z/27Z ce ne sono ¢(q). Dunque di coppie (ay,as) di
ordini fissati rispettivamente ¢ e ¢ ce ne sono ¢(t) - ¢(¢). Sommando questi numeri
al variare delle possibili coppie ¢t e ¢ che hanno come minimo comun multiplo 2%,
troviamo il numero di elementi di Ho di ordine 2.

e a; = 0. Quanti sono gli elementi di Hy di ordine 2° = 17 La risposta & 1:
solo l'identita di H ha ordine 1 (¢ e ¢ devono essere uguali a 1).

e a1 = 1. Cerchiamo elementi di H, di ordine 2. Allora per ¢t e ¢ abbiamo
3 possibilita:

(1) t = ¢ = 2. 1l numero di elementi del tipo (a1,as) con o(ay) =t = 2
e ofas) =g =20 4(2)- 6(2) = 1.

(2) t =2, ¢=1. Il numero di elementi del tipo (a1, a2) con o(a) =t =2
eofas) =g =10 6(2)-6(1) = 1.

(3) t =1, ¢ = 2. Il numero di elementi del tipo (a1, as) con o(a;) =t =1
eoaz) =q=2¢¢(1) - 4(2) =1

Percio ci sono 14+ 1+ 1 = 3 elementi di ordine 2 in Hs.

e oy = 2. Cerchiamo elementi di Hs di ordine 4. In questo caso per avere
[t,q] = 4 deve essere t = 4 e ¢ qualsiasi. Dunque abbiamo ¢(4) = 2 scelte
per a1 e 2 scelte (qualsiasi elemento di Z/27) per ay e quindi in totale 4
scelte.

e o1 = 3. Cerchiamo elementi di ordine 8 in Hy: ¢ facile osservare che non
ci sono coppie t e g (potenze di 2 minori rispettivamente di 4 e 2) con
[t,q] = 8. Quindi ci sono 0 elementi di ordine 8 in Hs.

A questo punto sia d un divisore di 4840 e scriviamo il numero di elementi di ordine
d in G a seconda dell’esponente o di 2 nella fattorizzazione di d:

Se d = 5% -11% ci sono ¢(5%?) - p(11*3) elementi di ordine d in G.

Se d=2-5% .11 ci sono 3 - ¢(5*2) - ¢(11%3) elementi di ordine d in G.
Se d =225 .11% ci sono 4 - ¢(5%?) - ¢(11°2) elementi di ordine d in G.
Se d =2%.5% .11 allora ci sono 0 elementi di ordine d in G.
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8. Automorfismi di gruppo

Abbiamo introdotto il concetto di omomorfismo tra due gruppi diversi (G, ) e
(G', ). Particolare importanza hanno gli omomorfismi da un gruppo (G, *) in sé.

Definizione 5.185. Un omomorfismo f : G — G da un gruppo in se stesso
si dice un endomorfismo. Se f ¢ un endomorfismo bigettivo allora f ¢ detto un
automorfismo. Indicheremo con Aut(G) l'insieme degli automorfismi di G.

Esercizio 5.186. Dimostrare che l'insieme degli endomorfismi di un gruppo
(G, %) ¢ un monoide.

Proposizione 5.187. (Aut(G),0) & un gruppo.

DIMOSTRAZIONE. La conclusione € una conseguenza degli esercizi 5.117 e 5.139.
a

Esempio 5.188. Studiamo da quali omomorfismi & composto il gruppo Aut(Z).
Essendo Z un gruppo ciclico generato da 1, sappiamo che un qualsiasi omomorfismo
f definito su Z (Proposizione 5.119) ¢ univocamente determinato una volta stabilito
il valore k di f(1). Infatti, scelto k = f(1), si ha che, per ogni z in Z, I'immagine
di z tramite f & f(z) = k- z. Viceversa, per ogni k € Z la funzione fi, : Z — Z
che ad ogni intero z associa k - z € un omomorfismo, infatti:

fe@ty)=k-(z+y)=k-x+k-y=fulx)+ fe(y)
Quindi I'insieme degli endomorfismi di Z € composto da tutte e sole le funzioni del
tipo fr(z) = k- z al variare di k in Z.
Per capire quali tra questi siano automorfismi bisogna studiare 'iniettivita e la
surgettivita degli omomorfismi fj. Riguardo all’iniettivita ¢ facile osservare che:
| k=0—=Ker fo =7
Kerfk—{ k#0— Ker f ={0}
Percio se k # 0, fi ¢ iniettiva. Dobbiamo studiare per quali k € Z \ {0}, f &
surgettivo. Dal corollario 5.124 segue che f;, ¢ surgettivo se e solo se fx(Z) D {1},
o equivalentemente se 1 € Im(fi). Percio deve esistere x € Z tale che:
r=k=1
fel@)=k-x=1« ok 1
Concludendo Aut(Z) ¢ un insieme composto da due elementi: U'identita f; e I'iso-
morfismo f_; che ad ogni z € Z fa corrispondere —z.

Teorema 5.189. I gruppo (Aut(Z/mZ),o) é isomorfo a Z/mZ*.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo come sono fatti gli Aut(Z/mZ) (Esercizio 5.137):
fr & in Aut(Z/mZ) se e solo se fir([1]m) = [k]m con (k,m) = 1. Questo, da una
parte implica che |Aut(Z/mZ)| = ¢(m), dall’altra fornisce I'idea per definire un
isomorfismo da (Aut(Z/mZ),0) a Z/mZ*. Consideriamo infatti la funzione:

¢ Aut(Z/mZ) — Z/mZL*

E facile provare che ¢ € un isomorfismo. g

Proposizione 5.190. Sia (G,*) un gruppo e g € G, la funzione ¢, da G in
sé, definita da p4(z) = grg™" per ogni x in G, ¢é un automorfismo di G.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni z,y € G si ha:

og(xy) = glzy)g™ = g(zey)g™" = glzg " gy)g™" = oq(x)pq(y)

dunque ¢4 ¢ un omomorfismo.

Il nucleo di ¢, ¢ composto dagli z € G tali che gzg~! = e, ovvero x = g 'eg,
da cui z = e. Dunque Ker ¢, ¢ composto da un solo elemento, e ¢, ¢ iniettiva.

Infine ¢, ¢ surgettiva in quanto, per ogni y € G, se consideriamo I’elemento
r =g 'yg di G si ha:

po(x) =99 lygg™ =y
O
Proposizione 5.191. La funzione X : G — Aut(G), definita da: X(g) = ¢,

dove @, & Uautomorfismo introdotto nella Proposizione 5.190, ¢ un omomorfismo
di gruppi.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che A(gh) = A(g) o A(h), ovvero che
Pgh = Pg © Ph:
V€ G pgn(z) = gha(gh) ™" = ghah™'g™! = py(hah™) = (pg 0 vn) (@)
0
Corollario 5.192. L’immagine \(G) di G tramite l’omomorfismo X\ introdot-

to nella Proposizione 5.191 é un sottogruppo di Aut(G), detto sottogruppo degli
automorfismi interni di G (lo indicheremo con Int(G)).

Osservazione 5.193. Se G ¢ abeliano Int(G) = {id}.

Osservazione 5.194. Consideriamo il seguente diagramma:

A

G Int(Q)

(G/Ker \)

Il teorema di omomorfismo di gruppi ci dice che ¢ € un isomorfismo, in quanto
A\ e surgettivo. E interessante dunque caratterizzare il nucleo di A:

Ker A ={g € G|\(g) = ¢4 = funzione identita}

Ciot g € Ker X se e solo se per ogni x € G si ha ¢,(z) = grg~' = z, ovvero

gr = xg. Ker A & dunque costituito dagli elementi di G che commutano con ogni
elemento di G, ovvero Z(G). Si ha dunque:

G/Z(G) = Int(G)
Descrivendo il centro Z(G) come nucleo di un omomorfismo, dalla Proposizione

5.129 segue che Z(G) ¢ normale, risultato che avevamo gia dimostrato, ma a partire
dalla definizione di sottogruppo normale, nell’Esercizio 5.101.

Esercizio 5.195. Ogni sottogruppo H di G contenuto in Z(G) & normale in
G.

Proposizione 5.196. Sia Z(G) il centro di un gruppo G. Sono fatti equiva-
lenti:

(1) Z(G) = G.
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(2) G/Z(G) ¢ ciclico.
(3) G ¢ abeliano.
DIMOSTRAZIONE. (1) = (2) Se Z(G) = G, allora G/Z(G) ¢ il gruppo banale
costituito dalla sola classe laterale Z(G), ed & quindi ciclico.
(2) = (3) Per ipotesi esiste un elemento g € G tale che G/Z(G) =< gZ(G) >.
Questo implica che per ogni x,y € G si ha zy = yx. Infatti, essendo gZ(G) un
generatore di G/Z(G), esistono a e b interi tali che:
2Z(G) = (9Z(C) _ wegZ(G)
yZ(G) = (92(G))’ y€9°Z(G)

Esistono dunque h, k € Z(G) tali che = g®h e y = g°k. Percio:

__a b _ a b _ b _a _ b ayp
zy =g°hg’k = ¢%¢°hk = ¢°¢°kh = ¢°kg°h=yx
heZ(G) keZ(G) keZ(G)
(3) = (1) E immediato per definizione di Z(G). O

Corollario 5.197. Se (G, x) non é abeliano, allora Int(G) non é ciclico (equi-
valentemente Int(G) é ciclico se e solo se é uguale al sottogruppo banale {id} ).

DiMOSTRAZIONE. Dalla Proposizione 5.196 sappiamo che, se G non ¢ abeliano,
allora G/Z(G) non e ciclico. La tesi segue dall’isomorfismo G/Z(G) = Int(G). O

Esercizio 5.198. Sia (G,x*) un gruppo, dimostrare che ogni sottogruppo nor-
male H di G di ordine 2 & un sottogruppo di Z(G).

Svolgimento. H = {e,h} e, per ogni g € G, gH = Hg (H & normale). A questo
punto elenchiamo i due elementi delle due classi laterali in questione gH = {g, gh},
Hg = {g, hg}. Dovendo coincidere le due classi, deve essere gh = hg, cioe h € Z(G).
Quindi H < Z(G).

Definizione 5.199. Un sottogruppo K di un gruppo (G, *) si dice caratteri-
stico in G se per ogni ¢ € Aut(G) si ha ¢(K) = K.

Osservazione 5.200. Un sottogruppo caratteristico K di un gruppo (G, x) &
normale in G, infatti per ogni g in G, considerando I’automorfismo interno ¢, la
definizione di gruppo caratteristico ci dice che ¢,(K) = gKg~! & uguale a K.

Osserviamo inoltre che, per verificare che un sottogruppo K di un gruppo (G, )
¢ caratteristico, basta provare che per ogni ¢ € Aut(G) vale p(K) C K. Infatti,
essendo ogni ¢ in Aut(G) invertibile, dalla relazione precedente si ha che, per ogni
@ in Aut(G), K C p~1(K).

Esercizio 5.201. I sottogruppi G, {e}, |G, G| e Z(G) sono caratteristici qual-
stasi sia il gruppo (G, *).
Svolgimento. Mostriamo ad esempio che Z(G) ¢ caratteristico, ovvero che, per ogni
7 € Aut(G) e per ogni x € Z(G), 7(x) € Z(G). Cioe per ogni g in G vogliamo che
valga:
Vg € G gr(z) = 7(x)g
T & surgettivo, quindi per ogni g € G esiste y € G tale che 7(y) = g. Dunque:

gr(a) =7(y)r(z) = 7lyz) = 7(zy) =7(@)7(y) = 7(2)g

T omo. z€Z(G)
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In particolare, come corollario di questo esercizio, abbiamo che i 4 sottogruppi sono
normali: risultato che conoscevano gia per ognuno dei 4, e che avevamo dimostrato
usando altre strade.

Esercizio 5.202. Sia (G,*) un gruppo finito e H,K sottogruppi di G. Se
G=HXxK e|H|=n, |[K|=m con (m,n) =1, allora H e K sono caratteristici.

Svolgimento. Possiamo mostrare che, per ogni 7 € Aut(G), 7(H x {e}) € H x {e}
e che 7({e} x K) C {e} x K. La prova dei due contenimenti & essenzialmente la
stessa, dunque ne mostriamo solo una. Sia h € H e 7(h,e) = (z,y). L’ordine
di (h,e) ¢ il minimo comun multiplo [o(h),0(e)], ovvero o(h), mentre 1'ordine di
(x,y) & il minimo comun multiplo [o(z), o(y)]. Essendo 7 € Aut(G), in particolare
¢ iniettivo, percio (Teorema 5.136) o(h) = [o(x), o(y)]-.

In particolare o(y) divide o(h), e quindi & un divisore di n, ma essendo y un
elemento di K, o(y) deve dividere anche m. L’unico divisore comune di m e n &
per ipotesi 1, quindi o(y) = 1, ovvero y = e.

Esercizio 5.203. Sia G = H x K, determinare sotto quali ipotesi:
Aut(H x K) = Aut(H) x Aut(K)

Svolgimento. Per trovare le condizioni affinche valga I'isomorfismo, consideriamo
Papplicazione ¢ da Aut(H) x Aut(K) in Aut(H x K), definita da:

() = o x ¢
Dove ¢ x ¢ & 'automorfismo di H x K che ad ogni coppia (h, k) di H x K associa
la coppia:
@ x h(h, k) = (p(h), (k) € H x K
Verifichiamo che la definizione di ¢ data ¢ una buona definizione, ovvero che ¢ X ¥
¢ un automorfismo di H x K:

e ¢ X 1 € un omomorfismo:

© X Y[(h1, k1) (ha, k2)] = o X Y(hiha, kikz) = (p(h1h2), Y(kiks2))
ed essendo ¢ e ¥ omomorfismi:
(p(h1hz2), Y(kik2)) = (p(h1)p(hz), Y (k1) (k2))
(p(h1)p(he), Y (ki)Y (k2)) = (p(h1), (k1)) (p(h2), 1 (k2))

Ovvero:

@ X Y[(h1, k1) (ha, k2)] = (¢ x (h1, k1)) - (¢ X (e, k2))
e X 1 ¢ iniettivo: cerchiamone il nucleo, ovvero le coppie (h, k) tali che
¢ x Y(h, k) = (en, ex):

(eilh) = emer) o { S 200 o {20

o,y iniettive
e X 1) e surgettivo: per ogni h € H e per ogni k € K esistono z € H e
y € K tali che:
plx)=het(y) =k
in quanto @ e ¥ sono automorfismi rispettivamente di H e K. Percio ¢ x
¢ surgettivo.
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Dimostrato che ¢ & ben definito, verifichiamo che ¢ un omomorfismo. Siano (¢, )
e (f,g) in Aut(H) x Aut(K):

Bl(p, ) o (fy9)] = dlpo fihog)=(pof)x(Yog)

mentre

(@, ) 0 d(f,9) = (o x ) o (f x g)

Dobbiamo mostrare che per ogni coppia (h, k) € H x K si ha la stessa immagine:
(o f)x (¥og)(h k)= (o(f(h),P(g(k)))
(p x1p) o (f x g)(h. k) = (¢ xP)(f(h), g(k)) = (e(f(h)),¥(g(k)))
Il nucleo di ¢ e:
Ker ¢ = {(¢,¢) € Aut(H) x Aut(K)|p x ¢ = idpxx}
Supponiamo che (¢, 1) sia un elemento di Ker ¢, quindi che per ogni coppia (h, k)
in H x K si abbia:
_ Vhe H ¢(h)=h »=1d
(o, ) (h, k) = (h, k) = { ke Kok =k = { = idy

L’omomorfismo ¢ € quindi sempre iniettivo, il seguente teorema, fornendo le con-
dizioni sotto le quali ¢ & surgettivo, conclude I'esercizio.

Teorema 5.204. ¢ & un isomorfismo se e solo se H e K sono sottogruppi
caratteristici di G = H x K.

DIMOSTRAZIONE. =) Mostriamo, come nell’Esercizio 5.202, che H x {ex} ¢
caratteristico. Se ¢ ¢ un isomorfismo, allora per ogni f € Aut(H x K) esiste
(p,v) € Aut(H) x Aut(K) tale che ¢ x 1 = f. Percio:

Jf(H x{ex}) = ¢ x ¢(H x {ex}) = (o(H),v({ex})) = H x {ex }

<) Dimostriamo che per ogni 7 automorfismo di H x K esistono 71 € Aut(H)
e 1o € Aut(K) tali che:
T =1T1 X T
Per ipotesi H e K sono caratteristici, percio esistono hy € H e k1 € K tali che:
7(h,ex) = (h1,ex)
7—(€H7 k) = (eH: kl)

Se con 7wy e mg indichiamo la proiezione canonica rispettivamente su H e K,
possiamo definire per ogni h € H e k € K:

m1(h) = 7u(T(h,ex)) e 12(k) = mx(T(en, k))
Per concludere basta mostrare che 7 e 7 X 7 sono lo stesso automorfismo di H x K:
T(hv k) = T[(hv eK)(€H7 k)] = T(h7 eK)T(eHa k)
e per definizione di 71 e 7o:
7(h k) = (11(h), ex)(en, T2(k)) = (T1(h), 72(K))
OVVero:
7(h,k) =11 x 12(h, k)
O
Esercizio 5.205. Tutti i sottogruppi di un gruppo ciclico G sono caratteristici.
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Svolgimento. Sappiamo che tutti i gruppi ciclici sono isomorfi a Z o a Z/mZ, quindi
distinguiamo questi due casi:

(1) G=Z/mZ. Sia ¢ : Z/mZ — Z/mZ un automorfismo e H un sottogrup-
podi Z/mZ. ¢(H) = H' ha la stessa cardinalitd di H ed & un sottogruppo
di Z/mZ, allora H = H'.

(2) G =2 Z. Aut(Z) = {id,—id} e —id(mZ) = —mZ = mZ e quindi i sot-
togruppi di Z che sono tutti della forma mZ sono invarianti per ogni
automorfismo di Z.

Esercizio 5.206. Siano (G,x*) un gruppo e T un sottogruppo normale e ciclico.
Allora H < T implica H < G.

Svolgimento. Per I'Esercizio 5.205 sappiamo che H & caratteristico in 7. Dobbiamo
mostrare che per ogni ¢ € Int(G), si ha: p(H) = H.

TAG=¢(T)=T=¢|lr(T)=T e p|r € Aut(T)

Quindi per Posservazione iniziale ¢|r(H) = ¢(H) = H.
TOH

9. Azione di un gruppo su un insieme

Siano G un gruppo e X un insieme. Ricordiamo che con S(X) indichiamo
I'insieme delle funzioni da X in X bigettive.

Definizione 5.207. Un omomorfismo ¢ : G — S(X) si dice azione del
gruppo G sull’insieme X.

Notazione: indicheremo con ¢, I'elemento ¢(g) € S(X).

Esempio 5.208. Consideriamo il gruppo (G, o) composto dalle isometrie del
piano. L’identita da G' a S(R?) & un’azione di G su R2.

Definizione 5.209. Data ¢ azione di G su X, e fissato z € X, si dice
stabilizzatore di x il sottoinsieme di G:

St(z) = {g € Gloy(z) = z}
Si dice orbita di x il sottoinsieme di X:
Orb(z) ={y € X[3g € G : p4(v) =y}
Esempio 5.210. Sia X = R?, e G il gruppo delle rotazioni intorno all’origine.

Consideriamo l'identita come azione di G su X. Allora:

e se x = (0,0), allora St(z) = G e Orb(z) = (0,0),

e se x # (0,0), allora St(x) contiene la solo identita (una rotazione ha
come unico punto fisso il centro, in questo caso l'origine di R?), e Orb(x)
¢ l'insieme dei punti del piano che stanno sulla circonferenza di centro
l'origine e raggio la distanza di x dall’origine.

Proposizione 5.211. Siano (G, x) un gruppo, X un insieme e @ un’azione di
G su X, allora per ogni x € G: St(x) < G.
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DIMOSTRAZIONE. Essendo ¢ un omomorfismo, ¢, (dove con e indichiamo 1’e-
lemento neutro di G) ¢ lidentita di S(X). Dunque e € St(x), e St(x) ¢ non
vuoto.

Supponiamo g,h € St(r) e mostriamo che g * h=! € St(x). Consideriamo
dunque @g,p-1, per ogni x in G si ha:

X

)

Pgin-1(x) = <Pg°<Ph71($) = py(x)

~—~—
@ omo. heSt(z) geSt(x

O

Esercizio 5.212. Dimostrare che, in generale, St(x) non ¢é un sottogruppo
normale di G.

Proposizione 5.213. Siano (G, *) un gruppo, X un insieme e @ un’azione di
G su X, allora la relazione su X definita da x ~ y se e solo se y € Orb(z) & di
equivalenza.

DiMOSTRAZIONE. Riflessivita: ¢.(z) = z, quindi x € Orb(z), cioé per defi-
nizione x ~ x.
Simmetria: supponiamo x ~ y, ciot esiste g € G tale che pq4(x) = y, allora
T = cp;l(y) = @g-1(y). Quindi x € Orb(y), ovvero y ~ x.
Transitivita: supponiamo = ~ y e y ~ z, cio¢ esistono g, h € G tali che g4(z) =y
e pp(y) = z. Allora z = i (pg(x)) = @rge(x), ciot z ~ z. O

Corollario 5.214. Le orbite dell’azione ¢ di un gruppo (G,*) su un insieme
X formano una partizione di X .

Proposizione 5.215. Siano (G, x) un gruppo, X un insieme e ¢ un’azione di
G su X, allora p4(x) = pp(z) se e solo se gSt(z) = hSt(x).

DIMOSTRAZIONE. La proposizione afferma che le bigezioni corrispondenti a due
elementi g, h di G tramite ’azione ¢ coincidono su un elemento x di X se e solo se
sono uguali le corrispondenti classi laterali sinistre dello stabilizzatore di x.

Mostriamo il teorema con una catena di doppie implicazioni. Osserviamo che
©g(r) = pn(x) se e solo se pp,-1,(x) = x (Proposizione 5.26, moltiplicando a sinistra
per ¢p,-1). Quindi ¢,(z) = pn(z) & equivalente al fatto che h='g € St(x), che a
sua volta equivale a dire che g € hSt(z), ovvero gSt(x) = hSt(z). O

Corollario 5.216. Le classi laterali sinistre di St(x) sono in corrispondenza
biunivoca con Orb(z). In particolare, se G < oo, per ogni x in X wvale:

|St(z)] - [Orb(z)] = |G|

Esercizio 5.217. Consideriamo l’azione \ del gruppo Dy (vedi Esempio 5.15)
sull’insieme Dy, che ad ogni g di Dy associa @4. Il gruppo diedrale delle isometrie
del piano che mandano il quadrato in sé ha i sequenti 8 elementi:

D4 = {67 €, '125 3737 Y, Ty, $2y7 $3y}

dove x ¢é la rotazione di 90 gradi, mentre y e la simmetria rispetto ad un asse del
quadrato. Determinare stabilizzatore e orbita di x e y.

Svolgimento. 1l centro di Dy & formato dai due elementi e ed z2. Dunque, per
quello che abbiamo osservato St(x) D {e,z, 22, z3}.
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D’altra parte, essendo St(x) un sottogruppo di Dy ha ordine che divide 8,
inoltre x ¢ Z(D,) dunque St(xz) # Dy. Da questo si pud concludere che St(z) =
{e,z, 22, 23}.

Questo implica (Corollario 5.216) che |Orb(x)| = 2, in particolare:

rozoxz~!=x€ Orb(z)

=g loyoy t=a"t=2%€cOrbx)

yoroy
Percio Orb(x) = {z, 2%}.
Anche per y lo stabilizzatore non puo essere tutto Dy, in quanto y ¢ Z(Dy),
inoltre St(y) 2< y, Z(D4) >= {y,e, 2% 2%y}. Dunque, analogamente al caso di =,
St(y) = {y,e, 2%, 2%y}. Anche in questo caso |Orb(y)| = 2, ed in particolare:

yoyoy ' =y e Orb(y)
royox t=a2o0yc Orb(y)

Quindi Orb(y) = {y, 2%y}
Esercizio 5.218. Trovare stabilizzatore e orbita di tutti gli elementi di Dy.

Esempio 5.219 (Il coniugio nei gruppi). Sappiamo gid che se (G,*) & un
gruppo e g € G, Papplicazione ¢, : G — G che ad ogni z di G associa grg~! & un
automorfismo interno di GG. Possiamo dunque considerare ’azione \ del gruppo G
sull’insieme G che ad ogni g di G associa .

Cerchiamo di determinare I'orbita di un elemento = € G, secondo 1’azione che
associa a g € GG I'automorfismo interno ¢g:

Orb(z) ={y € GFg € G py4(z) =y} ={ye GG grg =y}

Dalla Proposizione 5.213, sappiamo che la relazione in G:

r~ye3geG y=grg !

¢ di equivalenza. La relazione appena introdotta si chiama coniugio, e due elementi
equivalenti secondo il coniugio si dicono coniugati. Possiamo dunque dire che
l'orbita di un elemento x € G, secondo l'azione che associa a g I'automorfismo
interno g, € la classe di equivalenza di  per la relazione di coniugio.

Lo stabilizzatore St(x), invece, & formato dai g in G tali che ¢4(x) = z, ovvero
grg~t =, ciod St(x) contiene tutti e soli gli elementi g di G' che commutano con
x (tali che gx = xg). L’insieme C(x) degli elementi di un gruppo che commutano
con 'elemento = del gruppo ¢ detto centralizzatore di z.

St(x) & un sottogruppo di G che, in questo caso specifico (in cui 'insieme X
coincide con il gruppo G) contiene sempre z e (per come ¢ definita Pazione di
coniugio) Z(G). Dunque St(z) contiene il sottogruppo generato da = e Z(G).

Inoltre, se consideriamo = € Z(QG) si ha, per definizione di Z(G), che lo St(z) &
tutto G. Viceversa, se ¢ Z(G), allora esiste un elemento g di G che non commuta
con z, e dunque St(z) & contenuto strettamente in G.

Possiamo enunciare il Corollario 5.216 nel caso specifico del coniugio, afferman-
do che, se (G, *) & un gruppo finito, allora per ogni z in G la cardinalita della classe
di coniugio Orb(x) ¢ uguale all’indice di C'(z) in G, ovvero:

N [
Ol =16 T = o)
St(x)
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Esercizio 5.220. Siano G un gruppo finito di ordine n > 1 e p il pitu piccolo
primo che divide n. Sia H un sottogruppo normale di G di ordine p. Dimostrare
che H ¢ contenuto nel centro di G.

Svolgimento. Mostriamo che, per ogni elemento x di H, l'orbita di z rispetto al
coniugio ¢ di un solo elemento, ovvero € Z(G). Intanto osserviamo che essendo
H ciclico di ordine p, Aut(H) = Z; (Teorema 5.189). Inoltre, essendo H un sotto-
gruppo normale di G, se indichiamo con Py, la restrizione di ¢, ad H, per ogni y

in G si ha yry~! € H, ovvero by, € Aut(H). Questo equivale a::
oy, )P —1=0(py,) =1= ¢y, =id

10. Formula delle classi e sue conseguenze

Essendo la relazione di coniugio su un gruppo (G, *) (introdotta nell’Esempio
5.219) di equivalenza, sappiamo che le classi di equivalenza rispetto a questa re-
lazione (dette anche classi di coniugio) formano una partizione di G e possono
essere viste come le orbite degli elementi di G. Dunque scelto un insieme R di
rappresentanti per ~ si ha:

Gl = |0rb(x)| = Y [G: C(x)]
TER TER

Teorema 5.221 (Formula delle classi). Siano G un gruppo finito e R un
insieme di rappresentanti per il coniugio, si ha:

Gl =12(G)|+ > [G:C(x)]
zeR\Z(G)

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che nel caso x appartenga a Z(G) si
ha C(x) = G, dunque:
|Orb(z)| =[G : C(z)] =1
O

Dalla formula delle classi seguono alcuni risultati interessanti sui gruppi (G, *) di
ordine una potenza di un primo e soprattutto la generalizzazione del teorema di
Cauchy, ovvero senza l'ipotesi che il gruppo preso in considerazione sia abeliano.

Proposizione 5.222. Sia G un gruppo con |G| = p", allora |Z(G)| & un
multiplo non nullo di p. In particolare Z(G) non é banale, ovvero Z(G) # {e}.

DIiMOSTRAZIONE. Dalla formula delle classi e dall’ipotesi sulla cardinalita di G

si ha:
Gl=p" =12+ > [G:C@)
2ER\Z(G)
Osserviamo che, se  non ¢ un elemento di Z(G), allora esiste almeno un elemento
h di G con cui  non commuta e dunque C(z) & un sottogruppo proprio di G. Dal
teorema di Lagrange sappiamo che |C(z)| divide |G|, dunque esiste n,, (che dipende
da ) minore di n (perché C(x) & sottogruppo proprio) tale che |C(x)| = p™=. Si
ha dunque:
pt=12@)+ Y P
ER\Z(G)
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Ovvero
>0

—_
2@ =p" = > Pt e=p" TG Y1)
2€R\Z(Q) 2E€R\Z(C)
0

Esercizio 5.223. Dimostrare che un gruppo G di ordine p? & abeliano.

Svolgimento. Dalla Proposizione 5.222 sappiamo che Z(G) puo avere cardinalita p
o p%. Vogliamo escludere il caso |Z(G)| = p per avere che |Z(G)| = |G|, dunque
Z(G) = G (ovvero G abeliano).

Se Z(G) avesse ordine p, allora anche il gruppo G/Z(G) delle classi laterali
di Z(G) avrebbe ordine p e dunque sarebbe ciclico. Ma dalla Proposizione 5.196
sappiamo che G/Z(@G) & ciclico se e solo se Z(G) = G.

Osservazione 5.224. Sappiamo che i gruppi Z/p?Z e Z/pZ x 7/pZ non sono
isomorfi tra loro in quanto il primo, a differenza del secondo, € ciclico.

Dall’Esercizio 5.223 segue che un qualsiasi gruppo di ordine p? ¢ abeliano, e
dunque (Teorema 5.179) isomorfo ad uno di questi due gruppi.

Concludiamo il paragrafo dimostrando, attraverso la formula delle classi, le gene-
ralizzazioni del teorema di Cauchy e di Sylow per gruppi G non necessariamente
abeliani.

Teorema 5.225 (Teorema di Cauchy). Sia G un gruppo finito di ordine n > 1.
Sia p un primo che divide n, allora esiste x € G tale che o(x) = p.

DIMOSTRAZIONE. Sia |G| = p - m, procediamo per induzione su m. Il passo
base (m = 1) & ovvio in quanto se |G| = p allora G ¢ ciclico e quindi esiste un
elemento di ordine p.

Supponiamo adesso la tesi vera per m’ < m e dimostriamola per m, distinguen-
do due casi a seconda che G' abbia o meno un sottogruppo proprio H di ordine un
multiplo di p.

e Se (G ha un sottogruppo proprio H di ordine un multiplo di p, allora
|H| = pm/ con m’ < m e si pud quindi applicare Iipotesi induttiva sul
gruppo H. Esiste dunque z in H di ordine p. Essendo H C G, x ¢ in
particolare un elemento di G.

e Se (G non ha sottogruppi propri di ordine un multiplo di p, allora utiliz-
ziamo la formula delle classi:

2@ =p-m= > [G:C@)

o) eER\Z(G)

In particolare se n, € l'ordine di C'(x) (che € un sottogruppo proprio di G)

per ipotesi p non divide n,. Dunque, gli addendi nella sommatoria, che
p-m

sono tutti del tipo , sono multipli di p, e la sommatoria e divisibile

n
per p. Di conseguenz; anche |Z(G)| lo ¢&. Ma |Z(G)| ¢ un sottogruppo
di G, e per ipotesi non puo essere proprio (siamo nel caso G senza sot-
togruppi propri di ordine multiplo di p). Dunque G = Z(G), cioe G &
abeliano, e per gruppi abeliani abbiamo gia mostrato il teorema di Cau-
chy (Teorema 5.149) che garantisce I'esistenza di un elemento x di ordine
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p in G. Facciamo notare che, proprio per Cauchy, in questo caso G = Z,
(tra laltro lo si poteva ricavare anche dal fatto che < x > di ordine p ¢ un
sottogruppo di G, e quindi non puo essere proprio, dunque G € un gruppo
ciclico di ordine p...).

O

Teorema 5.226 (Teorema di Sylow). Sia G un gruppo finito di ordine n > 1.
Per ogni p primo che divide n esiste un p-sottogruppo di Sylow H di G (ovvero un
sottogruppo di ordine p™, massima potenza di p che divide n).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo scrivere |G| = p™ - k con k non divisibile per p.
Anche in questo caso, analogamente a quanto fatto per il teorema di Cauchy, pro-
cediamo per induzione, ma questa volta sull’ordine di G.

Passo base. Se |G| = 2, allora 'unica potenza di primo che divide 'ordine del
gruppo ¢ 2 ed esiste un sottogruppo di ordine 2: G stesso.

Passo induttivo. Supponiamo ora vero il teorema per tutti i gruppi di ordine mi-
nore di n e dimostriamolo per G. Se G ¢ abeliano abbiamo gia dimostrato questo
teorema, se G non ¢ abeliano allora G # Z(G) e dunque nella formula delle classi:

Z(@)=p™ k- > [G:C(x)
z€R\Z(G)

la sommatoria a destra non ¢ nulla. Distinguiamo due casi:
e Se esiste un = in R\ Z(G) tale che p non divide [G : C(z)], allora:

C(x)| = |G/|G: Clx)] =p™ -7 r<k

Infatti essendo = ¢ Z(G), x non commuta con tutti gli elementi di G e dun-
que C(z) & un sottogruppo proprio di G. Applicando l'ipotesi induttiva
al gruppo C(z) di ordine p™ - r con r < k, si ha la tesi.

e Se per ogni z in R\ Z(G), p divide [G : C(z)], allora dalla formula delle
classi segue che p divide |Z(G)|. Dunque esiste un elemento h € Z(G) di
ordine p. Sappiamo, dall’Esercizio 5.195, che H =< h > & un sottogruppo
normale di G. Possiamo dunque considerare il gruppo quoziente G/H il
cui ordine & p™~! - k (infatti H ha ordine p). Dunque p™~! divide |G/H|
e p™ non divide |G/H]|, ed essendo |G/H| < |G| per ipotesi induttiva,
da questo segue che esiste un sottogruppo K di G/H di ordine p™~!.
Consideriamo adesso:

K={geGlgH € K} =ny (K)

K & un sottogruppo di G (Esercizio 5.125) e inoltre K = ny(K), dunque
dal teorema di omomorfismo per gruppi segue che K = K/H. Percio:
S LY
|Hl  p
Da questo si ricava | K| = p™.
O

Corollario 5.227. Sia G un gruppo finito, se p é un primo tale che p™ divide
lordine di G, allora esiste un sottogruppo H di G di ordine p™.
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DIMOSTRAZIONE. Sia p® la massima potenza di p che divide |G|, allora dal
Teorema 5.226 sappiamo che esiste un sottogruppo K di G di ordine p*. Mostriamo
che, per ogni 0 < m < s, K (e dunque G) ha un sottogruppo di ordine p™.

Procediamo per induzione su s.

Passo base. Se s = 1 non c’¢ niente da dimostrare, infatti esiste un sottogruppo
H di ordine p° = 1 che ¢ il sottogruppo banale H = {e} ed un sottogruppo di
ordine p che ¢ K stesso.

Passo induttivo. Supponiamo vera la tesi per i gruppi di cardinalita p” con r < s
e dimostriamola per K di ordine p®.

Consideriamo Z(G): dal Teorema 5.222 sappiamo che ha ordine un multiplo di
p, quindi esiste un elemento h € Z(G) di ordine p. H =< h > & un sottogruppo
normale di G' e G/H & un gruppo con p*~! elementi. Dunque, per ipotesi induttiva,
in G/H esiste un sottogruppo W; di ordine p*, per ogni ¢ tale che 0 < ¢t < s — 1.
Analogamente alla dimostrazione precedente consideriamo:

W, ={g€GlgH € W;} =~ ' (Wy)
Tali W; sono sottogruppi di G e inoltre W, = W,/ H per cui:

¢ Wil (WA
pt= W = =
|H| P
da cui segue che i W; sono sottogruppi di G di cardinalita p'*!. Ovvero abbiamo
mostrato che esistono sottogruppi di G di ordine p’ con 1 < t < s. Per conclu-
dere basta osservare che G ha sempre un sottogruppo di ordine p° = 1 che & il
sottogruppo banale {e}. O

11. Gruppi di permutazioni

Concludiamo il capitolo andando a studiare pitt da vicino il gruppo (S(X), o)
delle funzioni bigettive di un insieme X in se stesso. Tale gruppo ¢ particolarmente
interessante per due motivi: fornisce un esempio non banale di gruppo non abeliano
e inoltre, dal teorema di Cayley, sappiamo che ogni gruppo G ¢ isomorfo ad un
sottogruppo di S(G). Ci interesseremo in particolare di gruppi di permutazioni
finiti, ma prima mostriamo come il gruppo (S(X), o) non sia abeliano se | X| > 2.

Proposizione 5.228. Se |X| > 2, il gruppo S(X) non é abeliano.

DIMOSTRAZIONE. Siano a,b,¢ € X e consideriamo i seguenti due elementi
01,09 di S(X):

asex=>= csex=>b
oi(x)=¢ bsex=a oo(x) =4 bsex=c
z altrimenti r altrimenti

In pratica o1 scambia a con b e lascia fissi tutti gli altri elementi di X, analogamente
09 scambia b con c e lascia fisso tutto il resto. Allora si ha che:

bsexr=a cser=a
csexr=>0 aser=2>
01 O O xXr) = 09 OO0 xr) =
(1 0 02)(x) asexr=c (72 0 01)(2) bsex=c
x altrimenti x altrimenti
Da cui segue che 01 0 0y # 05 0 7. O
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Se X ¢ finito di cardinalita n, esiste un’applicazione bigettiva f da X a N, =
{1,2,...,n}. Dunque S(X) e S(N,,) sono in corrispondenza biunivoca, basta asso-
ciare ad ogni elemento ¢ di S(N,,) 'elemento ¢ di S(X) definito, per ogni = in X,
da:

U(x) = fHo(f(2)))
Per studiare i gruppi di permutazioni di un insieme di n elementi, possiamo dunque
limitarci al gruppo di permutazioni di N,,.

Definizione 5.229. L’insieme S(NV,,) & detto gruppo simmetrico o gruppo
delle permutazioni di n elementi e lo indicheremo con il simbolo §,,.

Osservazione 5.230. Abbiamo gia visto nel paragrafo sul calcolo combinato-
rio che S, ¢ un gruppo finito di cardinalita n!.

Come succede spesso in matematica, una buona notazione puo essere molto di
aiuto nella manipolazione degli oggetti matematici in gioco. In questo caso, come
possiamo rappresentare gli elementi di §,, in modo che sia immediato vedere quale
¢ 'immagine di ogni elemento di N,,7 La scelta che faremo sara quella di indicare
un generico o € §,, come segue:

. 1 2 e n
7=\ o) o2 ... on)
In questo modo 'immagine tramite o di un qualsiasi elemento di N,, & scritta sotto
I’elemento stesso. Vediamo un esempio.
Esempio 5.231. Consideriamo o € S7 descritto da:
o 1 2 3 45 6 7
“\1 35 2 7 6 4
o lascia fissi 1 e 6, e manda il 2in 3,113 in 5,il 4in 2,il 5in 7 e il 7 in 4.

La notazione introdotta ci permette di calcolare piuttosto semplicemente la
composizione di permutazioni e I'inversa di una permutazione, vediamo come con
un altro esempio.

Esempio 5.232. Consideriamo gli o1, 02 elementi di S5 definiti da:
(1 2 3 4 5
T=\1 3 5 2 4

(123 45
2=\3 24 5 1
Sappiamo che per calcolare oy o 0o dobbiamo prima applicare oo e poi oy, allo-

ra scriviamo oy con la notazione introdotta e aggiungiamo una terza riga in cui
mettiamo I'immagine degli elementi della seconda riga tramite o;:

1 2 3 4 5
01009 = 3 2 4 5 1
5 3 2 4 1

A questo punto o1 o o5 € descritta da:

0'100'2:<

(A
[SUIN V]
N W
=~
—
S~——
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Analogo discorso per o9 o 01, per cui si ha:

1 2 3 4 5
92°01=13 4 1 2 5

Anche in questo caso notiamo che o1 e 09 non commutano.

Per trovare l'inverso & ancora piu semplice: linverso di una permutazione deve
rimettere tultto a posto, quindi se a ¢ andato in b tramite una permutazione, la
permutazione inversa deve rimettere b in a. Dunque, per scrivere l'inverso di o1
con la notazione introdotta, si deve scambiare la prima riga con la seconda e poi
riordinare le colonne verticali in modo che nella prima riga i numeri compaiano in
ordine crescente:

(135 24 _ (12345
scamblorlghef<1 9 3 4 5)—>(01) *<1 4 2 5 3>

Esercizio 5.233. Scrivere l'inversa di os.

Definizione 5.234. Due permutazioni o, ¢ di S, si dicono disgiunte se sono
disgiunti i sottoinsiemi H, e H, di N,, degli elementi non lasciati fissi rispettiva-
mente da o e . Ovvero:

i € Nalo(i) # i} 0 {i € Nali(i) # i} = 0

H, H,

Osservazione 5.235. Osserviamo che dato o € S,,, se i € H, allora anche
o(i) € H,. Infatti se o(i) fosse lasciato fisso da o avremmo:

o(o(1)) = o(i)
Per 'iniettivita di o questo implicherebbe o (i) = i, contro 'ipotesi che i € H,.
Osservazione 5.236. Abbiamo osservato che se n > 2 il gruppo S,, non ¢

abeliano. E vero pero che due permutazioni disgiunte o e ¢ di S, commutano,
ovvero g o p = poo. Infatti, per ogni i appartenente a N,,, si possono avere 3 casi:

(1) Sei ¢ H, U H,, allora ¢ viene lasciato fisso sia da o che da ¢ e dunque:

oo (i) = a(p(i) = 0(i) =i = ¢(i) = o(p(i)) = o 0 (i)
(2) Sei € H,, allora per losservazione 5.235 anche (i) € H,, e per l'ipotesi

di disgiunzione questo significa che sia i che o (i) vengono lasciate fisse da
©. Si ha dunque:

o(p(i)) = o(i) = p(o(i))
(3) Se i € Hy, si ragiona in maniera del tutto analoga al caso precedente.

Sia 0 € §,, e introduciamo la seguente relazione binaria su N,,:
def.
a~eb ="FieNa=o'(b)

Esercizio 5.237. La relazione binaria ~, su N,,, introdotta a partire da una
permutazione o € S, € una relazione di equivalenza su N,,.

Definizione 5.238. Sia 0 in S,, e 7 un elemento di N,,. La classe di equivalenza
di ¢ rispetto alla relazione ~, ¢ chiamata orbita di 7 tramite o. Se ¢ ¢ lasciata fissa
da o, la sua classe di equivalenza ¢ l'insieme che contiene solo ¢ e 'orbita viene
detta banale.

150



Osservazione 5.239. Consideriamo o in S,, e ¢ un elemento di N,,. L’orbita
di i & un insieme finito (ha al pitt n elementi), quindi per il principio dei cassetti,
esistono h,k in N con h < k < n tali che o"(i) = o*(i). Questo & equivalente al
fatto che o*~"(i) = i, da cui segue che l'insieme S = {s € N*|o*(i) = i} non &
vuoto.

Per il principio del buon ordinamento, S ha un minimo I, questo ci dice che
i,0(i),...,c'"1(i) sono tutti elementi distinti dell’orbita di .

Sia ora z un intero qualsiasi e calcoliamo ¢*(7). Eseguiamo la divisione euclidea
tra z e l:

z=q-l4+r 0<r<li
Dunque:
0*(i) = 077 (i) = 0" (a7 (i)) = 07 (i)

Ovvero gli elementi i, (i), ..., 0!~ 1(i) sono tutti e soli gli elementi dell’orbita di i.

Esempio 5.240. Consideriamo la seguente permutazione in Sy:
(1 2 3 4 5 6 7
1376245
Calcoliamo le orbite di ogni elemento di N7 tramite o.
e L’orbita di 1 & I'orbita banale {1}.
e [’orbita di 2 e I'insieme:
2o =1{2,0(2),0(0(2)) = 0(3),0(0(0(2))) = (7)}
—~—

3 7 5

Osserviamo che o(5) = 2 e che Porbita di tutti gli elementi della stessa
classe di equivalenza di 2 e, per definizione di classe di equivalenza, la
stessa di 2.

e [’orbita di 4 e I'insieme:

[4lo = {4,0(4)}
~—~—
6
Abbiamo finito e come deve essere le tre orbite (classi di equivalenza) formano una
partizione di N7, ovvero sono disgiunte e la loro unione e tutto N7.

Definizione 5.241. Una permutazione o di S, si dice ciclica o un ciclo
se possiede al pilt” una orbita non banale. La cardinalithy [ dell’orbita ¢ detta
lunghezza del ciclo.

Osservazione 5.242. Se o €& una permutazione ciclica di lunghezza [ di S,,
allora la sua unica orbita corrisponde allinsieme H, (infatti tutte le altre orbite
sono banali e quindi i loro elementi sono tutti e solo quelli che vengono lasciati fissi
da o). Possiamo in questo caso usare per ¢ la notazione (i1, 1s,...,4;), dove gli 4;
al variare di j tra 1 e [, sono tutti gli elementi di H,, intendendo che:

SN ij+1sej<l
0(17)7{ i1se j=1

"Scrivendo “al pit” in luogo di “esattamente” scegliamo di considerare tra le permutazioni
cicliche anche l'identita, che & 'unica permutazione che ha tutte orbite banali. Per convenzione
assegnamo lunghezza 1 all’identita.
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Esempio 5.243. La permutazione ciclica di Sy indicata con (3, 6,2, 7), usando
la notazione introdotta nell’Osservazione 5.242, si scrive come segue:

o ( 1 23 45 67 >
176 4 5 2 3
Osserviamo che la rappresentazione come ciclo non e unica, avremmo potuto in-
dicare la stessa permutazione scrivendo (2,7,3,6) o (7,3,6,2) o infine (6,2,7,3).
Questo non deve sorprendere: nel ciclo quello che conta e I'ordine, non quale sia il
primo elemento (perché arrivati all’ultimo si riparte dal primo, quindi non ¢’¢ un
elemento privilegiato). Dunque possiamo rappresentare uno stesso ciclo in ! modi

diversi, dove [ & la lunghezza del ciclo (nel nostro caso particolare [ = 4), uno per
ogni scelta possibile di un primo elemento.

Definizione 5.244. Un ciclo di lunghezza 2 ¢ detto trasposizione. Talvolta
useremo la notazione 7; ;, per indicare la trasposizione che scambia ’elemento ¢ con
lelemento k. Se k = i + 1 (cioé 7 scambia due elementi consecutivi di N,) la
trasposizione si dice adiacente.

Proposizione 5.245. Una trasposizione 7; ;11 puo essere scritta come la com-
posizione di 2k — 1 trasposizioni adiacenti.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che:

Tiyi+k = Tiyi+1 © Ti4+1,i42C -+ - O Tjpk—1,i4+k O -+ - O Tj41,i42 O Ty i+1

O

Proposizione 5.246. Ogni ciclo puo essere scritto come composizione di tra-
SPOSIZLONS.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che il ciclo di lunghezza [ (i1,...,i;) ¢ cer-
tamente uguale al prodotto delle seguenti [ — 1 trasposizioni:

(i1,41) © (i1,41-1) © ... 0 (i1,13) o (i1, 42)
Infatti con la prima trasposizione i; si scambia con iy e poi i1 rimane fisso, in quanto
nelle altre [ — 2 trasposizioni i non compare pitt. A questo punto con la seconda
trasposizione il nuovo i1, che & 'originario is, si scambia con i3 e qui rimane fermo.

Iterando questa considerazione si arriva a mostrare 1'uguaglianza tra il ciclo e il
prodotto di trasposizioni dato. O

Proposizione 5.247. L’ordine di una permutazione ciclica di lunghezza I,
come elemento del gruppo (Sp,0) ¢é esattamente [.

Definizione 5.248. Dato o in S,,, siano Ay, ..., Ay le orbite non banali di o.
Si chiamano cicli di o le k& permutazioni cicliche o}, cosi definite:
o(i) se i € Ay
1 altrimenti

VieN, og(i)= {

Ovvero un ciclo di o ¢ una permutazione ciclica, che ristretta ad una delle orbite
non banali A;, coincide con o e fuori da essa ¢ Iidentita.

Esempio 5.249. Scrivere i cicli della permutazione sotto o in Sg:

(12345673809
=\ 48132576 9
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11 ciclo legato all’orbita di 1 & (1,4,3). 1l ciclo legato all’orbita di 2 ¢ (2,8,6,5) e
poi ci sono 7 e 9 lasciati fissi da o.
La permutazione o & uguale alla composizione dei due cicli di s:

1 2 3 45 6 7 8 9

E un caso? La risposta € contenuta nella seguente proposizione.

Proposizione 5.250. Ogni permutazione o € S,, diversa dall’identita si puo
scrivere in modo unico (a meno dell’ordine®) come composizione di cicli disgiunti.

DIMOSTRAZIONE. Siano Aj,..., A, le orbite non banali di o e o1,...,0% 1
rispettivi cicli. Una decomposizione in cicli disgiunti di o esiste, infatti si ha:
0 =010...00k
L’osservazione chiave (gia fatta) ¢ che, se ¢ € A; allora anche s;(i) € A;, dunque
sia i che s;(7) vengono lasciati fissi da tutti i cicli s, con h # j. Se i € A; si ha:
(o10...004)(i) = 0;(7)
o; ¢ per definizione uguale a o su A;, quindi:
(010...00%)(i) = o(i)
D’altra parte, se i ¢ U?ZlAj, allora 4 viene lasciato fisso da o e da ogni o; e dunque:
(010...00p)(i) =i=0(i)
Per dimostrare I'unicita, supponiamo di avere un ulteriore scomposizione di ¢ in
cicli disgiunti:
0 =@10...0Qm
Osserviamo pero che ¢ individua univocamente le orbite e quindi il numero k di
cicli disgiunti da cui deve essere composto: da questo segue che m = k. Inoltre, se

enumeriamo le ¢; in modo tale che ¢; sia il ciclo che muove 'orbita Aj;, si ha che
; deve essere uguale a o su Aj;, cioé ¢, deve essere uguale a o;. O

Esercizio 5.251. Dimostrare che l'ordine di una permutazione o € uguale al
minimo comun multiplo degli ordini dei cicli disgiunti che la compongono.

Esercizio 5.252. Dimostrare che se S = (i1,i2,...,1;) € una permeutazione
ciclica in S, allora S™' & la permutazione ciclica descritta da (i1, 61—1, -« i2,01)
(ottenuta leggendo S da destra a sinistra).

Definizione 5.253. Sia 0 € S,, e 01 o ...0} la decomposizione di o in cicli
disgiunti. Indichiamo con [; la lunghezza del ciclo ;. Si dice segnatura di o il

numero:
k

> ti—1

i=1
Indichiamo con N (o) la segnatura di . Si chiama segno di ¢ (che indicheremo
con SGN(0)) la classe di equivalenza modulo 2 di N(o).

Proposizione 5.254. Ogni permutazione o si puo scrivere come composizione
di trasposizioni.

80rdine che & ininfluente, visto che permutazioni disgiunte commutano.
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DiMOSTRAZIONE. E un’immediata conseguenza delle proposizioni 5.246 e 5.250
che una permutazione o possa essere scritta come la composizione di trasposizioni.

O

E importante osservare che, data una permutazione o, non c’¢ unicita nella decom-
posizione in trasposizioni.

Esempio 5.255. Consideriamo la seguente permutazione:
(12 3 4
7=\4 3 21
Possiamo scriverla come (1,4) o (2,3) ma anche come (1,2) o (2,4) o (2,3) o (1, 3).

La scrittura di una permutazione come prodotto di trasposizioni ha pero un inva-
riante.

Teorema 5.256. Sia 0 € S,,. In qualsiasi scrittura di o come composizione
di trasposizioni la parita del numero di trasposizioni usate & un’invariante di o.
Ovvero, se a; e B sono trasposizioni tali che:

c=wo10...oap=010...00k
allora h =k (2).
DIMOSTRAZIONE. Definiamo la seguente funzione f : S,, — {—1,1}:
o(i) —o(j)
flo) = H ﬁ
{i,5}CNp,
Essendo ¢ una permutazione, si ha:
[[ c-otn=+ [ -3
{#,5}CNy, {i,j}C{1,....,n}

ovvero che effettivamente f ¢ a valori nell’insieme {—1,1}. Inoltre f ¢ un omomor-
fismo, siano infatti 0,7 € S,, e consideriamo f(o o 7):

floor) = H ogoTt(i)—oor(j)

{i.7}CN, t=

Possiamo riscrivere f(o o 7) come:

cot(i)—coT(j) 7(i)—7(j)
foen= 1 —6—G =
{i,j}CNn
A questo punto separando i fattori, e facendo variare gli indici su {7(i),7(j)} in
luogo di {i,j} (cosa che non cambia niente perché 7 & una permutazione di Sp,), si
ha:

floor) = H O'OT(Z')—O'OT(_]'). H 7(2) — 7(j)

{7(i),7(j)}CN, (@) =) Gjen, Y
f(o) f(r)

Ovvero f & un omomorfismo.
Dopo aver definito f, mostriamo che f, valutato su una trasposizione 7 = (a b),
ha valore —1, infatti:
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Considerando le coppie di indici del tipo (a,?) si ottengono in f i fattori
del seguente tipo (al variare di 7):

m(a) —71(i)  b—i

a—1 a—1
e Considerando le coppie di indici del tipo (i,b) si ottengono i fattori del
tipo:
7(b) — 7(4) a—i
b—i  b—i
Osserviamo quindi che il prodotto dei fattori relativi alle coppie (a,i) in
f si cancella con i fattori relativi alle coppie (i, b).
o I fattori relativi alle coppie (4, ) con 4, j ¢ {a,b} sono ovviamente uguali
a 1 perche 7 e I'identita sugli elementi diversi da i e j:
i) =rG) _i=i
i—j  i—j
Rimane da considerare il valore del fattore corrispondente alla coppia
(a,b):

7(#)—71(j) a-—b
fo = H i—j b—a
{i,J}CN,
A questo punto, sfruttando il fatto che f & un omomorfismo, si ha:

h k
flo) =1 re) =117
i=0 j=0

———
(=" (—~1)*
Dunque (—1)" = (=1)¥, ovvero h = k (2). O

Definizione 5.257. Una permutazione si dice pari se si puo scrivere come
composizione di un numero pari di trasposizioni. Una permutazione si dice dispari
se non e pari.

Osservazione 5.258. L’insieme delle permutazioni pari A,, di n elementi (con
n > 1) & un sottogruppo normale di S, (& infatti il nucleo dell’omomorfismo f

!
introdotto nella dimostrazione del Teorema 5.256) ed ha % elementi.

Osservazione 5.259. Il Teorema 5.256 afferma che, se conosciamo una scom-
posizione in trasposizioni di una permutazione, possiamo stabilire se la permuta-
zione ¢ pari o dispari.

In particolare, un ciclo di lunghezza [ ¢ pari se e solo se [ ¢ dispari: abbiamo
visto infatti (Proposizione 5.246) che un ciclo di lunghezza [ pud essere scritto come
la composizione di [ — 1 trasposizioni.

Piu in generale:
Proposizione 5.260. Una permutazione o ¢ pari se e solo se SGN (o) = [0]s.

DiMOSTRAZIONE. Dalla Proposizione 5.254 e dalla dimostrazione della Propo-
sizione 5.246, sappiamo che ¢’@ un modo per scrivere o come la composizione di
N (o) trasposizioni. Quindi o & pari se e solo se N(o) & pari, ovvero se e solo se
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Proposizione 5.261. Siano 0,7 € S,, allora:
SGN(ocov)=SGN(c)+ SGN(v)
Detto altrimenti, SGN ¢ un omomorfismo da (Sp,0) in (Z/27,4).

DIMOSTRAZIONE. SGN(cov) = 1 se e solo se oo & pari, ovvero se e solo se &
e v sono entrambe pari o entrambe dispari. Questo equivale a SGN (o) = SGN (%),
ovvero SGN (o) + SGN(v) = [0]s. O

Esercizio 5.262. Consideriamo in Sy le due sequenti permutazioni:

123456789
0:<3 o 5 7 4591 8) 7 = (13529)(861)(29)

1 1

Determinare ordine e segno di o, T, T~ "0 e 0 " T.

Svolgimento. Innanzitutto cerchiamo di capire meglio I’azione di 7, che ¢ la com-
posizione di tre cicli non disgiunti:

1 2 3 45 6 7 8 9
19 3 45 6 7 8 2
8 93 45 1 7 6 2
8 1 54 2 3 7 6 9

Ovvero:
/123456789
T8 15423769

che sono due permutazioni cicliche di

I~

Cercando i cicli disgiunti di o e 7 si osserv.
lunghezza rispettivamente 2 e 6:

o=(2,9) 7=(1,86,3,52)

Abbiamo dunque (Proposizione 5.247) che l'ordine di o ¢ 2 e quello di 7 & 6. Per
definizione di segno, SGN (o) = [2 — 1]y = [1]2 e SGN(7) = [6 — 1]z = [1]2.
Essendo o e 7 permutazioni cicliche, ¢ molto semplice scrivere le loro inverse:
cl=0=(2,9 77!'=(25,3,6,8,1)

Determiniamo 7 1S:

4 5 6 7 8 9
1 9 3 456 78 2 Hs—lr:(éggigSZTE))
2 9 6 4 3 8 7 1 5
Dunque 7718 = (1,2,9,5,3,6,8), da cui o(r718) = 7 e SGN(r71S) = [1]a.
Calcoliamoci adesso S™17:
123456789 B Lo 3 456 78 0
815423769%87’2815493762
8 1 5 4 9 3 7 6 2
3

Dunque S7'7 = (1,8,6,3,5,9,2) e dunque o(S~!7) =7 e SGN(S~17) = [1]5. Os-
servando che 7718 = (S717)7L, si poteva concludere, senza ulteriori conti (sfrut-
tando le proprieta degli omomorfismi, quale quello che associa ad ogni elemento in
S, il suo segno in Zo, e il legame tra ordine di un elemento e del suo inverso in un
gruppo), che 771S ha stesso ordine e segnatura di S~'7.
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Esercizio 5.263. Sia K C S5 il sottoinsieme delle permutazioni di {1,2,3,4,5}
che lasciano fisso 1.
(1) Dimostrare che K ¢é sottogruppo di Ss.
(2) Considerata f : K — K che associa ad ogni k in K ’elemento ko (3,5)

dimostrare che f(K) = K e dire se f é omomorfismo di gruppi da K in
K.

Svolgimento. Per mostrare che K ¢ sottogruppo di Sy, essendo K non vuoto e Sy
finito, basta dimostrare che ¢ chiuso per composizione. E facile osservare che la
composizione di due permutazioni che lasciano fisso 1 continua a lasciare fisso 1.

L’applicazione f non e un omomorfismo da K in K, in particolare perché
flid) = (3,5) # id. Che Dlapplicazione f sia surgettiva lo possiamo mostrare in
tanti modi: per esempio osservando che se o e a sono in K allora:

c0(3,5)=ao(3,5) < 0c=a
—_——  N—

f(o) fle)
In quanto essendo S5 un gruppo vale la legge di cancellazione (tutti gli elementi sono
invertibili). Percio f ¢ iniettiva ma essendo tra insiemi finiti della stessa cardinalita
questo implica f surgettiva.
Si poteva provare direttamente la surgettivita notando che per ogni o € K:

U_<1 2 3 4 5 )
1 0?2 aB3) o) o(5)

La permutazione a:

o ( 12 3 4 5 )
W1 o2) o) o4) o(3)
Appartiene a K e f(a) = o.

Esercizio 5.264. Siano dati i gruppi A = Ay, B =75y, C =735, D = Zy %
Zo X Ls ed E = 7§ X Z}; . Determinare le relazioni di isomorfismo di gruppo tra di
essi, giustificando perché due gruppi non siano isomorfi e viceversa esplicitando gli
isomorfismi tra gruppi isomorfi. Ricordiamo che con Ay indichiamo il sottogruppo
di degli elementi di S; generati da un numero pari di trasposizioni.

Svolgimento. A ¢ un sottogruppo di S4 non abeliano, quindi non puo essere isomorfo
anessuno degli altri: B, C, D, E sono tutti abeliani. Per questo proviamo a sfruttare
il teorema di struttura e scrivere a quali prodotti diretti di gruppi ciclici sono
isomorfi, sfruttando il teorema cinese del resto

Loy X Ly 2 Loy & (mym) =1
e 'osservazione che se H,T sono due anelli allora:
(HxT)"=H"xT*

(1) B = (Zs)* x (Z3)* Ora Z% & un gruppo di due elementi ed & dunque iso-
morfo a Zs. Inoltre tutti gli elementi di Z§ hanno ordine uno (l'identita
[1]g) o due ([3]s, [5]s, [7]s) quindi & un gruppo di 4 elementi non cicli-
co, ovvero ¢ isomorfo a Zy x Zy. Concludendo per la transitivita degli
isomorfismi:

Bg(ZQXZQ)XZQ
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(2) C sappiamo che ¢ ciclico (¢ uno Zy con p primo) con 12 elementi, percio
C' = Zj5. In particolare non ¢ isomorfo a B (hanno anche cardinalita
diverse).

(3) D ¢ gia scritto come prodotto diretto di gruppi ciclici e non ¢ isomorfo
a B (cardinalita diverse) e nemmeno a C' che ¢ ciclico (mentre lordine
massimo di un elemento in D ¢ 6).

(4) Z§ ¢ ciclico di 6 elementi (ad esempio [2]g ¢ un generatore) e quindi ¢
isomorfo a Zg. Zj ha due elementi e dunque e isomorfo a Zsg, percio:

EgZQXZ2><Zg

Dunque 'unico isomorfismo A che sussiste ¢ quello tra £ ed D proviamo ad espli-
citarlo. Basta definire A su un insieme di generatori di E (che non ¢ ciclico ma
generato da due elementi), ad esempio ([2], [1]4) e ([1]o, [3]4). Tali elementi devo-
no andare elementi dello stesso ordine e in modo tale che il sottogruppo generato
da A([2]o, [1]4) e quello generato da A([1]g, [3]4) abbiano come unica intersezione
I'identita di D. Un esempio ¢ dato dunque da:

A([2]o, [1]4) = ([0]2, [1]2, [1]3)
A([to, [3]4) = ([1]2, [0]2, [0]3)

Esercizio 5.265. Descrivere l'insieme Ss.

Svolgimento. Una permutazione di 5 elementi puo essere di 6 tipi diversi:

(1) Un ciclo di lunghezza 5: (a b ¢ d e). Quanti cicli di lunghezza 5 distinti
ci sono? Possiamo fissare ’elemento iniziale e far girare gli altri 4 nelle
restanti posizioni del ciclo. Quindi esistono 4! = 24 cicli di lunghezza 5
distinti. Un ciclo di lunghezza 5 puo essere scritto come il prodotto di 4
trasposizioni, dunque ¢ pari.

(2) Un ciclo di lunghezza 4: (a b ¢ d). Per contare i possibili cicli di
lunghezza 4, dobbiamo innanzitutto fissare quali elementi sono nel ciclo,
o equivalentemente 1’elemento fisso non incluso nel ciclo: abbiamo quindi
5 modi diversi di fissare i 4 elementi all’interno del ciclo. Per ognuno di
queste scelte, abbiamo 3! = 6 permutazione distinte, ottenute fissando
il primo elemento tra i quattro scelti, e facendo girare gli altri 3 nelle
restanti posizioni del ciclo. In tutto ci sono 30 permutazioni di questo tipo:
permutazioni dispari, perche si possono scrivere come la composizione di
3 trasposizioni.

(3) Un ciclo di lunghezza 3 composto con un ciclo di lunghezza 2:
(a b ¢)(d e). Dobbiamo scegliere i 2 elementi su 5 del ciclo di lunghezza 2
(o equivalentemente i 3 su 5 del ciclo di lunghezza 3: una volta scelti gli
uni, gli altri sono univocamente determinati). Ci sono ( 2 ) = 10 modi
per fare questa scelta. Una volta scelti gli elementi che stanno nei due
cicli, abbiamo una sola trasposizione e 2! 3-cicli diversi possibili. Quindi
ci sono 20 permutazioni di questo tipo, permutazioni che sono dispari.

(4) Un ciclo di lunghezza 3: (a b ¢). In questo caso, numericamente
non cambia niente rispetto al caso precedente: ci sono 20 permutazioni
di questo tipo. Quello che cambia ¢ che, non essendo composte con un
2-ciclo (una trasposizione), queste permutazioni sono pari.

(5) Due cicli di lunghezza 2: (a b)(c d). Fissiamo un elemento che rimane
fisso tramite questa permutazione: ci sono 5 modi di sceglierlo. Fissati i 4
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elementi che vengono scambiati, si tratta di contare le possibili coppie che
si possono formare (senza interessarsi dell’ordine). Fissato uno dei quattro
elementi, dobbiamo contare quante coppie possibili si possono formare con
questo elemento ('altra coppia sara univocamente determinata da questa
scelta): la risposta & 3. Ci sono quindi 3 -5 = 15 di questo tipo di
permutazioni, che sono pari perche composizione di due trasposizioni.

(6) Un ciclo di lunghezza 2: (a b). Dobbiamo scegliere 2 elementi su
5, ci sono 10 modi di farlo, poi non abbiamo altra scelta, perchée una
volta fissati due elementi, la trasposizione e fissata. Essendo composte da
un’unica trasposizione, queste permutazioni sono dispari.

(7) Un ciclo di lunghezza 1. Ovvero l'identita, che sappiamo essere unica, e
pari (la possiamo infatti vedere come la composizione di due trasposizioni
identiche).

12. Prodotto semi-diretto

Siano A e B gruppi, un prodotto semidiretto tra A e B ¢ il dato dell’insieme
A x B e di un omomorfismo ¢ : B — Aut(A). 1l prodotto semidiretto tra A e B
di omomorfismo ¢ si indica con A ><,B. Definiamo su G = A >, B la seguente
operazione:

(a1,b1) - (a2, b2) < (argy, (az), bibo).
In particolare il prodotto semidiretto di omomorfismo ¢ coincide con il prodotto
diretto se e solo se per ogni a € A e per ogni b € B: ¢p(a) = a, cioe quando ¢ &
l’omomorfismo banale che manda ogni elemento di B nell’identita di Aut(A).

Osservazione 5.266. Il prodotto semidiretto tra A e B, con l'operazione
appena definita € un gruppo. Infatti, lasciando per esercizio il fatto che I'operazione
¢ associativa, mostriamo che esiste ’elemento neutro, e per ogni coppia in A >1,B
esiste I'inverso.

(a,b) - (ea,ep) = (a-pp(ea),b-ep) = (a-es,b) =(a,b)
opEAut(A)
(6AaeB) : (a:b) = (eA ’ (peB(a)7eB : b) Nigh (eA : a:b) = (avb)
@ omo.
quindi (e, ep) € I'elemento neutro. Per 'inverso dimostriamo che, data la coppia
(a,b) € A ><1,B, possiamo sempre risolvere 'equazione (a,b) - (z,y) = (ea,en),
OVVero:

(@sato)tn) = (eaem) — { £

Lmae=g, (0 ) = ppi(a?)
Definiamo gli insiemi A, B:
A=Ax{eg} B={es} xB.

E facile osservare che v : A — A definito da: y(a) = (a,ep) & un isomorfismo tra
A e A, e analoga osservazione vale per B e B. Inoltre:

e (e4,ep) € A, in particolare A # 0.
e A ¢ chiuso per l'operazione -:

(ar,eB) - (az,ep) = (a1 - pe(az),ep - ep) = (ay - az,ep) € A.
o (a,e5') 7 = (pep(a™),ep) = (a7 ep) € A.
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Quindi A (e analogamente per B) ¢ un sottogruppo di G = A >, B.

Osservazione 5.267. Come nel caso del prodotto diretto, se G = A >1,B
allora:

(1) f:l . B~: G infatti, se (a,b) € G, allora (a,b) = (a,ep) - (ea,b).
(2) AnB=/{ecg}.

Osservazione 5.268. Se G = A >, B allora A<G. Infatti per ogni g = (a, b)
in G e per ogni © = (s,ep) € A si ha:
(a,0)(s,e8)(pp-1(a™"),b7") = (apu(s)en(wp-1(a 1)), e5) = (app(s)a™",ep) € A.
Mentre in generale B non ¢ un sottogruppo normale di G.

Teorema 5.269. Siano G un gruppo e H, K sottogruppi di G tali che:

(1) H<G.
(2) HNK = {e}.
(3) H-K=G.

Allora G = H >1,K dove ¢ : K — Aut(H) é l'omomorfismo che associa ad ogni
k € K lautomorfismo ¢.: or(h) = khk™.%

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo 'applicazione f : H >, K — G definita da:
f(h,k) = hk

e dimostriamo che ¢ un isomorfismo.

e f & un omomorfismo, infatti usando la definizione dell’operazione - nel
prodotto semidiretto si ha che:

fl(h, k) - (R, K] = f(her(h'),kE') = h(kh k1) kK
e per la proprieta associativa:
FICh k) - (k)] = h(kh' K=V kk! = hER'K = F(h, k) - F(H,K).
e f ¢ iniettivo:
f(hyk)=e—hk=e— h =k ' h=k=cc HNK.
—~ =~
cH €K
e f ¢ surgettiva, infatti per ipotesi H - K = G.
O

Osserviamo che se anche K ¢ un sottogruppo normale, allora (lemma 5.163) ogni
elemento di H commuta con ogni elemento di K, percio khk~! = h e quindi ¢}, &
sempre ’'omomorfismo banale per ogni k, cioe, come sapevamo gia, G ¢ isomorfo al
prodotto diretto tra H e K.

9Dato un gruppo G, ad ogni elemento g € G ¢ possibile associare 'automorfismo g4, tale che
Vh € G : @g(h) = ghg™'. L’insieme di questi automorfismi & un sottogruppo di Aut(G), detto
sottogruppo degli automorfismi interni di G.

10E bene sottolineare che in questi passaggi indichiamo con lo stesso simbolo - due operazioni
diverse: I'operazione per cui G € un gruppo, e 'operazione di prodotto semidiretto.
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Esempio 5.270 (Costruzione di prodotto semidiretto). Consideriamo il grup-
po D,, =< x,y > con x rotazione di angolo 27—? e y simmetria rispetto ad un asse del
poligono. Sappiamo (vedi appendice) che il sottogruppo delle rotazioni H ¢ nor-
male in D,, e consideriamo K = {e,y} < D,,. Allora H-K = D,, e HN K = {e},
quindi: D,, & H >, K con:

1 1

9. = id e p,(r) = yry ' main D, yr = 2~y quindi ¢, (z) = 2"

H ¢ un sottogruppo ciclico di ordine n e K ¢ isomorfo al sottogruppo di Aut(H)
composto dall’identita e dall’automorfismo che ad ogni elemento associa l'inverso,
percio:

Dn = Z/nZ ><]<PZ/QZ'

Esempio 5.271. Sia G un gruppo di ordine p - ¢ con p,q primi e p > ¢. Dal
teorema di Cauchy segue che:
Jr e G:ord(x)=p
JyeG:ordly) =q

Consideriamo H =< z > e K =< y >, questi due sottogruppi di G sono tali che:
HNK={e} e H- K=G

infatti un elemento in comune tra H e K deve avere ordine che divide p e ¢ che
sono primi distinti, e quindi deve avere ordine 1. Inoltre:

ord(H) - ord(K)
ord(HNK)

Questo ci dice anche che gli elementi del tipo hk con h € H e k € K sono tutti
distinti."!

Osserviamo inoltre che il sottogruppo tra H e K con piu elementi (in questo caso
H perche abbiamo supposto p > ¢) ¢ un sottogruppo normale di G. Fissato un
qualsiasi g € G consideriamo infatti 'automorfismo di G, o4, che associa ad ogni
z € G Delemento gzg~'. Allora o,(H) = H' & un sottogruppo di ordine p di G
come H. Ma questo dimostreremo che implica H' = H, e quindi per ogni g € G si
ha:

ord(HK) = =p-q=ord(Q).

gHg™ ' =H
cioe H <1 G. Supponiamo per assurdo che esista L < G di ordine p e L # H, allora
H N L = {e} in quanto l'ordine dell’intersezione (essendo l'intersezione di gruppi
un sottogruppo) ¢ un divisore comune dei gruppi, quindi o 1 oppure p, ma se fosse
p avremmo L = H contro l'ipotesi che i due sottogruppi siano distinti. H - L ha
p-p = p? elementi (la dimostrazione che sono distinti ¢ identica a quella fatta nella
nota precedente), ma H - L C G che ha p - ¢ elementi. Assurdo.
Conclusione: se G & un gruppo con p - g elementi (p > ¢ numeri primi) allora G
¢ isomorfo al prodotto semidiretto tra i gruppi H e K generati da un elemento di
ordine rispettivamente p e ¢:

G=H><,K

Hpossiamo provarlo anche direttamente, osservando che se hk = h/k’ allora
W'h=Kk'eHNK
e quindi & uguale all’identita ovvero
R=lh=e=FKk?
dacuih="h"ek=Fk.
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con K 2 7/, (tramite I'isomorfismo che associa a y/ € K l'elemento j € Z/z) e
H =7/, quindi:

0 : K — Aut(H) = Aut(Z/pz) = (Z/pz)*
L’omomorfismo ¢ puo essere di due tipi:

(1) primo tipo: Se ¢ & banale, cio¢ a tutti gli elementi di K corrisponde
I'identita, allora:

GgHXKgZ/p2XZ/qZ

Quindi se ¢ € banale G ¢ ciclico.

(2) secondo tipo: Se ¢ non & banale allora ¢ ¢ iniettivo, infatti essendo K
ciclico di ordine un primo ogni suo elemento diverso da e genera K e ¢
e un omomorfismo, quindi se un elemento k& € K diverso da e ¢ tale che
(k) = id, allora:

K =<k>C Ker(p) = Ker(p) =K

e ¢ sarebbe 'omomorfismo banale, contro la nostra ipotesi. Questo im-
plica che p(K) = L C (Z/,z)* ha ordine ¢, e quindi che ¢|(p — 1). (L &
I'unico sottogruppo di (Z/,z)* di ordine g, in quanto (Z/pz)* ¢ ciclico.)
Inoltre L ¢ ciclico generato da z = (1) (infatti p(m) = 2™).
Indichiamo con - il prodotto semidiretto e con - il prodotto tra elemen-
ti di G e consideriamo I'isomorfismo f : H >1,K — G definito da:
f(h,k) = h - k, allora siano (z%,y?), (2!, y°) € H >, K:

f[(xl7yj) : (mt’ys)} \:/_, f(‘Tl?yj) G f('rtays)

f € omomorfismo

e quindi:
fle'y)) - @yl =2 cy aatay
D’altra parte, calcolando prima il prodotto semidiretto all’interno della
parentesi quadra, si ottiene che f[(2%,47) - (2%, y°)] ¢ uguale anche a:
f@"c @),y cy®) =2 ¢ @)y cy

E dunque, indicando con z 'immagine di 1 tramite ¢:

e(y) (') = pya(a') = 2
Questo fornisce la regola del gruppo:
2ty =y gt

Esempio 5.272. Sia G un gruppo di ordine 2p con p primo diverso da 2.
Allora ¢ = 2|(p — 1) e quindi G = Z/pz ><1,Z/2z. Per esempio ord(D,) = 2p e
quindi Dp = Z/pZ ><]¢,Z/Qz.
Consideriamo il gruppo dei quaternioni Q4, se Q4 si potesse scrivere come prodotto
semidiretto, allora esisterebbero H e K sottogruppi di ordine 4 e 2 con HNK = {1}
e H-K = 4. L’unico gruppo di ordine 2 ¢ Z(Q4) = {£1}, ma nei gruppi di ordine
4 ¢’e’ sempre —1 e quindi HNK non potra mai essere solo I'identita. Di conseguenza
G non puo essere isomorfo ad un prodotto semidiretto.
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CAPITOLO 6

Anelli

1. Definizione e prime proprieta

Dopo aver studiato la struttura algebrica di gruppo, ne introduciamo un’al-
tra che in qualche modo generalizza la struttura degli interi: quella di anello.
Per definire una struttura di anello, proprio come per I'insieme degli interi, & ne-
cessario definire su di un insieme A due operazioni, che chiameremo addizione e
moltiplicazione.

Definizione 6.1. Un anello & un insieme A su cui sono definite due operazioni
(che indicheremo con +,-) in modo tale che:
(1) (A, +) & un gruppo abeliano (indicheremo con 0 I'elemento neutro').
(2) A ¢ chiuso per loperazione -, ovvero per ogni a,b € A si ha che a-b ¢ un
elemento di A.
(3) L’operazione - & associativa.
(4) Valgono le leggi distributive:
o Va,b,ce A a(b+ c) = ab+ ac.
e Va,b,ce A (a+b)c=ac+bc.

Esempio 6.2. E facile verificare che (Z,+,:) e (Z/mZ,+,-) con m intero
maggiore di 1, sono anelli.

Puo accadere che la moltiplicazione di un anello A verifichi proprieta ulteriori ri-
spetto a quelle minimali richieste affinche A sia un anello. Introduciamo delle nuove
definizioni proprio per descrivere questi casi:

Definizione 6.3. Un anello (A, +,-) per cui - sia commutativa, ovvero:
Va,be Aa-b=b-a
si dice anello commutativo.

Esempio 6.4. L’anello (Z,+,-) & ovviamente commutativo. Un esempio di
anello non commutativo ¢ quello formato dall’insieme delle matrici quadrate di
ordine n a coefficienti reali con le operazioni di + e -.

Definizione 6.5. Un anello (A, +,-) per cui esista ’elemento neutro (indiche-
remo tale elemento con 1) di -, ovvero per cui 1-a =a-1 = a, per ogni a in A, si
dice anello con unita o unitario.

Esempio 6.6. L’anello (Z, +, -) & commutativo con unita, mentre (P, +, ), con
P insieme dei numeri interi pari, ¢ un anello senza unita: 1 ¢ dispari!

Esercizio 6.7. Sia (A,+,-) un anello. Dimostrare che Va € A, a-0=0

1 possibile in quanto I’elemento neutro di una operazione se esiste & unico.
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Svolgimento. Per ogni a in A si ha:

a-0 = a- (040 = a-0+a-0
0 el.neutro prop. dist.

Addizionando per 'inverso additivo di a - 0, si ottiene proprio 0 = a - 0.

Esempio 6.8. L’insieme A = {f|f : R — R} con le operazioni di somma +
e prodotto ~ definite come segue:

def
~ A
Ve eR (f+g)(x)"="f(x) + g(x)
def
=~
Vz eR (fg)(x)"="f(z) g(x)
€ un anello commutativo con unita. La commutativita segue dal fatto che il prodotto
7 & definito a partire dal prodotto su R che ¢ commutativo. L’unita e la funzione
reale costante uguale a 1.

Siano X un insieme e A un anello, anche I'insieme delle funzioni da X ad
A su cui sono definite le operazioni come sopra & un anello. In particolare sara

commutativo se A lo ¢, e avra 'unita se A ¢ con unita (in questo caso l'unita & la
funzione che manda tutti gli elementi di X nell’'unita di A).

Definizione 6.9. Sia (A, +,-) un anello commutativo. Un elemento a di A
diverso da 0 si dice divisore di zero se esiste b in A diverso da 0 tale che: a-b = 0.
Un anello (commutativo) A si dice privo di divisori di zero se nessun x di A ¢
un divisore di zero?.

Esempio 6.10. Consideriamo Zjg, ’elemento [2]1¢ & un divisore di zero, infatti
[2]10 - [5]10 = [0]10 € [5]10 # [0]10. In particolare Zjo non ¢ privo di divisori di zero.

Definizione 6.11. Sia (A, +,-) un anello commutativo, un elemento = € A
diverso da 0 e per cui esiste n in N con 2" = 0, si dice elemento nilpotente.

Esercizio 6.12. Dimostrare che linsieme dei nilpotenti & un sottoinsieme
dell’insieme dei divisori di zero di un anello.

Esempio 6.13. Esistono elementi che sono divisori dello zero, ma non nilpo-
tenti. Ad esempio consideriamo in Z/10Z l'elemento [2]19. E un divisore dello zero,
infatti:

[2]10 - [5]10 = [0]10
ma nessuna potenza di 2 sard mai un multiplo di 10 (per il teorema fondamentale
dell’aritmetica). Dunque [2];p non & nilpotente.

Definizione 6.14. Un anello commutativo con unita privo di divisori di zero
si dice un dominio d’integrita.

Esempio 6.15. (Z,+,-) ¢ un dominio d’integrita.
Esercizio 6.16. (Z/mZ,+,-) é un dominio di integrita se e solo se m é primo.
2Avremmo potuto generalizzare la definizione anche per anelli non commutativi, differenzian-

do tra moltiplicazione a destra e sinistra, e dunque tra divisore destro e sinistro di zero. Trattando
nel seguito quasi esclusivamente anelli commutativi, preferiamo non complicare le cose.
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Svolgimento. Dall’Esempio 6.10 dovrebbe essere chiara 'idea. Se m si puo scrivere
come @ - b entrambi maggiori di 1 e minori di m (ovvero m non ¢ primo), allora
[@)m - [b]m = [O]m € [a]m, [b]m sono diversi [0],,. Viceversa se m & primo, [a]m, - [b]m =
[0],, (ovvero m divide a-b) equivale, per definizione di primo, a m divide a (ovvero
[a)m = [0]m) o m divide b (ovvero [b],, = [0],).

Definizione 6.17. Sia (A, +,-) un anello con unitd. Un elemento a di A si
dice invertibile se esiste b in A tale che a-b=0b-a = 1.

Proposizione 6.18. Sia A un anello commutativo con unita. L’insieme A*
degli elementi invertibili di A, ovvero:

A" ={r e AFye A zy=1}.
e un gruppo rispetto alla moltiplicazione.

DIMOSTRAZIONE. A* & non vuoto, infatti 1 € A*. Inoltre per ogni z,y € A*
(ovvero esistono in A, 71 e y~! inversi rispettivamente di = e y), mostriamo che
2y~ ! appartiene ad A* esibendone un inverso in A.

1 1

(xy™H(yz™) = z@y 'y l=zex l=c¢
EA prop.ass.
Dal Lemma 5.39, segue la tesi. O

Dimostriamo che in un anello commutativo privo di divisori di zero vale la regola
di cancellazione per la moltiplicazione.

Lemma 6.19 (Legge di cancellazione). Sia (A, +,-) un anello commutativo
privo di divisori di zero, allora per ogni a,b,c € A con a # 0:

ab=ac&b=c

DIiMOSTRAZIONE. Una implicazione ¢ banale. Supponiamo dunque che a - b sia
uguale ad a - ¢, allora:
a-b—a-c=a-(b—c)=0

Essendo a # 0 e A privo di divisori di zero, deve essere b —c =0, ovverob=c. 0O

Osservazione 6.20. Per dimostrare il Lemma 6.19 non si puo usare la Pro-
posizione 5.26 che dimostra la proprieta analoga per i gruppi. A infatti non ¢
un gruppo per la moltiplicazione. D’altra parte facciamo notare come le due di-
mostrazioni siano sostanzialmente diverse, in quanto nel caso dei gruppi usavamo
I'esistenza degli inversi, qui abbiamo sfruttato la non esistenza di divisori di zero.

Definizione 6.21. Un anello (A, +,-) i cui elementi diversi da zero formino un
gruppo rispetto a - si dice un corpo. Un corpo commutativo ¢ detto un campo.

Osservazione 6.22. Dalla definizione di corpo segue che 'anello A deve essere
con unita (altrimenti non potrebbe essere un gruppo rispetto a -, in quanto privo
di elemento neutro).

Dalla definizione segue anche che un anello A commutativo &€ un campo se e solo
se ogni elemento di A diverso da 0 ¢ invertibile rispetto alla moltiplicazione. Infatti,
se A\ {0} ¢ un gruppo per la moltiplicazione, allora - per definizione di gruppo -
ogni suo elemento deve essere invertibile; viceversa, se ogni elemento diverso da 0
ha inverso, allora A* = A\ {0}, che sappiamo essere un gruppo per la Proposizione
6.18.
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Esempio 6.23. L’anello (Z,+,-) non ¢ un campo, infatti gli unici elementi
invertibili rispetto alla moltiplicazione sono 1 e —1. L’insieme Q dei numeri razionali
con le usuali operazioni di somma e prodotto ¢ un campo, cosi come l'insieme R
dei numeri reali.

Nel caso degli Z/mZ, Z/mZ & un campo se e solo se m & primo.

Sia A un anello commutativo con unita. Il prossimo lemma mostra che l'insieme
dei divisori di zero D e quello degli invertibili A* di A sono disgiunti.

Lemma 6.24. Sia (A, +,-) un anello commulativo con unita, ed indichiamo
con D Uinsieme dei divisori di zero di A. Allora DN A* =0

DIMOSTRAZIONE. Mostriamo che, supponendo l'esistenza di a € D N A*, si
arriva ad un assurdo. Essendo a in D, a # 0 ed esiste y € A diverso da 0 tale che
a -y = 0. D’altra parte, essendo a in A*, esiste z € A tale che z-a = 1. Avremmo
dunque:

y=1ly=(z-a)y Ny, z-(ay)=2-0 N, 0
prop.ass. Ese 6.7

Assurdo perché per ipotesi y # 0. O
Corollario 6.25. Un campo ¢é privo di divisori di zero.

Osservazione 6.26. Non ¢ vero in generale il viceversa del Corollario 6.25,
ovvero che un anello commutativo con unita senza divisori di zero sia un campo.
Consideriamo infatti Z: pur privo di divisori di zero, non ¢ un campo. In particolare
questo mostra come, in un anello infinito, un elemento non nullo che non sia divisore
di zero, non & detto sia invertibile. Dimostreremo invece che, se A ¢ finito, allora
un elemento diverso da zero di A o ¢ divisore di zero o ¢ invertibile.

Per dimostrare il risultato sugli anelli finiti, abbiamo bisogno di provare alcune
proprieta di calcolo valide negli anelli. Abbiamo gia mostrato che, in qualsiasi
anello, il prodotto di qualsiasi elemento a dell’anello con 0 ¢ 'elemento 0. Il seguente
lemma dimostra altre proprietd che ricordano la regola dei segni dei numeri interi®.

Lemma 6.27. Sia (A, +,") un anello, allora, indicando con —a 'opposto di a
rispetto alla addizione, per ogni a,b € A si ha:
a-(=b)=(-a)-b=—(a-b)
(~a) - (~b)=a-b
DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che a-b+a-(—b) = 0 (ovvero che a-(—b)
¢ Popposto di a - b). Dalla proprieta distributiva segue che:

a-b+a-(=b)=a-(b+(=b)=a-0=0

Analogamente si dimostra che (—a)-b= —(a-b).
11 fatto che (—a) - (=b) = a - b segue dall’osservazione che —(—a) = a (ovvero
che I'opposto di —a & a) e dalla dimostrazione del punto precedente. g

Lemma 6.28. Sia (A,+,-) un anello finito commutativo con unita. Allora

A\ {0} = A" U D.

3In questo caso possiamo dimostrare la regola perché segue appunto dalle proprieta di anello,
nel caso di Z invece definivamo in quel modo la regola proprio affinché valessero in Z le proprieta
di anello (nello specifico la proprieta distribuitiva).
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DIMOSTRAZIONE. Facciamo vedere che, se z ¢ un elemento di A diverso da 0
che non appartiene a D, allora x appartiene ad A*. Se x ¢ D, allora la funzione ¢,
da A in A che ad ogni y € A associa ¢,(y) = xy ¢ iniettiva. Infatti, due elementi
Y, z hanno la stessa immagine tramite ¢, se e solo se zy = xz, ovvero xy —zz = 0,
e:

zy —xz =0 & z(y—2)=0 & —z2=0y==2
y N (y—2) Y y
prop.dis. e Lemma 6.27 z¢ D, x#0

¢z + A — A & iniettiva tra due insiemi finiti della stessa cardinalita (A sia in
partenza che in arrivo), dunque ¢, ¢ bigettiva. Esiste quindi y € A tale che
ez (y) =1, cioe © € A*. O
N——"

zy
Corollario 6.29. Un dominio d’integrita (A,+,-) finito é un campo.

Esercizio 6.30. Dimostrare che, se di (A,+,-) sappiamo che é un anello com-
mutativo finito privo di divisori di zero, allora possiamo concludere che (A, +,-) ¢é
un campo.

Svolgimento. Quello che dobbiamo dimostrare ¢ che sotto le ipotesi date (A, +, )
ha 'unita.

Sia z un elemento di A diverso da 0, allora l'applicazione ¢, definita nella
dimostrazione del Lemma 6.28 ¢ bigettiva. Esiste dunque e € A tale che @, (e) =
x - e = . Mostriamo che e & I’elemento neutro di A, ovvero che per ogni a in A si
ha: e-a = a. Sempre sfruttando la bigettivita di ¢, per ogni a € A, esiste b € A
tale che ¢, (b) = z - b = a. Dunque:

eca=e-(x-b)=(e-z)-b=x-b=a

Come per i gruppi, anche nel caso degli anelli siamo interessati ai sottoinsiemi che
mantengano le proprieta di anello:

Definizione 6.31. Un sottoinsieme B di un anello (A, +, -) si dice un sottoa-
nello di A se (B,+p,-p) ¢ un anello con le operazioni +p e -p, restrizioni di + e
- a B. Se A ¢ unitario allora anche B deve essere unitario. Un sottoanello B di A
si dice proprio se ¢ diverso da A e da {0}.

In pratica, per dimostrare che B ¢ un sottoanello di A, basta verificare che B ¢
un sottogruppo per l’addizione ed ¢ chiuso per il prodotto. Nel caso di A unitario
dobbiamo provare anche che 1 appartenga a B.

Esempio 6.32. Z & un sottoanello di (Q, +, -).
mZ con m > 1 non ¢ un sottoanello di Z, infatti pur essendo un sottogruppo e
chiuso per prodotto, non contiene I'identita.

Esercizio 6.33. L’ntersezione di due o pit sottoanelli di un anello (A, +,) e
un sottoanello di A.

Svolgimento. Siano B e C' sottoanelli di A: sappiamo che B N C & un sottogruppo
additivo (Proposizione 5.44). Dobbiamo percid mostrare che I'intersezione B N C
¢ chiusa per la moltiplicazione. Per ogni s,t € BN C si ha che s-t € B (B ¢
sottoanello di A e quindi chiuso per il prodotto) e s-t € C' (anche C' & sottoanello
di A). Dunque s-t € BNC.

167



Osserviamo infine che, se A ¢ con unita, allora per definizione di sottoanello sia
B che C, e dunque la loro intersezione, contengono 'unita.
Chiudiamo il paragrafo introducendo il concetto centrale di omomorfismo di anelli
che riprenderemo nel seguito. Infatti, come per i gruppi, anche per la struttura
di anello siamo interessati a definire e studiare le proprieta di applicazioni che
conservano la struttura.

Definizione 6.34. Siano (A, +.4,-4) e (B, +5, 5) anelli. Un’applicazione f
da A a B si dice un omomorfismo di anelli se per ogni z,y in A:
(1) f(z+ay) = f(z)+5 f(Y)-
(2) fl@-ay) = f(z) B fy)

2. L’anello dei polinomi Alz]

In questa sezione definiamo l'insieme A[z] dei polinomi a coefficienti in un
anello A commutativo con unita (in seguito ci interesseremo al caso particolare di A
campo), definendo su esso le operazioni di addizione e moltiplicazione e dimostrando
che l'insieme cosl costruito € un anello commutativo con unita.

Definizione 6.35. Sia A un anello commutativo con unita, un polinomio in
una variabile a coefficienti in A, ¢ un’espressione formale finita del tipo:

f(z):ao+2a,-xin€Nai eA
i=1

Gli a; sono detti coefficienti del polinomio f(z).

Osservazione 6.36. Con la convenzione che 2° = 1, possiamo scrivere f(x)
. n 7
in forma compatta come >, a;z".

Inoltre possiamo vedere (pud far comodo nelle prime dimostrazioni formali) un
polinomio f(x) in A[x] anche come somma infinita ), a;2* con un numero finito
di a; diversi da zero.

Definizione 6.37. Il coefficiente ag si dice termine noto di f(z). Un poli-
nomio con coefficiente direttivo 1 si dice monico.

Esempio 6.38. v/22% — 5z + 1 ¢ un esempio di polinomio a coefficienti in R,
cosl come 7 & un polinomio a coefficienti in R (con a; = 0 per ¢ > 0 e ag = 7),
mentre non sono polinomi a coefficienti in R né 5272 — 3z + 1, né 23 —br+1

Definito l'insieme A[x] come l'insieme di tutti i polinomi a coefficienti in A, per
costruire una struttura di anello su di esso, bisogna definire I'uguaglianza tra i suoi
elementi e due operazioni binarie (che chiameremo addizione e moltiplicazione, e
indicheremo con + e -).

Definizione 6.39 (Uguaglianza tra polinomi). Due polinomi f(z) = Y, ;"
e g(z) = >,y biz’ in Alz] si dicono uguali se e solo se a; = b; per ogni i € N.

n

Definizione 6.40. Ogni polinomio f(z) = Y. ,a;z" in Afz] definisce una
funzione polinomiale, che indicheremo con f(z) da A in A, ottenuta associando ad
ogni k di A la valutazione di f(x) in k, ovvero l’elemento f(k) di A dato da:

n
E ; + k'
i=0
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Polinomio f(z) e funzione polinomiale associata f () non sono la stessa cosa. Infatti
due funzioni (e quindi in particolare anche quelle polinomiali) a valori in A si dicono
uguali se ad ogni elemento di A associano lo stesso valore. Se consideriamo A4 = Zo,
i polinomi 0 e z—1 di Zz[x], e le rispettive funzioni polinomiali da Zs a Z, si ha che
i polinomi sono diversi (in quanto non hanno la stessa espressione formale), mentre
la funzione polinomiale associata e la stessa nei due casi, infatti le valutazioni dei
due polinomi in 0 e 1 (gli unici due elementi di Zy) sono sempre 0. Dunque la
funzione polinomiale associata sia al polinomio 0 che al polinomio  — 1 di Zs[x] &
la funzione nulla.

In realta possiamo, usando il piccolo teorema di Fermat, generalizzare ’esempio
appena fatto. Infatti sappiamo che, per ogni Z, (con p primo), i due distinti
polinomi z e 2P di Z,[z] definiscono la stessa funzione polinomiale da Z, in se
stesso (ovvero la funzione identitd che manda ogni elemento in se stesso). Questo
ci dice che I'applicazione da Z,[x] all'insieme delle funzioni da Z,, in Z,, che associa
ad ogni polinomio la funzione polinomiale associata, non e iniettiva.

Dimostreremo in seguito che, se .4 ¢ un campo infinito, tale applicazione ¢
iniettiva; in particolare se A ¢ infinito, allora due polinomi sono uguali se e solo se
le corrispondenti funzioni polinomiali associate coincidono.

Osservazione 6.41. Una doverosa precisazione ¢ il fatto che, pur non avendo
definito il prodotto tra un elemento di A e I'indeterminata x, si assume (in qualche
modo in deroga alla definizione di uguaglianza tra polinomi data) che non scrivere
un termine i-esimo o scriverlo con coefficiente 0 sia la stessa cosa. Ovvero il po-
linomio 3z* — 52 + e 32* — 523 + 0 - 22 + = + 0 vengono considerati lo stesso
polinomio.

Tale espediente rende molto pitt semplice dare la definizione di somma tra due
polinomi generici f(x) e g(x) in quanto permette di scriverli con lo stesso numero di
coefficienti, associati alle stesse potenze dell'indeterminata xz. Ad esempio, dovendo
trattare le operazioni tra 2® — 3z 4+ 1 e 22 — 3, possiamo pensare i due polinomi
come:

22 4+0-2* +0-23+0-22 -3z +1
0-2540-224+0- 234+ 224+0-2 -3

Si potrebbe essere piu rigorosi introducendo la relazione di equivalenza che
associa due polinomi le cui espressioni formali differiscano solo per la presenza di
coefficienti nulli, ma crediamo sia una inutile complicazione.

A questo punto possiamo introdurre le operazioni di addizione e moltiplicazione tra
due polinomi f(z) e g(x) in Alz].

Definizione 6.42 (Addizione tra polinomi). Dati f(z) = > I a;z’ e g(x) =
> o bz, definiamo il polinomio somma f(z)+ g(z), che indicheremo anche con
(f + g)(x), come il polinomio:

n

=0

4Per T'osservazione precedente possiamo considerare f(z) e g(z) con lo stesso numero di
coefficienti.
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Esempio 6.43. Seguendo la definizione appena data, la addizione dei polinomi
f(z) =2*— 2% + 1 e g(x) = 22 + 3 di Z[z] si ottiene come segue:

12+ 02 — 122 + 02 + 14+ 02 + 02® + 122 + 02 + 3 = 12 + 02 + 022 + 0 + 4
f(x) (@) (F+9)(x)

Se scriviamo (f + ¢g)(z) omettendo i coefficienti nulli, otteniamo come risultato il
polinomio somma 24 4 4.

Facciamo notare come l'idea di scrivere anche i coefficienti nulli ¢ funzionale
solo alla definizione formale di addizione data sopra.

Definizione 6.44 (Moltiplicazione tra polinomi). Dati f(z) = Y i ja;z’ e

g(x) = Z;”:O bjz?, definiamo il polinomio prodotto f(z) - g(z), che indicheremo
anche con (f - g)(z), come:

n—+m
> (D ai-byt
h=0 i+j=h
Ovvero, se indichiamo con ¢, i coefficienti di (f-g)(z), si hache ¢, = 2, ;_ a;-b;.

Esempio 6.45. Sia f(z) = —323 — 2 + 3 e g(x) = 222 + 7z in Z[z], allora il
polinomio prodotto (f - ¢g)(x) ha i seguenti coefficienti c,:

co=_3 - 0 =0
~—~ ~~
ao bo
o=-1-0 + 3 - 7 =21
~— N N =
ay bg ag bl
=0 - 0 +(=1)- 7 4.3 - 2 =-1
A NI R Vo
az bo a1 by ag b2
SN AN NN A PN AN
as bo as by a1 bo aop b3
=0 -0 +(=3)- 7 +.0 - 2 +(=1)-. 0 +.3 - 0 =-21
A e NI e NI
as bo as b1 asz ba a1 bs ag by
NP NUNUSS S AP NUNUPA (S NP NN
as bo aq by bo as b3 by aop bs

as
Dunque (f - g)(x) = —62° — 212* — 223 — 22 + 212.

Osserviamo che ’elemento neutro di + ¢ il polinomio con tutti i coefficienti uguali a
0, detto anche polinomio nullo (che indicheremo, laddove non ci siano ambiguita,
con 0).

Definizione 6.46. La funzione deg : Alz] \ {0} — N definita come segue:
Vf(z) € Alz]\ {0} deg(f(z)) = max{i € N|a; # 0}
¢ detta funzione grado. Il valore deg(f(x)) ¢ detto grado del polinomio f(x).

Osservazione 6.47. La funzione grado & ben definita per ogni A[z] \ {0} in
quanto, per f(z) = >_" ;a;xz" diverso dal polinomio nullo, l'insieme {i € N|a; # 0}
€ non vuoto e finito, e dunque ha massimo.

Definizione 6.48. Se f(z) = >."" ,a;z" ha grado n, a, si dice coefficiente
direttivo di f(z).
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Proposizione 6.49 (Proprieta del grado). Supponiamo f(z) e g(x) elementi
di A[z] \ {0}, con A dominio d’integrita, allora:
(1) Se (f +g)(x) # 0, allora deg((f + g)(x)) < max(deg(f(x)), deg(g(x)))
(2) deg((f-9)(x)) = deg(f(x))+deg(g(x)). In particolare, il grado del prodotto
tra f(x) e g(x) & maggiore o uguale di max(deg(f(z)),deg(g(x))).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f(z) = Y2i" a;z" e g(x) = 37" bja/ di grado
m e n rispettivamente (ovvero a,, # 0 e by, # 0).

e Consideriamo i coefficienti ¢;, del polinomio somma (f + g)(z). Se k >
maz(n,m), allora a; = b, = 0 e quindi ¢ = ax + by = 0. Per definizione
di grado si ha quindi che deg((f + g)(x)) < maz(m,n).

e Per definizione di polinomio prodotto, il massimo indice per cui un coeffi-
ciente del polinomio prodotto puo essere diverso da 0 & m + n, quindi per
provare la tesi basta mostrare che il coefficiente di indice m + n ¢ diverso
da zero. Tale coefficiente, a,, - b,,, essendo a,, e b, diversi da zero e A un
dominio di integrita, e effettivamente diverso da zero.

O

Le proprieta della funzione grado permettono di approfondire il nostro percorso di
caratterizzazione della struttura di A[z] a partire dalla conoscenza della struttura
dell’anello dei coefficienti A.

Teorema 6.50. A ¢ un dominio di integrita se e solo se Alx] lo é.

DIMOSTRAZIONE. Se Alz] ¢ un dominio di integrita ¢ ovvio che anche A C Alz]
sia un dominio d’integrita. Viceversa, nella dimostrazione della Proposizione 6.49
abbiamo visto che, se A & un dominio di integrita e f(z) e g(x) sono due polinomi
diversi dal polinomio nullo, allora il prodotto dei loro coefficienti direttivi ¢ diverso
da 0: dunque (f - g)(z) non & il polinomio nullo. O

Dal teorema sul grado del polinomio prodotto segue anche la caratterizzazione degli
invertibili in Alz].

Corollario 6.51. I polinomi invertibili di Alx] sono gli invertibili di A.

DIMOSTRAZIONE. f(x) & invertibile in A[z] se e solo se esiste g(z) € A[z] tale
che (f-g)(x) = 1. Dall’Esercizio 6.7 sappiamo che il polinomio nullo & sicuramente
non invertibile. Supponiamo dunque f(z) diverso da 0 ed invertibile (con inverso
g(x)), allora:

deg(f(2)) + deglg(e) = 0_

deg((£-9)(x) deg(1)
Essendo deg(f(z)) e deg(g(x)) due numeri naturali, necessariamente deve essere
deg(f(z)) = deg(g(z)) = 0. Dunque f(x) € A e deve essere un invertibile di A
(infatti Uinverso g(x) appartiene anch’esso ad A avendo grado 0). O

Studieremo in particolare i polinomi a coefficienti nel dominio d’integrita Z, e ancor
di pit quelli a coefficienti in uno dei seguenti campi: Q, R, C, Z/pZ. Dunque
cominciamo ad analizzare le proprieta dell’anello dei polinomi K[z] a coefficienti in
un campo (d’ora innanzi, il simbolo K indichera un generico campo).

Innanzitutto osserviamo che gli invertibili in K[z] sono tutte e solo le costanti
diverse da 0 (Corollario 6.51), dunque, se ¢ vero che I’essere dominio d’integrita di
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A passa anche ad Alz], lo stesso non si puo dire per quanto riguarda Iessere un
campo.

Proviamo ora che K[z] assomiglia molto da vicino a Z, mostrando che possiamo
fare divisioni euclidee tra elementi di K[z] e calcolare il massimo comun divisore,
proprio come nel caso degli interi. La somiglianza che notiamo nei risultati la
ritroviamo anche nelle dimostrazioni, conseguenza del fatto che le proprieta che
proveremo discendono dalla struttura comune tra Z e K|z].

Teorema 6.52 (Divisione con resto o euclidea per polinomi). Siano f(z),g(z)
in Klz] con g(z) # 0, allora esistono unici q(x) e r(z) in Klz] tali che:
(1) £(2) = a@) - 9(2) + r(a).
(2) deg(r(z)) < deg(g(x)), oppure r(x) =0.
DIMOSTRAZIONE. Esistenza. Se f(z) ¢ il polinomio nullo, possiamo scrivere:
fl@)=_0_-g(x)+ 0
q(z) r(z)
Se f(z) non & il polinomio nullo, procediamo per induzione sul grado n di f(z).

Passo base. n = 0, ovvero f(z) ¢ una costante non nulla. Se anche deg(g(z)) = 0,
allora:

flx) = (f(x) - g7 (x)) g(x) +\(0/_;
q(x) @

Se deg(g(z)) > 0, si puo scrivere:

fla) = 0_9(o) + f(a)
a(z) r(z)

In tutti e due i casi ¢ rispettata la condizione richiesta sul grado (nel primo caso
r(z) = 0, in questo secondo caso deg(r(z)) = 0 < deg(g(z)).
Passo induttivo. Supponiamo di aver dimostrato lesistenza di ¢(z) e r(x) con
le caratteristiche volute per ogni polinomio f(z) in K[z] di grado minore di n,
e dimostriamo lesistenza di ¢(z) e r(z) con le medesime proprietad nel caso di
deg(f(z)) = n. . ,

Siano f(x) = >3i_gaix’ con a, # 0 e g =37 bz’ con by, # 0. Anche in
questo caso distinguiamo due casi. Se m > n, allora possiamo scrivere:

flxy=_0 -g(x)+ f(z
(#) =_0_-g(x) + f(z)
a(z) r(z)
Se n > m, allora:
;:zm =an- b;’bl A
Da questo segue che il polinomio h(x) = —(anby, *2"~™)-g(z) ha come termine di

grado massimo —a,z". Dunque, il polinomio somma fi(z) = f(z) + h(x) ha grado
strettamente minore di n. Applichiamo I'ipotesi induttiva per trovare ¢ (z) e 71 (z)
tali che:
fi(@) = qi(x)g(z) + r1(z) deg(ri(z)) < deg(g(x)) oppure ri(z) =0

Quindi:

f(x) = (anby,' "™ + qu () -g(x) + r1(2)
——
a(x) r(x)
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Abbiamo trovato i due polinomi con le proprieta richieste, infatti deg(r(z)) =
deg(ry(x)) < deg(g(x)).

Unicita. Supponiamo f(z) = ¢1(z)g(z) + ri(z) = g2(z)g(z) + ro(x) con r;(z) =0
oppure deg(r;(z)) < deg(g(x)) (i € {1,2}). Allora si ha:

(2.1) (01 (2) = q2(2))g(2) = ra(x) —r1(2)

Se q1 () # g2(x), essendo K[z] un dominio di integrita (Teorema 6.50) e g(x) # 0,
anche r3(z) # r1(x) e dunque possiamo determinare il grado dei polinomi presenti
ai due membri dell’equazione 2.1:

deg[(q1(z) — g2(2))g(x)] = deg(q1(z) — g2(2)) + deg(g(x)) = m
>0 =m
deg(ra(z) — ri(x)) < max(deg(ry), de g(r2)) <m
<m <m

Dunque I'equazione 2.1 & soddisfatta se e solo se q1(z) = ¢2(x), da cui segue r1(z) =
ro(x). O

Osservazione 6.53. E sempre istruttivo chiedersi dove sono state usate de-
terminate ipotesi in un teorema. Ad esempio, per quanto riguarda il Teorema di
divisione euclidea 6.52, ci chiediamo se 'ipotesi di avere un campo K come insieme
dei coefficienti sia stata usata oppure no®. La risposta & si: nel dimostrare 1'esi-
stenza di ¢, abbiamo usato il fatto che i coefficienti direttivi di f(x) e g(z), essendo

elementi non nulli di un campo, hanno l'inverso.

Esercizio 6.54. In Q[z], trovare quoziente e resto della divisione tra p(x) =
20 + 23 + —22 + 1 e s(x) = 322 + 1.

Svolgimento. Calcoliamo g(x) e r(z) per passi successivi, seguendo il metodo di
dimostrazione del Teorema 6.52. Il punto di partenza ¢ confrontare i termini di
grado maggiore, indicando con a, b i coefficienti direttivi di p(x) e s(z) si ha:

p1(e) = plo) = (Fao0E)dealo@) () -
=22% + 23 + 152+1 2 (32 +1) =a® — 322 + 1

Ripetiamo il procedimento con pq(x) al posto di p(z):

1 5 1

3 3
Ripetiamo una terza volta il procedimento con ps(x) al posto di p(z):
5 1 14
po(a) = pale) + (3% +1) = — 1o 4

Essendo ps(z) di grado minore a s(x) non possiamo piu iterare il procedimento di
divisione e p3(z) € il polinomio resto r(x) che cercavamo, e abbiamo:

() pi(2) +(32%) - 5(2) = p2(2) + (32 + §2%) - s(2) =

(x)+(—§+ to+ 22?) - s(x)

5Questo in generale non significa che I'ipotesi sia necessaria, potrebbero esistere delle dimo-
strazioni diverse che non usano tale ipotesi. Ad esempio, nei corsi di analisi usualmente si dimostra
Parchimedeita di R usando lassioma di continuitad (& una immediata conseguenza), ma noi sap-
piamo (abbiamo dimostrato che N ¢ archimedeo) che 'assioma di continuita non ¢ condizione
necessaria per ’archimedeita.
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Riassumendo, abbiamo calcolato

5 01 2.\ ., 114
= (-S4 -z+22%) (327 +1 a4 —
p(x) ( 9+3$+3T>(.73 + )—i—( 37+
Mostriamo ora come, con una forma grafica che ricorda quella della divisione
in colonna tra numeri interi, I’algoritmo di divisione tra polinomi non nasconda
particolari insidie.

Esempio 6.55. Supponiamo di voler calcolare quoziente e resto della divisione
tra i due polinomi 26 — 1 e 2 + 2% + 22 — 4z + 1 in Q[z].

Come abbiamo visto nell’Esempio 6.54, bisogna confrontare i termini dei due
polinomi di grado maggiore: tra f(z) = 2% —1 e g(a) = 2* + 2% + 22 — 4z + 1
i termini di grado maggiore sono rispettivamente 2% e 2*. Ci chiediamo per cosa
dobbiamo moltiplicare 2 per arrivare ad z%, la risposta ¢ ovviamente z2. Allora
moltiplichiamo g(z) per 2 e sottraiamo il risultato da f(z). Quello che otteniamo
¢ un polinomio di grado minore di 6 perché nella sottrazione f(z) — 22 - g(z) si
cancella il termine 2°. Continuiamo fino a che non otteniamo 0 o un polinomio
di grado minore a g(x) (cioe fino a che non otteniamo il resto della divisione tra
f(z) e g(x)). Questo & quello che abbiamo fatto nell’Esempio 6.54. Vediamo come
aiutarci con una forma grafica che ricorda la divisione tra interi:

28 1 | 2*+23 422 4 +1
28 b a2t 42 a? | =2
—x® —zt t4a® 22 -1
A questo punto dobbiamo confrontare z* (il termine principale di g(z)) con
—a® (il termine principale del polinomio ottenuto). Il secondo passaggio sara quindi
quello di moltiplicare g(x) per —x:

28 -1 | a*4 23 +2%2—dr+1
28 +ad a2t —da® 4a? | 2% —x

—2% -zt 4 —2? -1

—2® —zt 2’ 42?2

S5z3  —bx? +x —1

11 polinomio ottenuto & di grado minore di g(z), quindi abbiamo terminato

Palgoritmo di divisione tra f(z) e g(z):
f(x) =g(x)- (2% —2)+ (52® — 5a* + 2 — 1)
——
() ()

Come vedremo nel seguito, tra i domini di integrita possiamo fare ulteriori classifi-
cazioni considerando anelli con proprieta particolari. Anticipiamo qui la definizione
di anello euclideo, soddisfatta da K[z] e Z, per mostrare le proprieta di K[z] e Z che

discendono esclusivamente dal loro essere anelli euclidei, ovvero quelle che possiamo
chiamare proprieta strutturali degli anelli euclidei.

Definizione 6.56. Un dominio di integrita A si dice anello euclideo se esiste
una funzione d : A\ {0} — N (detta anche funzione grado) tale che:

(1) Va,y € A\ {0} si ha d(zy) > d(x).
(2) Vx € AeVy e A\ {0} esistono ¢q,r € A tali che:

xr=qy+r con d(r)<d(y) oppure r=0.
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Esercizio 6.57. Abbiamo dimostrato che K[x] é un anello euclideo con d data
dalla funzione grado del polinomio. Dimostrare che anche l’anello 7, é euclideo, con
d data dalla funzione valore assoluto.

L’importanza di aver osservato ’analogia strutturale tra Z e K[z] come anelli eucli-
dei, sara da subito abbastanza evidente. Daremo infatti delle definizioni molto simili
a quelle gia date per Z (per esempio di divisore, massimo comun divisore, etc.), in
cul P'unica differenza sara appunto il riferirsi a K[z] in luogo di Z: tali definizioni
potrebbero essere date per qualsiasi anello euclideo. Proprio per questo, potremo
sfruttare molti dei risultati gia provati in Z (tutti quelli che dipendono unicamente
dalle proprieta di anello euclideo) senza la necessita di dimostrarli nuovamente.

Definizione 6.58. Dati f(z) e g(z) in K[z] si dice che f(z) divide g(x) (o
equivalentemente g(z) ¢ un multiplo di f(x)) se e solo se esiste h(x) in K[z] tale

che g(z) = f(x)h(z).

Corollario 6.59. Siano f(z) e g(z) in K[z], f(x) diverso da 0 divide g(x) se
e solo se il resto della divisione euclidea di g(x) con f(x) é 0.

Esercizio 6.60. Dimostrare, sfruttando le proprieta del grado, che se f(x) e
g(x) sono polinomi in K[z| diversi da 0, f(z) divide g(z) e g(z) divide f(z) allora
esiste k € K diverso da 0, tale che g(x) =k - f(z).

Osservazione 6.61. Il suggerimento contenuto nel testo dell’Esercizio 6.60
segnala come la proprieta dimostrata sia strutturale degli anelli euclidei. In pratica
dimostra che in un anello euclideo la divisibilita non ¢ antisimmetrica, ma se due
elementi diversi da 0 si dividono reciprocamente, allora si ottengono I'uno dall’altro
per moltiplicazione per un invertibile (era quello che succede anche in Z, dove gli
invertibili sono 1 e —1).

Un concetto importante che lega i divisori di grado uno di un polinomio f(z) alla
funzione polinomiale f(z) associata a f(z) & quello di radice di f(x).

Definizione 6.62. Un elemento a di K si dice radice in K del polinomio f(z)
se la funzione polinomiale f(z) associata a f(z) valutata in a & uguale a 0.

In pratica le radici di un polinomio f(z) sono gli zeri della funzione polinomiale:

flz): K—K

Esempio 6.63. 5 & una radice razionale del polinomio f(x) = 2% — 322 — 50
in quanto:
f(5)=5"—-3-5>-50=125—-"75—-50=0
Mentre 3 non ¢ radice dello stesso polinomio infatti:
f(3)=3%—=3-32-50=27—27—50=—50#0

11 Corollario 6.59, analogo del Corollario 4.20 per Z, permette di dimostrare un
semplice, ma importante (e solitamente molto conosciuto anche a livello di scuola
secondaria superiore) risultato® che lega 'aver radici in K all’avere un divisore di
grado 1 in K[z]

6Lo abbiamo gia usato, senza averlo ancora provato, nel Teorema 5.71 per dimostrare la
ciclicita di Z/pZ*.

175



Teorema 6.64 (Teorema di Ruffini). a € K é una radice del polinomio f(x) €
K[z] se e solo se il polinomio x — a divide f(z).

DIMOSTRAZIONE. Il teorema di divisione per polinomi ci dice che esistono unici
q(z) e r(z) in K[z], quoziente e resto della divisione di f(x) per  — a. Essendo
r(z) = 0 o deg(r(x)) < deg(x — a) = 1, si ha che il polinomio r(z) & una costante,
quindi possiamo indicarlo con 7.

f@) =q(z)-(x—a) +r

Se (z — a) divide f(z), ovvero r = 0, allora f(a) = g(a) - (a — a) = 0. Viceversa se
a & una radice di f(x), ovvero f(a) =0, allora 0 = ¢(a) - (a —a) +r =1. O

Prima di proseguire con l'analogia strutturale tra K[z] e Z, vogliamo mostrare
alcune importanti conseguenze del Teorema di Ruffini relative al numero massimo
di radici di un polinomio, ed a criteri per provare 'uguaglianza tra polinomi.

Corollario 6.65. Un polinomio f(z) € K[z]\{0} di grado n, ha al pia n radici
distinte in K.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione sul grado n di f(z).
Passo base. Se n =0, allora f(z) & una costante diversa da zero e quindi non ha
radici.
Passo induttivo. Supponiamo il teorema vero per i polinomi di grado minore di
n e sia deg(f(z)) = n. Se f(z) non ha radici in K, non c¢’¢ niente da dimostrare
perché n > 0. Se f(z) ha almeno una radice a € K, per il teorema di Ruffini si ha
che esiste g(z) € K[z] tale che f(z) = ¢(z) - (x — a). Per le proprieta della funzione
grado sul prodotto di polinomi deg(q(z)) = n — 1. Dunque, per ipotesi induttiva,
q(z) ha al pin n — 1 radici distinte in K. Per concludere mostriamo che ogni radice
bin K di f(x), diversa da a, & radice di g(x). Avremo dunque che le radici di f(z)
diverse da a sono tutte tra le al pitt n — 1 radici di ¢(z), e dunque f(z) ha al pitt n
radici.

Se b # a ¢ radice di f(z), allora 0 = f(b) = q(b) - (a — b). Essendo b # a, a — b
& diverso da zero e dunque deve essere (K & un campo, ed in particolare quindi un
dominio d’integrita) ¢(b) = 0. O

Il Corollario 6.65 ci permette di enunciare il risultato noto come principio d’identita
dei polinomi. Tale risultato, per K infinito, identifica i polinomi in K|[z] e le funzioni
polinomiali associate.

Teorema 6.66 (Principio d’identita dei polinomi). Sia K un campo infinito e
f(z) e g(x) polinomi in K[x]. Le funzioni polinomiali:

fra—fla) e g:a— g(a)
sono uguali se e solo se f(x) = g(x) (cioe la funzione che associa al polinomio la
funzione polinomiale ¢é iniettiva).

DIMOSTRAZIONE. Seidue polinomi f(z) e g(x) sono uguali, cioe per definizione
hanno la stessa espressione formale, allora ¢ evidente che la funzione polinomiale
associata ¢ la stessa.

Viceversa se f(z) = g(x) per qualunque z in K, allora la funzione polinomiale
f(x) — g(x) & la funzione identicamente nulla, che associa ad ogni elemento di K

lo zero: cioe tutti gli elementi di K sono radici del polinomio (f — ¢)(z). Ma dal
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corollario 6.65 segue che se (f — ¢g)(«) non & nullo, pud avere al pit n radici. Deve
dunque essere (f —g)(z) = 0, ciod tutti i coefficienti di (f — ¢)(z) sono nulli, ovvero
f(z) e g(x) hanno gli stessi coefficienti. O

Abbiamo gia osservato che in generale, ovvero senza l'ipotesi che K sia infinito,
I’enunciato del principio d’identita di polinomi ¢ falso: due polinomi diversi possono
definire la stessa funzione su K (2P — z e il polinomio nullo definiscono la stessa
funzione in Z/pZ[z]). Effettivamente nella dimostrazione del principio d’identita
abbiamo usato U'infinita di K: se il polinomio (f — ¢)(z) ha infinite radici, il numero
delle radici ¢ maggiore di qualsiasi n finito.

Dal corollario 6.65 segue pero un criterio per I'uguaglianza tra polinomi valido
per polinomi a coefficienti in un campo K, a prescindere dal fatto che sia finito o
infinito.

Corollario 6.67. Siano f(x),g(x) € K[x] con m > max(deg(g(x)), deg(f(z))).
Se esistono m + 1 elementi distinti k; di K tali che f(k;) = g(k;), allora i polinomi
f(z) e g(x) sono uguali.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il polinomio h(z) = f(x) — g(x). Dalle pro-
prieta del grado abbiamo che h(z) = 0 oppure deg(h(z)) < m. Mostriamo che h(x)
necessariamente ¢ il polinomio nullo.

Se h(x) non fosse il polinomio nullo, potrebbe avere al pitt m radici distinte in
K, ma per ipotesi h(z) ha almeno m+ 1 radici, infatti h(k;) = 0 per ogni k;. Percio
il polinomio h(z) deve necessariamente essere il polinomio nullo. d

Proseguiamo il parallelo tra K[z] e Z definendo, dati due polinomi non entrambi nul-
i f(z)e g(x) di K[z], il massimo comun divisore (f(z),g(x)), e conseguentemente
la coprimalita tra due polinomi.

Definizione 6.68. Siano f(z) e g(z) in K[z] non entrambi nulli, d(z) in K|z]
si dice un massimo comun divisore di f(z) e g(x), e si indica con (f(x),g(x)),
se:

e d(x) divide sia f(z) che g(x).
e Per ogni ¢(z) in K[z] che divide sia f(z) che g(z), si ha che ¢(z) divide
d(x).

Si dimostrano, analogamente a Z, tutti i risultati relativi al massimo comun divisore
(stessa cosa per il minimo comun multiplo tra due polinomi). Ad esempio, dall’E-
sercizio 6.60 abbiamo, come per Z, che il massimo comun divisore in K[z] & unico a
meno di moltiplicazione per invertibile (ovvero costante diversa da zero). Possiamo
dunque stabilire per convenzione che, tra tutti i polinomi che sono massimi comun
divisori di f(z) e g(z) secondo la Definizione 6.68, chiamiamo il massimo comun
divisore di f(z) e g(z) I'unico polinomio monico”.

Definizione 6.69. Due polinomi f(x) e g(z) non entrambi nulli si dicono
relativamente primi o anche coprimi se (f(z),g(z)) = 1.

Teorema 6.70. Dati f(x),g(x) non entrambi nulli in K[z], esiste il massimo

comun divisore tra f(x) e g(x).

7Che ce ne sia uno solo & evidente: moltiplicando per una costante diversa da 0 si cambia il
coefficiente direttivo.
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Teorema 6.71 (Lemma di Bézout per polinomi). Dati f(z) e g(x) di K[z]
non entrambi nulli, esistono a(z),b(x) € K[z| tali che:

a(z) - f(z) +b(x) - g(x) = (f(z), 9(x))
Citiamo infine I'analogo del teorema sulle funzioni diofantee tra numeri interi:

Proposizione 6.72. Dati f(x), g(x) € K[z] non entrambi nulli e h(z) € K[z],
esistono t(x), s(x) € K[z| tali che:

f(@) - t(x) +g(x) - s(z) = h(z)
se e solo se il massimo comun divisore tra f(x) e g(x) divide h(x).

Esercizio 6.73. Provare a dimostrare [’esistenza del massimo comun divisore
tra due polinomi non entrambi nulli, il lemma di Bézout, e il teorema di esistenza
di soluzioni di equazioni diofantee, ripercorrendo quanto fatto in 7.

Per quanto riguarda I'analogia degli algoritmi utilizzati in 7Z, basta osservare che
la dimostrazione del Teorema di divisione euclidea 6.52, ricalcando quella in Z,
fornisce la stessa procedura (algoritmo euclideo) per calcolare il massimo comun
divisore tra due polinomi, e anche le stesse giustificazioni al fatto che 'algoritmo
termini e restituisca proprio il massimo comun divisore.

Infatti, quel che faremo dati f(z) e g(z) in K[z] di cui vogliamo calcolare il
massimo comun divisore (f(z), g(z)), & effettuare una serie di divisioni successive.
La prima divisione & quella tra il polinomio di grado maggiore, se c’e, e quello
di grado minore (se i due polinomi hanno lo stesso grado la scelta di quale sia il
divisore & ininfluente).

F@) = a1(a) - g(w) + 1)
Se ri(x) = 0 allora il massimo comun divisore tra f(x) e g(z) ¢ g(x), altrimenti
procediamo con il secondo passo dividendo g(z) per ri(z). Se ro(x) = 0, allo-
ra (f(z),g(x)) = ri(x), altrimenti iteriamo il procedimento dividendo r;(x) per
ri+1(x), finché non si trova r;(x) = 0. In tal caso (f(z),g(z)) = r;—1(x).

Che tale procedimento termini sempre restituendo proprio (f(z),g(z)), & con-
seguenza del fatto che K[z] ¢ un anello euclideo (ripercorrere le giustificazioni di
questi fatti nel caso dell’anello Z e osservare che gli stessi passaggi logici possono
essere fatti nel caso Kz], e, pil in generale, in qualsiasi anello euclideo con una
determinata funzione grado).

Analogamente, per calcolare i polinomi dell’algoritmo di Bézout, risaliremo
I’algoritmo euclideo.

Esempio 6.74. Supponiamo di voler calcolare il massimo comun divisore in
Qz] tra g(z) = 2% —1e f(x) =2 — 1.
Effettuiamo dunque la divisione tra f(z) e g(z), trovando ¢; (z) e r1(z) tali che:

att -1 ] 29-1

211 —z2 | =

Dunque il primo passo dell’algoritmo di Euclide é:
f@) = g(x)- 2? + (@ 1)
q1(w) r1(z)
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A questo punto dividiamo g(x) per r1(x):

20 -1 | 22-1
29 —a7 | 2" +2%+ 23+
x7 -1
z7 —ab
x® -1
z° —3
3 -1
z3 —x
r -1

Il secondo passo dell’algoritmo di Euclide ¢ dunque dato da:

7 5 3
r)=ri(x) (' +2°+2°+2)+r—1

a2(@) r2(z)
L’algorimo continua dividendo ri(x) per ra(x) ed ¢ evidente (prodotto notevole),
senza fare la divisione, che il terzo passo dell’algoritmo di FEuclide sara:
(2= =@-1)-(z+1)+_0
—_—— e ———
ri(x) ra(@)  qaa) T2
Percid 'algoritmo ¢ terminato e un massimo comun divisore tra f(x) e g(z) ¢
l'ultimo resto non zero, ovvero ro(z) = z — 1.
Abbiamo trovato il massimo comun divisore (monico) tra f(z) e g(x), vogliamo ora
determinare due polinomi ¢(z) e h(z) in Q[z] tali che:
f(x) - t(z) +g(x) - hz) =z -1
e poi un® minimo comun multiplo tra f(z) e g(z), ovvero un polinomio m(x) che &
multiplo sia di f(x) che di g(z) e tale che ogni polinomio che ¢ multiplo comune di
f(z) e g(x) ha grado maggiore o uguale di m(z).
Per trovare t(z) e h(z) possiamo utilizzare I'algoritmo di Euclide esteso, oppure,

come faremo in questo caso, scrivere i tre passi che son stati necessari dell’algoritmo
di Euclide e risalirli.

_ o2 2
(1) f(z)=g(z) 2> +(2*—1)
@@ @)
2 = (2T 5 3 1
(2) glx)=r1(z)- (" +2°+2° +2)+z
q2(x) r2()
(3) @®-1)=(x—1)-(x+1)+_0
—_— e N
ri(z) ro(x) g2(x) r3(x)
Dal primo passo si trova che:
f(@) —g(x) q1(z) = ri(x)

E dal secondo passo si trova che:

8

ra(x) = g(x) = r1(2) - g2()

8L uso dell’articolo indeterminativo ha la stessa spiegazione di quello usato per il massimo
comun divisore. B facile provare che se m(z) ¢ un minimo comun multiplo tra f(z) e g(z), allora
anche ogni altro polinomio ottenuto dalla moltiplicazione di m(z) per una costante diversa da
zero lo €. Anche in questo caso diremo il minimo comun multiplo per indicare quello monico.
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Sostituendo r1(x) in questa seconda uguaglianza si trova che:

ra(x) = g(x) = (f(2) — 9(2) - @1(2)) - g2(2)
ovvero:
ra(x) = g(x) - (1 + q1(2) - @2(2)) +f(2) - (—q2(x))
N— N——
t(z) h(z)
Per trovare un minimo comun multiplo tra f(z) e g(x), si procede come con
i numeri interi, ovvero si fattorizzano f(z) e g(x) a partire dalla divisione per il
massimo comun divisore. Otteniamo:
gx)=(z—-1)- @ +2"+2°+ 2+ + 23 22 2+ 1)
s(x)

f@)=@—-1) @0+ + 28 +a" +a25 25 a2t 23+ 2 2+ 1)

w(x)
Sappiamo inoltre che in Q[z] i due fattori s(x) e w(x) sono primi tra loro (altrimenti
(x — 1) non sarebbe il massimo comun divisore tra f(z) e g(x) perché esisterebbe
un fattore comune di grado maggiore). Percid un minimo comun multiplo tra f(x)

eg(z)e(x—1)-s(z) wx).
Chiudiamo il paragrafo, introducendo il concetto di molteplicita di radice di un

polinomio.

Definizione 6.75. Una radice « si dice di molteplicita m se
(x—a)™|f(z) e (z—a)™! non divide f(z)
Una radice si dice semplice se ¢ di molteplicita 1, altrimenti si dice multipla.
Indichiamo con f’(x) il polinomio che ha come funzione associata la derivata di
f(z): per esempio se f(z) = z* — 3z + 1 abbiamo che il polinomio f’(z) & 4x3 — 3.
Una volta individuata una radice « di un polinomio f(z) € Klz], valutando f'(x)
in a abbiamo un criterio per stabilire se v & radice multipla o semplice di f(x).

Proposizione 6.76. Sia f(x) € K[z] non nullo e o una radice di f(zx). a é
una radice multipla se e solo se, indicato con f'(x) il polinomio derivata di f(x),

st ha f(a) = f'(a) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che « sia una radice di f(x) di molteplicita m.
Allora possiamo scrivere f(z) = (z — a)™g(x), con g(a) # 0 altrimenti a avrebbe
molteplicita maggiore di m.

e Se m =1, cioé « & radice semplice, f'(z) = (z — a)¢'(z) + g(z) da cui:

f'(a) = g(a) #0
e Se m > 1, cioe «v ¢ radice multipla, si ha:
F(@) = miz — )" g(@) + ¢/ ()& — )™
Dunque il polinomio f/(z) valutato in « &:

f'(a) =m(a—a)"g(a) + ¢'(a)(a —a)™ =0
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La dimostrazione precedente ci fornisce anche lo spunto per un’osservazione. Indi-
chiamo con h(z) il massimo comun divisore tra un polinomio f(z) e la sua derivata
f'(z). Se a & una radice di f(z) di molteplicitd m, allora « & una radice di h(z) di

f(z)

molteplicita m — 1. Percio il polinomio ) ha le stesse radici di f(z), tutte con
x

molteplicita 1.

Definizione 6.77. Un polinomio f(x) senza radici multiple si dice libero da
quadrati.

E abbastanza facile dimostrare che il limite delle n radici per un polinomio f (z) €
K[z] di grado n, provato nel Corollario 6.65, sussiste anche nel caso di contare le
radici con la loro molteplicita (cioe se 2 € una radice di molteplicita 3 di f(x) la
contiamo 3 volte).

Esercizio 6.78. Dimostrare che se f(x) € K\ {0} di grado n, allora il numero
di radici di f(x) in K, contate con la loro molteplicita, ¢ al pit n.

3. Fattorizzazione in K[z]

Per parlare di fattorizzazione definiamo, come in Z, elemento primo e invertibile
nel caso dell’anello K[z].

Definizione 6.79. Un polinomio f(x) in K[z] di grado maggiore di zero si dice
irriducibile se f(z) = g(x) - h(x) implica che g(z) o h(z) & una costante.

Osservazione 6.80. Si potrebbe qui pensare che il parallelo con Z wvacilli
dato che definiamo l'irriducibilita escludendo le costanti. In realta osserviamo che
linsieme delle costanti non ¢ altro che 'insieme degli elementi invertibili di K|x]
con aggiunto I'elemento 0. La stessa esclusione I'avevamo fatta in Z, dove non
consideravamo 0 e 1 (che sono appunto gli invertibili di Z).

Esercizio 6.81. Dimostrare che linsieme Irrg[,) dei polinomi irriducibili di
K[x] é chiuso per moltiplicazione per costanti diverse da zero. Ouvero che se f(x) €
Irrg), allora k- f(x) € Irrg)y) per ogni k € K.

Definizione 6.82. Un polinomio f(x) in K[z] di grado maggiore di zero si dice
primo se f(z) divide g(z) - h(z) implica che f(z) divide g(z) o f(z) divide h(z).

La struttura di anello euclideo di K[z] ci permette di avere, con la stessa struttura
di dimostrazione usata in Z (e che quindi non ripeteremo), i seguenti due importanti
teoremi.

Teorema 6.83. Un polinomio f(x) € K[x] & primo se e solo se & irriducibile.

Teorema 6.84. Ogni polinomio f(x) € K[z| di grado maggiore di zero si
scrive in maniera unica (a meno dell’ordine e di moltiplicazione per invertibili)
come prodotto di elementi irriducibili.

Osservazione 6.85. Una conseguenza del teorema sul grado del prodotto di
due polinomi & che i polinomi di grado uno sono irriducibili in K[z]. Infatti, se f(z)
¢ di grado uno ed ¢ uguale al prodotto di g(x) per h(zx), allora:

1= deg(f(x)) = deg(g(x) - h(z)) = deg(g(x)) + deg(h(z))

Ne segue che uno tra g(x) e h(x) deve avere grado zero e dunque essere una costante.
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Osservazione 6.86. Nel teorema di fattorizzazione abbiamo parlato di unicita
meno dell’ordine e di moltiplicazione per invertibile. Ad esempio le fattorizzazioni in

1
irriducibili (siamo sicuri che lo siano per I’Osservazione 6.85) z(x+3) ed 59@(2:104-6)

del polinomio z? + 3z di R[z], sono considerate non distinte. Osserviamo che anche
in questo caso vale il parallelo con Z. In quel caso avevamo risolto il problema
considerando fattorizzazioni in N (in Z gli invertibili sono 1 e —1).

Spesso si equivoca 1’enunciato del Teorema di Ruffini 6.64, identificando il non aver
radici con l'essere irriducibile. In realta il teorema mostra 1’equivalenza tra il non
aver radici e non avere fattori di grado 1, ma un polinomio senza radici potrebbe
essere prodotto di fattori irriducibili di grado maggiore di 1, e dunque riducibile.

11 polinomio f(x) = z* — 4 in Q(x) non ha radici (nessun numero razionale
elevato alla quarta & uguale a 4), ma si puo scrivere come il prodotto di (z% —2) e
(22 +2). Tra l'altro, in questo caso, il teorema di Ruffini ci dice che (22 —2)- (22 +2)
¢ proprio la fattorizzazione in irriducibili di f(x) in Q[z], in quanto i due polinomi
di secondo grado non si possono ulteriormente ridurre non avendo f(z) radici (e
dunque fattori di grado 1).

Possiamo generalizzare quest’ultima osservazione e, dalle proprieta del grado
del prodotto tra polinomi, identificare dei casi in cui il non aver radici e I'essere
irriducibile coincide.

Corollario 6.87. Se f(x) € K[z] ha grado 2 o 3, allora ¢é irriducibile se e solo
se non ha radici in K.

DIMOSTRAZIONE. =) Se f(z) ha una radice in K, dal teorema di Ruffini segue
che ha un fattore di grado 1 e quindi e riducibile.

<) Se f(z) = g(z) - h(z) con g(z) e h(z) di grado m e n entrambi maggiori di
0, allora il grado di f(x) ¢ uguale a m + n. Per avere m +n =20 m+n = 3 con
m,n numeri naturali positivi, uno tra m e n deve essere uguale a 1. Ovvero f(x)
ha, per il teorema di Ruffini, una radice. U

Discutiamo adesso la fattorizzazione in irriducibili in K[z] al variare di K nei campi
C R, Q, Z,.

Cominciamo enunciando, per ora senza dimostrarlo, quello che viene chiamato
teorema fondamentale dell’algebra, riguardante le radici complesse di un polinomio
in Clz].

Teorema 6.88 (Teorema fondamentale dell’algebra). Ogni polinomio f(z) a
coefficienti in C di grado maggiore di zero ammette almeno una radice in C.

Una prima conseguenza del teorema fondamentale dell’algebra ¢ la generalizzazione
del risultato che abbiamo trovato nell’Esempio 6.74 facendo i conti a mano.

Esercizio 6.89. Dimostrare che, dati m,n € NT, e indicando (m,n) con d, si
ha in Q[x]:

(2" —1,z2m—1) =2 -1

Svolgimento. Indichiamo (z™ — 1,2™ — 1) con g(z), e osserviamo che:

dm _ m=dmy "= 1= (@)™ 1= @ = DS )
dfn n=dn a—1=(zd)m — 1= (a? - 1)(X}Lg " 29 )

Cioe 2% — 1 & un divisore comune di ™ — 1 e 2™ — 1, quindi z¢ — 1|g(z).
b
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Sia @ € C una radice di g(z), allora (z — «)|g(x), e inoltre:

a”—=1=0 _am=1
a”—-1=0 a” =1

Quindi l'ordine dell’elemento « nel gruppo moltiplicativo (Z,-) (Esempio 5.12) di-
vide sia m che n, e in particolare divide d. Di conseguenza a® — 1 = 0, cioé = — a
divide 2% — 1. Osserviamo inoltre che:

(™ =1 =ma™"' e (2" —1) =na"!

Dunque i due polinomi non hanno fattori multipli. Allora anche g(z) non ha fattori
multipli. Concludendo:

e tutte le radici complesse di g(x) sono radici anche di 2¢ — 1.
e g(z) non ha fattori multipli.

Allora g(x)|(xz% — 1). Dunque g(z) = 2% — 1.

Dal teorema fondamentale dell’algebra segue la caratterizzazione degli irriducibili
in Clz] e delle fattorizzazioni in irriducibili.

Corollario 6.90. Un polinomio f(z) in Clx] ¢é irriducibile se e solo se ¢ di
grado 1.

DIMOSTRAZIONE. Una implicazione sappiamo gia che ¢ vera in qualsiasi K[z]
(Osservazione 6.85), e dunque in particolare in C[z]. Per il viceversa, se f(z)
irriducibile fosse di grado n maggiore di 1, allora esisterebbe, per il Teorema 6.88,
una radice « in C di f(z). Ovvero per il teorema di Ruffini e le proprieta del grado,
esisterebbe g(z) di grado n — 1:

f(@) = (z —a)g(z)
Assurdo, perché essendo n — 1 > 0 questa sarebbe una fattorizzazione di f(x) con
due polinomi non costanti. O

Corollario 6.91. Ogni polinomio f(x) € Clz] di grado n > 0 ¢é il prodotto di
n fattori di primo grado in Clx].

Il teorema fondamentale dell’algebra e le sue conseguenze ci dicono anche che pos-
siamo, per polinomi f(z) in C[z], precisare la stima sul numero di radici contate
con la loro molteplicita in C (dal corollario 6.65, sappiamo essere nel caso generale
minori o uguali di n).

Corollario 6.92. Le radici di un polinomio f(x) € Clz], con deg(f) = n,
contate con la loro molteplicita sono esattamente n.

La discussione riguardo alla fattorizzazione in R[z] & legata in qualche modo al
teorema fondamentale dell’algebra. In particolare & utile conoscere la funzione
coniugio da C in C, in quanto vedremo che le radici complesse di un polinomio sono
legate da questa funzione (e d’altra parte osserviamo come un polinomio in R[z]
puo essere sempre visto come polinomio in Clz], dato che R C C).

Definizione 6.93. Chiamiamo funzione coniugio, la funzione da C in C che
al numero complesso a + ib associa a 4 ib = a — ib.

Mostriamo alcune delle proprieta della funzione coniugio
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(1) T punti fissi della funzione, cio¢ gli @ € C tali che @ = «, sono i numeri
reali. Infatti, se @ = a + ib allora

a=a—a+ib=a—-ib—=2ib=0=b=0—aclkR
(2) a+ 3 =a+ B Infatti, se 3 = ¢+ id allora:
(a+ib)+ (c+id)=(a+c)+ilb+d)=a+c—i(b+d)=a—ib+c—id

cioe
(a+1ib)+ (c+id)=a+ib+c+id
(3) a-B =a-j. Infatti:
a- = (ac—0bd) +i(bc + ad) = (ac — bd) — i(bc + ad)
e

a+ib-c+id=(a—1ib)- (c—id) = (ac —bd) — i(bc + ad)

Proposizione 6.94. Sia f(z) € Rlz] C Clz] e sia a € C una radice di f.
Allora anche @ & una radice di f.

DIMOSTRAZIONE. Sia f(z) =Y. ,a;az" con a; € R. Per ipotesi:

quindi:

n n
O: E a;af = E a;of = E a;a"
i=0 i=0

Ciod f(@) =0=0. O

s
Il
=

La Proposizione 6.94 permette la caratterizzazione degli irriducibili e delle fattoriz-
zazioni in irriducibili in R[z].

Consideriamo f(z) € R[z] di grado n e, pensandolo come polinomio in Clz],
fattorizziamolo in irriducibili in C[z]. Sappiamo che in C[z] tutti i fattori irriducibili
sono di grado uno (Corollario 6.90), percio:

fz) = an(:c —a;) Cp,a; €C
i=1

Distinguiamo le radici «; di f(x) tra quelle che sono reali, che indicheremo con ~;,
e quelle che stanno in C\ R, che indicheremo con ;. Dalla Proposizione 6.94 segue
che le radici 3; sono in numero pari, diciamo 2k (dove k al limite puo essere 0, cosi
come 0 puo essere il numero di radici reali se 2k = n). Riscriviamo quindi f(z)

come:
n—2k

f(x):an a:—’yzH (z—B;)(x — B;)
i=1

o |

N

ac2 2Re(B;)x+|3:|? €R[z]
Questa riscrittura di f(x) ci dice che f(z) & fattorizzabile in R[z] come prodotto di
fattori di grado uno (come osservato un fattore di grado uno & sempre irriducibile)
e di grado due anch’essi irriducibili in quanto non hanno radici reali. Per quanto
appena detto, conoscendo le radici complesse di f(z) riusciamo a scriverne una
fattorizzazione anche in R[z].

184



Dato un polinomio f(x) = az?+bx +c in Rlz] di grado 2, sappiamo dalle scuole
superiori che f(z) ha radici in R se e solo se Ay = v/b? — 4ac ¢ maggiore o uguale a
0. Abbiamo dunque, come per C[z], una caratterizzazione degli irriducibili e delle
fattorizzazioni in irriducibili in R[z].

Proposizione 6.95. Un polinomio f(z) € Rz] & irriducibile se e solo se
deg(f(x)) =1 oppure deg(f(z)) =2 e Ay <O0.

Siamo riusciti a caratterizzare gli irriducibili in R[z] e Clz] in base al grado del
polinomio, la stessa cosa non ¢ possibile in Q[x] in quanto, per ogni n € N, si
trovano elementi irriducibili di grado n.

Proposizione 6.96. Per ognin € N, esiste un polinomio f(x) € Q[x] di grado
n irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo il polinomio f(x) = 2™ —2, vogliamo mostrare
che, per ogni n, tale polinomio & irriducibile in Q[z]. Considerato come polinomio
in C[z], f(z) ¢ fattorizzabile nel modo seguente:

f@) ==

dove gli o;; hanno modulo uguale a /2 e argomenti 6; = %

Avendo in mente questa fattorizzazione, supponiamo che f(z) in Q[z] sia uguale
a g(x) - h(z) con deg(g(x)) =1, deg(h(x)) =mem+1=n.

Distinguiamo, usando indici diversi, le radici complesse di f(x) che sono radici
di g(x) da quelle che sono radici di h(z):

{at, .. ,an} =, i, 0, ae, )

Potrebbe anche essere che l'insieme delle radici complesse di g(x) (o di h(x)) sia
vuoto, ovvero che g(z) (h(z)) sia di grado 0. Quello che vogliamo dimostrare &
proprio che questo ¢ I'unico caso possibile. Si ha dunque che la fattorizzazione in

Clx] di g(x) e h(z) &:
l m

g@) =] —ai) h@)=]]@~a)

Jj=1 Jj=1

Quindi il termine noto dei due polinomi ¢ rispettivamente:

l m
(D' [, e (=)™ ]]ex,
j=1 j=1

Ora basta osservare che se m e [ fossero minori di n (ovvero tutti e due maggiori
di 0 e quindi f(z) riducibile) si avrebbe:

l m
() Lol = (¥ ¢Q e ()" [[a = (¥2)" ¢ Q

E quindi né g(z), né h(z) sarebbero polinomi a coefficienti in Q. Quindi f(x) si puo
scrivere come prodotto di g(x) e h(x) solo se uno dei due & una costante, ovvero
f(z) & irriducibile in K[z]. O
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Cerchiamo di trovare criteri su Q[x] per studiare 'irriducibilita o meno di un poli-
nomio. Cominciamo cercando di sfruttare il fatto che per studiare la riducibilita di
un polinomio in Q[z] possiamo ricondurci a polinomi con coefficienti interi.

Esempio 6.97. Sia f(z) il polinomio a coefficienti razionali:

3, 9
f(@—gfﬂ 20

Calcoliamoci il minimo comun multiplo s dei denominatori dei coefficienti del
polinomio f(x), s = 40. Sia g(z) il polinomio g(x) = s - f(x):

g(x) = —152° + 18

Consideriamo adesso il polinomio h(z) ottenuto dalla divisione di g(z) per il mas-
simo comun divisore d dei suoi coefficienti (ovvero 3):

h(z) = 9@ _ g5 4

h(z) cosi ottenuto & un polinomio a coefficienti interi con il massimo comun divisore
tra i coefficienti uguale ad 1.

Definizione 6.98. Sia f(z) = >, a;2" € Az] con A anello euclideo. Si dice
contenuto di f, e si indica con ¢(f) il massimo comun divisore (ay,...,a1,aq) dei
coefficienti del polinomio.

Definizione 6.99. Un polinomio f € Afz] si dice primitivo se ¢(f) = 1.

Esercizio 6.100. Sia f(x) in Z[z] primitivo, se v € Q ¢ tale che rf(z) é
ancora un polinomio a coefficienti interi primitivo, allora r = +1.

Quanto fatto nell’Esempio 6.97 puo facilmente essere generalizzato per qualsiasi
polinomio a coefficienti razionali. Infatti, se f(z) = Y. ja;2" ¢ in Q[z] e s ¢ il
minimo comun multiplo s dei denominatori degli a;, allora il polinomio g(x) =
s+ f(x) & a coefficienti interi. Inoltre, indicando con d il massimo comun divisore
x
dei coefficienti interi di g(z), il polinomio h(z) = % ¢ un polinomio (a coefficienti
interi) primitivo.
s
11 risultato dell’Esercizio 6.81 ci dice che h(z) = 7 f(z) & irriducibile in Q[z]

se e solo se f(z) lo & in Q[z]. Quindi, per discutere l'irriducibilita di un polinomio
f(x) € Q[z], possiamo ridurci sempre al caso di un polinomio h(z) € Z primitivo.
Questo sara molto importante nell’ottica della fattorizzazione in Q[z], perché, in
un certo senso, ci ridurremo a “fattorizzare” in Z[z].

Abbiamo scritto tra virgolette fattorizzare, in quanto abbiamo definito cosa sia
un irriducibile solo in K[z] con K campo. Estendiamo dunque la definizione al caso
specifico di Z[z].

Definizione 6.101. Un polinomio f(z) in Z[z]\ {—1,0, 1} si dice irriducibile
se f(z) = g(x) - h(z) implica che g(x) o h(x) & una costante.

Osservazione 6.102. Osserviamo che in questo caso non abbiamo escluso le
costanti diverse da 0 nella definizione, in quanto in Z[z] non sono invertibili. In
particolare non vale piu il fatto che un polinomio di grado 1 ¢ sempre irriducibile
(Osservazione 6.85): ad esempio il polinomio 2x &, in Z[z], il prodotto dei polinomi
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irriducibili 2 e z. Possiamo pero osservare che un polinomio di primo grado primi-
tivo & irriducibile (non possiamo raccogliere nessun fattore costante maggiore di 1
che in Z[z] & irriducibile).

Il prossimo risultato ci dice che se il polinomio h(x) € Z[x] & fattorizzabile come
prodotto di irriducibili in Q[z], allora & fattorizzabile come prodotto di irriducibili
in Z[z]. 1l viceversa non & in generale vero proprio per ’Osservazione 6.102 (il
polinomio 2z & irriducibile in Q[x]), lo & se il polinomio & primitivo.

Lemma 6.103 (Lemma di Gauss). Sia f(z) € Z[z], e sia f(x) = a(z)b(z)
una fattorizzazione di f(x) in Q[z]. Allora esiste q in Q tale che ai(x) = qa(zx) e
bi(z) = g~ tb(x) sono polinomi in Z[x], e dunque

f(x) = ar(z)by (2)
¢ una fattorizzazione di f(x) in Z[x].

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia osservato che possiamo supporre f(2) primitivo
(dividendo per ¢(f)), e che esistano due razionali s,t tali che sa(x) e tb(z) sono in
Z[x] e primitivi. Per concludere dobbiamo mostrare che s = ¢~ 1.

11 passo essenziale ¢ dimostrare che se due polinomi h(x), g(z) in Z[x] sono
primitivi, allora h(x)g(x) € Z[z] & ancora primitivo. Per ipotesi non esistono primi
p che dividono tutti i coefficienti di h(z), né che dividono tutti i coefficienti di g(z),
ovvero h(z) e g(z) non sono congrui a 0 modulo p. Da questo segue che anche il
loro prodotto h(z)g(x) non & congruo a 0 modulo p, ovvero nessun primo p divide
tutti i coefficienti di h(z)g(x).

Tornando alla nostra dimostrazione, quello che abbiamo appena dimostrato
implica che sa(x)tb(x) = stf(x) & ancora un polinomio primitivo. Dall’Esercizio
6.100 segue che st = 1. O

Corollario 6.104. Un polinomio f(x) € Z[z] primitivo é irriducibile in Q[z]
se e solo se ¢ irriducibile in Z[x].

Continuiamo ad esplorare la riducibilita in Q[x], partendo dalla ricerca di fattori di
grado uno che, per il teorema di Ruffini, equivale all’esistenza di radici razionali.

La prima osservazione da fare & che f(z) € Q[z] e g(x) € Z[z], ottenuto molti-
plicando f(x«) per il minimo comun multiplo s dei denominatori dei suoi coefficienti,
hanno le stesse radici. Quindi anche per cercare le radici di un polinomio f(z) in
Q[z] non & restrittivo supporre che f(x) abbia coefficienti interi.

Il seguente risultato caratterizza l'insieme R delle possibili radici razionali di
un polinomio a coefficienti interi. In particolare, tale insieme e finito, e dunque
abbiamo un algoritmo finito per capire se f(z) € Z[z] ha radici razionali: valutare
f(z) per tutti gli elementi di R.

Teorema 6.105. Se f(z) € Z[z] e q = Le Q ¢ una radice razionale di f(x),
s

ovvero f(q) =0, allora r divide il termine noto e s divide il coefficiente direttivo di

f(z).
DIMOSTRAZIONE. Sia f(z) = 77" bja’ un polinomio a coefficienti interi e

supponiamo « = — sia una radice razionale di f(z) ridotta ai minimi termini, cioe
S
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(r,s) = 1. 1l fatto che « sia radice significa che:
> b =0
i=0
Moltiplicando tutto per s otteniamo 1’equazione equivalente:
m—1
(3.1) bo-s’”+(z by -1t s by ™ =0
i=1

Da cui:
m—1

by - ™ = —(bg - ™ + Zbi-ri~sm_i)
i=1

Osserviamo che il secondo membro di questa uguaglianza ¢ un multiplo di s, percio s
divide b,r™. Essendo (s,r) = 1, questo implica che s divide b,,, ovvero il coefliciente
direttivo del polinomio f(z).

Osserviamo che 'equazione 3.1 puo essere riscritta anche come:

m
bg-s™ = — E by -rt-sm"
i=1

Come prima, il secondo membro & un multiplo di r, dunque r divide bg - s™, inoltre
(r,s) = 1 dunque r deve dividere by, ovvero il termine noto del polinomio f(z). O

Esempio 6.106 (Irrazionalita di v/2). Consideriamo il polinomio f(z) = 2% —

2. Dal Teorema 6.105 sappiamo che le uniche radici razionali possibili sono da
ricercarsi nell’insieme A = {£1,+2}. Valutando f(x), per ogni elemento di A, non
si ottiene 0. Dunque f(z) non ha radici razionali e di conseguenza (Corollario 6.87)
¢ irriducibile in Q[z]). Abbiamo in particolare dimostrato che 1’equazione 22 = 2
non ha soluzioni in Q, ovvero /2 ¢ irrazionale.

Esempio 6.107. Mostriamo, con un altro esempio, come il Teorema 6.105 e
il Corollario 6.104 possono essere usati insieme per discutere la riducibilita di un
polinomio a coefficienti razionali di quarto grado.
Consideriamo il polinomio razionale f(z) = §x4 + T Discutere la riducibilita
di f(z) & equivalente a discutere quella di g(z) = 4- f(x) = 22*+1 (inoltre trovando
1

una fattorizzazione di g(x) bastera moltiplicare per 7 Per avere una fattorizzazione
di f(x)).

Dal Teorema 6.105 appena dimostrato, segue che le possibili radici razionali di
g(x) sono da ricercare nell’insieme:

11
A={--21,-1
2 2

Andiamo a valutare dunque il polinomio g(x) negli elementi di A:
9(1) =g(-1)=3 g(3)=9(-3) =3}
Dunque ¢(z) non ha radici razionali e quindi non ha fattori di grado 1. Se g(z) &
riducibile in Q[z], allora ¢ prodotto di due polinomi razionali di grado 2.
Il Corollario 6.104 ci dice che se g(z) ¢ riducibile, allora ¢ prodotto di due

polinomi a coefficienti interi. Questo ci permette di verificare il fatto che g(z) sia
riducibile o meno attraverso il cosiddetto metodo della forza bruta.
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In cosa consiste tale metodo? Supponiamo g(z) = h(x) - t(x) con h(z) e t(x)
due polinomi di grado 2 a coefficienti interi, cioe:

h(z)=hy-a>+hi-24+hy hi €Z hy #0
tx)=ty- 2>+t - x+tg L, EZ ta #0
Svolgiamo il prodotto tra h(z) e t(z) e imponiamo che coefficiente per coefficiente
sia uguale a g(x). Ne risulta il seguente sistema a coefficienti interi la cui risolubilita

implica Desistenza di una fattorizzazione di g(x) e viceversa la cui non risolubilita
implica lirriducibilita di g(z):

ho -ty =2
hy-ty+hyg-t; =0

(3.2) ho-to+hy-ti+hy-tg=0
ho-ti1+hy-tg=0
ho-to=1

Innanzitutto non & restrittivo supporre che il coefficiente direttivo di h(zx) e t(x) sia
positivo: il loro prodotto deve essere positivo, quindi se fossero entrambi negativi
basterebbe considerare —h(x) e —t(x) il cui prodotto & sempre h(x) - t(z). Percio
abbiamo che hy = 1 e t3 = 2, visto che il ruolo di h(z) e t(z) & simmetrico, possiamo
scegliere liberamente quale & uguale a 1 e quale & uguale a 2. Inoltre hg e tg sono
uguali e sono entrambi 1 o entrambi —1: avendo gia fissato il coefficiente direttivo
positivo non possiamo a priori fare lo stesso con il termine noto. Portiamo avanti

dunque due sistemi distinti, il primo con hg = tg = 1 e il secondo con hy =ty = —1:
2h1 +t1 =0 2h1 +t1 =0
24+hi-t1+1=0 —2+4+hy-t;—1=0
t1+h1:O 7t1*h1:0

E facile osservare che dalla prima e dalla terza equazione si ricava in entrambi i
sistemi hy = 0 che sostituito nella seconda equazione restituisce in un caso 3 = 0
e nell’altro —3 = 0. Ovvero il sistema 3.2 non ha soluzione e quindi g(z), e di
conseguenza f(x) non & riducibile in Q[z].

E evidente che all’aumentare del grado del polinomio da fattorizzare, il metodo della
forza bruta diventa praticamente inutilizzabile. Esistono algoritmi per il calcolo
della fattorizzazione in irriducibili di un polinomio in Z[x] (e quindi come osservato
in Q[z]), ma non li descriveremo in questa trattazione. Ci limitiamo dunque a
dare alcuni criteri di irriducibilita, che sono conseguenza di un importante risultato
generale per anelli K[z].

Teorema 6.108. Sia ¢ : Klz] — K[z] un omomorfismo di anelli tale che, per
ogni q(z) € K[z] di grado maggiore di zero, p(q(x)) abbia grado maggiore di zero.
Per ogni g(x) in K[z], se g(x) é riducibile allora anche p(g(x)) lo é.

DIMOSTRAZIONE. Se g(z) € riducibile in K[x], allora esistono due polinomi a(x)
e b(x) di grado maggiore di zero in K[z] tali che g(z) = a(z) - b(z). Essendo ¢ un
omomorfismo di anelli, si ha che:
plg(x)) = pla(z)) - p(b(x))
Per le ipotesi su ¢, questa & una fattorizzazione non banale di ¢(g(x)) (entrambi i
polinomi ¢(a(z)) e ¢(b(z)) hanno grado maggiore di zero). O
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Osservazione 6.109 (Criterio di irriducibilitd). Dalla dimostrazione del Teo-
rema 6.108 segue che, se g(z) & un polinomio di grado maggiore di 0 e ¢ & un
omomorfismo di anelli con ¢(g(x)) di grado maggiore di 0, allora g(z) riducibile
implica ¢(g(x)) riducibile (insomma il teorema vale per qualsiasi sottoinsieme di
K[z] per cui ¢ abbia la proprieta sul grado voluta).

In particolare se g(z) in K[z] ha grado maggiore di 0, ed esiste un omomorfismo
di anelli per cui ¢(g(z)) ha grado maggiore di 0 ed & irriducibile in K[z], allora g(z)
¢ irriducibile in K[x].

Corollario 6.110. Se f(z) ¢ riducibile in K[z], allora f(z*) ¢ riducibile in
K[z] per ogni k € NT,.

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che I’omomorfismo di anelli ¢ che lascia fisse
le costanti di K[z] e manda x in ¥, verifica la proprieta sul grado del Teorema
6.108. 0

Osservazione 6.111. Osserviamo che il viceversa del Corollario 6.110 e ov-
viamente falso: il polinomio f(x) = z ¢ irriducibile in K[z] (¢ di grado 1), ma per
qualsiasi k& > 1 non lo & f(zF) = 2% (& il prodotto di k fattori irriducibili tutti
uguali a x).

Corollario 6.112. f(x) in K[z] & irriducibile se e solo se, per ogni a,b € K
con a # 0, f(ax +b) & irriducibile in K]x].

DIMOSTRAZIONE. Basta considerare i due omomorfismi di anelli ¢ e o che

. . . . . .=
lasciano fisse le costanti e mandano x rispettivamente in ax + b ed in , e

mostrare che verificano la proprieta sul grado del Teorema 6.108. 0

Esercizio 6.113. Sia f(x) € K[z| di grado n. Il polinomio q(z) di K[z] definito

ax)=a" - f (%)

¢ detto polinomio reciproco di f(x). Dimostrare che se f(x) # anz™, allora f(x)
é irriducibile in K[z] se e solo se q(x) lo é.

da:

A questo punto cerchiamo di sfruttare il Teorema 6.108 nel caso specifico di polinomi
a coefficienti interi per trovare criteri di irriducibilita in Q[z].

Proposizione 6.114 (Criterio della riduzione modulo p). Sia f(z) € Z[z], se
il primo p non divide il coefficiente direttivo di f(x), allora f,[x] & irriducibile in

Z/pZ[z] (dove fplx] ¢ il polinomio i cui coefficienti sono le classi di equivalenza
modulo p dei coefficienti di f(x)) implica f(x) é irriducibile in Q[z].

DIMOSTRAZIONE. Pur non essendo in partenza su un K[z| (essendo i polinomi
a coefficienti interi), possiamo ripercorrere esattamente la dimostrazione del Teo-
rema 6.109, nel caso specifico dell’applicazione che associa ad ogni f(z) in Z[x], il
polinomio f,[z] in Z/pZ]x]. O

Osservazione 6.115. Il viceversa della Proposizione 6.114 non e, in generale,
vero: il polinomio f(z) = x2—3 & irriducibile in Q[x] (non ha radici in Q e Corollario
6.87), mentre il polinomio f3(z) = 2% ¢ riducibile in Zs[z], nonostante 3 non divida
il coefficiente direttivo di f(z) che e 1.
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Esempio 6.116. 1l polinomio f(z) = 23 + 4z + 3z + 1 ¢ irriducibile in Q[z],
infatti fo(z) = 23 + [1],z + [1], non ha radici, e dunque ¢ irriducibile (Corollario
6.87), in Zs[z].

Teorema 6.117 (Criterio di irriducibilita di Eisenstein). Dato un polinomio
flz) =" a;x’ € Z[z], se esiste un numero primo p tale che:
(1) p non divide a,.
(2) pla; per ogni 0 < i < n.
(3) p? non divide ay.

allora f(x) é irriducibile in Z[x] e quindi in Q[z].

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f(z) riducibile in Z[z], ovvero esistono g(z) e
h(z) in Z[z] di grado maggiore di 0, con f(x) = g(x)h(z). Dalla Proposizione 6.114,
sappiamo che f,(x) = gp(z)hp(x) ¢ una fattorizzazione in Z/pZ[x]. Per le prime
due ipotesi si ha che f, = a,z™ e, per la definizione di prodotto tra polinomi, si ha
che i termini noti by e cg, rispettivamente di g(z) e h(x), devono essere congrui a
0 modulo p. Questo & assurdo perché sarebbe ag = bycy multiplo di p?, contro la
terza ipotesi del teorema. O

Esempio 6.118. Il polinomio f(x) = 3z* + 1223 + 622 + 2 ¢ irriducibile in
Q[z] per il criterio di Eisenstein, infatti p = 2 non divide il coefficiente direttivo 3

di f(z), divide tutti gli altri coefficienti di f(x), e 22 = 4 non divide il termine noto
2.di f(z).

Osservazione 6.119. Usando il criterio di Eisenstein si puo dare un’altra
dimostrazione del fatto che per ogni n intero positivo esiste un polinomio irriducibile
di grado n in Q[z]. Infatti i polinomi 2™ — 2, considerati nella prima dimostrazione
che abbiamo dato, rispettano le ipotesi del criterio con p = 2.

Con lo stesso ragionamento possiamo dimostrare che, per ogni n intero positivo,
ci sono infiniti polinomi di grado n irriducibili in Q[z], basta considerare tutti
i polinomi della forma 2™ — p al variare di p tra i numeri primi (che sappiamo
appunto essere infiniti).

Corollario 6.120. Sep é un numero primo, allora il polinomio f(x) = Zfz_ol !
é irriducibile in Z[x].
DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con f(x) il polinomio Z?;Ol 2%, allora:
P -1
fy=2"1

Consideriamo 'omomorfismo ¢ : Z[z] — Z[y] che manda z in y + 1:

gO(f)_(yy++11)1711_(2Z=0<E)y’“)ﬂ_zé(]lz)yp_l_k

Osserviamo innanzitutto che ¢ conserva la riducibilitd o meno di f(z), in quanto ne
conserva sia il grado che il fatto di essere primitivo. Usiamo il criterio di Eisenstein
per dimostrare che ¢(f) & irriducibile:

e Sicuramente p non divide il coefficiente del termine di grado maggiore, che
el
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e p divide tutti gli altri coefficienti che sono del tipo ( :Z ) con k che varia
tralep—1.

o Infine p? non divide ( pf 1 > =Dp.

O

Esercizio 6.121. Dimostrare che f(x) € Klz]. f(x) ha fattori di grado
maggiore di 0 multipli se e solo se il grado di (f(z), f'(x)) é maggiore di 0.

Esercizio 6.122. Trovare una fattorizzazione in irriducibili su Zs|x] del poli-
nomio g = 25 + 2° —x + 1.

Svolgimento. g(z) non ha radici in Zsz infatti:
9(0)=1 g(1)=2 g(2) =2
Cerchiamo di vedere se ha fattori multipli. Il polinomio derivata ¢ ¢'(z) = 22* — 1.
Calcoliamo il massimo comun divisore tra g(z) e ¢'(z):
glx) =g (z) - 202 + 22+ 222 + x + 1
—_——— — —
a1 (@) r1(x)
g'(x) =ri(z) - (@ + 2 1)
Dunque rq(z) = (g(z),¢'(z)) = 22> + z + 1 & un fattore multiplo di g(z). A questo
punto abbiamo due casi possibili visto il grado di g(x):
* g(x) =ri(2).
o g(z) =r?(x) - h(x) con (r(x),h(x)) = 1.
In ogni caso x* + 2% + 22% + 22 + 1 = (22% + x + 1)? divide g(). Possiamo percid
eseguire la divisione e vedere se il fattore che rimane & r(z) stesso o un fattore
primo con 7 (x):
g(z) =ri(z)  (2* — 2)
Dunque la fattorizzazione in irriducibili di g(z) in Z[z] &:
g9(@) = (2% +z+1)% (2" +1)
Esercizio 6.123. Discutere la fattorizzazione in irriducibili in Q[x] dei sequen-
ti polinomi a coefficienti interi:
(1) f(x) =325+ 62% + 9z + 2.
(2) g(z) = 25 + 32% — 2.
(3) h(z) =2* — 322 + 2.
Svolgimento. Consideriamo un polinomio alla volta. Mostreremo che f(z) ¢ irridu-
cibile in Q[x] mentre g(x) e h(x) sono riducibili.
(1) Non possiamo usare il criterio di Eisenstein per il polinomio f (), in quan-
to 6,9,2 hanno come divisore comune solo 1 e quindi non esiste nessun

primo che li divide tutti e non divide il coefficiente direttivo 3.
Se invece calcoliamo il polinomio reciproco ¢(z) di f(z), si ha:

q(z) = 2y° + 9y* + 69> + 3

che verifica le ipotesi del criterio di Eisenstein con p = 3. Quindi ¢(x) &
irriducibile in Q[z], e di conseguenza (Esercizio 6.113) anche f(x).
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(2) Per trovare una fattorizzazione di g(x), consideriamo il cambiamento di
variabile descritto dall’lomomorfismo v tra K[t] e K[z] che manda ¢ in 3.
Si ha che:

w(t) = Hg(x)) =t> + 3t +2

Il polinomio w(t) si fattorizza su Q[t] come (¢ +1)(t+ 2), la cui immagine
tramite il cambiamento di variabile fornisce la fattorizzazione (22 +1)(x3+
2) di g(x) (che dunque non ¢ irriducibile).

Per trovare la fattorizzazione di g(x) in irriducibili, basta osservare che
2% +1 & una somma di cubi e quindi si fattorizza come (z+1)(z? — 2 + 1),
mentre 23 + 2 ¢ irriducibile in Q[z] per il criterio di Eisenstein.

Concludendo, la fattorizzazione in irriducibili in Q[z] di g(z) &:

(z+1D)(2? =2+ 1)z +2)
(3) Anche per h(x) procediamo con un cambio di variabile ponendo 1 (t) = 2.
Si ha che:
E(t) =y Y h(z)) =t* — 3t +2
E(t) si fattorizza come (t—1)-(t —2) e dunque g(x) = ¥ (k(¢)) si fattorizza
come:

g@) =v(k(t) = v(t-1)v(t-2)=(*-1) (2*-2)

~—
P é omo.
In Q[x] 22 — 1 si fattorizza come (x —1)(x + 1) mentre 22 — 2 ¢ irriducibile
per Eisenstein. Concludendo la fattorizzazione in irriducibili di h(z) e:

(@ =2) (@ —=1) (z+1)
Esercizio 6.124. Fattorizzare in Q[z] i polinomi 25 + 32° — 2 e z* — 32% + 2.

Svolgimento. Consideriamo il cambiamento di variabile, dato dall’omomorfismo S
tra K[t] e K[z] che manda t in 2%: S(t? + 3t + 2) = 2® + 32% + 2.

11 polinomio #2 + 3t + 2 si fattorizza su Q[t] come (t+ 1)(¢ +2) la cui immagine,
tramite S, fornisce la fattorizzazione (2% + 1)(2® +2) di 25 + 323 +2. (23 +1) &
una somma di cubi e quindi si fattorizza come (x + 1)(z% — 2 + 1), mentre (2® +
2) & irriducibile in Q[x] per il criterio di Eisenstein. Quindi la fattorizzazione in
irriducibili in Q[xz] di 2® + 32% +2 &

(z+ 1) (2% — x4+ 1)(z* + 2).

Anche per % — 322 + 2 facciamo un cambio di variabile e poniamo S(t) = 22,
ottenendo il polinomio t2 — 3t + 2 di K[t], che si fattorizza in (t — 1)(t — 2). Questa
fattorizzazione corrisponde alla fattorizzazione (2?2 — 1)(z% — 2) di 2* — 322 + 2.
E semplice osservare che in Q[z], 2% — 1 si fattorizza come (2 — 1)(z + 1), mentre
2% — 2 & irriducibile. Percio la fattorizzazione in irriducibili di 2* — 322 + 2 &:

(% = 2)(z — 1)(x +1)
Abbiamo discusso la fattorizzazione in K[z] con K uguale a C, R e Q. Ci rimar-
rebbe da trattare solo il caso della fattorizzazione in Z/pZ[x]. Ci limitiamo a due
osservazioni:
e Il problema di determinare se un elemento f(z) di Z/mZ[z] di grado k
qualsiasi sia irriducibile (e in caso negativo trovarne una fattorizzazione

in irriducibili) & deterministico in quanto i polinomi di grado fissato in
Z/mZ|x] sono finiti.
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Esercizio 6.125. Contare, in funzione di m e k, quanti sono i poli-
nomi distinti di grado k in Z/mZ[x].

Inoltre, se f(x) = g(x)-h(z) & una fattorizzazione non banale di f(z) e r e
s sono il grado rispettivamente di g(z) e h(x) allora 1l <r <k, 1<s<k
e (per le proprieta della funzione grado) s +r = k. Da questo segue che

uno tra s e r ¢ minore o uguale di N = parte intera di 5 Dunque per

affermare che f(z) & irriducibile in Z/mZ[z] (o trovarne suoi fattori non
banali) basta provare la divisione di f(z) con tutti i polinomi in Z/mZ[x]
di grado maggiore di 0 e minore di V.

e Se f(x) € Z[z] si fattorizza come g(x) - h(z) e m non divide il coefficiente
direttivo di f(x), allora Pomomorfismo ¢,,(f(x)), che associa ad f(x) il
polinomio f(z) di Z/mZ[z] i cui i coefficienti sono le classi di resto modulo
m, conserva il grado di f(z). Dunque una fattorizzazione in Z/mZ[z] di
f(x) & data da g(z) - h(z).

Cioe se f(z) ¢ fattorizzabile in Z[z] allora lo ¢ anche ¢,,(f(z)) per
ogni m che non divide il coefficiente direttivo di f(x). Questo ci fornisce

un ulteriore criterio di irriducibilita in Q[z], infatti abbiamo che:

Proposizione 6.126. Sia f(x) € Z[z] con coefficiente direttivo a.
Se pm(f(x)) & irriducibile in Z/mZlx] per un m che non divide a, allora
f(z) é irriducibile in Qx].

4. Una dimostrazione del teorema fondamentale dell’algebra

In questo paragrafo, per completezza, riportiamo una dimostrazione del teore-
ma fondamentale dell’algebra che ci & servito per caratterizzare la fattorizzazione
dei polinomi in C[z] e anche in R[z]. Faremo uso di qualche risultato tipicamente
affrontato nei corsi di Analisi in particolare il fatto che, dato f(x) € C[z], la funzio-
ne polinomiale ad esso associata che fa corrispondere ad a € C il complesso f(«)
e continua. Ci servira inoltre il risultato noto come teorema di Weierstrass, ovvero
che se f & una funzione continua da un insieme compatto X a R, allora f assume
in X valore massimo e minimo.

Teorema 6.127. Ogni polinomio f(x) a coefficienti in C di grado maggiore di
zero ammette almeno una radice in C.

Definizione 6.128. Un campo K si dice algebricamente chiuso se ogni
polinomio in K[z] di grado maggiore di zero ha una radice in K.

Alla luce della definizione di campo algebricamente chiuso (che useremo anche
nel seguito), possiamo formulare il teorema fondamentale dell’algebra anche come
segue:

Teorema 6.129. I] campo C dei numeri complessi é algebricamente chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Sia f(z) =Y., a;2" € C[z] con a, # 0, cio¢ di grado mag-
giore di zero. Dobbiamo mostrare che esiste « € C tale che f(a) = 0. Consideriamo
la funzione polinomiale F' : C — C associata al polinomio f(x) e componiamola
con la funzione g : C — R, che associa ad un complesso il suo modulo:

zeCE fz) e L |f(z) e Ry
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Indichiamo con ¢ la composizione di F' con e osserviamo che ¢ una funzione
continua, perché composizione di due funzioni continue (|z| = 0 se e solo se z = 0).
Osserviamo che (a meno di dividere per a, che & un coefficiente diverso da zero)
possiamo supporre il polinomio f(z) monico.

n—1 n—1
P(f(2) = 1fE = 2" = 1) a2 2" =AY |2l
=0 =0

dove con A abbiamo indicato il massimo dei valori assoluti dei coefficienti a;. Vo-
gliamo determinare ¢ in modo tale che se |z| > ¢ allora |f(z)] > % Scegliendo
¢ > 1 si ha che:
Vi<n—1 |z]'"A<|z|"tA

quindi

n—1

F@] = |2 =AY ol = |2 = nAlz|" !

i=0

Allora basta scegliere ¢ tale che se |z| > ¢ allora:

SRR C N 1 1
|z|" — nAlz|"" > 5 7 > nAlz|"T « |z| > 2nA.
Conclusione: Per ¢ abbastanza grande, |z| > ¢ implica
|Z|TL C’VL
> s 2
sz s S

cioe al di fuori del cerchio di raggio ¢ la funzione ¢ assume valori abbastanza
grandi.
" 2nA)"

Osserviamo che ¢(0) = |f(0)] = ag e che — = @na)" > |agl, quindi il valore
della funzione ¢ nello zero ¢ piu piccolo di qualsiasi valore della funzione fuori dal
cerchio di raggio ¢. Questo ci assicura che ¢ ha un minimo assoluto, infatti possiamo
considerare ¢|x, la funzione ristretta al cerchio di raggio ¢. X & un compatto, ¢ ¢
continua e quindi esiste zy minimo della funzione su (. Basta osservare che:

Izl = ¢ @(z0) < ¢(0) < @(2).
Vogliamo dimostrare che questo minimo € zero. Supponiamo per assurdo che il
minimo sia ¢(z9) = a > 0, possiamo supporre che:
e Il minimo sia nel punto zero, considerando la traslazione, che non cambia
il grado di f(2): 7: f(2) — f(z — 20)-
1
e Il valore del minimo sia 1 considerando la moltiplicazione per il fattore —:
a
f(z) — Lf(z), che come la precedente traslazione non cambia il grado
di f(2).
Fatte queste due ipotesi, che abbiamo visto non essere ristrettive, abbiamo che:

f(z) = Y1 yaiz" con ap = 1. Sia ai il primo coefficiente diverso da zero in f(z)

con k > 0. Analogamente a quanto fatto in precedenza si dimostra che si puo
scegliere € (abbastanza vicino allo 0) tale che per |z| < € si abbia:

n
1 arz|
| D ad| <=
i=k+1 2
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Possiamo risolvere in C l’espressione binomiale 1+ ajz* = 0, e sia A una soluzione.
Allora se z = t\ con t > 0 si ha:

ar(t\)F = —t*
e per t piccolo (in modo che ¢\ sia minore o uguale di €):
n n 1 1
1f(2) = |1 —t* + ._;Haizﬂ <1 —t*] + | »—;AWZ‘ S1-ttygtt=1-oih <1

e questo e assurdo perché avevamo supposto che il minimo della funzione ¢ fosse
1. Quindi il minimo della funzione |f(z)| & zero, cioe esiste zg tale che |f(z9)] =0
se e solo se f(zp) = 0. O

5. Omomorfismi di anelli, ideali e anelli quoziente

Da qui in avanti, se non specificato diversamente, quando parleremo di anello,
intenderemo anello commutativo con unita.
Abbiamo gia introdotto (Definizione 6.34) il concetto di omomorfismo di anelli,
come una funzione che rispetta la struttura di anello, ovvero che commuta con le
due operazioni definite su di un anello. Similmente al caso dei gruppi possiamo
introdurre il concetto di isomorfismo, e ripercorrere lo studio delle caratteristiche
strutturali, fatta con i gruppi, nel caso degli anelli.

Definizione 6.130. Un omomorfismo di anelli iniettivo e surgettivo si dice un
isomorfismo di anelli. Due anelli (A, +4,-4) e (B, +5, ) si dicono isomorfi se
esiste un isomorfismo da A in B (se A e B sono isomorfi useremo la stessa notazione
dei gruppi ovvero A 2 B).

Osservazione 6.131. Un omomorfismo di anelli f da (A, +4,-4) a (B, +5,B)
& in particolare un omomorfismo di gruppi additivi, dunque se (A, +4) € un gruppo
ciclico basta definire f sul generatore del gruppo.

Esempio 6.132. Quali sono i possibili omomorfismi di anello da (Z/mZ,+, )
ad un anello (Z/nZ,+,-)? Innanzitutto f([1],) = [a], deve avere ordine che divide
m: questa ¢ la condizione necessaria e sufficiente affinché f sia omomorfismo di
gruppi additivi. Se f ¢ un omomorfismo di anelli allora necessariamente:

[aln = f((Um) = F(Um - (m) = F([Um) - f([Um) = [a]n - [a]n
omo.anelli
Viceversa, se [a],, immagine di [1],, tramite f & tale che [a?],, = [a],, allora per ogni
[$]m € [t]m In Z/mZ si ha:

F(lslm - [hm) = [s -t aln =[5t a®ln = ([ aln) - ([t aln) = f([s]m) - F([]m)

Quindi condizione necessaria e sufficiente affinché f sia omomorfismo di anelli & che
lordine di [a],, divida m e che [a?],, = [a], in Z/nZ.

Osservazione 6.133. Se f: (A, 44, -4) — (B, +5,-5) & un omomorfismo di
anelli, in particolare f ¢ un omomorfismo tra gruppi additivi, dunque f(04) = 0p
e f(—a) = —f(a). Nel caso di A e B anelli unitari, ci chiediamo se necessariamente
deve essere che f(14) = 15 (se questo fosse vero avremmo che, per ogni a di A*,

fla™h) = (f(a)™h).

196



La risposta ¢ no, infatti ’applicazione nulla, che manda tutti gli elementi di .4
in O0p, ¢ sempre un omomorfismo di anelli ma evidentemente f(14) =0p # 1. E
se f non ¢ 'omomorfismo nullo? Per ogni a € A si ha che:

{ fla)=f(la-a)=f(1a)- f(a)
fla) =1p - f(a)

Da cui segue che per ogni a € A:

(f(1a) = 1B) - fla) =0
Essendo f diverso dall’omomorfismo nullo, esiste a € A tale che f(a) # 0, d’altra

parte se B ¢ un dominio di integrita la precedente relazione implica f(14)—15 =0,
ovvero f(14) = 1p. In questo caso si parla di omomorfismo di anelli con unita.

Esempio 6.134. Consideriamo f : Zg — Zg definito da f(x) = 3z. f & un
omomorfismo di anelli, infatti ¢ un omomorfismo di gruppi (o([3]s)|o([1]¢)) e inoltre
per ogni coppia x,y € Zg:

fl@-y) =3 y) = 9 y)=Bz) (3y) = f(z) fy)
3=9 (6)
Ma f pur non essendo 'omomorfismo nullo non & un omomorfismo di anelli con
unita in quanto manda 1 in 3. Esistono dunque, tra anelli con unita, omomorfismi
di anelli che non sono nulli e che non conservano 'unita.

Definito 'omomorfismo di anelli introduciamo il concetto di nucleo:

Definizione 6.135. Dato f : (A, +.4,-4) — (B, +5, 5) omomorfismo di anel-
li, si chiama nucleo di f, e si indica con Ker f, I'insieme degli a € A tali che

f(a) = OB.

Osservazione 6.136. Ci chiediamo se Ker f & un sottoanello di A. Sicu-
ramente e un sottogruppo additivo ed e chiuso per prodotto, anzi Ker f ha una
proprieta piu forte della semplice chiusura per prodotto. Infatti ¢ facile provare che
per ogni a € A si ha che:

a-Ker f = {a-klk € Ker f} = Ker f
def.

Cioe Ker f ¢ chiuso per il prodotto dei suoi elementi per un qualsiasi elemento
dell’anello A. Infatti per ognia € A e x € Ker f:

fla-z) = fla)- f(z) = f(a) - 0=0
Osserviamo che, se A & con unita, non & detto che sia 14 € Ker f (basta considerare
un qualsiasi isomorfismo di anelli con identita: per esempio 'identita da A in A).

Quindi Ker f & sicuramente un sottoanello di A se .4 non ha unita, mentre in
generale non e detto lo sia se A & con identita.

A questo punto vogliamo capire se & possibile definire un oggetto che possa essere
quello che i sottogruppi normali sono per i gruppi, ovvero che corrisponda a tutti
e soli i nuclei di omomorfismi di anelli e che permetta di definire una struttura di
anello quoziente proprio come fatto nei gruppi. Partendo dall’osservazione 6.136
consideriamo la seguente definizione:

Definizione 6.137. Un sottoinsieme I di un anello (A, +, ) si dice un ideale
se:
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(1) I & un sottogruppo di A rispetto all’addizione.
(2) Vae AVz € Isihachea-z €.

Esempio 6.138. Consideriamo ’anello dei numeri interi Z. Se ci sono ideali in
7Z, devono essere dei gruppi per la somma e quindi della forma mZ. Inoltre, per ogni
z € Z e per ogni x € mZ, si deve avere che z -z ¢ elemento di mZ. Questo ¢ sempre
vero qualsiasi sia m: un multiplo di m moltiplicato per qualsiasi intero, continua
ad essere un multiplo di m. Quindi, in questo caso, gli ideali di Z corrispondono ai
sottogruppi, ma non sempre ¢ cosl: Z & un sottoanello (e quindi un sottogruppo)
di Q ma non & un ideale, infatti ad esempio:

1 1
1 - - =-¢%Z
~~ 2 2
GZV

€Q

Definizione 6.139. Un ideale I di A si dice proprio se I # A.

Esercizio 6.140. Dimostrare che se Iy,...,I, sono ideali di un anello A,
allora la loro intersezione ¢ un ideale di A.

Definizione 6.141. Dati un anello A e due suoi ideali I,J, si dice ideale
somma di [ e J l'insieme:

I+J={z+ylzel,yeJ}

Esercizio 6.142. Dimostrare che effettivamente, dati due ideali I e J di un
anello A, Uinsieme I + J definito in 6.141 ¢ un ideale di A.

Proposizione 6.143. L’ideale somma I + J é il pit piccolo ideale contenente
sia I che J.

DIMOSTRAZIONE. Per mostrare che I + J contiene I (analogamente per .J)
basta osservare che gli elementi della forma i 4+ 0 con ¢ € I appartengono ad I + J.
Se X ¢ un ideale che contiene sia I che J, essendo in particolare un sottogruppo
additivo, deve contenere anche la somma tra gli elementi di I e di J e percio deve
contenere I + J. O

Sia S un sottoinsieme di A, cerchiamo di descrivere, se esiste, il pit piccolo ideale
di A contenente S, che chiameremo ideale generato da S ed indicheremo con (5).
Osserviamo innanzitutto che 'insieme degli ideali che contengono S ¢ sicuramente
non vuoto, in quanto A vi appartiene.

Come nel caso dei sottogruppi generati da un insieme, analizziamo dei casi
distinti per la numerosita di S.

Il caso piu semplice & quello di S = {z}. Un ideale che contenga z deve
necessariamente contenere l'insieme () = A -z = {ax|a € A}. E facile mostrare
che (x) siffatto & un ideale (esercizio), inoltre (z) contiene z (in quanto 1 € A e
quindi 2 = 1- ). Dunque (z) & il pin piccolo ideale contenente x.

Definizione 6.144. Un ideale I di un anello A generato da un elemento x di
A (ovvero I = (z)) si dice principale.

Analizziamo adesso il caso di S finito di cardinalita n > 1: S = {x1,...,z,}.
Generalizzando quanto visto nel caso precedente si ha che:

(1, yzn) = A1+ ...+ Azp = {a1z1 + ... + apxn|a; € A}
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La dimostrazione che (z1,...,2,) ¢ un ideale e che contiene S ¢ del tutto analoga
alla precedente. Ci resta da mostrare che (z1,...,x,), come definito, & il piu piccolo
ideale contenente S. (S) deve contenere Axq, ..., Ax,. Il pilt piccolo contenente
Axy e Axg & per la Proposizione 6.143 'ideale Axy+Axs. Procedendo per induzione
si dimostra che effettivamente (S) = Az + ...+ Ax,.

Supponiamo infine S = {x;};e; con I infinito. Si dimostra che:

(S) ={ay, v, +... +ag,xi,|n>1, i1,...,0, €I, a;, € A}.

Esempio 6.145. Sia A=Ze I =mZ = (m), J =nZ = (n) allora:

e INJ = (m)N(n) = ([m,n]). Ciot gli elementi in comune ai multipli di
m e di n, sono i multipli del loro minimo comun multiplo.

o [ +J = (m)+ (n) = ((m,n)), infatti I + J & un ideale di Z, quindi del
tipo (d) per un certo d € Z. Inoltre la condizione necessaria e sufficiente
affinche (d) contenga sia (m) che (n) & che:

(d)2(m)—me(d) —m=dt

(d)D(n) —»ne(d—n=dh
Tra tutti i d divisori comuni di m e n, dobbiamo quindi scegliere quello
pitt grande per avere il pill piccolo ideale contenente (m) e (n).

Proposizione 6.146. Un ideale I di A ¢é proprio se e solo se 1 ¢ I.

DIMOSTRAZIONE. Se 1 ¢ I, allora I # A (ricordiamo che stiamo considerando
anelli commutativi con unita).

Viceversa se 1 € I, allora I contiene (1) = A, quindi I = A non sarebbe
proprio. (|

Esercizio 6.147. Un ideale I ¢ proprio se e solo se I N A* = ).

Svolgimento. Se I N A* = (), allora, essendo 1 € A*, I # A.
Viceversa supponiamo che esista 2 € I N A*, allora esiste in A I'inverso 2! di
2. Percid 1 = x-x~! € I e per la Proposizione 6.146, I non sarebbe proprio.

Osservazione 6.148. Dall’Esercizio 6.147 segue che, nel caso di ideali I ge-
nerati da un elemento z (I = (z)), « & invertibile se e solo se (z) = A.

Proposizione 6.149. Gli unici ideali di un anello A (commutativo con unita),
sono {0} e A se e solo se A & un campo.

DIMOSTRAZIONE. <) Supponiamo che A sia un campo, allora un ideale I di
A o ¢ I'ideale banale I = {0}, oppure contiene un elemento invertibile di .4 e quindi
I = A (Esercizio 6.147).
=) Supponiamo che A abbia come unici ideali A e {0}. Se esistesse in A un
elemento z tale che z # 0 e x ¢ A*, I'ideale I = (z) sarebbe proprio (1 ¢ I) e
diverso da {0} (z € I). O

Definizione 6.150. Siano I, J due ideali di un anello A, definiamo 1’ideale
prodotto tra I e J (notazione 1.J) I'ideale generato dai prodotti tra gli elementi
di I e J. Abbiamo:

IJ={zy1 + ... + zpynl|zi € I, y; € J, n > 0}.

Esercizio 6.151. Dati I, J ideali di un anello A, dimostrare che l'insieme 1.J,
definito in 6.150 ¢é effettivamente un ideale di A e che IJ C INJ.
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Svolgimento. Mostriamo che effettivamente I.J appena definito ¢ un ideale di A.
IJ ¢ un sottogruppo additivo, infatti non ¢ vuoto (0 € I e 0 € J, dunque
0-0=0¢€ IJ). Inoltre dati v,w in I.J, ovvero:

o . X m_gy
U*Zi:1$zyu w*Zj:1xjyi

si ha:
—(v+w) = szyz-FZ:v

E dunque —(v + w) appartiene ad I.J in quanto uguale a:

(—z)yr + .o (—2n)yn + (—2)y1 + - (—20,) Y,

Infine IJ verifica la proprieta moltiplicativa di un ideale, infatti per ogni a € A e
per ogni v € IJ (v=>""_, x;y;), si ha che:

ay wiy = (ax;) y; €1J
z v ; ) v
er eJ
I1J C InJ. Basta osservare che I N J contiene i generatori xy al variare di x
inleyinJ:

z -y €1
~ <~

€l ea
v -y e sz-yelndJ
N~ N~
€A ey

Proposizione 6.152. Siano I e J due ideali di un anello A tali che [+J = A
allora:

INJ=1-J

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che in generale vale: I -.J C I N J, dobbiamo
mostrare che con I'ipotesi fatta vale anche il contenimento inverso, cioe INJ C I-J.
Per ipotesi esistono i € I e j € J tali che: i 4+ j = 1. Allora per ogni = di A si ha:
z-i4+zx-j=x. SexelnJallorax-i€l-Jex-jecl-Jequindi anche la loro
somma, cio¢ x sta in I - J. O

Studiate alcune delle proprieta degli ideali, per proseguire con il parallelo tra gruppi
e anelli, mostriamo che, dati (A, +, ) anello e un suo ideale I, & possibile dare una
struttura di anello ad A/I I'insieme delle classi laterali di I (che ¢ un sottogruppo
normale del gruppo commutativo (A, +)).

Teorema 6.153. Dato un anello (A,+,-) e un ideale I di A consideriamo
Uinsieme A/I su cui sono definite somma e prodotto come seque:
def
@+ D)+ y+ D) =(e+y)+1
def
@+ D) (y+1) = w-y)+1
Allora (A/I,+,-) & un anello detto anello quoziente di A.
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DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che A/I ¢ un gruppo per l'addizione in quanto,
come notato, I & un sottogruppo normale additivo. Dobbiamo mostrare che la
definizione di prodotto & una buona definizione (ovvero che non dipende dalla scelta
dei rappresentanti) e che con questo prodotto A/I ¢ un anello. Lasciamo per
esercizio la verifica delle proprieta di anello e mostriamo che il prodotto & ben
definito. Siano ' € x + 1 ey’ € y+ I. Ovvero esistono «, 5 € I tali che 2’ =+ «
ey =y+ . Mostriamo che (z+1I)-(y+1I)= (2’ +1I)-(y +1):

ey =@+a) (y+B)=v-y+a-yt+z-fra fer-y+I

el

O

Esempio 6.154. Z/mZ ¢ un esempio di anello ottenuto come quoziente di Z
con 'ideale mZ.

Esercizio 6.155. Dato un anello (A,+,-) e un ideale I di A dimostrare che la
proiezione 7y : A — A/I definita da: w(x) =2+ I & un omomorfismo di anelli.

Teorema 6.156. Gli ideali sono tutti e soli i nuclei degli omomorfismi di
anelli.

DIMOSTRAZIONE. Abbiamo gia visto che il nucleo di un omomorfismo di anelli
¢ un ideale. Viceversa sia I un ideale di un anello (A,+,-), allora I ¢ nucleo
dell’omomorfismo 77 : A — A/I. O

Teorema 6.157 (Teorema di omomorfismo per anelli). Sia f : A — B un
omomorfismo di anelli e indichiamo con I il nucleo di f. Allora esiste uno e un
solo omomorfismo di anelli iniettivo ¢ : A/I — B tale che il diagramma sequente
sia commutativo:

Inoltre ¢ € surgettivo se e solo se f € surgettivo.

DIMOSTRAZIONE. Per il teorema di omomorfismo per gruppi ci basta dimo-
strare che ¢ ¢ un omomorfismo di anelli:

ol+1)-(y+ 1) =¢((x-y)+1)=flz-y)=flz) fly) =pl@+1) @y +I)
0

Corollario 6.158. Sia f : A — B un omomorfismo di anelli surgettivo,

allora c’é corrispondenza biunivoca tra ideali di A contenenti il nucleo di f e ideali
di B.

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo gia che i sottogruppi di A che contengono I =
Ker f sono in corrispondenza biunivoca con i sottogruppi di B. Bisogna mostrare
che se J & un ideale di A che contiene I allora f(J) & un ideale di B e viceversa se
J’' & un ideale di B allora esiste .J ideale di A che contiene I con f(J) = J'.
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e Sia J un ideale di A. Per ogni b € B esiste a € A tale che f(a) = b in
quanto f & surgettivo e per ogni y € f(J) per definizione esiste = € J tale
che f(z) =y. Dobbiamo mostrare che by e yb appartengono a f(J):

by = fa)f(a) = f(az) € 1)
W= F@(a) = f(za) € F(J)

eJ

e Viceversa sia J la controimmagine in A di J’, dobbiamo mostrare che
J & un ideale di A. Cio¢ per ogni a € A e per ogni x € J ax e xa
devono appartenere ad A. Questo segue dal fatto che f(az) = f(a)f(x) e
f(za) = f(z)f(a) appartengono a J'.

O

Esempio 6.159. Consideriamo 'omomorfismo surgettivo di anelli 7 : Z —
Z/mZ. C’¢ corrispondenza biunivoca tra gli ideali di Z che contengono mZ (kZ
con k|m) e gli ideali di Z/mZ (kZ/mZ = w(kZ)).

Definizione 6.160. Si dice caratteristica di un anello A (useremo la nota-
zione char(A)) il pilt piccolo intero positivo m (se esiste) per cui Vz € A si ha

mx = 0. Se un tale intero positivo non esiste si definisce la caratteristica di A
uguale a 0.

Proposizione 6.161. char(A) = o(1) (dove con ord(1l) abbiamo indicato
Vordine di 1 per loperazione di somma,).

DIMOSTRAZIONE. Se ord(l) = m < oo, per definizione m divide char(A),
inoltre, per ogni z in A
mr=z+...+z=1-z4+...+1-z2=(1+...+41)z=0-2=0
——— ————
m volte m volte

Se ord(1) = oo, allora non esiste z > 0 in Z, tale che zo = 0 per ogni z € A e
quindi per definizione char(A) = 0. O

Esempio 6.162. Un esempio di anello con caratteristica finita che conosciamo
& Z/mZ, che ha caratteristica m. Un esempio di anello con caratteristica 0 ¢ Z.
La seguente proposizione afferma che questi esempi sono dei rappresentanti degli
anelli con caratteristica rispettivamente finita e zero.

Proposizione 6.163. Sia A un anello se char(A) = m (char(A) = 0) allora
A contiene un anello isomorfo a Z/mZ (Z). Il sottoanello di A isomorfo a Z/mZ
0 a Z si chiama sottoanello fondamentale di A.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo la seguente applicazione tra Z e A:
f(n)zn-1:1A+...+1A
~_——

n volte

f € un omomorfismo di anelli, dunque dal seguente diagramma:




si ha che, se char(A) = m allora Ker f = mZ (I'insieme dei numeri che moltiplicati
per 1 fanno zero), ovvero A D Z/mZ. Se char(A) = 0 allora Ker f = {0} e quindi
ADZ. O

Definizione 6.164. Un ideale proprio P di un anello A si dice primo se:
xye P= x&€P oppure ye€P.
Proposizione 6.165. Un ideale P di A ¢ primo se e solo se A/ P é un dominio
di integrita.

DIMOSTRAZIONE. La condizione: zP, yP in A/P diversi dalla classe laterale P
(lo 0 di A/ P) implica zyP (ovvero P -yP) diversa da P, equivale alla condizione:
se « e y non appartengono a P allora xy non appartiene a P. O

Definizione 6.166. Un ideale proprio M di un anello A si dice massimale
se, dato I ideale di A si ha che:

MCICA = I=M oppure I =A
Teorema 6.167. M ideale di A é massimale se e solo se A/M ¢é un campo.

DIMOSTRAZIONE. Considerando la proiezione m : A — A/M, abbiamo una
corrispondenza biunivoca tra ideali I contenenti M e ideali I di A/M (Corollario

6.158).
Se M ¢ massimale, per definizione, gli unici ideali contenenti M in A sono M
ed A. Percio gli unici ideali di A/M sono w(M) = {0} e n(A) = A/M. O

Osservazione 6.168. Ogniideale massimale ¢ primo. Infatti se M ¢ massimale
allora A/M & un campo, in particolare & un dominio di integrita.

Esempio 6.169. Sia Z[z] I’anello dei polinomi a coefficienti in Z e sia P I'ideale
generato da z: P = (z). Consideriamo I’'omomorfismo:

p:A— 7 definito da ¢(f(z)) = f(0)

@ e surgettivo, infatti l'intero z ha come controimmagine qualsiasi polinomio con
termine noto z. Il nucleo di ¢ sono i polinomi che hanno termine noto uguale
a 0, cio¢ sono i polinomi divisibili per x, ovvero Ker ¢ = P. Dal Teorema di
omomorfismo per anelli 6.157 sappiamo che A/P = Z. Dunque A/P & un dominio
di integrita, ma non € un campo.

In particolare, non &, in generale, vero che un ideale primo sia anche massimale.
Altro esempio di questo ¢ 'ideale (0) dell’anello degli interi Z, che & primo ma non
massimale.

Esercizio 6.170. Sia A un anello con unita tale che, per ogni x € A, 22 = x.
Dimostrare che A é commutativo e che se A/I ha 2 elementi allora I é un ideale
PrIMmo.

Svolgimento. Osserviamo che per ogni x € A si ha:

(r+a2)=2+2 B
{(m+x)2:902+m2+2x:x+x+2x =2 =0
In particolare per ogni x € A vale x = —z. Per ogni coppia di elementi z,y in A,

si ha:
rty=(r+y)’ =" +aytyr+y’=ataytyr+y
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ovvero xy = —yx, ma per cio che abbiamo appena osservato, —yx = yzr e dunque
TY = YT.

Infine, supponiamo che A/I abbia 2 elementi distinti: e (la classe laterale I)
e T. Sia z -y € I, dobbiamo dimostrare che z € I oppure y € I. Se cosi non
fosse, indicando con = la proiezione da A in A/I, avremmo 7(z) = 7w(y) = Z.
Conseguentemente, sfruttando il fatto che la proiezione 7 ¢ un omomorfismo:

e=n(z-y)=n(2)-7(y) =7 -7 =n(z) 7(z) =7 =7(x) =z

E questo ¢ assurdo, in quanto avevamo supposto € # T.

Se x & un elemento non invertibile di un anello A, sappiamo che Iinsieme degli
ideali propri di A contenenti & & non vuoto (Esercizio 6.147). Vogliamo mostrare
che esiste un ideale massimale M di A contenente z. Per far questo avremo bisogno
del Lemma di Zorn, che enunciamo senza dimostrazione.

Sia X un insieme ordinato, si dice che un sottoinsieme C' di X ¢ una catena
se e totalmente ordinato, cioe:

Ver,c0 € C ¢ < ¢ oppure co < ¢1.

Lemma 6.171 (Lemma di Zorn). Sia X un insieme ordinato tale che ogni
catena C' C X possiede un estremo superiore. Allora per ogni v € X esiste un
elemento massimale m € X tale che m > x.

Proposizione 6.172. Sia A un anello e x un elemento di A non invertibile.
Allora esiste un ideale massimale M di A contenente x.

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo 'insieme X degli ideali propri di A contenenti
lelemento x. Come osservato X # ) in quanto (z) € X. Per poter applicare il
lemma di Zorn, dobbiamo definire una relazione d’ordine su X. Dati I,J € X
diremo che:

1<) Yrcy
La condizione per poter applicare il lemma di Zorn ¢ che ogni catena ascendente
di X (secondo l'ordine appena definito) ammetta un maggiorante. Consideriamo
dunque una catena ascendente C' di elementi di X e l'ideale J = Urec!. Mostriamo
che J & un ideale proprio di X (il fatto che sia un maggiorante di questa catena ¢
un’ovvia conseguenza della definizione della relazione d’ordine su X, in quanto J
contiene ogni I in C.)
(1) 0 appartiene ad ogni I € C, quindi 0 € J.
(2) Se z,y € J, allora esistono I, T in C tali che z € I e y € T. Supponiamo
I C T (il caso opposto ¢ del tutto analogo), allora z € T'. Essendo T un
ideale x +y € T e dunque =z +y € J.
(3) Se x € J allora esiste I in C' tale che x € I. Essendo I un ideale da questo
segue che —x € I e dunque —x € J.
(4) Seae Aex e J,alloraesiste I in C per cui « € I, da cui ax € I e quindi
ax € J.
(5) Se 1 appartenesse a J, allora esisterebbe I in C per cui 1 € I. Questo non
puo essere perché C' ¢ una catena di ideali propri di \A.

Applicando il lemma di Zorn esiste M massimale in X. Per come abbiamo definito la
relazione d’ordine su X, il massimale coincide con la definizione di ideale massimale.
Infatti sia I un ideale che contiene M, in particolare x € I, dunque se I appartiene
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a X puo essere solo M, se invece non appartiene ad X, significa che I non ¢ proprio,
cioe I = A. O

Proposizione 6.173. Se l'insieme J degli elementi non invertibili di un anello
A ¢ un ideale, allora é 'unico ideale massimale di A.

DIMOSTRAZIONE. Ogni ideale proprio I di A non contiene invertibili (Esercizio
6.147). Dunque ogni ideale proprio I di A & contenuto in J. O

Possiamo parafrasare 'enunciato della Proposizione 6.173 come segue: se A ha un
unico ideale massimale M, allora M = A\ A*.

Definizione 6.174. Se un anello A ha un unico ideale massimale I, I si dice
ideale massimo.

Esempio 6.175. Consideriamo l'anello Z/,»z. Gli elementi non invertibili
sono gli z, tali che (x,p™) > 1. Ma:
(z,p") > 1< (x,p) > 1
quindi sono tutti i numeri non primi con p, ovvero multipli di p. (p) € un ideale
massimo (Proposizione 6.173).
Mostriamo adesso che ¢ vero anche una sorta di viceversa della Proposizione 6.173.

Proposizione 6.176. Se l'insieme degli elementi non invertibili di un anello
A non ¢ un ideale di A, allora non esiste un ideale massimo in A.

DiMOSTRAZIONE. Indichiamo con B l'insieme degli elementi non invertibili di
A e sia I un ideale massimale di A. Per ipotesi, esiste un elemento b € B\ I e, per
la Proposizione 6.172, esiste J, ideale massimale di A contenente b. J ed I sono
ideali massimali di A distinti, in quanto b € J \ I. O

Esercizio 6.177. Sia f : A — B un omomorfismo tra anelli con unita finiti.
Dimostrare che:

(1) f induce un omomorfismo di gruppi f* : A* — B*.
(2) |Ker f*| < |Ker f|.
(3) Se A possiede un ideale massimo M allora |Ker f*| = |Ker f|.

Svolgimento. f| 4~ ¢ un omomorfismo di gruppi perché & una restrizione di un
omomorfismo, dobbiamo dimostrare che ¢ a valori in B*. Per definizione di A*, per
ogni z € A* esiste y € A* tale che xy = 1 4. Allora:

lp = f(la) = flzy) = f(2)f(y) = f(2), f(y) € B
Per dimostrare che |Ker f*| < |Ker f|, osserviamo che:
flx)=fly) &z —yeKer f

Percio, per ogni elemento y in Ker f* I'elemento y — 14 € in Ker f. Da quanto
appena osservato, si ha:

Ker f*=(14+ Ker f)nA*
Infine, sia M un ideale massimo di A, essendo Ker f un ideale di A, si ha:
Ker fCM= 14+ Ker f) C (1a+ M)
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Gli elementi del tipo 14 + M non possono stare in M, altrimenti 1 4 starebbe in
M e M non sarebbe massimale. Gli elementi della forma 14 + M sono dunque
invertibili, quindi:

(la+Ker f)C(Aa+M)C A = Kerf* = (1a+ Ker f)
Da cui |Ker f*| =|Ker f|.

Esercizio 6.178 (Radicale di un ideale). Sia A un anello e I,J C A ideali.
Allora:

(1) Il radicale di I, ovvero il sottoinsieme di A:

Vit {reA3neN, a"el}

e un ideale.
(2) VIT=VINJT =VINVJ.
(3) Se P C A ¢ un ideale primo allora per ognin > 0 v/P" = P.
(4) Descrivere mZ.

Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che scegliendo n = 1 si ha che /T D I, quindi
0 € V/I. Inoltre se x € /I allora esiste n per cui 2™ € I allora —z™ € I. Se n &
dispari allora —2" = (—z)" e quindi —z € /I. Viceversa se n ¢ pari, osserviamo
che 2" = (—x)" € I = —x € VI

Ci rimane da mostrare che se z,y € VI allora = +y € VI e che se a € A allora
ax € VI

La seconda implicazione & semplice: sappiamo che esiste n € N tale che z™ € |
allora az™ € T (perché I & un ideale e a™ € A) e di conseguenza ax € V1.

Per quanto riguarda la prima, sappiamo che esistono n,m € N tali che 2", y™ € I,
dobbiamo dimostrare che questo implica che esiste k € N tale che (z + Yk el
Osserviamo che:

n+m +
n+m __ n m i, n+m—i
(x +vy) = Z ( ; ) z'y .
i=0
Basta mostrare che, per ogni ¢ compreso tra 0 e n +m, xiy" " € I:
Se 1 > n allora:

Se i < n allora:
N 1 n-r+m-—1u
n—i—m—z>m—>\ac/_/y+ el
€A er

Per il secondo punto, sappiamo che in generale I N.J O I.J dunque sicuramente
VINJ 2 V/IJ. Facciamo vedere che vale il viceversa. Sia z € VI N J, allora esiste
n € N tale che " € I'NJ. Allora 2*" = 2" - 2" € I.J e dunque = € VIJ.
Facciamo vedere ora che VI NJ = VINVJ. Sia x € VIN J allora:

neN: a"eInJ — ;ﬁéﬁ - i:g —zeVInvi.

Viceversa sia z € VI N+/J, allora z € /I e x € v/.J, ovvero esistono n,m € N tali
che:
telea™eJ—ameclInJ —zeVIind.
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Consideriamo a questo punto P ideale primo. Qualsiasi sia n € N: se x € P allora
x" € P", ovvero, per definizione x € /P". Viceversa se x € v/P" allora esiste
m € N tale che ™ € P", e quindi essendo P 2 P", ™ € P. Usando il fatto che
P ¢ un ideale primo, si ha z € P.

Infine descriviamo v/mZ:

vmZ={x €Z|In e N z" e mZ}

Vediamo un esempio numerico per farci un’idea di come possiamo caratterizzare
VmZ. Sia m = 36, 36 = 22 - 33, sia x € V/36Z, osserviamo che:

22| 2|x

n
36|z2" = 52| 3/

= = 6|z.

Quindi x € 6Z ovvero v36Z C 6Z. Viceversa sia x € 67, ovvero x = 6n per qualche
n intero. x? = 36n? € 36Z, percio = € v/36Z. Concludendo /36Z = 6Z.

Il procedimento in generale, ricalca quello seguito in questo caso particolare, da cui
si conclude che se:

_ 1 ek
m=pi .. p}
¢ la fattorizzazione in numeri primi di m allora:

\/nﬁ:(p1~...-p,€)z.

Osserviamo che se consideriamo lanello Z/mZ allora i divisori di zero sono gli
elementi dell’insieme:

{[z]m € Z/mZ|(x,m) # 1}
mentre un elemento nilpotente in T € Z/mZ deve soddisfare la condizione:

k
FeN zF =0 (m) — mlz* — le|a:
i=1
Dunque 'insieme dei nilpotenti é:
k
N = {[z]m € Z/mZ]| sz|-77 e [z]m # [0}
i=1

Esercizio 6.179. Descrivere e contare i divisori di zero ed i nilpotenti dell’a-
nello A = Z27 X Zlg.

Svolgimento. Un elemento (@, E) € Zor X Z1g & un divisore di zero se esiste (¢,d) €

AN {(0,0)} tale che:

@D @d) = 0.0« =07

Questo implica che:

e Se ¢ =0ed#0, allora a pud essere un numero qualsiasi, mentre b deve
essere un divisore di zero in Zig.

e Se d =0 e c# 0, analogamente a prima, b puo essere un numero qualsiasi
mentre a deve essere un divisore di zero in Zoz.

e Se ¢,d # 0 allora a e b devono essere divisori di zero rispettivamente in
Zo7 € ZLss.
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Per contare i divisori di zero di A, basta contare quanti sono gli elementi invertibili
di A e toglierli dal totale degli elementi di A, ovvero 27 - 18.
Un elemento (a@,b) € A & invertibile se esiste (¢, d) € A tale che:

ac =1 (27) L a ¢ invertibile in Za;
bd =1 (18) b ¢ invertibile in Zqg

Quindi gli invertibili di A sono ¢(27) - ¢(18) e i nilpotenti:
27 .18 — 6(27) - 6(18).

I nilpotenti sono, per definizione, gli elementi del tipo (@,b) € A tali che esiste
n € N con:

a™ =0 (27)

b =0 (18)

Quindi sia a che b devono essere nilpotenti, rispettivamente in Zo7 e in Zqg:

(@,b)" = (@,b") = (0,0) @{

e ¢ nilpotente in Zo7 = a = 3k. Ci sono 9 classi in Zo7 di questo tipo.
e b nilpotente in Z1g = b = 6h. Ci sono 3 classi in Zig di questo tipo.

Quindi in A ci sono 9 - 3 nilpotenti.

Esercizio 6.180. Siano A un anello e x,a € A due elementi con x nilpotente
e a invertibile. Allora x + a & invertibile.

Svolgimento. Useremo la seguente uguaglianza valida per tutti gli anelli commuta-
tivi e per ogni s dispari:
s—1
a®+b" = (a+b) Y (~1)'a® b
i=0
Supponiamo a = 1 allora, per ipotesi, esiste n € N tale che ™ = 0. Consideriamo
k tale che 2k + 1 > n allora:

2k
1 — 1 + x2k+1 — (1 + .T) Z(_1)1x2k71
=0

cioe:

2k

y=(1+2) > (~1)a2

i=0
e 'inverso di « + 1.
Consideriamo ora il caso generale in cui a € A ¢ invertibile, allora esiste b € A tale
che ab =1 e dunque z + a = abz + a = a(bx + 1). Abbiamo scritto « + a come il
prodotto di a, che ¢ invertibile, per (bz+1). Ora basta osservare che bz & nilpotente,
in quanto 'insieme dei nilpotenti ¢ un ideale e dunque per il caso particolare fatto
prima, anche bz + 1 & invertibile.

Esercizio 6.181. Sia A un anello, con Alz] indichiamo ’anello dei polinomi
con coefficienti in A. Sia f =7, a;x" € Alz] allora:

(1) f ¢éinvertibile se e solo se ag é invertibile e ay,...,a, sono nilpotenti.
(2) f ¢ nilpotente se e solo se ag,ay,...,a, sono nilpotenti.
(3) f € un divisore di zero se e solo se esiste b € A\ {0} tale che bf = 0.
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Svolgimento. Supponiamo che ag sia invertibile e aq, .. ., a, siano nilpotenti, questo
implica che Y"1 | a;2" ¢ nilpotente, in quanto I'insieme degli elementi nilpotenti &
un ideale. L'Esercizio 6.180 ci dice che f = ag+ (D1, a;x") ¢ invertibile.
Viceversa, sia f invertibile, allora esiste g = Z;n:o bjacj tale che:
n+m
f-g= Zxk( Z ab;) =1

k=0 i+j=Fk
in particolare agby = 1 cioé ag invertibile.
Osserviamo il coefficiente di ™™ nel prodotto tra f e g &: a,b,,. Percid a,b,, = 0.
Analogamente il coefficiente di z”T™~! deve essere uguale a 0, percio:

anbm_1+ apn_1by, =0
e moltiplicando per a,, si ottiene:
a%bm_l 4+ an_1apbym =0 — a%bm_l =0.
Anche il coefficiente del termine di grado n 4+ m — 2 & uguale a 0:

anbm—2 + an—lbm—l + an—2bm =0
2

e moltiplicando per a;, si ottiene:

3 2 2 3
aybm—o + an_1a5bpm—1 + an_2a; by, =0 = a,b,_2 =0.
Procedendo per induzione su r si ottiene:

(5.1) Vr<m a by, =0

n

Infatti per » = 0 abbiamo gia provato che vale la relazione 5.1. Supponiamo che sia
vera per r — 1 e proviamola per r, tenendo in mente come abbiamo fatto nei casi
r = 1,2. Consideriamo il coefficiente del termine di grado n + m — r, che sappiamo
essere uguale a 0: Z;:o Qp—ibm—r4+i = 0. Moltiplicando per a], si ottiene:

T
+1 E —
a; bmfr + a:;,anfibm77"+i =0.

i=1

= 0 per ip.ind.

11 fatto che la relazione 5.1 valga per qualunque r, ci garantisce che a™*tg(z) = 0,
ma noi sappiamo che g(z) & invertibile, quindi non puo essere un divisore di zero.
Allora deve essere a™*! = 0, cio¢ a, nilpotente.

Per concludere si procede per induzione osservando che f — a,z™ & invertibile e ha
come coefficiente di grado massimo a,, 1.

Se ag, ay, ..., a, sono nilpotenti allora f(x) = >_I" , a;z" & nilpotente in quanto
Iinsieme dei nilpotenti ¢ un ideale. Viceversa se f ¢ nilpotente allora esiste k € N
tale che 0 = f(z)* = af + x(g(x))* (per un certo g(x)). Allora af = 0, cioe ag
nilpotente. Osserviamo ora che:

n
1+ f(z) = (ao+1) +Y aa’
. V. i=1
invertibile

invertibile

quindi per il punto precedente aq,...,a, sono nilpotenti.

209



Passiamo al terzo e ultimo punto richiesto. Un’implicazione ¢ ovvia per defini-
zione di divisore di zero e osservando che A C A[z]. Viceversa supponiamo che f
sia un divisore di zero, allora scegliamo g(x) = Z;‘n:o bjz’ di grado minimo tale che
f+-g=0. 1l termine di grado massimo di questo prodotto ha coefficiente a,,b,, che
deve essere uguale a 0, allora a,g(z) ha grado minore strettamente di m. Ma g(z)
l’abbiamo scelto di grado minimo, allora deve essere a,g(z) = 0. Dimostriamo per
induzione su r che a,,_,g(x) = 0. Abbiamo gia verificato che la relazione vale per
r = 0. Supponiamo di averla dimostrata per k£ < r. Osserviamo che f(z)g(z) =0,
cioe:

0=aog(z) +arzg(z) + ...+ an—ra" "g(x) + .

=0 per ipo.ind.
Il polinomio a,—,g(x) ha grado minore di n e annulla f, dunque a,_,g(z) = 0.
Dimostrato che a;g(x) = 0 per tutti gli ¢ compresi tra 0 e n, si ha che:

VO<i<n a; by, =0=b,f(x)=0.

Esercizio 6.182. Siano A un anello e Py, ..., P, degli ideali primi di A. Se
I C U P; é un ideale di A allora esiste 1 < j <n tale che I C P;.

Svolgimento. Procediamo per induzione su n, dimostrando che: se per ogni ¢,
non ¢ contenuto in F;, allora I non & contenuto nemmeno in U}, P;.

Passo base. Se n = 1 'implicazione ¢ tautologica.

Passo induttivo. Supponiamo che I non sia contenuto in nessuno dei P;, allora
per ipotesi induttiva, per ogni j, non ¢ contenuto nemmeno in U;;P;. Cioe:

Allora x; € T\ Uj%; P; e quindi ; € P;. Scelti questi z; al variare di j tra 1 e n,
consideriamo il seguente elemento di I:

Osserviamo che, per ogni 7, y ¢ P; infatti 'addendo di y senza x; non sta in P;
(perché i P; sono primi), mentre gli altri addendi sono in P;. Ovviamente la somma
di un elemento di un ideale piti un elemento che non sta nell’ideale non puo essere
nell’ideale. Quindi per ogni i, y ¢ P;.

Chiudiamo il paragrafo con la versione per anelli del teorema cinese. Per far que-
sto dobbiamo introdurre il prodotto diretto di anelli. Siano dunque (Aj,+1,-1),
(A, +2, 2) anelli, vogliamo indurre una struttura di anello sul prodotto cartesiano
A= Ay x Ay. Similmente al caso dei gruppi si tratta di definire le operazioni com-
ponente per componente, dunque per ogni coppia (ai,az), (bi,b2) in A definiamo
addizione + e moltiplicazione - in A come segue:

(a1,az) 4 (b1,b2) = (a1 +1 b1, az +2 b2)
(a1,az) - (b1,b2) = (a1 -1 b1, az -2 b2)
Esercizio 6.183. Dimostrare che se (A1, +1,-1), (A2, +2,2) sono anelli (com-
mutativi con identita), allora (A, +,-) appena definito é un anello (commutativo con
identita) e vale:

A = A x A
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Definizione 6.184. Dati (Ay, +1,1), (Aa, +2,2) anelli, anello (A; x Ay, +, -)
con le operazioni indotte dalle operazioni di A; e A3 sulle singole componenti ¢ detto
anello prodotto diretto degli anelli Ay e As.

Teorema 6.185 (Teorema cinese per anelli). Siano I e J due ideali di A
commutativo con unita, tali che I +J = A, allora:
Aling 2 AT x A)J

DIMOSTRAZIONE. L’idea & quella di costruire un omomorfismo da A in A/ x
A/J che sia surgettivo e abbia come nucleo I N J e quindi usare il teorema di
omomorfismo per anelli. Consideriamo ¢ : A — A/I x A/J definito da:

Vee A ox)=(x+I1,x+J).
E facile provare che ¢ ¢ un omomorfismo di anelli. Vogliamo descrivere il nucleo di
¢, cioe quali sono gli z € A tali che:
p(z) = (x+La+J)=(0,0)=(J)
cioe x € Ker ¢ < x € (INJ). Dimostrato che Ker ¢ = I N.J, facciamo vedere
che ¢ & surgettivo. L’ipotesi che I 4+ J = A equivale al fatto che 1 € I 4+ J (infatti
sappiamo che la somma di ideali ¢ un ideale e 'osservazione 6.146 ci dice che un

ideale non & proprio se e solo se 1 appartiene all’ideale) cio¢ che esistono i € I e
j € J tali che: i +j =1. Allora:

(i) = (0,1) ¢(j) = (1,0)
e quindi ¢ & surgettivo, in quanto una controimmagine di un qualsiasi elemento (@, b)
di A/T x AJJ & (a-j+b-1), infatti sfruttando il fatto che ¢ sia un omomorfismo
si ha:
pla-j+b-1)=p(a) - o(j) + o) ¢(i) = @0) + (0,0) = (a,b).
Come detto dal teorema di omomorfismo per anelli si ha:

A ‘ AJTx AT

N
Alrng

E f & un isomorfismo. O

Osservazione 6.186. Dal Teorema 6.185 segue che possiamo enunciare la
terza forma del teorema cinese (Teorema 5.159) parlando di isomorfismo di anelli.

6. Quozienti dell’anello K]z]
Sia f(z) un polinomio di grado n in K[z], consideriamo 'ideale (f(x)) generato
da f(x):
(f(2)) = {f(x)g(x)|g(x) € K[z]}
Dal Teorema 6.153 sappiamo che K[z]/(f(x)) ¢ un anello commutativo con unita,
formato dalle classe laterali di (f(z)). Vogliamo mostrare alcune proprieta di

questo anello che torneranno utili nel capitolo sui campi (e che in quel capitolo
dimostreremo con altri strumenti), sottolineando l’analogia con l'anello Z/nZ.

Proposizione 6.187. Un insieme di rappresentanti per K[z]/(f(x)) é dato dai
polinomi di K[z] di grado minore del grado n di f(x), unito il polinomio {0}.
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DIMOSTRAZIONE. Per ogni classe laterale a(z) + (f(z)) in Klz]/(f(x)), consi-
deriamo il resto r(x) della divisione euclidea di a(z) con f(z):

a(x) = f(x)q(x) +r(x) r(x) =0 o deg(r(z)) < deg(f(x))

Dunque a(z) appartiene alla classe laterale r(z) + (f(x)), ovvero:

a(x) + (f(x)) = r(z) + (f(2))
Dunque qualsiasi elemento in K[z]/(f(z)) puo essere rappresentato da r(x)+(f(x)),
con r(x) che, essendo il resto di una divisione euclidea per f(x), ha le caratteristiche
volute.

Mostriamo adesso che due classi del tipo r(z) 4 (f(z)) sono uguali se e solo se i
resti rappresentanti sono lo stesso polinomio. Infatti 7 (z)+ (f(x)) = ro(xz) + (f(z))
se e solo se r1(z) —ro(x) appartiene a (f(z)). Questo equivale a dire che esiste ¢(x)
tale che:

ri(z) = ra(x) = c(x) f(x)
A primo membro ¢’¢ il polinomio nullo o un polinomio di grado strettamente minore
di n, a secondo il polinomio nullo (se ¢(z) = 0) o un polinomio di grado maggiore
o uguale a n. Dunque:

ri(z) + (f(2)) = ra(2) + (f(2) & ri(z) —ra(z) = 0 & ri(z) = ra(z)
O

Osservazione 6.188. In particolare gli elementi di K[z]/(f(x)) sono tanti
quanti i polinomi di grado minore di n in K[z] piu 1, il polinomio nullo. E dunque
K[z]/(f(z)) ¢ finito se e solo se & finito K[z].

D’ora innanzi si intendera che le classi di K[z]/(f(x)) sono indicate attraverso il
rappresentante di grado minore del grado di f(z).

Corollario 6.189. Sia f(x) € K[z] un polinomio di grado n. K[z]/(f(x)) é
uno spazio vettoriale su K di dimensione n.

DIMOSTRAZIONE. Le verifiche che K[z]/(f(z)) sia uno spazio vettoriale su K
sono lasciate per esercizio. Abbiamo appena dimostrato che K[z]/(f(z)) ha, come
insieme dei rappresentanti, 'insieme dei polinomi di grado minore di n unito all’in-
sieme contenente il polinomio nullo; & abbastanza facile mostrare che I'insieme T'
delle classi delle potenze di  da 0 a n — 1, & una base di K[z]/(f(z)) come spazio
vettoriale su K.

Dalle loro combinazioni lineari infatti si ottengono tutte le classi dei polinomi di
grado minore di n e del polinomio 0 (la classe (f(z))), dunque T" genera K[z]/(f(z)).

Supponiamo adesso esista una combinazione lineare degli elementi di 7" nulla,
ovvero esistano aq,...,a, € K tali che:

i aiﬁ = 6
i=0
Ovvero: . .
S aa' € (f(2) — Jg(a) € Kol 3 aia’ = q(a)f (@)
i=0 =0

. . . n ; .
Sempre per questioni di grado deve essere >, ,a;x* = 0, ovvero a; = 0 per ogni
i. O
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E abbastanza semplice caratterizzare gli elementi invertibili e i divisori di zero nell’a-
nello K[z]/(f(x)) e questo ci permette di dare un criterio per sapere se K[z|/(f(z))
¢ un campo, criterio che per essere applicato necessita di saper trovare la fattoriz-
zazione di f(x) (e questo fa intuire il perché abbiamo dato tanta importanza alla
fattorizzazione in K[z]).

Proposizione 6.190. Considerata la classe laterale g(x) + (f(z)) = g(z) in
K[z]/(f(z)), si ha che:

(1) g(x) & invertibile se e solo se (g(x), f(x)) = 1.

(2) g(z) é un divisore di 0 se e solo se (g(x), f(x)) # 1.

DIMOSTRAZIONE. Se (g(z), f(z)) = 1, dall'identitd di Bézout abbiamo che

esistono t(x), s(z) in K[z] tali che:

g(@)t(x) + s(z) f(x) =1
Tale uguaglianza, letta in K[z|/(f(z)) ovvero tramite I'omomorfismo proiezione
7rf(a:)7 e

g(a)i(z) =1

Ovvero g(x) ¢ invertibile in K[z]/(f(z)). Osserviamo come, la dimostrazione del
primo punto della proposizione fornisca un metodo per trovare I'inverso della classe
g(x): si tratta dell’immagine di ¢(z) (proveniente dall’identita di Bézout) modulo
f(z). Ovvero della classe r(x) in K[z]/(f(x)), dove r(x) & il resto della divisione
euclidea di t(x) con f(x).

Per il secondo punto osserviamo che, se (g(x), f(z)) = 1, abbiamo appena
dimostrato che g(x) & invertibile, e dal Lemma 6.24 segue che g(x) non pud essere
un divisore dello 0. Se invece (g(z), f(z)) = d(z) > 1, allora esiste s(x), t(x) € K[z]
tali che:

f(z) = s(x)d(z) g(x) = t(z)d(z)

Allora:
g9(x)s(z) = t(z) d(x)s(z) t(x) — g(z)s(z) =0
——
f(@)
Per concludere basta osservare che s(x) # 0, in quanto s(x) ¢ diverso da 0 e di
grado strettamente minore di f(z). O

Osservazione 6.191. Sia f(z) € K[z] e sia f(z) = [['_, ¢:(x)*" la fattoriz-
zazione in irriducibili di f(z) in K[z]. Dimostrare che i nilpotenti in K[z]/(f(z))

sono tutte e sole le classi g(x) tali che g(z):
¢
g(z) = H%(il?)ﬁ 1<Bi <
i=1

e con g(x) # f(x) (cioe non tutti i 3; possono essere uguali ad «;).

Ovvero i nilpotenti in K[x]/(f(x)) sono tutti i divisori propri di f(z) che con-
tengono tutti i fattori irriducibili di f(x). Sottolineiamo come anche questa sia una
proprieta strutturale degli anelli quoziente: osservare che avevamo praticamente
fatto la stessa cosa per Z/mZ (Esercizio 6.178).

Esercizio 6.192. Sia f(x) = 2* — 223 + 32% — 42 + 2, determinare divisori di
zero, nilpotenti ed invertibili nell’anello Q[x]/(f(x)).
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Svolgimento. Abbiamo capito che per determinare nilpotenti, divisori di zero ed
invertibili in K[z]/(f(x)) & necessario trovare una fattorizzazione di f(z) in K[z].
In questo caso (esercizio), la fattorizzazione in irriducibili di f(z) in Q[z] & data da:

flx) = (z—1)%@*+2)
Percio abbiamo:

(1) I nilpotenti in K[z]/(f(x)), devono contenere i fattori irriducibili di f(z),
dunque in questo caso sono tutte e sole le classi i cui rappresentanti sono
della forma:

E(x—1)(2*+2) k€Q

(2) I divisori di zero in K[z]/(f(z)) sono i multipli dei fattori irriducibili di
f(z) ovvero hanno come rappresentanti i polinomi della forma (z—1)h(z)
con h(z) diverso da 0 e di grado minore di 3, oppure della forma (22 +
2)g(x) con g(x) diverso da 0 e di grado minore di 2 (non ¢ una classifi-
cazione disgiunta, i polinomi k(z2 4+ 2)(x — 1), al variare di k in Q, sono
divisori dello zero sia della prima forma che della seconda).

(3) Per quanto riguarda gli invertibili sappiamo che, considerato il rappresen-
tante g(z) della classe, deve essere (g(x), f(z)) = 1. Dunque: gli invertibili
di grado 1 sono tutti i polinomi che non hanno 1 come radice (condizione
necessaria e sufficiente per essere multiplo di « — 1); gli invertibili di gra-
do 2 sono tutti i polinomi che non hanno 1 come radice e che non sono
della forma k(22 + 2) con k in Q; gli invertibili di grado 3 sono tutti e
soli 1 polinomi che non hanno 1 come radice e che non sono della forma
h(z)(2% +2) con h(z) in Q[z] di grado 1.

Proposizione 6.193. L’anello K[z]/(f(z)) ¢ un campo® se e solo se f(z) &
irriducibile in K|x].

DiMOSTRAZIONE. K[z]/(f(x)) & un campo se e solo se tutti gli elementi non
nulli di K[z]/(f(x)) sono invertibili. Dalla Proposizione 6.190 sappiamo che cio
equivale a f(x) & coprimo con tutti i polinomi di grado minore di f(x). Ora basta os-
servare che questo equivale proprio ad essere irriducibile, infatti se f(z) = a(x)b(x)
allora a(z) = k o b(z) = k, altrimenti (f(z),a(z)) = a(z) avrebbe grado maggiore
di 0. O

7. Campo delle frazioni di un dominio d’integrita

In questo paragrafo, vogliamo generalizzare a qualsiasi dominio d’integrita D,
la costruzione del campo dei razionali Q a partire dall’anello Z. Ricordiamo che
I'introduzione dei razionali permette di risolvere tutte le equazioni di primo grado
a coefficienti interi axz = b, con a # 0. Consideriamo un sottoinsieme S di D tale
che:

(1) 0¢S

(2) 18

(3) S & moltiplicativamente chiuso, cioe: s,t € S = s-t € S.
Con in mente 'esempio della costruzione dei razionali a partire dagli interi, definia-
mo sull’insieme D x S delle coppie (a, s), con a in A e s in S, la seguente relazione

(a,s) ~ (b,t) & at = bs

INel capitolo sui campi dimostreremo questo risultato con altri strumenti.
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Esercizio 6.194. Dimostrare che ~, appena introdotta, ¢ una relazione di
equivalenza su D X S.

Consideriamo I'insieme S~'D = {(a, s)|a € D, s € S}/~, delle classi di equiva-
lenza rispetto a ~ in D x S e denotiamo la classe di equivalenza della coppia (a, s)
a
con —.
s
Definiamo una addizione e una moltiplicazione sull’insieme S~!D, proseguendo

nel parallelo con la costruzione di QQ a partire da Z:

(7.1) g+§déf at + bs g.édéf&b
s st s 1 st

Esercizio 6.195. Dimostrare che le definizioni di addizione e moltiplicazio-

ne in S™YD (7.1), sono buone definizioni, cio¢ non dipendono dalla scelta dei

rappresentanti delle classi di equivalenza.

Esercizio 6.196. Dimostrare che con le operazioni di addizione e moltiplicazio-
ne introdotte, ST1D ¢ un dominio d’integrita (con elemento neutro per l'addizione

dato dalla classe %, ed inverso di % dato da —Ta)

Dimostriamo adesso che S~!'D & un ampliamento di D, in quanto ne contiene una
copia isomorfa.

Proposizione 6.197. La funzione f : D — S™'D, che ad ogni a in D associa

a
fla) = T ¢ un omomorfismo iniettivo.

DiMOSTRAZIONE. Che f sia un omomorfismo di anelli segue dal fatto che:
Fa) +7(0) = § 4 = el = b = fa 41)
fla) - fb) =11 =15 =f(ab)
f & iniettivo. Infatti, in S™'D, la classe degli elementi neutri per la addizione &
0
costituita da tutti gli elementi della forma —, con s € S. Il nucleo di f & costituito da
S
0
tutti gli @ € D tali che % ~ 1> ovvero tali che a-1 =0-1. Dunque Ker f = {0}. O
Esercizio 6.198. Se D ¢ un dominio di integrita e S = D\ {0}, allora S~'D
e un campo.

Svolgimento. Che S~!D sia un campo segue dal fatto che per ogni suo elemento
a S
= diverso da 0, si ha che a & diverso da zero. Dunque = appartiene a S~'D ed &
S a

I'inverso di 2
a
Definizione 6.199. Se D ¢ un dominio d’integrita ¢ S = D \ {0}, il campo
S™1D ¢ detto campo delle frazioni di D
Esempio 6.200. Q ¢ il campo delle frazioni di Z.

Corollario 6.201. Per ogni dominio d’integrita D, esiste un campo K che
contiene una immagine isomorfa di D (si dice anche: ogni dominio di integritd puo
essere immerso in un campo).

DIMOSTRAZIONE. E una immediata conseguenza della Proposizione 6.197 e
dell’Esercizio 6.198. O
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Esercizio 6.202. Sia D un dominio d’integrita e S C D*. Dimostrare che
S1D=D.
Svolgimento. In queste ipotesi, 'omomorfismo definito nella Proposizione 6.197 &
a
surgettivo. Infatti, per ogni — in S~!D, se consideriamo l'elemento a - s~1 (che
s
esiste perché s per ipotesi ¢ invertibile) di D, si ha:

—1
ey 248 @
flars™h =20 =

Sia I un ideale di D, definiamo il sottoinsieme S~1'7 di S~1D:
ST ={(a,8)lac I, sc S}/
Proposizione 6.203. S~ ¢ un ideale di S™'D.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che S™!'I & un sottogruppo additivo,
chiuso per moltiplicazione con qualsiasi elemento di S™'D.

0
Sottogruppo additivo. S~'I non ¢ vuoto, infatti 0 € I ¢ 1 € S, dunque 1 €
ST

Siano < e n due elementi di S~'I. Per concludere che S~'I & un sottogruppo
S

a —b
additivo dobbiamo mostrare che r = — + - ¢ un elemento di S~'I. Non possiamo
s

a priori affermare che a e b stanno in I, ma che — ¢ la classe di equivalenza di una

coppia (7,s1) con ¢ € I (e analogamente ; ¢ equivalente ad una coppia (j,t1) con
j € I). Dunque:

a —=b i —jJ i-t1—j-s
r=-—-+4-— = 7+7‘7 — 17‘71
s t \/81 tl ~—~ S1t1
def. ~ def. ~

Ed avendo a numeratore un elemento di I, si ha che r appartiene a S™11.

a
Chiuso per moltiplicazione per S~'D. Supponiamo — € S™'I e consideriamo,
S

i
come nel caso precedente, il rappresentante equivalente — con i € I. Allora, per
. . sl
x T i xi
ogni elemento ~ in S™'D siha = - — = ~— € §7!'I. ]
) Yy 5 S1Y
Nella Proposizione 6.203 abbiamo mostrato che gli insiemi della forma S~'I, con
I ideale di D, sono ideali di S™!D. Mostriamo adesso che essi sono tutti e soli gli

ideali di S™'D.

Proposizione 6.204. Sc J ¢ un ideale di ST'D, allora esiste I ideale di D
tale che J = S™'I.

DiMOSTRAZIONE. Forti della dimostrazione della Proposizione 6.203, dovrem-
mo essere in grado di intuire quale ideale I di D cercare come corrispondente di un
fissato ideale J di S~'D. Consideriamo il seguente sottoinsieme di D:

d
I={deDPlesitest . 222
b bt
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Ovvero I contiene i numeratori di tutte le coppie di S~™! x D che appartengono ad
una classe di equivalenza di J.
La classe elemento neutro della addizione appartiene a J, dunque 0 € I ed [

a b
non e vuoto. Inoltre, se a,b € I, allora esistono s,t € S tali che — e i e Jedi
s

—b
conseguenza —- € J (J, in particolare, & un sottogruppo additivo). Essendo J un

ideale, si ha:

eS D eJ
A~ A=
S a - g
1 s 1
NI, b
cJ :a;r €eJ=at+bel
t b b
1 t 1
~— ~ =~
eS-1D &J cJ

Dunque I & un sottogruppo additivo di D.
Sea€elexe A, allora esiste s € S tale che 4 € J, sfruttando il fatto che J &
un ideale si ha: s
%-EZ%EJ: ax € 1.

Dunque I € un ideale di D.
Ci rimane da mostrare che J = S~'I. Per definizione di I, J c S~'I.

. . . a
Viceversa, sia a € I, allora esiste s € S tale che — € J e:
s

S a @
1 s 1
— = =~
eD eJ cJ
Dunque, per ogni ¢ in S:
1 a
——=-cJ
t 1 t

. a . .
Ovvero, se J contiene un elemento della forma — con a € I, allora contiene tutti

s
gli elementi con numeratore a e denominatore che varia tra tutti gli elementi di S.
Cioe S™'I C J, e quindi S~'I =J O

Osservazione 6.205. La corrispondenza tra ideali di D e ideali di S™'D
potrebbe sembrare biunivoca, ma cosi non ¢. Consideriamo infatti un ideale proprio
I di D tale che I NS # (), allora esiste z € I N S. Dunque:

1
L s es
T 1

Ovvero S~ = S~!D.
In particolare, ci sono ideali propri di A che corrispondono ad ideali banali di

STLA.
Esercizio 6.206. Dimostrare che S~'I =S7'D < INS # (.

Svolgimento. Un verso della doppia implicazione ’'abbiamo appena dimostrato
nell’Osservazione 6.205. Supponiamo ora che I NS = () e mostriamo che S~'I
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non pud essere uguale a S~'D. Basta mostrare che S~!I non contiene I'identita
moltiplicativa di S7'D. Osserviamo infatti che:

a 1 _

S=1 Sa=s

Sapendo che I NS # (), abbiamo che a € I non potra mai essere uguale ad a € S,
1 -1
dunque 1 ¢ S I

Esercizio 6.207. Se I ¢ un ideale primo di D ed S ¢é un sottoinsieme di D
disgiunto da I, allora S™'I & un ideale primo di S™'D.

8. Anelli spectali: anelli euclidei, PID, UFD

In questo paragrafo presentiamo domini d’integritd particolari'®, ovvero che
verificano alcune proprieta aggiuntive rispetto a quelle richieste per essere un do-
minio d’integrita. Le tre classi di domini di integrita che presenteremo, e che di-
mostreremo essere una inclusa nell’altra nell’ordine di elencazione qui sotto, hanno
nomi che richiamano la proprieta aggiuntiva che soddisfano, e sigle che sono legate
all’acronimo in Inglese:

(1) Anelli euclidei, che indicheremo con EU.

(2) Domini a ideali principali, che indicheremo con PID.

(3) Domini a fattorizzazione unica, che indicheremo con UFD.
Prima di iniziare le caratteristiche degli anelli speciali, diamo delle definizioni e
delle proprieta valide per tutti i domini d’integrita.

Definizione 6.208. Dati a,b € A con A dominio d’integrita, si dice che a
divide b se esiste ¢ in A tale che b = ac.

A partire dalla Definizione 6.208, si possono introdurre, nel modo naturale (e gia
visto nei casi specifici di Z e K[z]) le definizioni di divisore e multiplo di un elemento,
massimo comun divisore e minimo comun multiplo tra due elementi. Si possono
anche introdurre i concetti di elemento primo e irriducibile, anch’essi gia visti per
Z e K[z].

Definizione 6.209. Un elemento « € A\ {0} non invertibile si dice primo se:
Va,be A zlab = zla o z|b.

Definizione 6.210. Un elemento = € A\ {0} non invertibile si dice irriduci-
bile se:
Va,b€ A x =ab = ainvertibile o b invertibile.

Proposizione 6.211. Se x € A ¢ primo allora x ¢ irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Se x = ab, con a,b € A, allora in particolare x divide ab.
Per ipotesi « divide a oppure x divide b. Supponiamo z divida a (il caso x divide
b & del tutto analogo), allora esiste ¢ € A tale che a = xe¢, quindi z = ab = xcb e
usando la regola di cancellazione si ottiene 1 = ¢b, cioe b ¢ invertibile. (|

Osservazione 6.212. Dire che z € A ¢ primo equivale a dire che l'ideale (x)
generato da x & un ideale primo in A. Infatti dati a,b in A, ab € (z) se e solo se
esiste ¢ € A tale che ab = x¢, ovvero se e solo z|ab. Da qui la tesi.

10Dj un tipo dei quali, gli anelli euclidei, abbiamo gia anticipato la definizione e discusso
alcune proprieta.
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8.1. Anelli euclidei. Abbiamo gia anticipato la definizione di anello euclideo
nei paragrafi precedenti, ma la riportiamo nuovamente per comodita di trattazione.

Definizione 6.213. Un dominio di integrita A si dice anello euclideo se
esiste una funzione d : A\ {0} — N (detta anche funzione grado) tale che:

(1) Va,y € A\ {0} si ha d(zy) > d(z).
(2) Vz € AeVy e A\ {0} esistono ¢,r € A tali che:
r=qy+r con d(r)<d(y) oppure’ r=0

Abbiamo visto che Z e K[z] sono esempi di anelli euclidei, mostriamo un esempio
diverso.

Esempio 6.214 (L’anello degli interi di Gauss). Si dicono interi di Gauss
gli elementi che appartengono al seguente sottoinsieme di C:

2l " {a + bila,b € 7}

dove i & I'unitd immaginaria dei numeri complessi, tale che i = —1.
Su Z[i] si possono considerare I'addizione e la moltiplicazione per come sono
definite in C:
. .\ d .
o +: (a+bi)+ (c+di) =4 (a4 c)+ (b+ d)i.
o 0 (a+tbi) (c+di)™ (ac—bd)+ (ad + cb)i.
E una semplice verifica, mostrare che (Z[i], +, -) ¢ effettivamente un anello, chiamato
anello degli interi di Gauss. Per poter affermare che Z[i] & un anello euclideo,
dobbiamo definire una funzione grado su Z[i]:

d(a+bi) Y |a +bi? = a® + b

Mostriamo che la funzione d considerata, effettivamente verifica le proprieta richie-
ste per la funzione grado nella Definizione 6.213 di anello euclideo. Osserviamo che,
per ogni z diverso da 0 in Z[i], d(z) > 1.

(1) Per ogniz =a+biey=c+didiZ[i\ {0}, si ha:
d(zy) = (ac — bd)* + (ad + cb)* = a*c® — 2achd + v*d? + a*d? + 2acbd + c*b*

Ovvero, semplificando e raccogliendo a fattore a secondo membro:

>1 >1
—N— 2 2 __
+b* =d(z)
d _ 2+b2 . 2+d2 >{ a
(o) =@+ (@)= | BT R )
d(z) d(y)

(2) Consideriamo il piano e un riferimento cartesiano con ascisse intere e or-
dinate del tipo iz con z € Z. Siano «, § € Z[i] con 3 # 0 e consideriamo
tutti i multipli di 8 in Z[i], cioe l'ideale (). Questi individuano nel rife-
rimento cartesiano scelto i vertici di quadrati di lato |3]. Ogni punto del
piano ¢ compreso in uno di questi quadrati, quindi anche «. La distanza
di « dal vertice piu vicino del quadrato che lo contiene (che ricordiamo &

18l

di lato (3), & al massimo —, quando « si trova al centro del quadrato (e

V2

110sserviamo infatti che la funzione d non & definita nel caso r = 0.
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dunque non ha un vertice pit vicino degli altri). Questo equivale a dire
che esiste un multiplo di 3, ¢ con q € Z[i], tale che:

6]

loo — ] < NG <d(B)
d(a—qB) 7

aB)
2

Osservazione 6.215. Negli anelli euclidei, esattamente come fatto per Z e
K[xz], a partire dalle proprieta della funzione grado, si possono dimostrare: il teore-
ma di divisione euclidea, il funzionamento dell’algoritmo euclideo per il calcolo del
massimo comun divisore, il lemma di Bézout.

Osserviamo ad esempio per quanto riguarda la Proposizione 6.211, in cui si
dimostra che in un dominio d’integrita un elemento primo & necessariamente ir-
riducibile, che nei casi di Z e K[z] avevamo dimostrato 1’equivalenza tra 'essere
primo ed irriducibile. Andando ad analizzare la dimostrazione fatta (per esteso
nel caso di Z) si osserva che I'implicazione “irriducibile implica primo” usa proprio
I'identita di Bézout, che e valida solo per anelli euclidei.

Questo non vuol dire che in altri anelli necessariamente non valga ’equivalenza
tra elementi primi e irriducibili, anzi dimostreremo che proprio questa proprieta e
una delle caratteristiche comuni delle tre tipologie di dominio che stiamo trattando
(euclidei, PID e UFD). La dimostrazione di questo fatto negli anelli non euclidei
passera pero per altre vie rispetto a quella mostrata per Z e che puo appunto essere
replicata per qualsiasi anello euclideo.

Consideriamo un anello euclideo A, e I'insieme I'm(d) = {d(z)|z € A\{0}} (imma-
gine della funzione grado d). Im(d) & un sottoinsieme di N non vuoto, dunque, per
lassioma del buon ordinamento, esiste m minimo di I'm(d). Caratterizzando gli
elementi di grado minimo di A, ovvero gli elementi che appartengono all’insieme:

M ={z € A\ {0}|d(x) =m}
si scopre una proprieta significativa degli anelli euclidei.

Proposizione 6.216. Gli elementi di grado minimo coincidono con A*, cioé
con gli invertibili di A.

DIMOSTRAZIONE. Ricordiamo preliminarmente che x € A* se e solo se (z) = A
(Osservazione 6.148).
=) Per ogni y € A possiamo calcolare la divisione euclidea tra y e x, ovvero esistono
q,r € Atali che y = gz +r con d(r) < d(x) oppure r = 0. Per ipotesi d(r) non puo
essere minore di d(z) che sappiamo essere il minimo della funzione grado, dunque
r = 0. Questo significa che per ogni y in A, y € (), ovvero (z) = A.
<) Se () = A, per ogni y € A esiste t € A tale che y = xt e d(y) = d(tz) > d(z),
cioe d(x) & il minimo tra i gradi in A. O

Dalla Proposizione 6.216 segue una importante proprieta degli ideali di un anello
euclideo.

Proposizione 6.217. Tutti gli ideali I di un anello euclideo A sono principali.

DIMOSTRAZIONE. Sia I unideale di A, se I = {0} non ¢’¢ niente da dimostrare:
I = (0). Supponiamo quindi I # {0}, vogliamo mostrare che I & generato da un
suo elemento di grado minimo. Consideriamo dunque m = min{d(z)|z € I \ {0}}
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esia a € I'\ {0} tale che d(a) = m: dimostriamo che I = (a). Sicuramente (a) C I,
visto che a € I.
Viceversa sia x € I, allora esistono ¢,r € A tali che 2 = gqa+r, con d(r) < d(a)
o r = 0. Osserviamo che:
r=_x —q- a = rel
—~—

~~
el el

Dunque r =0 e 2 = ga, ovvero = € (a). O
8.2. Domini a ideali principali - PID.

Definizione 6.218. Un dominio di integrita si dice un dominio a ideali
principali se tutti i suoi ideali sono principali.

Abbiamo osservato (Proposizione 6.217) che un anello euclideo & a ideali principali,
dunque gli esempi di anelli euclidei visti sono anche esempi di domini a ideali
principali. Non ¢ vero in generale il viceversa: cioe I'insieme degli anelli euclidei ¢
strettamente contenuto nell’insieme dei domini a ideali principali (ma non ¢ banale
mostrare, giustificando il perché, esempi di domini a ideali principali che non sono
euclidei).

11 seguente esercizio dimostra che per ogni a, b in A dominio a ideali principali,
esiste d = (a, b).

Esercizio 6.219. Dimostrare che se A é un dominio a ideali principali e I ¢é
lideale generato da due elementi a, b di A, allora I = (d) con d massimo comun
divisore tra a e b.

Svolgimento. Sappiamo che ogni ideale di A & principale (Proposizione 6.217),
quindi esiste d € A, tale che I = (d). Vogliamo mostrare che d & un massimo
comun divisore tra (a,b).

Sappiamo che a,b € (d), quindi esistono z,y € A tali che: a = dx e b = dy,
cioe d divide sia a che b. D’altra parte d & un elemento di I, ideale generato da a
e b, dunque esistono s,t € A tali che d = as + bt. Un qualsiasi divisore comune
r € Adiaedib, divide anche as e bt, dunque divide as + bt = d.

Osservazione 6.220. Anche nei domini a ideali principali si puo osservare
che, dati due elementi a, b, se d e d’ sono due massimi comun divisori, allora esiste
¢ invertibile tale che d = ¢d’. Dunque si puo parlare “del” massimo comun divisore
a meno di invertibili.

La differenza con gli anelli euclidei ¢ che nei domini ad ideali principali non
abbiamo D’algoritmo di Euclide per calcolare il massimo comun divisore. Infatti
tale algoritmo basa la sua finitezza sul fatto che sia definita una funzione grado a
valori in N.

Mostriamo adesso come, anche per i domini ad ideali principali, se un elemento e
irriducibile allora ¢ primo, ovvero (Proposizione 6.211) un elemento in un PID &
primo se e solo se e irriducibile.

Proposizione 6.221. Sia A un dominio ad ideali principali: x é irriducibile
se e solo se (x) & massimale.

DIMOSTRAZIONE. =) Supponiamo (z) C (y) C A, allora z € (y), cio¢ esiste
z € A tale che x = yz. Essendo x irriducibile, si possono verificare due casi:
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(1) y e invertibile, allora (y) = A.
(2) z & invertibile, allora y = 2271, cioe y € (z), ovvero (y) = (z).
<) Supponiamo x = yz, allora (z) C (y). Anche qui abbiamo due casi:

(1) (y) = A, allora y & invertibile.
(2) (y) = (x), allora y = zu e dunque & = zuz. Per la regola di cancellazione
questo implica che 1 = uz, ovvero z ¢ invertibile.

O

Corollario 6.222. Se A ¢ un dominio a ideali principali allora x© € primo se
e solo se x é irriducibile.

DIMOSTRAZIONE. Sia x € A irriducibile, dalla Proposizione 6.221 sappiamo
che (z) ¢ massimale in A. Dall’Osservazione 6.168 (z) & primo. La tesi segue
dall’Osservazione 6.212. O

Osservazione 6.223. Per cio che abbiamo visto, in particolare per I'identifica-
zione elemento primo ed elemento irriducibile, si potrebbe essere portati a pensare
che nei domini a ideali principali, ideali primi e ideali massimali siano la stessa cosa.
In realtd & quasi cosl, resta fuori il caso dell’ideale I = {0}, che & sempre primo,
ma ¢ massimale se e solo se il dominio & un campo (Proposizione 6.149).

Per chiudere lo studio dei PID, vogliamo mostrare che anche in queste strutture
vale il teorema di fattorizzazione unica gia visto nel caso di Z e K[z].

Proposizione 6.224. Ogni catena ascendente di ideali di un dominio ad ideali
principali A si stabilizza. Cioé se (1) C (z2) C ... C (zn) C (Xpy1) € ... € una
catena ascendente di ideali di A, allora 3k € N tale che ¥n >k, (x,) = (zk).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo I = (J,,cx (o} (#5). Dalla dimostrazione della
Proposizione 6.172 sappiamo che I ¢ un ideale di A, percio esiste a € A tale che
I = (a). In particolare a € I, dunque esiste k € N tale che a € (z;). Allora:

I=(a)C(xx) CI= Vn>k: I=(a)C(xx) C(x,) ST

O

Teorema 6.225. Sia A un dominio ad ideali principali. Ogni elemento x € A
diverso da zero si scrive in modo unico (a meno dell’ordine e di moltiplicazione per
elementi invertibili) come prodotto di elementi irriducibili (o primi che abbiamo
visto essere la stessa cosa).

DiMOSTRAZIONE. Esistenza. Consideriamo x € A, se z ¢ irriducibile abbia-
mo finito e gia fattorizzato in irriducibili. Se x non & irriducibile allora x = ab con
a, b non invertibili. Se a, b sono irriducibili allora abbiamo trovato la fattorizzazione
cercata, altrimenti a = ajas (analogamente se b non ¢ irriducibile). Quindi (a) &
contenuto strettamente in (aq) e in (az). Continuando in questo modo troviamo
una catena ascendente di ideali, che per la Proposizione 6.224, si stabilizza.

Unicita. Sia z = Hlepi = H?:l g;, allora p; divide H?:l g; e dunque esiste
s € Ny, tale che p; divide g5 (perché, dal corollario 6.222 sappiamo che p; irriducibile
¢ primo). Dunque esiste un ¢, invertibile (perché anche ¢ ¢ irriducibile) in A tale
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che pits = ¢s. Usando la legge di cancellazione si ha

k
H pi = ts H q;
1=2

JENL,j#S

Per induzione si elidono ad uno ad uno i fattori irriducibili, e troviamo dunque che
h = k e 'unica differenza, a parte I'ordine dei fattori, & un prodotto di elementi
invertibili. O

Osservazione 6.226. E interessante confrontare la dimostrazione del Teorema
6.225 con quella del teorema fondamentale dell’aritmetica (ovvero 'analogo nel caso
specifico di Z). Emerge come le dimostrazioni siano strutturalmente identiche: in
entrambi i casi 'esistenza della fattorizzazione dipende dal fatto che ogni catena
ascendente di ideali si stabilizza, 'unicita della fattorizzazione dal fatto che ogni
elemento irriducibile ¢ anche primo.

Osservazione 6.227. L’unicita della fattorizzazione, come ricordato nell’e-
nunciato del Teorema 6.225 ¢ a meno dell’ordine dei fattori e della moltiplicazione
per elementi invertibili. Consideriamo il dominio a ideali principali Z. II numero
6 ¢ uguale a 2 -3, ma anche a 3-2 e anche a (—3) - (—2). Analogamente nel caso
di K[z], il polinomio (22 — 1) pud essere visto come (z + 1)(z — 1) ma anche come

1
k(x + 1)%(x — 1) per ogni k invertibile in K[z].

8.3. Anelli a fattorizzazione unica.

Definizione 6.228. Un dominio di integrita A si dice un dominio a fatto-
rizzazione unica se ogni elemento di .4 diverso da zero e non invertibile, si scrive
in modo unico (a meno dell’ordine e della moltiplicazione per elementi invertibili)
come prodotto di elementi irriducibili.

Abbiamo gia dimostrato che EU C PID C UFD, e solo accennato che il con-
tenimento tra EU e PID ¢ stretto. Il seguente esercizio mostra che anche il
contenimento tra PID e UFD ¢ stretto.

Esercizio 6.229. Dimostrare che Z[z] ¢é un dominio a fattorizzazione uni-
ca, ma non un dominio ad ideali principali (suggerimento per la seconda parte:
considerare un ideale di Z[z] che contenga la x© e una costante diversa da 1).

Abbiamo sottolineato nell’Osservazione 6.226, come per dimostrare che un do-
minio a ideali principali ¢ a fattorizzazione unica abbiamo utilizzato le seguenti due
proprieta (valide per ogni dominio a ideali principali):

(1) Proprieta 1: Ogni catena ascendente di ideali (principali) si stabilizza.
(2) Proprieta 2: Ogni elemento irriducibile & primo.

Definizione 6.230. Un anello A che soddisfa la proprietd 1 (detta anche
condizione della catena ascendente) si dice noetheriano.

Osservazione 6.231. L’anello P = Alzy...2,...] dei polinomi su infinite
variabili a coefficienti in un dominio di integrita non ¢ noetheriano, infatti, consi-
derando gli ideali I; = (z1...z;) al variare di ¢ in NT, si ha che per ogni i > j in
N+: I, contiene strettamente I ;- Dunque gli I; sono una catena ascendente infinita
che non si stabilizza in P.
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D’altra parte, essendo A un dominio d’integrita, generalizzando la dimostrazio-
ne vista nel Teorema 6.50 si ha che P ¢ un dominio. Possiamo dunque costruire il
campo delle frazioni di P (Esercizio 6.198), che & banalmente noetheriano in quan-
to campo (ha solo due ideali: {0} e se stesso). Questa osservazione prova che la
noetherianita non si conserva in generale sui sottoanelli (P infatti ¢ un sottoanello
del suo campo delle frazioni).

Mostriamo adesso che se I'anello ¢ a fattorizzazione unica allora valgono le proprieta
1 e 2, dunque che tali proprieta potrebbero essere usate per dare una definizione
alternativa, ma equivalente, di anelli a fattorizzazione unica.

Proposizione 6.232. Se A ¢é a fattorizzazione unica allora soddisfa le pro-
prieta 1 e 2.

DIMOSTRAZIONE. Dimostriamo separatamente che valgono le due condizioni:

(1) Consideriamo una catena ascendente di ideali principali'? di A:

Porre (z1) C (x2) equivale ad affermare che z1 € (z2), cioé che xa|zy,
ovvero esiste y € A tale che: x1 = yro. Fattorizziamo x; e yxo, il numero
my di fattori di z; & maggiore o uguale al numero mo di fattori di x4, in
quanto ci sono anche i fattori di y. Otteniamo cosi una catena decrescente
di numeri naturali:

mpy >me 2> ... 2 My > ...

che si deve stabilizzare, cioe esiste k € N tale che m, = mj per ogni
n > k. Quindi per ogni n > k si ha: x), = yx, con y che non ha fattori
primi ed & quindi invertibile, percio (x,,) = (xx).

(2) Sia x € A irriducibile, dobbiamo mostrare che x & primo. Supponiamo
che z|ab allora esiste y € A tale che ab = zy. Scriviamo la fattorizzazione
in fattori irriducibili di a,b e y:

ab=ay-...-ap-by-...-bp=x-y1-... Yy
—_— —— —_—
a b Yy
x ¢ irriducibile quindi ¢ uguale ad un a; o un b; a meno di un fattore

invertibile. Se x = a; allora x|a, altrimenti se « = b; allora x|b.
O

Esercizio 6.233. Mostrare che Z[\/—5] = {a + /—5bla,b € Z}, con le opera-
zioni indotte da C (che lo contiene), non ¢é a fattorizzazione unica.

Svolgimento. Osserviamo innanzitutto che l'anello in questione ¢ molto simile
agli interi di Gauss, che pero abbiamo visto essere un anello euclideo, e dunque
sicuramente a fattorizzazione unica.

Possiamo mostrare che di un numero esistono due fattorizzazioni in irriducibili,
ad esempio 6 = 2 -3 ma & anche uguale a (1 + v/—5)(1 — +/=5). Questo perd
non basta: dovremmo mostrare che ogni fattore e irriducibile. Scegliamo dunque
un’altra via: quella di mostrare che una proprieta strutturale degli UFD, ovvero che

12 Attenzione: in F.U. non & detto che ogni ideale sia principale, se cosi fosse F.U. e I.P.
coinciderebbero.
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ogni elemento irriducibile ¢ primo, non vale in Z[v/—5], in quanto 2 ¢ irriducibile
ma non primo.
Supponiamo che 2 sia fattorizzabile 2 = (a + /—5b)(c + /—bd). Passando alle

norme:

2 +5d° <4

Quindi (ricordiamoci che a, b, ¢, d sono interi):

2 2<
4:(a2+5b2)(c2+5d2):>{ @ +50 <4 {

oal=4ec?=1

Questo dimostra che 2 ¢ irriducibile in Z[v/—5].
Sappiamo che 6 = (1 +v/—5)(1 —+/—5) € (2), ma si dimostra che (1+ v/—5) ¢ (2)
e (1 —+/—5) ¢ (2). Infatti risolvendo I’equazione:

(1++v=5)=2(a+ v—5b)

si trova come unica soluzione:

che non sono interi e quindi non appartengono a Z[v/—5]. Analogamente si verifica

che (1 —+/=5) ¢ (2).

Se A & un dominio a fattorizzazione unica, consideriamo I’anello A[z] dei polinomi a
coefficienti in A. Si dimostra, similmente a quanto visto nel caso di Z[z] (e dunque
riportiamo solo gli enunciati senza dimostrazione), alcuni importanti risultati.

Teorema 6.234. Sia A un dominio a fattorizzazione unica allora anche [’a-
nello Alz], e pit in generale Alzq,...,x,], sono anelli a fattorizzazione unica.

Osservazione 6.235. Non ¢ vero invece che se A ¢ euclideo (e quindi a maggior
ragione se A & a ideali principali) A[z] sia ad ideali principali. Costruiamo un
esempio: consideriamo A = Q[x] che sappiamo essere un anello euclideo. Facciamo
vedere che Q[z][y] = Q[z, y] non ¢ a ideali principali. E facile provare che (z,y) =
{za(z,y) + yb(z,y)la(z,y),b(z,y) € Qz,y]} ¢ un ideale di Q[z,y]. Supponiamo
esista h(z,y) € Q[z,y] tale che (x,y) = (h(x,y)), in particolare z,y € (x,y),
quindi:

h(z,y)|lz e Wz, y)ly — degyh(z,y) < degyx =0 e degzh(z,y) < degyy =0

cioe h(x,y) € una costante. Ma in questo caso h sarebbe invertibile (perche un ele-
mento del campo Q) e quindi (h) = Q[z, y], mentre (z,y) & strettamente contenuto
in Q[z,y], perche le costanti non appartengono a (z,y).

Teorema 6.236. Sia A un dominio a fattorizzazione unica e f € Alzx].
(1) Se deg(f) =0, f € A, allora f é irriducibile in Alz] se e solo se f ¢
irriducibile in A.
(2) Se deg(f) > 0, f ¢é drriducibile in Alz] se e solo se f é primitivo ed ¢é
irriducibile in K[z], dove K é il campo dei quozienti di A.
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CAPITOLO 7
Campi

1. Elementi algebrici e trascendenti su K

Nel capitolo sugli anelli abbiamo introdotto il concetto di campo, ovvero di
anello in cui tutti gli elementi diversi da zero sono invertibili rispetto alla mol-
tiplicazione. Abbiamo fatto alcuni esempi di campi e studiato la fattorizzazione
di polinomi a coefficienti in un campo. In questo capitolo approfondiremo lo stu-
dio della risolubilita delle equazioni polinomiali, in particolare dato un polinomio
f(z) a coefficienti in un campo K cercheremo di capire se esiste sempre un campo
L, contenente K, in cui f(x) si fattorizza come prodotto di fattori di grado uno.
Introduciamo dunque la nozione di estensione di campi.

Definizione 7.1. Siano L e K campi rispetto alle stesse operazioni. L si dice
un’estensione di K se K C L. Per indicare che L. ¢ una estensione di K scriveremo
anche L/K.

Definizione 7.2. Sia L un’estensione del campo K. Un elemento a € L si dice
algebrico su K se esiste un polinomio f(z) € K[z], non identicamente nullo, tale
che: f(a) =0. Un elemento o € L non algebrico su K si dice trascendente su K.

Osservazione 7.3. Se « ¢ algebrico su K allora ¢ algebrico su qualsiasi campo
[F estensione di K. Infatti il polinomio g(x) € K[x] che si annulla in « & in particolare
un polinomio a coefficienti in F[x] se F contiene K.

Esercizio 7.4. L’insieme dei polinomi in K[z] che si annullano in un elemento
a di un’estensione di campo L di K, é un ideale di K[z] (se a ¢ trascendente ¢é l'ideale

{0})-
Svolgimento. Sia I I'insieme dei polinomi di K[z] che si annullano in o € L. Per
ogni coppia f(z), g(x) di elementi di I, e per ogni h(x) € K[x] si ha:

(f+9)(a) = f\(ﬁ){+g\(22:0+0:0:>f(x)+g(w)el

def.somma in K|z] fx)el  g(z)el

h(a)f(a) =h(a)-0=0= h(z)f(z) eI

Esempio 7.5. Consideriamo Q C C, e mostriamo alcuni esempi di elementi
algebrici e trascendenti su Q.

Osserviamo che, per verificare che un elemento « ¢ algebrico su un campo K,
basta trovare un polinomio a coefficienti in K che si annulla in «. La dimostrazio-
ne che a ¢ trascendente ¢ spesso molto piu laboriosa. Non presenteremo dunque
dimostrazioni di trascendenza perché esulano dagli scopi di questo libro.

L’aspetto interessante ¢ che esistono “molti” complessi che sono trascendenti
su Q, molti di pit di quanti non siano gli algebrici. Un modo per dimostrare
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questa affermazione € contare i polinomi di grado n in Q e sfruttare il fatto che un
polinomio di grado n in Q ha al piu n radici distinte in C. I polinomi di grado n a
coefficienti in @ hanno la cardinalita di Q"*! (bisogna scegliere n 4 1 coefficienti,
il primo diverso da 0), che iterando il processo diagonale di Cantor, si dimostra
avere cardinalita numerabile. Ognuno di questi polinomi ha al pitt n radici, dunque
la cardinalita delle radici dei polinomi di grado n in Q[z] & numerabile. L’unione
di tutte le radici di polinomi a coefficienti in Q & quindi un unione numerabile di
insiemi numerabili (le possibili radici al variare del grado n in N): si dimostra che
unione numerabile di numerabili ¢ numerabile. Quindi i numeri complessi algebrici
su Q sono numerabili, mentre C che contiene R ha cardinalita non numerabile.
Dunque quello che rimane da C togliendo la quantita numerabile di algebrici € una
quantita piu che numerabile di elementi che sono proprio i trascendenti. Esempi
famosi di non algebrici su Q sono 7 e e.

Vediamo pero anche esempi di algebrici. Ogni razionale ¢ & algebrico su Q,
infatti & radice del polinomio x — ¢ che & in Q[z]. Pill in generale ogni elemento k
di K ¢ algebrico su K, in quanto radice del polinomio = — k a coefficienti in K.

Altri esempi di algebrici su Q sono le radici n-esime di elementi a di Q, infatti
esse solo radici del polinomio f(xz) = 2™ — a a coefficienti in Q.

Esercizio 7.6. Dimostrare che o = /3 + /5 & algebrico su Q.

Svolgimento. In seguito dimostreremo che gli algebrici di un’estensione di un campo
K formano un campo estensione di K e dunque in particolare sono chiusi per somma,
prodotto, opposto e inverso se diversi da zero. Questo risultato permetterebbe di
dire che a ¢ algebrico senza fare alcun tipo di calcolo, dall’Esempio 7.5 infatti,
sappiamo che /3 e v/5 sono algebrici su Q.

Con gli strumenti teorici a nostra disposizione in questo momento, dobbiamo
cercare un polinomio a coefficienti in Q che si annulli in /3 + v/5:

a—V5=vV3 = (a—V5)°=3 < (a—V5)(a?-2V6a+5)=3
quindi:
o® —3v5a? + 150 — 5V5 = 3 = a® 4+ 15a — 3 = V/5(3a% + 5)

abbiamo isolato i termini sotto radice in modo da poter elevare al quadrato e
ottenere un equazione che ha come insieme di soluzioni un insieme di soluzioni che
contiene quello dell’equazione originaria.

ab 4+ 22502 + 9 + 300 — 60 — 90a = 45a* + 15002 + 125
da cui:
ab — 15a* — 6a® + 7502 — 90a — 116 = 0.
Dunque il polinomio f(z) = 2% — 152* — 623 + 752% — 90z — 116 € Q[z] si annulla

ina=v3+5.

Esercizio 7.7. Sia « algebrico su K, allora o+ k e k-« sono algebrici su K
per ogni k € K, e, se a ¢ diverso da zero, anche o~ lo é.

Svolgimento. « algebrico su K significa che esiste g(z) € K[z] tale che g(a) = 0
allora ¢ facile osservare che i polinomi t(z) = g(x — k) e r(z) = ¢ (%) sono a

coefficienti in K e si annullano rispettivamente in o + k e in k - a.
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Per trattare il caso dellinverso di a (se « ¢ diverso da zero) consideriamo
Papplicazione ¢ da K[z] a K[z] (gi& incontrata nell’Esercizio 6.113):

1 .
plg(x) =g (*) g leotole))
T
che associa a f(x) il suo polinomio reciproco. Se g(z) si annulla in « # 0, allora
g(x) non pud essere del tipo a - 2™ (che si annulla solo in 0), dunque ¢(g(z)) & un

polinomio di grado maggiore di 0 che si annulla in o',

Sia L un’estensione del campo K e a un elemento di L. Indichiamo! con K[a] e
K(«) rispettivamente il minimo sottoanello e il minimo sottocampo di L, contenenti
K e a, ovvero:

Klo] = {f(a)|f(z) € Kz]}

(o) = { 117(0),0) € Kl o) 20
g(@)

Osservazione 7.8. A seguito dell’Esercizio 7.7 si puo supporre che, dato «
algebrico su K, tutti gli elementi di K(«) siano algebrici su K. Manca di dimostrare
che le potenze di o ad esponente naturale sono algebriche su a. Proveremo questo
fatto nel prossimo paragrafo senza dover esibire un polinomio che si annulla in o™
per ogni n naturale, ma utilizzando il legame tra estensioni K(a) di un campo K
(che chiameremo semplici) con « algebrico su K e dimensione finita di K(a) come
spazio vettoriale su K.

Dato « € L, usiamo la funzione valutazione ¢,, che ad ogni polinomio f(z) in K|z]
associa f(«) in K[a], per stabilire quando « & algebrico o trascendente su K.

Esercizio 7.9. Dimostrare che ¢, ¢ un omomorfismo surgettivo di anelli.

Teorema 7.10. ¢, ¢ un omomorfismo iniettivo se e solo se « é trascendente
su K.

DIMOSTRAZIONE. Se « & algebrico su K, esiste un polinomio f(z) € K[z] non
nullo, tale che f(a) = 0, ovvero f(z) € Ker ¢, e dunque ¢, non & un omomorfismo
iniettivo. Viceversa, se « ¢ trascendente, il polinomio nullo di K[z] & I'unico che si
annulla in «, dunque Ker ¢, = {0}. O

Teorema 7.11. Se « ¢ algebrico su K, allora K[a] = K(a) (in particolare K|a]
¢ un campo). Se « & trascendente, allora Ko] = K[z]

DIMOSTRAZIONE. Dal teorema di omomorfismo per anelli (Teorema 6.157) sap-
piamo che il seguente diagramma commuta e che A & un isomorfismo, visto che
(Esercizio 7.9) ¢, ¢ surgettivo):

K[z] o Klo] C L

AT

K[z]/Ker ¢q

n generale se T' ¢ un sottoinsieme di un campo L estensione di K indicheremo con K(7") e
KT rispettivamente il minimo sottocampo e il minimo sottoanello di L contenente K e T'.
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Se @, ¢ iniettivo allora ¢ un isomorfismo, dunque K[a] = K]z].
Se ¢, non & iniettivo (ovvero a & algebrico su K), cerchiamo di “leggere”
informazioni su K[a] tramite I’isomorfismo A:
A

K[o] ?K[m]/Ker Do

Sappiamo che Ker ¢, ¢ un ideale in un anello euclideo, dunque ¢ principale. Percio
esiste h(z) € K[z] di grado maggiore? di 0 tale che Ker ¢, = (h(z)).

Osserviamo che K[a] & contenuto nel campo L dunque ¢ un dominio di integrita
(se ci fossero divisori di zero in K][a] ci sarebbero anche in IL), quindi K[z]/(h(x))
¢ un dominio di integrita. Questo implica che (h(z)) & un ideale primo non banale,
cio¢ h(x) ¢ primo.

Sempre per le nostre conoscenze sui domini ad ideali principali, sappiamo che
elemento primo equivale ad elemento irriducibile, e che l'ideale generato da un
elemento irriducibile & massimale. Dunque (h(z)) & massimale in K[z] e di conse-
guenza K[z]/(h(z)) & un campo. K[a], che & isomorfo a K[x]/(h(z)), & esso stesso
un campo.

Per concludere osserviamo che in generale K[a] C K(a), in questo caso Ko/
¢ un campo che contiene sia K che «, dunque contiene K(«) (che ¢ il minimo
sottocampo di L con questa caratteristica). Dunque K[a] = K(a). O

Esempio 7.12. Consideriamo a = v/2 che ¢ algebrico su Q. 11 Teorema 7.11
ci dice che Q[ﬁ] € un campo: ovvero ogni espressione del tipo Z?:o ci\/il, con
¢; € Q, ha un inverso dello stesso tipo.

Definizione 7.13. Siano K C L campi e @ € L un elemento algebrico su
K. Si dice polinomio minimo di « su K un generatore monico (cio¢ con primo
coefficiente uguale ad 1) dellideale Ker ¢g.

Osservazione 7.14. Ricordiamo che, dalla dimostrazione del Teorema 7.11, il
polinomio minimo é irriducibile.

Proposizione 7.15. Siano K C L campi, e o € L un elemento algebrico su
K. Il polinomio minimo di o su K € unico, ed in particolare é il polinomio monico
di (Ker ) di grado minimo.

DIMOSTRAZIONE. Siano h(x) e g(z) due generatori di (Ker p,). Questo im-
plica che h(z) e g(x) sono reciprocamente uno multiplo dell’altro, ovvero che hanno
lo stesso grado m. In particolare tutti gli altri elementi di (Ker ¢,) hanno grado
maggiore o uguale dei generatori. Se h(z) e g(x) fossero diversi ed entrambi moni-
ci, avremmo che h(x) — g(x) ¢ un polinomio diverso dal polinomio nullo, di grado
strettamente minore di n, che si annulla in a e questo ¢ impossibile perché non
potrebbe appartenere (per le questioni di grado di cui sopra) all’ideale (h(z)) (o
quel che & uguale a (g(x)). O

Indicheremo il polinomio minimo di « su K con p,(z), senza far riferimento al
campo K laddove non ci sia ambiguita. L’unicita appena mostrata, ci dice che se
troviamo un polinomio monico h(z) € Klz] irriducibile in K[z] con h(«) = 0, allora

W) = pra(z).

2h(w) non pud essere una costante diversa da zero perché un tale polinomio non ha radici, e
non puo essere zero perché in tal caso ¢ sarebbe iniettivo.
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Osservazione 7.16. Il polinomio minimo di un elemento algebrico su un cam-
po ¢ cosa diversa dal polinomio minimo definito in algebra lineare. In quel caso si
dice polinomio minimo di un endomorfismo 7" di uno spazio vettoriale V' il polino-
mio monico f(z) a coefficienti in V' di grado minimo tale che 1’applicazione f(7T')
I’applicazione nulla su V.

Vediamo, attraverso un esempio, questa differenza. Consideriamo 1’endomor-
fismo T di R? che agisce sulla base canonica e; = (1,0), ez = (0,1) di R? come
segue:

T(el) =0 T(@g) =€
E facile osservare che T? & Iapplicazione nulla, infatti:

T T
eg—0—0

T T
eg —rep — 0
Il polinomio minimo dell’endomorfismo T' di R? & dunque 22 (infatti & divisibile
solo per x e le costanti: tutti polinomi che non si “annullano” in T'). Ma 22 non
¢ irriducibile! Osserviamo che, a differenza di quel che accade nel nostro caso,
I'anello degli endomorfismi su R? (e in generale su un campo K) non ¢ un dominio
di integrita.
Esercizio 7.17. Sia o una radice complessa del polinomio x> — 2z — 2. De-

terminare

(1) un polinomio f(x) € Q[x] tale che a- f(a) =1,

(2) il polinomio minimo di o + 1 su Q.
Svolgimento. Affrontiamo separatamente i due punti:

(1) Essendo a una radice del polinomio 2% — 2z — 2, si ha che:
a®—20—-2=0
Quindi « - (o — 2) = 2, da cui:
2
e
(= -1)=1
o (G- 1)
Ovvero il polinomio

f) = 5at =1

¢ tale che a - f(a) = 1.

(2) Tl polinomio x® — 2z — 2 & irriducibile su Q[z] (per esempio si puod usare
Eisenstein), dunque [Q(«) : Q] = 3. Osserviamo che o? + 1 € Q(a) in
quanto si ottiene come:

a - a + 1

—~ O~ =~

€Q(a) €Q(a) €Q(a)
Dunque Q(a? + 1) € Q(«). Quindi il grado di Q(a? + 1) su Q puod essere
uguale ad 1 (questo vorrebbe dire che Q(a? + 1) e Q sono uguali, ovvero
che a® +1 € Q) o a 3. Si verifica facilmente che & + 1 non puo essere un
elemento ¢ di Q altrimenti 22 + 1 — ¢ sarebbe un polinomio di Q[z] che si
annulla in « di grado minore di 3. Percio

[Qa?+1): Q=3
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Ovvero il polinomio minimo di a?+1 su Q ha grado 3 e Q(a?+1) = Q(a).
Calcoliamoci dunque le potenze di a® + 1:
(a2 +1) =1
(a2 4+ 1) =a%+1
(a?+1)2=a*+2a?+1 = a - (2a+2)+202+1=4a%+2a+1
ad=2a+2
ab+30*+3a2+1=0%0’+3a) +3a®+1 = 13a®+14a+5

a3=2a+2

(Oé2 + 1)3

Noi sappiamo che questi quattro elementi sono linearmente dipendenti
su Q (perché, come detto, la dimensione di Q(a? + 1) su Q come spazio
vettoriale ¢ 3 e questi sono 4 elementi) dunque andiamo a risolvere il
sistema a coefficienti interi a, b, c:
1302 + 1da+5+a- (40® + 2a 4+ 1) (42412 + b (a> +1) +¢c-1=0
—_———— —————
(a2+1)3
Sappiamo anche che 1, a e a2 sono indipendenti su Q (in quanto Q(a) &
generato da « e di grado 3 su Q) e percio il sistema corrisponde a:

13+4a+b=0
144+2a=0
5+a+b+c=0

Il sistema ha soluzione: a = —7, b = 15 e ¢ = —13, dunque il polinomio
a3 — 72 4+ 152 — 13, che si annulla in a? + 1 per costruzione ed & monico
e di grado 3, ¢ il polinomio minimo cercato.

Esercizio 7.18. Determinare il polinomio minimo di \/ 2v2 -3 su Q e su
Q).
Svolgimento. o = v/ 2v/2 — 3 elevando al quadrato questa uguaglianza si ottiene:

a?=2V2-3-a*+3=2V2
e quindi elevando nuovamente al quadrato:
460 +9=8<a*+6a’+1=0.
Ovvero « ¢ radice del polinomio:
f(@) =" +62% +1

e se indichiamo con p(x) e A(z) rispettivamente il polinomio minimo di a su Q e su
Q(4), questo implica che p(x)|f(x) e A(z)|f(z). Inoltre u(x) appartiene all’ideale
(Mx)) quindi in Q() si ha: A(z)|p(x).
Osserviamo che:

2W2-3=-(3-2v2)=—(1-2V2+2) = —(1-V2)?

quindi:

a:\/2\6—3:\/—(1—«/§)2.

Consideriamo o = i(1—+/2), una delle due radici quadrate complesse di —(1—+/2)2,
allora:

a—i=—V2—-a*—2a—-1=2—a*>—2ia+1=0
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Quindi:
t(z) = 2% — 2iz + 1
¢ un multiplo di A(z) in Q(¢). Ma t(z) ¢ irriducibile in Q(7) in quanto o ¢ Q(i)
infatti affinché o appartenga a Q(i) & necessario e sufficiente che v/2 € Q(i). Ovvero
dovrebbero esistere a,b € Q tali che:
V2=a+ib—2=a% -+ 2iab — 2 — a® + b% = 2iab
—_————
€Q
da questo segue che a = 0 oppure b = 0, ma questo implicherebbe rispettivamente:
ib = V2 e a = V2, questa seconda non ¢ risolvibile in Q, mentre la prima implica
che —b% = 2 e anch’essa non ¢ risolvibile in Q.
L’irriducibilita di ¢(x) in Q(¢) implica che ¢(x) € il polinomio minimo di o su Q(¢),
cioe t(x) = A(z).
Per quanto riguarda p(x) sappiamo che & diviso da un polinomio, A(x), di grado 2
e che divide un polinomio, f(z), di grado 4. Inoltre non pud avere grado 3, perché
Q(c) ha come sottoestensione Q(v/2) di grado 2, quindi:
2= p(x) = AMx)
de x)) =
st ={ § 340 =00

Ma p(x) non puo essere uguale a A(x) che non ¢ a coefficienti in Q, quindi p(z) =
f(@).
2. Grado di una estensione ed estensioni algebriche

Se (L, +, ) & un’estensione di (K, +, -), si puo definire su L un prodotto scalare

#* da K x L in L che rende L uno spazio vettoriale su K (provare per esercizio):
def.
VkeK, Vel kxl"=k-I

Ovvero il prodotto scalare * e, in maniera naturale, il prodotto - in IL x IL ristretto

a K x L.

Definizione 7.19. La dimensione dello spazio vettoriale L su K, si indica con
la notazione [L : K], ed ¢ detta grado dell’estensione L su K.

Definizione 7.20. L estensione di K si dice finita se € uno spazio vettoriale
di dimensione finita su K, altrimenti si dice infinita.

Nel paragrafo precedente, dati K campo e o € L con L estensione di campo,
abbiamo considerato il campo K(«) (minimo sottocampo di I contenente K e a.

Definizione 7.21. Un’estensione IL di un campo K & detta semplice se esiste
un elemento « di IL tale che L = K(«).

Esempio 7.22. Consideriamo il campo C dei numeri complessi come estensione
del campo R dei numeri reali. C ¢ R(4), il minimo sottocampo contenente tutti i
numeri reali e I'unitd immaginaria i (I'elemento tale che i> = —1). Quindi C &
un’estensione semplice di R.

Il prossimo teorema caratterizza le proprieta principali delle estensioni semplici.

Teorema 7.23. Sia L un’estensione di K e v € L. K(a) & un’estensione finita
di K se e solo se a & algebrico. In tal caso [K(a) : K| = deg(pa(x)).
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo « trascendente e [K(a) : K] = n < co. Gli
n+ 1 elementi 1,a,02,...,a" di K[a] devono essere linearmente dipendenti (la
cardinalita massima di un insieme di elementi linearmente indipendenti su K in
K(a) & n) quindi esistono n + 1 elementi ¢; € K non tutti nulli tali che:

Ovvero « e radice del polinomio Z?jol ¢; - ot = 0 di K[z]: assurdo perché avevamo
supposto « trascendente.
Viceversa sia « algebrico su K con polinomio minimo p,(z) di grado n. Dato
f(z) € K[z] effettuiamo la divisione euclidea per jiq ():
f(@) = q(@)pa(z) +7(x) r(z) =0 oppure 0 < deg(r(z)) <n

Passando alla valutazione in « si ha:

f(@) = q(@)pa(@) +r(a)
Ma essendo per ipotesi pq(a) = 0 questo equivale a f(a) = r(«a), ovvero ogni
elemento di K[a] si puo descrivere nella seguente forma:

n—1
r(a) = Z ca'
i=0

Questo ci dice che le potenze, da 0 an—1, di @ generano K[a]. Per concludere rima-
ne da mostrare che tali potenze sono linearmente indipendenti su K, consideriamone
dunque una combinazione lineare su K nulla:

n—1
Z ca'=0 ¢ eK
i=0

Da questo segue che il polinomio g(z) = Z?;Ol c;x' si annulla in «, ovvero g(z) €
Ker ¢, = (pa(z)), quindi esiste I(x) tale che:

(2.1) 9(x) = 1(x)pa ()

Ora a primo membro ¢’¢ un polinomio di grado minore di n a secondo membro ce

un polinomio di grado n + deg(l(z)). Dunque tale uguaglianza pud sussistere se e
solo se I(z), e di conseguenza g(x), sono uguali al polinomio nullo. O

Osservazione 7.24. Dalla dimostrazione del Teorema 7.23 segue che una base
di K(a) su K & data dall’insieme:

B={l,a,0?...,a" '}
Esempio 7.25. Considerando Q(+/3) abbiamo che il polinomio minimo di /3
su Q ¢ 2% — 3 di grado 3. Percio:
Q(V3) = Qlz]/ (2 — 3)
Gli elementi di Q[z]/(2® — 3) sono i polinomi a coefficienti in Q di grado minore
o uguale a 2 (i polinomi resto della divisione per 23 — 3). Gli elementi del campo
isomorfo Q(+/3) sono del tipo a+ b+/3+c¢(/3)? al variare di a, b, ¢ in Q, infatti una
base su Q di Q(¥/3) ¢ data da {1, /3, (¥/3)2}.
Esercizio 7.26. Se o € L diverso da 0 ¢ algebrico su K, allora po-1(z) =

b~ o (z), dove b ¢ il termine noto di pin(x).
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Svolgimento. Abbiamo gid dimostrato che se « & algebrico, allora o' & algebrico.

E facile osservare che K(a) = K(a™!), infatti a~! appartiene ad ogni campo
contenente K e a e dunque K(a) D K(a™!), analogamente o appartiene ad ogni
campo contenente K e ! (in quanto « & Pinverso di a1 e un campo & chiuso per
inversi di elementi diversi da zero) e dunque K(a) C K(a™!). Dunque i polinomi
minimi di & e ="' hanno lo stesso grado.

L’applicazione ¢ che associa a f(x) il suo polinomio reciproco praticamente
effettua una permutazione sui coefficienti del polinomio f(z) restituendo il polino-
mio che ha come coefficiente i-esimo a,,_;. Ora ¢ facile osservare che ¢ non ¢ un
omomorfismo, infatti ¢ manda i polinomi composti da un solo monomio in una
costante e dunque non puo rispettare la struttura additiva, per esempio:

pa+z+l) =2 +o+1# @) +p@) +e(1)=1+1+1=3
ma si comporta bene per il prodotto ovvero per ogni f(x), g(z) in K[z] si ha che:

o(f(@) - g(x)) = o(f(2)) - plg(x))
Inoltre se f(x) & di grado maggiore di zero e non & del tipo a - 2™ allora il suo
polinomio caratteristico ¢(f(z)) ha lo stesso grado di f(z) e ¢(p(f(x))) = f(x).
Da tutto questo si ha che:
fo(z) = pra—1(2)

Definizione 7.27. Un’estensione F di un campo K si dice algebrica se ogni
a € F ¢ algebrico su K.

In maniera analoga alla dimostrazione usata nel Teorema 7.23 si dimostra che:
Proposizione 7.28. Ogni estensione finita é algebrica.

DIMOSTRAZIONE. Sia [F : K] = n e consideriamo a € F. Per ipotesi gli
n + 1 elementi 1,q,...,a™ € F sono linearmente dipendenti su K, quindi esisto-
no ko, ki,...,k, € K non tutti nulli, tali che Z?:o k;at = 0. Allora il polinomio
Yoo kiw' di K[z] & non nullo (perché non tutti i coefficienti sono nulli) e si annulla
in a. U

Dai risultati del Teorema 7.23 e della Proposizione 7.28 segue quel che avevamo
anticipato di voler provare nel paragrafo precedente, ovvero che:

Corollario 7.29. Se « ¢é algebrico su K, allora K(«) & un’estensione algebrica
di K. In particolare K(a) é finita su K se e solo se K(a) é un’estensione algebrica
su K.

Teorema 7.30. Siano K CE CTF campi, con E estensione finita di K di grado
m e F estensione finita di E di grado n. Allora F é anch’essa un’estensione finita
di K e inoltre:

[F:K]=[F:E]-[E:K].

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con A = {aq,...,an} una base di E su K e con
B={p1,...,53,} una base di F su E. Dobbiamo dimostrare che [F : K] =m - n, lo
facciamo mostrando che l'insieme:

I:{ai'ﬂﬂaiEA, ﬁj EB}
¢ una base di F su K.
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Se x € F, allora esistono eq,...,e, € E tali che x = Zj:l ej - B;, infatti i 3;
sono una base di IF su E. D’altra parte, essendo gli a; una base di E su K, gli e; si
possono scrivere come combinazione lineare degli «;, cioe:

m
e = E kjiOéi con kji e K
i=0
Percio possiamo scrivere x proprio come combinazione lineare degli elementi di 7,
ovvero I e un insieme di generatori dello spazio vettoriale F su K

z=Y e B =Y O ki) =YY kjicif;.
j=1 j=1 =1 j=11i=1

Mostriamo adesso che I € un insieme di elementi linearmente indipendenti su
K. Infatti supponiamo che esista una combinazione lineare nulla in K degli elementi

di I: o
szjiaiﬂj =0

i=1 j=1
Per ogni j raccogliamo i termini in 3; ottenendo:

n m
Z (Z kjic;) B; =0
j=1 i=1
———
€E
Cioe esistono ey, ..., e, € E tali che:
n
Z €jﬂj =0.
j=1
Essendo f3i,...,03, una base di F su E, questo implica che gli e; son tutti nulli.
Quindi per ogni j € N,, si ha che 27;1 kjio; = 0 e usando questa volta l'ipotesi
che aq,...,ap ¢ una base di E su K, si ottiene che deve essere kj; = 0, per ogni
j €N, eperogniielN,,. O

Corollario 7.31. Il polinomio minimo pq(z) su K di un elemento a € F, con
F/K finita, ha grado che divide [F : K].

DIMOSTRAZIONE. Basta osservare che dal Teorema 7.30 si ha che:
[F:K]=[F:K(a)] - [K(a) : K]
———
deg(h(x))
O

Sia F un’estensione di un campo K e consideriamo l'insieme A degli elementi di
F che sono algebrici su K. Se F ¢ un’estensione algebrica di K allora A = F ¢
un campo estensione di K, vogliamo mostrare che questo ¢ vero in generale per
qualsiasi estensione di K:

Proposizione 7.32. Siano K CF campi. Consideriamo l’insieme:
A ={a € Fla & algebrico su K}.
A ¢ un’estensione di K.
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DiMOSTRAZIONE. Che A contenga K lo abbiamo gia osservato, quello che dob-
biamo dimostrare € che A & un campo. In particolare dimostriamo che se «, 3 sono
in A allora a+3,a-3,—a € Aese a e diverso da 0 anche a~! € A. Consideriamo
il campo K(a, 3) che possiamo indicare anche come (K(«))(8) (sono entrambi il
minimo sottocampo contenente K, « e 3). Sappiamo (osservazione 7.3) che § &
algebrico su K(«) dunque (K(a))(3) & un’estensione finita su K(a) e K(«) ¢ finita
su K. Dunque dal Teorema 7.30 si ha:

[(K(a))(8) : K] = [(K())(B) : K(a)] - [K(e) : K] < 00

<oo <oo

Dunque per la Proposizione 7.28 (K(«))(5) & algebrica su K, in particolare a + £,
a- B3, —ae (se a#0) a! sono algebrici su K e quindi elementi di A. O

Esercizio 7.33. Sia o € C radice di f(x) = 23 +2x—1. Calcolare il polinomio
minimo di a+1, a~ ! ea® +1 su Q.

Svolgimento. 11 testo dell’esercizio ci dice che « ¢ algebrico su Q inoltre osserviamo
che f(z) non ha radici su Q ed essendo di grado 3 questo equivale al fatto che f(x)
¢ irriducibile in Q[z]. Percid f(z) & il polinomio minimo di o su Q, dunque:

[Q(a): Q] =3

Ora Q(a) = Q(a + 1) = Q(a™!) dunque anche i polinomi minimi di o+ 1 e a~*
sono di grado 3 su Q e quindi sono rispettivamente f(z—1) e il polinomio reciproco
f(2) 249U @) per —1 (I'inverso di —1 termine noto di f(z)). Per quanto riguarda
a? + 1 si pud osservare che & un elemento di Q(«v), dunque si ha:

QcQ(e®+1) c Qo)

e quindi I'estensione Q(a? + 1) deve avere grado che divide 3 (il grado di Q(«) su
Q) ovvero deve essere di grado 1 (cioe Q(a? + 1) = Q) o di grado 3 (Q(a? + 1) =
Q(a)). Per essere di grado 1 deve essere a? + 1 un elemento di Q. Se cosi fosse
anche o? apparterebbe a Q e dunque il polinomio a coefficienti razionali 2 — o2 si
annullerebbe in «a e questo ¢ assurdo: abbiamo gia notato che 'estensione Q(«r) ha
grado 3 su Q. Dunque Q(a?+1) = Q(«) e il polinomio minimo di a?+1 ha grado 3
su Q. Per trovarlo si pud considerare un generico polinomio g(x) = 2®+ax?+bxr+c
monico di terzo grado in Q[z] valutarlo in a2 + 1 ed eguagliarlo a 0. Considerando
che o & radice di f(x) si ha che:

P +20—-1=0-a=-2a+1
e quindi otteniamo un sistema del tipo:
(2.2) wia? + waar + w3 =0

con i w; che sono funzione delle incognite a, b, c. Una delle conseguenze del Teorema
7.23 & che 1, a, @ & una base dello spazio vettoriale Q(a) su Q, dunque 1'equazione
2.2 ha soluzione se e solo se i w; sono tutti nulli. Vediamo in pratica come fare:

@2+1)°=1 (@2+1)=a?+1 (@?2+1)2=0a*+2a2+1=a+1
Imponendo che g(z) = 2 + ax? + bz + ¢ si annulli in o? + 1 si trova:
b+ +al@a—1)+2+a+b+c
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Da cui (essendo appunto 1, a, a? linearmente indipendenti) il sistema risultante &:

b=-1
a=1
c=—2

Ed il polinomio minimo & g(z) = 23 + 22 — x — 2.
Si poteva anche osservare che da a® + 2a — 1 = 0 segue (essendo « diverso da
0):
a2 +2=a"t!
Ovvero a?+1 = a~! —1 e dunque si poteva ottenere il polinomio minimo?® di o+ 1
su Q traslando quello di a™!.

A questo punto andiamo ancora piu nel dettaglio sul legame tra estensioni finite
e algebriche. Abbiamo dimostrato che un’estensione finita ¢ algebrica e, nel caso
particolare delle estensioni semplici, che K(«) & finita su K se e solo se K(a) &
algebrica su K. Sara vera in generale questa identificazione? La risposta ¢ negativa
e lo vediamo mostrando esplicitamente un esempio di estensione algebrica non finita.

Esempio 7.34. Consideriamo l'insieme A = {a € C|a & algebrica su Q}, A,
per come ¢ definito, ¢ una estensione algebrica di Q. Supponiamo che A sia un’e-
stensione finita di grado m su Q e consideriamo o = Y2 conn>m. a € Ainfatti &
radice del polinomio razionale ™ —2 e dunque si ha la seguente catena di estensioni:

QCcQa)cA

Ma il polinomio minimo di « & proprio z™ — 2 (perché, per esempio utilizzando
Eisenstein, si dimostra che ¢ irriducibile su Q) e dunque:

m=[Q(a):Q >[4:Q]=n

E questo e assurdo. Quindi A non puo essere un’estensione finita di Q seppure sia
algebrica.

Proposizione 7.35. Siano K,E,F campi. Se E é un’estensione algebrica di K
e ' e un’estensione algebrica di E allora F e un’estensione algebrica di K.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo dimostrare che ogni elemento o di F ¢ algebrico
su K. Per ipotesi a ¢ algebrico su E quindi esiste un polinomio Y, e;z* € E[z]
diverso dal polinomio nullo (cio¢ esiste almeno un e; diverso da 0) che si annulla in
a. Essendo gli e; elementi di E sono, per ipotesi, algebrici su K, quindi (Corollario
7.29) le estensioni semplici fatte con gli e; sono finite. Abbiamo dunque la seguente
catena di estensioni:

K C K(eg) CK(eg,e1) C...C K(eg,...,en)
~— ™ — | —
finita finita finita
Dunque, usando la Proposizione 7.28, l'estensione L. = K(eg,...,e,) ¢ finita su

K: il suo grado & il prodotto dei gradi finiti delle precedenti estensioni semplici).
Osserviamo che Y " e;z* & un polinomio a coefficienti in L, cio¢ a & algebrico su

3Previa dimostrazione del fatto che l'estensione & di grado 3 o dimostrando poi
successivamente che ¢ polinomio minimo verificandone irriducibilita su Q[z].
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L e quindi, sempre per il Corollario 7.29, IL(«) ¢ un’estensione finita di L. Si ha
dunque:
L) : K] = [L(a):L]-[L:K]<oo
Teo. 7.30

Cid implica (Corollario 7.29) che L(«) ¢ algebrica su K e in particolare che a ¢ un
elemento algebrico su K. O

Osserviamo che il viceversa della Proposizione 7.35 € vero. Infatti, se E non &
un’estensione algebrica di K, allora esiste un o € [E C F che e trascendente su K.
Analogamente se F non e un’estensione algebrica di E allora esiste w € F che e
trascendente su E, ovvero non esiste un polinomio in E[x] che si annulla in w. Di
conseguenza non esiste nessun polinomio in K[z] che si annulla in w (K C E) e
quindi w ¢ un elemento di F trascendente su K. Possiamo dunque dimostrare la
seguente caratterizzazione delle estensioni finite di un campo:

Teorema 7.36. Un’estensione E di un campo K ¢ finita se e solo se E =
K(aq,...,q.) con «; € E algebrici su K.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che [E : K] = n. Osserviamo che (Proposizione
7.28) E & algebrica su K e procediamo per induzione su n.
Passo base. Se n =1 allora E =K e la tesi ¢ vera con r = 0.
Passo induttivo. Supponiamo dunque n > 2 e consideriamo un elemento a €
E\ K, dal Teorema 7.30 segue che:

n=[E:K] =[E:K)] - [Ka): K]

Per quello che abbiamo osservato « ¢ algebrico su K (il grado dell’estensione sem-
plice & finito) ed E & algebrica su K(«) e di grado minore di n (abbiamo scelto « in
modo che [K(«) : K] sia maggiore di uno). Dunque per ipotesi induttiva esistono
ai,...,ay—1 elementi algebrici su K(«) tali che:

E= K(a)(ah s aar‘fl) = K(ala c '7057’717&)

Dalla Proposizione 7.35 segue che K(a)(aq,...,ay—1) € algebrica su K e dunque
tutti gli a; sono algebrici su K.
Viceversa siano aq, . .., a, elementi algebrici su K e consideriamo il campo

E=K(ai,..., o)

Dobbiamo dimostrare che [E & un’estensione finita di K. Procediamo per induzione
sur. Ser =1 E & un’estensione semplice algebrica di K e quindi finita. Se r > 2
consideriamo il campo F = K(ayq,...,a,_1) ed abbiamo:

[E:K]=[E:F]-[F:K]

Ora E = F(a,) ed essendo «, algebrico su K lo ¢ anche su F che contiene K: dunque
[E : F] & finito. Ma per ipotesi induttiva anche [F : K] & finito, da cui la tesi. O

Dimostreremo che nel caso di campi K finiti o di caratteristica zero tutte e sole
le estensioni finite sono semplici (ovvero che esiste un elemento « tale che E del
Teorema 7.36 ¢ della forma K(a)).

Esercizio 7.37. Calcolare [Q(¥/3 +/2) : Q).
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Svolgimento. Indichiamo con a = /3, con § = v/2 e sia v = a + (. Osserviamo
che il campo Q(«a + () & contenuto in Q(«, 3). Consideriamo la seguente catena di
estensioni:

Q_c Q() < Q5

~~—

C

e

n

11 polinomio 23 — 3 si annulla in «, inoltre per Eisenstein ¢ irriducibile su Q, quindi:

[Q(e) : Q] = 3.

Sia ora pg(z) il polinomio minimo di 8 su Q(a). pg(z) divide 2 — 2, che ¢ il
polinomio minimo di  su Q. Osserviamo che:

2?2 —2=(z—V2)(z+V2)

quindi deg(pg(z)) = 2 se V2 ¢ Q(a). E effettivamente v/2 ¢ Q(«) infatti altrimenti
avremmo:
Q_S Q(v2) C Qo)

~—
2

3

e questo e impossibile perché 2 non divide 3. Quindi:

[Q(e,8): Q] =6

ed essendo Q(v) un’estensione intermedia deve avere grado d che divide 6, ovvero
appartenente all’insieme {2,3,6} (non puo essere 1 perché v ¢ Q). L’insieme

{1,&,&2,/6, aﬂ7a2/8}
¢ una base di Q(a, 8) su Q, mentre I'insieme
A - {1777"'7,yd}

¢ linearmente dipendente su Q. Scriviamo le coordinate degli elementi di A rispetto
alla base di Q(a, §):

7_a+ﬁ:(7 » 070)
2 _ 2 _
v=a*+2a6+_ 2 =(2,0,1,0,2,0)
/82
v =_3 42228+ 2a+a?B+4a+268=(3,6,0,2,0,3)

a3

Ci possiamo fermare a 72, perché ¢ facile vedere, passati alle coordinate, e quindi a
@S, che questi quattro elementi sono linearmente indipendenti e quindi che d > 3,
ovvero d = 6. Cioe:

Q(’Y) = Q(av ﬁ)
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In particolare ci potremmo scrivere a e 3 come combinazione lineare degli elementi
di v, infatti:

1 00 000 1 1
01 0100 a v
201 0 20 L B T
3 6 02 0 3 JC A T
af 7
OzQﬁ 75

M

e la matrice M ¢ invertibile, in quanto gli elementi 7* sono linearmente indipendenti,

quindi:
-1

1 100 000 1
o 01 0100 v
& | 201020 2
6 |~ |36 020 3 A3
af . 7
a?p ~P

Esercizio 7.38. Sia K un campo di caratteristica diversa da 2. Studiare le
estensioni E di K quadratiche (ovvero di grado 2).

Svolgimento. Sia f(z) = 22 + ax + b € K[z] irriducibile, allora E = K[z]/(f(z))
& un’estensione di grado 2, e al variare di f(z) nei polinomi di grado 2 irriducibili
di K[z] si generano tutte le estensioni di grado 2 di K. Osserviamo che, essendo
char(K) # 2 si possono trovare le radici di f(z) in una chiusura algebrica di K
tramite la ben nota formula risolutiva delle equazioni di secondo grado:

—a+ VA
2

In particolare:

SELZSIN N

Se f(z) & irriducibile in K allora v/A ¢ K (ad esempio in Q sono tutte le estensioni
del tipo Q(y/m), con m che non & un quadrato). Vogliamo vedere quando /a e /3
generano la stessa estensione, ovvero:

K(va) = K(vB) & 1va e K(\/B).
perché le due estensioni siano uguali deve quindi essere:
Va=c+d/p
elevando al quadrato questa relazione si ottiene:
a=c+d*B+2cd\/3

ovvero ¢ -d = 0. Essendo in un dominio d’integrita questo implica ¢ = 0 oppure
d = 0. Nel primo caso avremmo:

Va = dv/B ovvero % = d?

E = K(

4Basta che valga un contenimento, in questo caso l'uguaglianza ¢ infatti garantita dal fatto
che le due estensioni hanno lo stesso grado.
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mentre nel secondo caso avremmo:
Va = c impossibile perché va ¢ K.

Concludendo K(y/a) = K(/B) se il rapporto tra a ¢ 8 ¢ un quadrato in K. In
particolare se K = Q, i Q(/p) con p primo sono tutti distinti, ma pill in generale
Q(y/m) sono tutte le estensioni di Q di grado 2 distinte se m & libero da quadrati,
ovvero nella sua fattorizzazione in primi non ci sono esponenti di grado maggiore
di 1.

Esercizio 7.39. Calcolare [Q(\/7,v/=2) : Q].

Svolgimento. Risolviamo questo esercizio in due diversi modi, uno dei quali sfrutta
quanto dimostrato nell’Esercizio 7.38. Osserviamo che:

[Q(V7,v/=2): Q] = [Q(V7,V=2) : QV7)] - [Q(VT) : Q]

e che 22 — 7 & il polinomio minimo di v/7 in Q[z]. Quindi:

[QWT): Q=2

Inoltre 2% + 2 ¢& il polinomio minimo di v/—2 in Q[x], quindi:

[Q(VT7,V=2): Q(VT)] < 2
Si tratta di capire se Q(v/7,v/—2) = Q(v/7). La risposta & no, una spiegazione &
che /=2 € Q(\ﬁ) se e solo se _72 ¢ un quadrato in QQ e non e questo il caso. Ma
potevamo anche osservare che Q(v/7) C R, mentre v/—2 ¢ R.

3. Chiusura algebrica di un campo K

Il teorema fondamentale dell’algebra dimostra che C ha la proprieta che ogni
polinomio in C[z] ha almeno una radice in C. Tale proprieta equivale, per Ruffini,
al fatto che gli irriducibili in C[z] sono tutti e soli i polinomi di primo grado. In
particolare tutti gli elementi algebrici di C appartengono a C. Un campo che abbia
questa proprieta dei numeri complessi si dice algebricamente chiuso.

Definizione 7.40. Un campo L si dice algebricamente chiuso se ogni poli-
nomio in L[z] di grado maggiore di zero ha una radice in L.

Se un campo K non ¢ algebricamente chiuso, e f(z) ¢ un polinomio di K[z] di grado
maggiore di zero senza radici in K, vogliamo capire come costruire (e se sia sempre
possibile) un’estensione E di K in cui f(z) ha una radice.

Lemma 7.41. Siano K un campo e f(z) € K[z] irriducibile in K[z]. Allora il
campo quoziente E = K[z]/(f(x)) contiene una radice o di f(x). « é la classe di
z €K[z] inE ed E 2 K(a) (dunque B & un’estensione semplice di K, E = K(«)).

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'immersione A di K in K[z] (ovvero per ogni
ke K, AM(k) = k) e la proiezione 7(s(,)) : Kl[z] — E. Abbiamo il seguente
diagrammas:

K = Kle] "% Kla]/(f(2)) = E
Dunque A o m(f(4)), che indicheremo con 7, ¢ un omomorfismo iniettivo da K in
E: in particolare [E contiene il campo K (O per essere piu precisi la copia isomorfa
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7(K) di K). Vogliamo dimostrare che oo = m(2)(s(»)) ¢ radice del polinomio f(x).
Sia f(z) = > 1", a;x" e valutiamolo in a:

Sostituendo ﬂ'(f(w))(x) al posto di a e osservando che 7(y(,)) lascia fissi gli elementi
di K si ha:

Fl@) = (s (@) (m (@)’ = Tty (Y air’) = m(py) (f(x)) =0
=0

=0 T(f(x)) OMO.

Osserviamo inoltre che E = K(«) infatti “contiene” (nel senso che contiene una
copia isomorfa) K e a e quindi contiene K(«) (che & il pilt piccolo sottocampo che
li contiene entrambi). Viceversa ogni elemento di E ¢ una classe di resto modulo
f(x) e dunque si puo scrivere come somme finite di elementi di K per potenze di
T(f(x))(7) = a ed & dunque contenuto in K(a). Ovvero E ¢ un’estensione semplice
di (un campo isomorfo a) K. O

Teorema 7.42. Siano K un campo e f(x) € K[z] di grado maggiore di zero.
Allora esiste un campo E contenente® K tale che f(x) ha una radice in E.

DIMOSTRAZIONE. Basta notare che una radice di un fattore irriducibile qual-
siasi di f(z) ¢ anche una radice di f(x) e applicare il Lemma 7.41 ad un fattore
irriducibile di f(z). O

Proposizione 7.43. Sia K un campo e fi(x),..., fo(x) € Klx] polinomi con
grado maggiore di zero. Allora esiste un campo E contenente K tale che ognuno
degli f;(x) ha una radice in E.

DIMOSTRAZIONE. Procediamo per induzione sul numero n dei polinomi di K[z].
Passo base. Se n =1 la tesi equivale a quanto gia dimostrato nel Lemma 7.41.
Passo induttivo. Supponiamo dunque che dati comunque n — 1 polinomi in K[z]
esista un campo L contenente K in cui gli n — 1 polinomi hanno almeno una radice.
Consideriamo il campo L con questa proprieta rispetto ai polinomi f;(x), con i
compreso tra 1 e n — 1. 1l polinomio f,(x) appartiene in particolare ad L[z] e,
applicando nuovamente il Lemma 7.41, troviamo un campo E che contiene L (e
dunque K e almeno una radice per ogni f;(z) con i compreso tra 1 e n — 1) in cui
frn(x) ha una radice. O

Pili in generale, si puo dimostrare che dato un campo K esiste una sua estensione
che contiene una radice di ogni polinomio in K[z] di grado positivo.

Teorema 7.44. Sia K un campo. FEsiste un campo E contenente K tale che
ogni polinomio f(x) € Klz] di grado maggiore di zero, abbia una radice in E.

DIiMOSTRAZIONE. Consideriamo 1’anello:
A=Klzslrer F={f(z) € K[z]|deg(f) = 1}
Cioe ’anello dei polinomi a coefficienti in K con una variabile per ogni polinomio di
grado maggiore di zero. Sia I = (f(zf))fer, vogliamo mostrare che I € un ideale
5Nel senso specificato precedentemente che contiene un campo isomorfo a K.
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proprio, in particolare quindi che 1 ¢ I.
Procediamo per assurdo, supponiamo che 1 € I, allora:

1= gifilzy,) gi€A

i=0
Per semplicita di notazione scriviamo z; in luogo di zf, e supponiamo che tutte le
variabili in gioco nell’equazione precedente siano: 1, ..., Tn, T, - TN:

=0

Siano F O K un campo e « € F e consideriamo ’applicazione ¢, tale che:

V f(z) € Kz] : palf(z)) = f(a).
¥a € un omomorfismo cosi come l'applicazione che a tutti i polinomi in due variabili

f(x,y) associa f(«, ). Sia E un campo contenente una radice a; di ognuno degli
fi e consideriamo la seguente valutazione da A in E:

Vi<i<nop(z)=a Vig{l,..,n}e(r;)=0.

Applichiamo 'omomorfismo ¢ all’equazione 3.1:
n
1= Zgi(al, ey @, 0, ., 0) fi () = 0.
i=1

Assurdo, quindi I # A. Questo implica che esiste un ideale massimale M che
contiene I (ogni ideale proprio ¢ contenuto in un ideale massimale): I C M C A.
Il campo E = A/M contiene una copia isomorfa di K, infatti la composizione dei
seguenti omomorfismi:

K — Klzfljer — Klzf]rer/M

¢ iniettiva, in quanto I'immagine di 1 € K non ¢ nulla. Inoltre in E, ¢’¢ una radice
per ogni polinomio f(x) di K[z]. Consideriamo infatti il corrispondente polinomio
f(zy) € A allora w(xy), proiezione in E, & una radice:

f@7) = f(zy) =0

Dal Teorema 7.44 segue che:

Corollario 7.45. Dato un campo K esiste un campo L algebricamente chiuso
contenente K.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che il Teorema 7.44 dimostra che esiste un cam-
po E, che contiene K, in cui sono contenute tutte le radici dei polinomi di grado
positivo in K[z]. Ora vogliamo dimostrare che esiste una estensione L di K in cui
sono contenute tutte le radici dei polinomi di grado positivo in L[z].

Iteriamo il risultato del Teorema 7.44 per costruire la seguente catena di campi:

Eo=KCE, C...CE, C...

dove gli E; sono campi tali che ogni polinomio in E;[z] ha almeno una radice in
E;+1. L’insieme L = U;enE; ¢ un campo, in quanto unione di campi incapsulati
(ovvero uno contenuto nell’altro), inoltre se f(z) € LL[z] allora esiste n tale che
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f(z) € Eplz] e quindi per costruzione in E,y; (che ¢ contenuto in L esiste una
radice di f(z)). O

Definizione 7.46. Un’estensione K di un campo K si dice una chiusura al-
gebrica di K se ¢ algebricamente chiusa e se ogni « di K ¢ algebrico su K (cioe K
¢ un’estensione algebrica di K).

Esempio 7.47. C non ¢ la chiusura algebrica di Q infatti pur essendo algebri-
camente chiuso non & una estensione algebrica di Q (contiene elementi trascendenti
su Q). Potevamo inoltre osservare che la chiusura algebrica di Q ha cardinalita
numerabile (in quanto le possibili radici di polinomi a coefficienti razionali sono
una unione numerabile di numerabili) a differenza di C.

Dalla dimostrazione del corollario 7.45 segue che:

Corollario 7.48. Dato un campo K, esiste un campo K algebricamente chiuso,
contenente K e algebrico su K.

DiMOSTRAZIONE. Consideriamo il campo L della tesi del corollario 7.45 e de-
finiamo K come il sottocampo (Proposizione 7.32) di L. degli algebrici su K. Gli
elementi di K sono contenuti in L e algebrici su K dunque K contiene il campo
K dobbiamo dimostrare che & algebricamente chiuso. Sia f(z) € K[z] di grado
maggiore di zero, allora esiste una radice § di f(«) in L. Dalla Proposizione 7.35
segue che K(3) & algebrica su K: questo significa che 1’elemento 3 di L. ¢ algebrico
suK e quindi g € K. O

Pit in generale:

Teorema 7.49. Dato un campo K esiste una e una sola (a meno di isomorfismi
di anelli) chiusura algebrica E di K.

Nel seguito prenderemo in considerazione solo campi K tali che ogni polinomio
irriducibile f(z) di grado n a coefficienti in K abbia n radici distinte in una chiusura
algebrica di K.

Col prossimo teorema mostriamo che tale proprieta ¢ sempre verificata per
polinomi a coefficienti in K, con K campo di caratteristica 0 o uguale a Z,.

Teorema 7.50. Sia K di caratteristica 0 oppure K = Z,. Un polinomio f(z)
irriducibile di grado n di K[z] ha n radici distinte in un campo algebricamente
chiuso I contenente K.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con L una chiusura algebrica di K e sia f(z) =
St o aixt € Klz] (a,, # 0) irriducibile con radici ay, . . ., o, € L, vogliamo mostrare
che gli a; sono tutti distinti. Se deg(f(z)) =1 non ¢’¢ niente da mostrare, dunque
possiamo supporre deg(f(x)) > 1. Calcoliamo la derivata di f(z):

fl(z)= Ziai St
i=1

Se «v ¢ una radice multipla di f(x) allora f'(a) = f(«) = 0, quindi f’(z) deve essere
un multiplo del polinomio minimo A(z) di « in K[z] che ha grado n (sara del tipo
h(z) = ¢ f(z) con ¢ costante che rende f(x) monico).

Se K & di caratteristica 0 allora il coefficiente di grado n—1di f'(z) & a,,-(n—1)
che ¢ diverso da zero in quanto n — 1 deve essere maggiore di zero (se f(z) avesse
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grado 1 avrebbe un’unica radice di molteplicita 1) e K ¢ un dominio di integrita.
Percio deg(f'(z)) =n—1e f'(x) non puo essere un multiplo di h(z).

Se K ¢ del tipo Z, come prima f’(z) non puo essere multiplo di f(z) a meno
che non sia uguale a zero. Osserviamo che se a; # 0, il coefficiente del termine di
grado i — 1 in f/(z) che & i-a;, & 0 se e solo se i = 0 ovvero se e solo se p divide 1.
Quindi f/(z) = 0 se e solo se® f(z) & della forma:

S I3

f(.l?) = ai.p:ci'p
i=0

Usando il fatto che per ogni a,b € Z, vale che a? = a e a? + b’ = (a + b)?, si ha:

sl
3

fla) =) af, (=) = () aipa’)?
e f(x) sarebbe riducibile. d

Definizione 7.51. Un’estensione algebrica E di un campo K si dice separabile
se, per ogni « in E, le radici del polinomio minimo su K di « in una chiusura
algebrica di K sono tutte distinte.

Quello che abbiamo mostrato col Teorema 7.50 ¢ che tutte le estensioni algebriche
di campi K di caratteristica 0 o finiti del tipo Z, sono separabili. Nei prossimi
paragrafi tratteremo estensioni separabili.

4. Campi di spezzamento

Siano K un campo e f(z) € K[z] un polinomio irriducibile. E = Kz]/(f(z)) ¢
un campo contenente K (o pilt precisamente ¢’¢ un omomorfismo iniettivo da K in
E) in cui esiste una radice di f(z). Indicando con L un campo algebricamente chiuso
contenente K vogliamo trovare un omomorfismo ¢ : E — L tale che ¢|x = id".
Basta trovare A : K[z] — L tale che:

VEe K Ak)=keAz)=ceL
e inoltre ¢ deve essere una radice del polinomio f(z), infatti:
Ker A2 (f(z)) & f(zx) € Ker A< f(c) =0

Come si puo vedere dal seguente diagrammas:

6Ricordiamo che il grado di f(z) non & nullo perché per ipotesi f(z) ¢ irriducibile in K[z].
7Osserviamo che un omomorfismo che ha come dominio un campo o ¢ 'omomorfismo banale
oppure & iniettivo.
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Esempio 7.52. Siano K = Q e f(z) = 2 — 2. Consideriamo L = C, allora:

Q] A C

AT

Qlz)/(z* - 2)

Dove A, definita su Q[x], deve essere costante sugli elementi di @, mentre puo
mandare z in una qualsiasi delle tre radici del polinomio 2 — 2 in C, ovvero:

V2, V/2¢, V2
con & radice terza dell’unita.
Abbiamo quindi ottenuto tre campi isomorfi a Q[z]/ (23 — 2) in C:
Q(V2), Q(V2¢), Q(V2¢?).
Mostriamo che questi tre campi sono distinti:
o Q(V/2) ¢ distinto da Q(v/2¢) e da Q(3/2¢?), perché a differenza di questi

ultimi due ¢ contenuto in R.

o Q(V/2¢) # Q(¥/2€2) infatti se fossero uguali v/2¢ apparterrebbe anche a
Q(V/2€?), cosi come Q(4/2€2). Allora in Q(3/2¢?) ci starebbe anche il
rapporto dei due elementi:

e
V2

Q) € Q(V2¢?)
Quindi Q(/2¢?) sarebbe una estensione di Q(¢), ma il grado delle esten-
sioni del tipo K(«) su K, con « algebrico su K, sappiamo essere uguali al
polinomio minimo di a su K. In questo caso Q(+v/2£2) avrebbe grado 3 su
@, mentre il polinomio minimo della radice terza dell’'unita & é:
23— 1

r—1

= ¢ e Q(V2¢?)

da cui:

=224+x+1

dunque Q(¢) ha grado 2. Osservando che se K C E C F sono tre campi,
allora [F : E] - [E : K] = [F : K], si ha che il grado di Q(3/2¢2) su Q
dovrebbe essere un multiplo del grado di Q(&) su Q. L’assurdo & dovuto
alla supposizione che Q(v/2¢) e Q(3/2¢?) fossero uguali.

Esempio 7.53. Con gli stessi campi dell’esempio precedente consideriamo il
polinomio irriducibile in Q[x]: 2% — 5. Allora abbiamo il solito diagramma:

A

Q2] C

AT

Qlz]/(#* - 5)

Con A che e 'omomorfismo che tiene fisso Q e manda x in una delle due radici
(v/5,—/5) complesse di 22 — 5. Le due estensioni di Q che risultano essere isomorfe
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a Q[z]/ (2% —5) sono quindi Q(v/5) e Q(—+/5). Gli omomorfismi \ sono diversi, ma i
campi risultanti sono uguali, quindi in C ¢’¢ un solo campo isomorfo a Q[z]/(z*—5).

In generale dati f(z) irriducibile di K[z] e I una chiusura algebrica di K, possiamo
considerare il campo E = K[z]/(f(z)) e costruire un omomorfismo A : K[z] — L
che lascia fissi gli elementi di K e che manda x in una qualsiasi delle radici distinte
del polinomio f(z) in L. Supponiamo che f(x) abbia n radici distinte, allora ci
sono n modi di costruire 'omomorfismo A, con n che ¢ il grado di f o anche
[K[z]/(f(z)) : K]. Definito A\, abbiamo per passaggio al quoziente , un omomorfismo
¢ : E — L che ristretto a K e I'identita.

Sia ¢ : K — L un omomorfismo di campi. Ci chiediamo quanti sono gli omomorfi-
smi o che estendono ¢ tali che: o : K[z]/(f(z)) — L e o|lx = . Basta estenderlo
a A :K[z] — L con Ker A D (f(x)) e poi per passaggio al quoziente si trova o,
come mostra il seguente diagrammas:

K[z]\ A /]L
Kla]/(f(z))

Come condizione abbiamo che f(z) € Ker A, ovvero se f(z) =Y. ja;z":

A air’) =3 Maaa') = 3 pla)Mz)] =o.
i=0 i=0 i=0

Quindi si pud scegliere A(z) in tanti modi quante sono le radici distinte del polinomio
in LIT]: > o (a;)T".

Proposizione 7.54. Sia K un campo di caratteristica 0 e I una chiusura
algebrica di K. Sia E D K una estensione finita di K con [E : K] = n. Allora
esistono n omomorfismi ¢ : B — 1L tali che ¢|x = id.

DIMOSTRAZIONE. Nel caso in cui E = K(a) = K[z]/(f(2z)) lo abbiamo gia
mostrato. Altrimenti avremo la seguente catena di estensioni:

KCK(ar) CK(ag,a2) C... CE=K(ay,...,an)

Si procede per induzione sul numero m di estensioni intermedie semplici. In quanti
modi si puo estendere I'omomorfismo identita da K a I ad un omomorfismo da
K(o) a L? In ny = [K(«) : K] modi. In generale possiamo estendere l'identita su
K,aEinng-... -n, =n modi (dove m & il numero di estensioni che dobbiamo
fare). d

Definizione 7.55. Sia f(z) € K[z]. Si dice campo di spezzamento del po-
linomio f(z), un’estensione algebrica di K generata da tutte le radici del polinomio

f(z)=>" ya;xz'. Se per esempio o, ...y € L (con t < n) sono le radici distinte
di f(x), allora il campo di spezzamento & K(a, ..., ay).3
Osservazione 7.56. Consideriamo E = K(ay, ..., a,) campo di spezzamento

di un polinomio f(z) = > ; a;z" € K[z] e una chiusura algebrica L di K. Vogliamo

8Non & detto che qualche radice non sia “superflua”: Q(v/5, —v/5), campo di spezzamento di
22 — 5 € Q[z], & uguale a Q(+/5).
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costruire un omomorfismo o : E — L che ristretto a K sia l'identita. Sfruttando
il fatto che o ¢ un omomorfismo e che su K ¢ l'identita si ha:

0=0(0) = o(f(a)) = flo(a))

ovvero o manda radici di f in radici di f, e inoltre manda radici distinte in radici
distinte, in quanto non essendo 'omomorfismo banale (su K & I'identita) deve essere
iniettivo. Percid o(E) C E, ma in realtd sappiamo che E & uno spazio vettoriale
di dimensione n su K, e allora la sua immagine tramite un omomorfismo iniettivo
sard ancora di dimensione n su K, ovvero o(E) = E.

Conclusione: I campi di spezzamento E di un polinomio f(z) € K[z], hanno la
proprieta che ogni omomorfismo ¢ : E — L (con L chiusura algebrica di K) che
ristretto a K & I'identita, ha la proprieta che lascia fisso E (che non significa che ¢
lidentita su E ma che o(E) = E, cioé che ¢ ¢ un automorfismo di E.)

Definizione 7.57. Un’estensione algebrica E di un campo K si dice normale
se possiede la proprieta che per ogni ¢ omomorfismo da E in una chiusura algebrica
L di K tale che o|gx =id si ha o(E) = E.

Osservazione 7.58. Supponiamo che E sia una estensione normale di K e
prendiamo in considerazione l'insieme G degli omomorfismi da E in una chiusura
algebrica I di K che fissano K. Osserviamo che:

e L’identita e un elemento di G perché in particolare lascia fisso K.

e Se 0 e v appartengono a G, allora la loro composizione & sempre un
omomorfismo da [E in L che lascia fisso K e quindi (0 o) € G.

e Se 0 € (G allora o ¢ iniettivo, I'inverso & ancora un omomorfismo da E
(perché sappiamo che ¢(E) = E) in L (in quanto E C L) e naturalmente

lascia fisso K. Percio o~ ! € G.

Abbiamo dunque mostrato che (G, o) & un gruppo.

Definizione 7.59. Il gruppo G degli omomorfismi da E, estensione normale
di K, a L, chiusura algebrica di K, che lasciano fissi K ¢ detto gruppo di Galois
dell’estensione E.

Osservazione 7.60. Dalla Proposizione 7.54 segue che l'ordine del gruppo di
Galois dell’estensione E su K ¢ uguale a [E : K].

Studiamo alcune proprieta del gruppo di Galois, di estensioni normali E di un
campo K. In particolare, sapendo che un campo di spezzamento di un polinomio
f(z) irriducibile in K[z] ¢ un’estensione normale, studiamo il gruppo di Galois di
queste particolari estensioni algebriche di K.

Consideriamo f(z) = Y1 a;z* € K[z] irriducibile e sia E = K(ay, ..., ) il
campo di spezzamento di f(x). Vogliamo dare una stima superiore al grado di E su
K, in funzione del grado n di f(x). Costruiamo una serie di estensioni “semplici”
consecutive, aggiungendo una alla volta, le n radici distinte (ricordiamoci che siamo
nellipotesi di separabilitd) ai,...,a, di f(z) in una chiusura algebrica K di K.
Indichiamo dunque con Fy il campo K, e con F; il campo K(ay, ..., q;) (per ogni i
naturale minore di n). In particolare F,, = E e:

n

[E: K] = [[[F; : Fii]

i=1



Essendo f(z) irriducibile in K[z], K(ay) = Kz]/(f(z)) e Pestensione F; ha grado
n su K (uguale al grado di f(z) che & il polinomio minimo di a;). In generale
F;, = F;—1(a), dunque [F; : F;_1] & uguale al grado del polinomio minimo h(z) di
a; suIF;_;. Osserviamo che, la fattorizzazione di f(z) in F;_q[z] &
i—1
f@)=hia(z) [[ (= — o))
j=0
-
g(x)
con h;—1(c;) =0 (o & una radice di f(z) e non lo & di g(z)). Il polinomio minimo
di o; suF;_; divide h;_1(z) e percid ha grado minore o uguale di deg(h;_1(z)) che
&n — (i—1). Abbiamo dunque mostrato che [F; : F;_1] <n — (i — 1) e percio:
[E: K] =]][F::Fia] <n!
i=1
Conclusione: n|[E : K] < nl.

Teorema 7.61. Sia E =K(ay,...,a,) il campo di spezzamento di f(x) € K|z]
irriducibile. Allora il gruppo di Galois G di E su K é isomorfo ad un sottogruppo
di Sy, il gruppo delle permutazioni di n elementi.

DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo mostrare che esiste un omomorfismo iniettivo da
G a §,,. Consideriamo un elemento o € GG, sappiamo che o sull’insieme delle radici
di f(x) agisce come una permutazione e quindi che per ogni i < n:

o(a;) = axg) con A € S,,.
Consideriamo I'applicazione che associa a o € G la permutazione A € S,,.
e Questa applicazione ¢ un omomorfismo, infatti siano o,7 € G associate

alle permutazioni A, . Allora sappiamo che ¢ o 7 & sempre un elemento
di G, dobbiamo vedere che la permutazione ad esso associata sia A o p:

Yoyt i = i) = Qagu(i)) = @opti)-

e [’omomorfismo e iniettivo, infatti il suo nucleo & composto dagli elementi
del gruppo di Galois a cui ¢ associata la permutazione identita dell’insie-
me delle radici di f(z), cioé da omomorfismi che tengono fissi sia K che
{ai, ..., } e perciod tengono fisso tutto E. L’unico omomorfismo da E in
L che tiene fisso tutto E ¢ 'omomorfismo identita.

O

Esempio 7.62 (Campi di spezzamento e gruppi di Galois associati). Vediamo
di descrivere in qualche caso particolare, di polinomi con grado basso, minore di 5,
il campo di spezzamento e il gruppo di Galois. Indicheremo con aj,...a;, le radici
del polinomio f(z) € K[z] in una chiusura algebrica di K.
(1) Sia f(x) = ax® + bz + ¢ un polinomio di grado 2 (quindi a # 0) in K[z].
f(z) in K[z] puo essere:
e riducibile e allora:

f(@) =a(z — )@ —az)
con ag,as € K e quindi il campo di spezzamento ¢ K(ag,az) = K
mentre il gruppo di Galois ¢ composto da quegli omomorfismi da K
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in I che tengono fisso K. Ovvero il gruppo di Galois contiene solo
I’'omomorfismo identita;

e irriducibile, allora E = K(ay, ) con aq,as ¢ K. Sappiamo che il
grado dell’estensione ¢ multiplo di 2 e minore o uguale a 2! e quindi
sara 2, percio abbiamo la seguente catena di estensioni con i rispettivi
gradi delle estensioni:

K g K(al) g K(Ql,ag):E.
~~ ~~
2 1

Ovvero E = K(a), mentre il gruppo di Galois ¢ composto da due

elementi: I'identita e Pomomorfismo o che scambia le radici di f(z),
ovvero:

a(al) = (9 0'(0[2) = Q7.
(2) Sia f(z) = 2% + ax® + bz + ¢ € K[z] ? allora, come prima, f(z) in K[|
puo essere:
e riducibile e puo essere riducibile in due modi diversi:
— f(z) = (r —a1)(z — a2)(z —a3) con «; € K per ogni 4, e allora
E =K e il gruppo di Galois ¢ banale.
— f(x) = (x — 1) (#* +dx+e) allora K(oy) = K e quindi
—— —

g(z) irriducibile
E = K(az, as) con ag, ag radici di g(x). Il gruppo di Galois di
E su K & come prima composto dall’identita e da o che scambia
g con ag, ovvero G = Zo;
e irriducibile e allora abbiamo la seguente catena di estensioni:

K Q K(al) Q K(O&l,OLQ) Q K(al,agag) = E
~—~
3

e sappiamo che G < 83 e che 3 divide l'ordine di G che a sua volta
divide 3! = 6. G ha quindi due possibilita, puo essere tutto S oppure
il sottogruppo ciclico di Ss di ordine 3, ovvero G = Zz e composto
dai tre cicli:

G = {id,(1,2,3),(1,3,2)}.1°
Vediamo un esempio numerico di questo tipo:
f(z) =2 +2+1€Q[z]

Per il criterio di Ruffini non ha radici in Q e inoltre f’(z) = 322 + 1
non ha radici reali e quindi f(z) ha una sola radice reale «, e due
radici complesse coniugate 3 e 3. Osserviamo che Q(a) C R e quindi
Q(«) & strettamente contenuto in Q(«, 5). Quindi [Q(«) : Q] =3 e
[Q(e, 8) : Q(«)] # 1 percio:

[Q(a, 8) : Q] = [Q(, 8) : Q(a)][Q(a) : Q] > 3

9La riducibilita di f(x) non dipende dall’eventuale moltiplicazione per un elemento invertibile,
quindi non @& restrittivo supporre f(z) monico.

10 Abbiamo identificato, come faremo anche in seguito, la radice con 'indice per semplicita
di notazione, cioe il ciclo (1,2, 3) corrisponde all’omomorfismo in G' che manda a; in az, az in a3
e asin ajg.
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da cui:

[Q(c, 8) : Q] = 6.
Quindi G = &3 ogni volta che il polinomio irriducibile in Q di terzo
grado ha un’unica radice reale, infatti il ragionamento fatto funziona
in generale.
Provare per esercizio che, nel caso in cui f(x) abbia tre radici reali
a, 3,7, il gruppo di Galois di Q(c, 8,7) & Z3 se (a— 3)%(a—7)%(3 —
7)? € N ed & un quadrato.

(3) Sia f(z) € K[z] un polinomio di grado 4, ormai abbiamo capito che se
f(z) & riducibile in fattori lineari in K[z], ovvero se tutte le radici di f(z)
sono in K allora K ¢ il campo di spezzamento di f(z) e quindi il gruppo
di Galois di K su K & banale.

Studiamo il caso in cui f(x) ¢ riducibile nel prodotto di due polinomi di
grado 2 irriducibili in K[z]:

flx)= (@®* +ax+b) - (2* +cx+d)

g(x) irriducibile (=) irriducibile

Indichiamo con aq, as e 1, B2 le radici, rispettivamente di g(x) e h(z) in
una chiusura algebrica L. Sappiamo che:

K C K(a1) C K(ag,as9)
~—~ ~—~
2 1
mentre:

K\%K(al) (a1, 61) =E

C K
~—
2 <2

Bisogna quindi stabilire quando K(a) = K(8). Osserviamo che dalla
formula risolutiva di secondo grado si ha che « e 3 sono radici quadrate
(a meno di somma e moltiplicazione per elementi di K) di elementi che
non sono quadrati in K (ovvero di elementi k¥ € K tali che 22 — k &
irriducibile in K[z]). Possiamo quindi porre o = k1 e 8 = kg con
k1, ko € K. Dobbiamo percio stabilire quando K(v/k1) = K(v/k2). Questo

accade (Esercizio 7.38) se e solo se — & un quadrato in K (se e solo se
2
VEk1 - VEka € K). Ricapitolando:
2
e Se (% ¢ un quadrato in K allora il campo di spezzamento di
f(z) @ E=K(aq) di grado 2 su K e il gruppo di Galois & composto
dall’lomomorfismo identita e da o tale che:
olar) =ay o(ag) =
o(p1) =B o(B2) =5
Ovvero G = Z,. 1!
e Se K(ay) € K(ag, f1) = E ¢ un’estensione propria allora ¢ di grado 2

e quindi E e di grado 4 su K. Il seguente diagramma riassume come
si puo arrivare ad E tramite le estensioni intermedie:

HIn G non ci possono essere le trasposizioni che scambiano tra loro due radici e lasciano fisse
le altre due, perché essendo K(a1) = K(B1) si ha che a1 = k- 81 e quindi un elemento di G che
“sposta” a1 non puo lasciare fisso (.
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K(az, 81)

RN
~

Il gruppo di Galois dell’estensione E e formato dall’omomorfismo
identita, dalle due trasposizioni (a1 ag) e (81 (2) e dalla loro com-
posizione: (a1 ag)(f1 f2), quindi:

G Zz X ZQ

Consideriamo il polinomio f(z) = z* — 622 4+ 2 € Q[z]. Per Eisenstein &
irriducibile. Indichiamo con 31, 32 le radici di y? — 6y + 2 € Qly], ovvero
3+ +/7. Le radici del polinomio f(z) sono oy, —aq, az, —as con a? = f3;.
Sappiamo che il campo di spezzamento E su Q ha grado che ¢ un multiplo
di 4 ed e minore di 4! = 24. Sappiamo anche che:

K(61)

[Q(B1) : Q] =2
Inoltre:
Q) : Q] = 4.
Abbiamo cioe il seguente diagramma:
@(061, )
Q(a1) Q(az)
Q(61)
Q

Dove conosciamo il grado dell’estensione fino a Q(aq) si tratta di capire
il grado di Q(a, a2) su Q(ary). Osserviamo che:

041:\/3+\ﬁ 0(2:\/3*\/?

ar -z = V2 ¢ Q(B).
Quindi [Q(av, a2) : Q(a1)] = 2 e percio E ha grado 8 su Q e il gruppo di
Galois ¢ il sottogruppo di S4 con 8 elementi composto dai 4 elementi che
corrispondono al gruppo di Galois di Q(aq,a2) su Q(B;1) e che lasciano
fisse (1, F2 e dalle quattro permutazioni analoghe che scambiano (3; con
(2. Osserviamo che il gruppo di Galois ¢ isomorfo a Dy, perché ogni
sottogruppo di S4 con 8 elementi lo é.

e che:
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5. Campi finiti

In questo paragrafo vogliamo caratterizzare i campi finiti: ovvero i campi con
un numero finito di elementi. Abbiamo introdotto il concetto di caratteristica per
gli anelli e visto esempi (gli Z/mZ) di anelli di caratteristica m per qualsiasi m € Z.
Nel caso dei campi il cerchio delle possibili caratteristiche si restringe: sia infatti
F un campo e consideriamo 1'omomorfismo di anelli op : Z — F definito da
¢r(1) = 1p. Dal teorema di omomorfismo di anelli abbiamo il seguente diagramma:

7 i F

Z/Ker oF

dove A & un omomorfismo iniettivo. Dunque Ker ¢p deve essere un ideale primo
di Z (in quanto F che & un dominio d’integritad contiene un’immagine isomorfa di
Z/Ker ¢p che dunque & a sua volta un dominio d’integrita) ovvero Ker pp & uguale
a {0} oppure ¢ della forma pZ con p primo. Nel primo caso F contiene un’immagine
isomorfa di Z, e quindi essendo un campo, un’immagine isomorfa di Q ed & dunque
infinito, nel secondo caso IF contiene un’immagine isomorfa di Z/pZ.

Dunque se F ¢ un campo finito deve avere caratteristica p con p primo (il vi-
ceversa non lo possiamo affermare in quanto quello che abbiamo mostrato ¢ che
Pinsieme dei campi di caratteristica 0 & contenuto nell’insieme dei campi infiniti),
inoltre F contiene Z/pZ e dunque pud essere visto come spazio vettoriale di dimen-
sione finita su Z/pZ. Se n & la dimensione di F su Z/pZ e {f1,..., fn} una base
di F su Z/pZ allora, per definizione di base, gli elementi di F si scrivono in modo
unico, al variare degli a; in Z/pZ, come:

ar - fi+...4+an- fn

E dunque F ha p™ elementi. Abbiamo quindi dimostrato il seguente teorema:

Teorema 7.63. Se F ¢ un campo finito allora ha caratteristica p, con p primo,
ed ha cardinalita uguale a p™ per un certo n € N positivo.

In particolare dal Teorema 7.63 segue che non esistono campi con p- ¢ elementi con
p e q primi distinti: per esempio non esiste un campo con 14 elementi. Il seguente
teorema caratterizza in maniera definitiva i campi finiti:

Teorema 7.64. Per ogni primo p e ogni n € N positivo esiste un campo finito
con p" elementi. Tale campo é unico fissata una chiusura algebrica di Z/pZ, e lo
indicheremo con Fpn.

DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con F,, = Z/pZ il campo con p elementi e con-
sideriamone una chiusura algebrica F,,. Sia F l'insieme delle radici del polinomio
z?" — gz in IFT):

F={acF,|la® =a}
Osserviamo innanzitutto che il polinomio f(z) = z?" — x ha derivata f'(z) =
ptaP Tl — 1 = —1 e dunque (f(z), f'(x)) = 1. Questo implica che f(z) non ha
fattori multipli e quindi ha p" radici distinte in F, ovvero |F| = p".

Dimostriamo adesso che l'insieme F' cosi definito e effettivamente un campo
ovvero che se a, 3 sono elementi di F (ovvero a?” = a e 7" = ) e a & diverso da
zero allora o + 3, a - 3, —a e o~ ! sono elementi di F.
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e Dimostriamo per induzione su n che in un campo di caratteristica p (come
F,)sea?” =aep" =p)allora (a+p)P" = a?” +3". Sen = 1 abbiamo
che per la caratteristica del campo (a + ()P & uguale ad o + P che per
ipotesi ¢ o + 3. Supponiamo vera la tesi per n — 1 e prendiamo in esame
il caso (o + B)P":

(@+ 8" =((a+ B P =(a+pF=a+p

e - B)P" & uguale (essendo F, commutativo) ad a?” - 37" che per ipotesi &
uguale a « - (.
e (—a)?" cuguale a (—1)?"a?" che per ipotesi ¢ (—1)P"a. Ora se p ¢ dispari
otteniamo —a e se p = 2 allora (—1)?" = 1 ma —a = o
e Se a# 0 € IF allora
@) = (@) =a™!
Sia H un campo con p" elementi contenuto in una fissata chiusura algebrica F,
di Fp, allora |[H*| = p™ — 1 e dunque ogni elemento di H diverso da 0 & radice
del polinomio zP"~1 — 1. Percio ogni elemento di H & soluzione di 2" —z =0 e

quindi H D F. D’altro canto H e F' devono avere lo stesso numero di elementi e di
conseguenza devono essere uguali. O

Osservazione 7.65. Osserviamo che se con F,, indichiamo come detto Z/pZ,
un Fp» non sara Z/p"Z (in quanto quest ultimo non ¢ un campo) e, per la stessa
ragione, nemmeno isomorfo come anello al prodotto diretto di n copie di Z/pZ (i
due insiemi sono pero isomorfi come spazi vettoriali su Z/pZ).

F,n & il campo di spezzamento del polinomio " — x su Z, ([Fyn : F] = n),
in particolare F/Z, & un’estensione normale e ne possiamo considerare il gruppo di
Galois.

Teorema 7.66. Il gruppo Galois(Fy» /F,) = G ¢ ciclico di grado n ed é

generato dall’automorfismo di Frobenius:*?

¢:Fpn %Fp

definito come seque:
Vo € Fpn @ ¢p(x) = 2?

DIMOSTRAZIONE. Sappiamo che |G| = n, e innanzitutto osserviamo che 1’au-
tomorfismo di Frobenius ¢ un elemento di G, infatti per il teorema di Fermat, per
ogni o € I si ha:

o(a) =a? = a.
Consideriamo < ¢ >= H < G, e supponiamo che ord(H) = ord(¢) sia k, in
particolare k|n:
k

Vo € Fpn : ¢F(a) = (po..0¢)(a) =af =a.

k volte

Questo implica che ogni a in Fpn & radice del polinomio:

k
P — .

12Questo risultato insieme alla Proposizione 7.54 ci dice che per qualsiasi campo K di quelli
da noi presi in considerazione (cio¢ con estensioni tutte separabili), se E ¢ un’estensione normale
di grado n allora: n = |Gal(E/K)|.
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Allora deve essere:
preptek>n
e quindi k = n. O

Il seguente teorema ci dice quando dati due campi finiti F,m» e Fpn, con p primo,
uno dei due e contenuto nell’altro:

Teorema 7.67. Fym C Fyn < min.

DIMOSTRAZIONE. =) Se Fpn ¢ un’estensione di Fpm allora si puo considerare
la seguente catena di sottoestensioni:
F, CFpm CFpn

Dunque per la Proposizione 7.30:

[Fpn :Fpl = [Fpn : Fpm] - [Fpm : Fp]

—— —_——

n m
Da cui m divide n. ,
<) Dobbiamo mostrare che, se n = m-k, 'insieme delle radici del polinomio -
¢ contenuto nell’insieme delle radici del polinomio zP" — 2. Basta far vedere che
(con I'ipotesi m divide n) p™ — 1 divide p™ — 1:
pn -1 :pm-k 1= (pm)k _ lk

Chiamando p™ = y scriviamo p™ — 1 come y* — 1 che sappiamo fattorizzare in

k—1 . k—1 )
=1 y=p"-1)-> pm
1=0 i=0

O

Esempio 7.68. Mostriamo che esiste a € s tale che Fpe = Fj (o). Per ogni
(S Fg ¢ evidente che Fp(«) C Fye. Consideriamo il seguente diagramma:

Osserviamo che:

e Gli o tali che F,(e) C Fp2, ciod tali che o?” — a = 0 sono p?.

e Gli o tali che Fp(a) C Fs, cioe tali che a?’ — o =0 sono 3.
Allora:

|Fp2 UIFPS| =p3 +p2 — ‘]Fp2 ﬂFp3| :p3 +p2 —p <p6.
Quindi esistono elementi che generano Fjs (per il Teorema 7.67 non esistono altre
sottoestensioni di Fpe oltre a Fp2 e Fs):
Fyo =TFp(a) =F,lz]/(f(x)) con f irriducibile e deg(f(x)) =6

Riassumiamo i risultati ottenuti sui campi finiti:

256



(1) T possibili ordini dei campi finiti sono tutti i p™ con p primo e n intero
maggiore di zero. I campi finiti con p” elementi hanno caratteristica p.

(2) Per ogni primo p e per ogni n > 1 esiste uno e un solo campo finito con
p" elementi che ¢ il campo di spezzamento di 27" — 2 € Z,[z] (fissata una
chiusura algebrica di Zy.)

(3) 1l gruppo di Galois dell’estensione Fy» /F, & ciclico di ordine n e generato
dall’automorfismo di Frobenius: ¢(x) = xP.

Abbiamo osservato anche (Teorema 7.67) che Fpm C Fpn < mln. Osserviamo
che anche lestensione F,n/F,» & normale, in quanto, se o : F,n — F, ¢ un
omomorfismo che, ristretto a Fym, ¢ I'identita. In particolare o ¢ iniettivo, e quindi
o(Fpn) & un campo con p™ elementi, contenuto nella stessa chiusura algebrica di
[F,,. Ma 'unicita ricordata al punto 2 implica che o(Fpn) = Fpn. Vogliamo studiare
G = Gal(Fyn /Fpm), dimostrando che ¢ un sottogruppo di Gal(Fp»/F,) e quindi
che tutti gli omomorfismi ¢ in G saranno, per il punto 3, del tipo:

o(z) = ¢ (@) = *'.
Sicuramente o = ¢ € G infatti:
o(z) = ¢™(2) = 2" — olp,m = id.
Consideriamo H =< ¢ > e supponiamo ord(H) = ord(c) = k, allora:
Vi € Fpn s om(z) = @™ (z) = ¢"(z) = 2P ==z
n -
e che, se k < —, o¥(x) = ¢ (x) = 2P " Non tutti gli elementi di Fp» possono
m
essere una radice del polinomio P (che ha grado m - k < n), quindi o* # id
n
e l'ordine di o & proprio —. Concludendo il gruppo di Galois di Fpxm su Fpm &
m

ciclico di ordine k generato dall’automorfismo o(x) = x?".
Supponiamo f(z) € Fy[z], fattorizziamo f(z) in irriducibili di Fp[z]:

k
flz) = H fi(z)

con f; irriducibile di grado n,. Sia ay una radice di fi(z), allora:
[Fp(ar) : Fpl =n1 = Fp(ar) = Fpm.

Le altre radici di fi () stanno in Fp(«) in quanto ogni altra radice genera la stessa
estensione (per l'unicita di un campo finito di cardinalita p™* fissata una chiusura
algebrica). Il campo di spezzamento di f(z) € quindi il pit piccolo campo che con-
tiene tutti i campi Fpn; con ¢ che varia da 1 a k, ovvero & Fym con m = [ng, ..., ny]
e il gruppo di Galois di questa estensione sara il gruppo ciclico di ordine m.

Proposizione 7.69. Siano K un campo e G un sottogruppo finito di K*. Allora
G ¢ ciclico.

DIMOSTRAZIONE. G < K* implica in particolare che G ¢ abeliano. Supponiamo
che:

k
Gl =n=]]p{" pi#pisci#j
i=1
allora esistono k sottogruppi H; di cardinalita p{* tali che:
G=H; x...x Hy.
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Osserviamo che G ¢ ciclico se e solo se gli H; sono ciclici. Infatti se G ¢ ciclico,
ogni suo sottogruppo e ciclico. Viceversa se gli H; sono ciclici, allora avendo ordini
primi tra loro, per il teorema cinese del resto, il loro prodotto diretto e ciclico.

Ci rimane quindi da dimostrare che H < K* tale che |H| = p* ¢ ciclico. Sia h € H,
I'ordine di h sara del tipo p’ con i < a. Per assurdo supponiamo che non esistono
elementi di ordine p®, allora:

Vhe H: W° =1

ma le radici in K* del polinomio 2P""" — 1 sono minori o uguali del grado p®~! del
polinomio. Quindi non tutti gli elementi h di H soddisfano 'l =1e dunque H
¢ ciclico. ]

Questa proposizione ¢ importante perché se ne deduce in particolare che (Fpn)* ¢
ciclico. Ovvero esiste a tale che (Fpn)* =< a >.'® Sia f(z) il polinomio minimo di
a (f(z) e irriducibile) allora:
Fpn = Fy(a) = Fpla]/(f(2))

dove deg(f(z)) = [Fp» : Fp] = n. In particolare possiamo concludere che per ogni
n esistono polinomi irriducibili di grado n in F,[z].

Gli elementi di Fp» sono le radici di P x, quindi quelli di ]F;k, sono radici di
2?7~ 1in particolare sono tutte radici dell’unita. Quindi ¢ importante studiare
il campo di spezzamento di ™ — 1 su F,, che ¢ 'argomento del prossimo teorema:

Teorema 7.70. Sia n = p*m con (m,p) = 1. Dimostrare che il campo di

\

spezzamento di " — 1 su IF,, & contenuto in Frx se e solo se m\pk —1.

DIMOSTRAZIONE. =) Il polinomio z™ — 1 lo possiamo scrivere:
2™ 1= (g™ — 1)
in quanto F,, ha caratteristica p. Indichiamo con g(z) il polinomio 2™ — 1. Le m
radici distinte di g(z) stanno in F,, ovvero se C'y, ¢ I'insieme delle radici di g(z) e
indichiamo con F,, una chiusura algebrica di F,:
Cp={a€Fyla™ =1} C Fox

Poiché C,, < IE‘;k, e |Cp| = m, m divide l'ordine di IE‘;k,, ovvero p* — 1.

<) IF‘;k ha un sottogruppo A di ordine m, quindi per ogni a € A a™ = 1 e dunque A
¢ costituito dalle m radici di ™ — 1 ovvero A = C,,. Quindi F;k contiene il campo
di spezzamento di 2™ — 1 che abbiamo visto essere uguale a quello di z" —1. O

6. Teorema dell’elemento primitivo

Sia K un campo (ricordiamo che stiamo considerando campi K per cui tutte
le estensioni sono separabili) e E/K un’estensione finita. Vogliamo mostrare che
allora E & un’estensione semplice, cioe esiste a € E tale che E = K(«). 1l passo
fondamentale per dimostrare questo importante teorema e il seguente lemma:

Lemma 7.71. Se E = K(a, ) (K infinito), allora esiste v € E tale che:
E=K(v).
13E in particolare anche I’Esempio 7.68 poteva essere dimostrato usando questo risultato.
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DIMOSTRAZIONE. Cerchiamo ~ tra gli elementi della forma « + ¢ con ¢ € K.
Supponiamo [E : K] = n e siano o1, ..., 0, gli n omomorfismi distinti (vedi Propo-
sizione 7.54) da E in L (chiusura algebrica di K) che ristretti a K sono lidentita.
Consideriamo il polinomio F(z) € L[z] cosl definito:

Fla) = [[(0:(@) + 20i(8) - 05(a) — 20;(8)).
i<j
F(z) # 0 infatti 1 0; sono distinti e quindi devono dare immagini distinte a « o 3
(sugli elementi di K infatti sono l'identita) quindi o;(a) # o;(a) o 0;(5) # o;(5).
Allora essendo K infinito esiste ¢ € K tale che F(¢) # 0, ovvero per ogni i,j con
1 < 7 si ha:
oila+cB) = oi(@) + 0i(cf) = 0i() + coy(B) # oj(a+ cf).

Consideriamo v = a+c¢/3, per quanto appena osservato i o1(7), ..., 0, () sono tutti
distinti, allora K(y) ha n omomorfismi distinti a valori in LL che lasciano fisso K,
quindi [K(v) : K] > n. D’altra parte K(v) C K(«, §), quindi K(y) = K(er, ). O

Teorema 7.72 (Teorema dell’elemento primitivo). Sia K un campo (non im-
porta se finito o di caratteristica 0), se E/K é un’estensione finita allora esiste
o € E tale che:

E = K(a).

DIMOSTRAZIONE. Dividiamo la dimostrazione in due parti, a seconda che il
campo abbia caratteristica 0 o sia finito:
e K finito. Allora |K| = p™ per un certo n e se [E : K] = m allora |E| = p™™.
E* & ciclico per il Teorema 7.69 e quindi E* =< a >, ovvero E = K(«).
e char(K) =0. Siaa,...,a, unabase diEsuK, ovvero E = K(ay, ..., ayp),
allora abbiamo la seguente catena di estensioni:

K CK(a1) CK(ag,a0) C ... CK(a,...,an) =E

Si puo procedere per induzione sul numero n di generatori dell’estensione.
Il passo base n = 2 ¢ assicurato dal Lemma 7.71. Per il passo induttivo

consideriamo E = K(ay, ..., an—1)(an):
E = KM(an) =Kv,em) =, KA
ip.ind. lemma7.71

7. Corrispondenza di Galois

Se E & un’estensione normale di un campo K, abbiamo definito il gruppo di
Galois di E su K. Come dimostreremo se F C E ¢ un’estensione di K in generale
non ¢ vero che sia un’estensione normale di K, mentre [E ¢ un’estensione normale
di F e quindi possiamo considerare Gal(E/F). In questo paragrafo vedremo che
Gal(E/F) & un sottogruppo di Gal(E/K).

Proposizione 7.73. Sia E un’estensione normale di un campo K e sia F un
campo intermedio: K CTF CE, allora:

(1) E/F ¢é un’estensione normale.
(2) F/K in generale non é un’estensione normale.
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DIMOSTRAZIONE. Indichiamo con L una chiusura algebrica di K. Sappiamo
per ipotesi che E/K & un’estensione normale, e consideriamo gli omomorfismi o :
E — L tali che o|r = id.. In particolare o lascia fisso K che ¢ un sottocampo di
F. Allora ¢(E) = E.

Consideriamo 23 — 2 € Q[z] e siano «, 3,7 le tre radici in C di questo polinomio,
con « che ¢ 'unica radice reale. La seguente catena di estensioni:

Q C Qo) € Qa,8,7)

K F E
rispetta le ipotesi della proposizione, infatti E & il campo di spezzamento di un
polinomio in Kz] e quindi ¢ un’estensione normale di K = Q.
Consideriamo I'omomorfismo o : F — Q(f) che tiene fisso Q e tale che o(a) = .
Osserviamo che F = Q(«) C R, mentre § ¢ R e quindi Q(8) # F e F non &
un’estensione normale di Q. O

Proposizione 7.74. Sia E/K un’estensione normale finita e indichiamo con
G il gruppo Gal(E/K). L’insieme:

Fiz(G)={z €ENVoeG: o(x) ==z}
e uguale a K.

DIMOSTRAZIONE. E ovvio, per definizione, che Fixz(G) C E, mostriamo che ¢
un campo.
e 0 € Fiz(Q) infatti, per ogni omomorfismo o € G, ¢(0) = 0.
e Se x,y € Fiz(G), allora Vo € G, o(z) =z ¢ o(y) =y, quindi:

olxty)=o@)+oly)=z+y ox-y)=ox)-oly)=z-y

e Per quanto riguarda l'opposto e linverso di un elemento di Fiz(G) si
sfruttano le proprieta di un omomorfismo di campi.

Allora indichiamo con F il campo Fiz(G), per la Proposizione 7.73 E/F & un’esten-
sione normale, in particolare:

(7.1) |Gal(E/F)| =[E:Fle[E:F]-[F:K]=[E:K].

In Gal(E/F) ci stanno tutti gli omomorfismi da E in L che ristretti a F sono I'iden-
tita, quindi sicuramente ci stanno tutti gli omomorfismi in G, perché F & il campo
fisso per G. Percio G C Gal(E/F) e quindi [E/K] < [E/F]. Dalle condizioni 7.1
segue che:
F:K]<1=[F/Kl=1=F=K
O

Queste due proposizioni permettono, a partire da un’estensione normale E di un

campo K di definire una corrispondenza biunivoca, detta corrispondenza di

Galois tra campi intermedi F, ovvero K C F C E e sottogruppi del gruppo
G = Gal(E/K):

e Dato un campo F tale che K C F C E, la Proposizione 7.73 afferma che

E/F & un estensione normale e quindi possiamo considerarne il gruppo di

Galois H = Gal(E/F), che ovviamente & contenuto in G. Quindi abbiamo

un’applicazione A che associa al campo intermedio F il sottogruppo di G
dato da Gal(E/F).
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e Dato un sottogruppo H di G possiamo considerare il campo degli elementi
di E tenuti fissi da H. Per definizione questo campo (che sia un campo ¢
assicurato dalla dimostrazione della Proposizione 7.74) & contenuto in E e
contiene K, in quanto ogni sottoinsieme di G lascia fissi tutti gli elementi
di K. Quindi abbiamo un’applicazione p che associa ad un sottogruppo
H di G il campo Fiz(H) che & un campo intermedio tra E e K.

Proposizione 7.75. Con le notazioni usate si ha che:
Aopu=1idg pol=ridg
DIMOSTRAZIONE. Sia F un campo intermedio tra E e K e consideriamo p o A:

F - Gal(E/F) - Fiz(Gal(E/F)) = F
ProposizioneT.74

Viceversa supponiamo H sia un sottogruppo di G e consideriamo A o y:
H % Fiz(H) =F - Gal(E/F)

Ovviamente H C Gal(E/F), in quanto per definizione ogni elemento di H lascia
fissi gli elementi di F. Per far vedere che sono uguali, dimostreremo che i due
sottogruppi hanno ordine uguale. Siano n = ord(H) e m = |Gal(E/F)| = [E : F],
sappiamo che n < m. Per il teorema dell’elemento primitivo esiste a € E tale che:
E = F(«) e indichiamo con o; con ¢ che varia tra 1 e n, gli elementi di H (o sara
l'identita). Consideriamo il seguente polinomio in E[z]:
fz) = H(m —oi(a) = Zaixi con a, = 1.
i=1 i=0
Vogliamo dimostrare che i coefficienti di f(z) sono in F. Sia ¢ € H e consideriamo
I’applicazione:
¢ : Elz] — Elz] 6(q(z)) = o(q())
¢ & un isomorfismo e in particolare:
5(f(2) =Y ola)a’ = [[(& - a(oi(a)).
i=0 i=1
Osserviamo che o € H e quindi o o g; & solo una permutazione degli elementi del
gruppo, ovvero &(f(z)) = f(x). In particolare questo implica che:

Vo€ H: o(a;) =a; = a; € Fix(H) =F = f(z) € Flz].
Osserviamo che:
(z—01(a)) =(z—a) = f(&) =0

quindi f(z) & un polinomio in F[z] che si annulla in «, ovvero il polinomio minimo
di « divide f(z) e quindi il grado dell’estensione ¢ minore o uguale a n, ovvero
m < n. O

Proposizione 7.76. Siano K C F C E tre campi, con E/K estensione normale.
Allora F/K ¢é un’estensione normale se e solo se H = Gal(E/F) ¢é un sottogruppo
normale di G.
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DIMOSTRAZIONE. Sia 7 € G e indichiamo con F’ I'immagine di F tramite 7 e
con H' il corrispondente sottogruppo di G. Se o € H (cioe lascia fisso ) allora
Tor~t € H', cioe lascia fisso [, infatti sia 2’ € F/, allora:

ror Y2 = (o M) = () = 2.
——
€F
———
eF
Quindi 7H7~! C H’. Analogamente si dimostra che H' C 7H7~!, questo infatti
¢ equivalente a dimostrare che 77 'H'r C H. Sia v € H' e consideriamo 77 1y7 e
facciamo vedere che lascia fisso il campo F. Sia dunque z € F, allora:

T yr(@) = 77 (yr(2) = 7 (2) = @
—~—

Abbiamo quindi dimostrato che:
H =rHr L.

e <) Supponiamo che H sia un sottogruppo normale di G, per ogni 7 € G:

e =) Supponiamo che per ogni 7 € G si abbia 7(F) = F, allora H' = H
perché sono gli omomorfismi che lasciano fisso lo stesso campo. Quindi
per ogni 7 € G:

H=r1Ht!
cioe H ¢ un sottogruppo normale di G.
a

Corollario 7.77. Sia E/K un’estensione normale e F un campo intermedio.
Sia H il sottogruppo di G = Gal(E/K) associato a F tramite la corrispondenza di
Galois. Se F/K ¢é normale allora:

Gal(F/K) = G/H

G

E——F--—-K
—_—— ——
H G/H

DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'applicazione A : G — Gal(F/K) definita
da:
Vo € G: ANo) = olp.
Osserviamo che l'applicazione & ben definita, in quanto per ipotesi F/K & normale
e quindi o(FF) = F. Inoltre A ¢ un omomorfismo surgettivo in quanto ogni omomor-
fismo o|r definito in F che lascia fisso K si pud estendere a pitt omomorfismi o € G

(tanti quanto ¢ il grado dell’estensione). Possiamo percid considerare il seguente
diagramma:
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G/Ker \

Sapendo che f & un isomorfismo tra G/Ker X e Gal(F/K). Ma quali sono gli
elementi di G che stanno in Ker A? Sono tutti gli omomorfismi che lasciano fissi
tutti i punti di F, ovvero tutti gli omomorfismi appartenenti ad H. (|

Esempio 7.78. Consideriamo il polinomio f(z) = 2* — 2 € Q[z] e indichiamo
con E il suo campo di spezzamento:

a=2
E=Q(,0,7) fB=V2
v =2

dove ¢ indica una radice cubica complessa dell’unita: £ = _1%“/3 di polinomio
minimo:
3
2 —1
=2l 4+l
z—1

Quindi possiamo scrivere anche E = Q(a, §) ed essendo E il campo di spezzamento
di un polinomio irriducibile di grado 3 ha gruppo di Galois che ¢ isomorfo ad un
sottogruppo di S3 e di ordine un multiplo di 3. Essendo il polinomio minimo di &
di grado 2, il grado dell’estensione E e anche multiplo di 2 e quindi & uguale a 6,
ovvero G = Gal(E/Q) = Ss. Quali sono i sottogruppi di S5? Elenchiamoli:

(1) I gruppi banali: {e} e G.
(2) Un gruppo generato dai 3-cicli: H = {id., (12 3),(1 3 2)}.
(3) Tre gruppi di ordine 2 generati da un trasposizione:

My = {id.,(12)}; My = {id.,(2 3)}; My = {id.,(1 3)}.

Cerchiamo di trovare a quali sottocampi di E sono associati questi gruppi:

e {e} & associato al campo degli x € E che vengono tenuti fissi da e, ovvero
tutto E.

e Il campo degli elementi lasciati fissi da tutto G ¢ il campo Q.

e My, My, Mj lasciano fissi rispettivamente Q(7), Q(«), Q(3).

e Osserviamo che |Gal(E/Q(&))| = 3 = |H|, quindi ad H corrisponde Q(§).

Osserviamo che H & un sottogruppo normale di G (e quindi H 2 A3) in quanto ha
indice 2, e percio F/K & un’estensione normale. In generale tutte le estensioni di
grado 2 sono dunque normali. In particolare sappiamo che:

Gal(Q(§)/Q) = G/H = S3/A3 = Zy

Osservazione 7.79. Consideriamo il seguente diagramma:
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E,Eq

El/ \]Eg
NP

Se E; /K e E3/K sono estensioni normali (con gruppi di Galois G e G2), allora
E,E5/K & un’estensione normale (il cui gruppo di Galois indicheremo con G), infatti
consideriamo un omomorfismo ¢ da E;E, in L. (chiusura algebrica di K) che lasci
fisso K. In particolare o(E;) = E; e o(Es) = Eg, quindi:

0(E1E2) = 0(Eq)o(Eg) = E{Eo.
Proposizione 7.80. La funzione \ : G — G1 x G2 data da:
(@) = (ole,, ole.)

e un omomorfismo iniettivo.

DIMOSTRAZIONE. B ovvio che \ sia un omomorfismo.

Ker A\={oc€G:0lg, =1d., olg, =1d.}
Fiz(o) D Eq e Fiz(o) 2 Ey quindi:
Fiz(o) D E1Ey = Fiz(o) = E1Ey = 0 =id.
O

Nelle stesse ipotesi e usando le stesse notazioni della Proposizione 7.80 se indichiamo
con n; il grado dell’estensione E; su K e supponiamo che

[EiEs : K] = [E; : K] - [Ep : K]M

allora A\ & anche surgettivo e quindi ¢ un isomorfismo. Indichiamo con Hi, Hs i
sottogruppi di G = Gal(E,E,/K) associati rispettivamente a E1Eq/Es ed EEy/E,
e con G1,G2 quelli associati a E1/K e Eo/K. Abbiamo: |Hi| = |G1] = n1 e
|Hs| = |G2| = na. Ovvero si ha il seguente diagramma:

E,Eq

IHZV wzm

Eq G Eo

G1M An
K

Consideriamo ¢ : H; — G tale che:
¢(0) = olg,
11, particolare questo & vero se (n1,n2) = 1. Una condizione equivalente & che E; NEs = K.

Infatti 'immagine della restrizione di Gal(E1E2/E2) a Gal(E1 /K) & Gal(E1/E1NE2) (basta vedere
quale & il campo fisso) e dunque [E1E3 : Eo] = [Eq : K] se e solo se E; NEy = K.
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Allora ¢ & un omomorfismo iniettivo, infatti se o|g, = id con ¢ € Hy, per definizione
di Hy o|g, = id e quindi 0 = id in E;Es. Questo, insieme alle considerazioni sulla
cardinalita implica che:

In particolare Hy, Ho <<G ¢ Hy N Hy = {e} (perché o € Hy N H lascia fisso sia Eq
che Ey e quindi & l'identitd) e H1 Ho = G (per questioni di cardinalitd), quindi:

Gngng

Esempio 7.81. Consideriamo I'estensione E = Q(v/3,v/2) di Q (che & normale
perché campo di spezzamento di f(z) = (22 —2) - (2% — 3) € Q[x]), allora possiamo
considerare il seguente diagramma:

Q(V2,v3)

)/ \@(\/?7)

Allora osserviamo che Q(v/2) e Q(v/3) sono estensioni normali perché di grado
2 e quindi per le considerazioni fatte:

G = GGZ(E/@) = ZQ X ZQ

Q(v2

Osservazione 7.82. Consideriamo il seguente diagramma:

EF

|K|7 Yzm

F G E

N

K

E supponiamo che E/K sia un’estensione normale. Allora anche EF/F & nor-
male. Infatti [E : K] = n quindi E ¢ un’estensione finita di K e percio per il teorema
dell’elemento primitivo esiste « tale che E = K(«). Sia f(z) € K[z] il polinomio
minimo di «. f(z) ha grado n e siano a1 = «, aq, ..., a,, le radici di f(z). Essendo
E/K normale E deve contenere tutte le radici di f(x). Dimostriamo che EF = F(«):

e F(a) DF.
e F(a) D E che ¢ il pit piccolo campo contenente K e a.
e Viceversa EF D F e o € EF.

In particolare «; € EF per ogni i, quindi EF ¢ campo di spezzamento del polinomio
f(z) € Flz] e quindi & un’estensione normale di F.

Supponiamo che EF/K sia un’estensione normale, allora dalla Proposizione 7.76,
segue che H << G = Gal(EF/K). Sappiamo inoltre che H N K = {id} in quanto
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un omomorfismo appartenente a H N K lascia fissi sia ' che E e quindi lascia fisso
tutto EF. In questo caso HK = G e quindi:

G=H > K.

Esercizio 7.83. Dimostrare che, se con & indichiamo la prima'® radice n-esima
complessa dell’unita diversa da 1 allora:

[Q(¢) : Q] = ¢(n)
dove ¢ ¢ la funzione di Eulero.

Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che 'insieme C,, delle radici complesse di

f(x) = 2™ — 1 ¢ ciclico di ordine n generato da £ ed ¢ isomorfo come gruppo
moltiplicativo a Z,, tramite I'isomorfismo :
Y(E) =i

e osserviamo che i ¢ un generatore di Z,, se e solo se (i,n) = 1.
Indichiamo con d il grado dell’estensione Q(¢) su Q. Vogliamo dimostrare che
d = ¢(n). d & il grado del polinomio minimo u(x) € Q[z] di &, in particolare
w(@)|f(z) quindi f(z) = p(z)g(z) e, non avendo f(x) radici in comune con la sua
derivata nz™ !, u(z) e g(x) sono primi tra loro.
Dimostriamo che Pestensione Q(&) di @ € normale, consideriamo gli omomorfismi
da Q(&) in C che ristretti a Q sono l'identita. Allora { deve andare in una radice
dell'unita £ che abbia ordine n e quindi ci sono ¢(n) possibili scelte. Dobbiamo
mostrare che p(x) ha come radici tutti gli elementi & con i primo con n. Basta
vedere che tutti gli elementi del tipo &P, con p primo e primo con n, sono radici di
().
Supponiamo per assurdo che p(€P) # 0, allora essendo &P una radice dell’unita si
ha

f(&7) = u(€P)g(€") = 0= g(&¥) = 0.

Allora g(2?) ha & come radice, ovvero u(x) divide g(aP):
g9(x") = p(x)h(z).

Possiamo passare a considerare i polinomi in Z, in quanto i polinomi considerati
sono monici e (p,n) = 1 quindi si conserva il grado:

9(z)g(x)" = ulz) - h(z)

Quindi:

w(@)]g(@) = (u(x), g(x)) = Mz) e deg(A(z)) > 1
Allora:

[@) = @) - 9(@) = @) 1F(@) = M) (@) = "~ #0.

Questo & assurdo, perché f’(z) avrebbe come unica radice 0, quindi 0 sarebbe anche
radice di A(z) e quindi anche di f(x), ma 0 non & radice di f(z).

Abbiamo quindi dimostrato che Q(§)/Q & un’estensione normale e che ha ordine
¢(n), in particolare se (i,n) = 1:

06— ¢

0ij(§) = 0i00;(§) = 0i(¢’) =€ =¢¥
15Prima nel senso che ha argomento piu piccolo delle altre radici.
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dove 7j indica la classe modulo n. Quindi:
Gal(Q(£)/Q) = (Zn)*

Esercizio 7.84. Calcolare il grado del campo di spezzamento e il gruppo di
Galois di z* + 1 su Q.

Svolgimento. Cerchiamo di applicare i risultati dell’esercizio precedente. Il polino-
mio z* + 1 moltiplicato per z* — 1 & uguale a 2% — 1, quindi:
1=+ 1)@+ ) (x—1)(z+1)
Se indichiamo con K il campo di spezzamento di 2* + 1, abbiamo quindi le seguenti
inclusioni tra campi:
QCKCQ(&)

Sappiamo che il polinomio minimo di & (radice ottava dell’unita non reale) ¢ di
grado ¢(8) = 4, quindi & 2* + 1. Troviamo le radici di 2* + 1 in C:

t+1=(r—a1)(z—a2)(z — a3)(r — ay) € Cla]
Il campo di spezzamento di z* + 1 & quindi

K - Q(Cﬁl, 2, (3, 0[4)

in particolare &g € K, dunque K = Q(&s) e ha grado 4 e gruppo di Galois isomorfo
a Z§. (In particolare le radici di 2% + 1 sono le radici ottave dell'unita che non sono
radici quarte dell’unita.)

Si osservi che il polinomio z% + 1 , considerato come polinomio a coefficienti in £},
¢ riducibile per ogni p. Infatti, se p = 2 si ha 2* + 1 = (z + 1)* e, se p & dispari,
allora 8|p% — 1 e dunque le radici ottave di 1 sono certamente contenute in Fp2;ne
segue che i fattori irriducibili di #* + 1 hanno grado al pil 2.

Esercizio 7.85. Sia f(z) = (2% + 1)(2® — 5), determinare il grado del campo
di spezzamento e il gruppo di Galois di f(x) su Q e su Fr.

Svolgimento. Studiamo separatamente il campo di spezzamento e il gruppo di
Galois di f(z) su Q e su Fr.
Per quanto riguarda Q[z], il fattore 2® +1 di f(z) non & irriducibile in Q[z] infatti:
P rl=(—-1)@?—z+1)
mentre il fattore 3 — 5 per il criterio di Eisenstein ¢ irriducibile, quindi la fattoriz-
zazione in irriducibili di f(x) &:
fl@)=(zr—1) (@ —2+1)(®—5).
—_——— —
g(x) h(z)
Il campo di spezzamento di questo polinomio deve contenere le radici di g(x),
OVVvero:
1++/-3
Tl = —F
2
e quelle di h(z), ovvero:
w345 = V5, V&3, V/bE]

dove &3 € una radice terza dell’'unita diversa da 1. Mentre la radice 1 del fattore
x — 1 ¢ un elemento di Q. In conclusione il campo di spezzamento di f(z) su Q ¢
il campo:

E = Q(iV3, V5, &3).
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Osserviamo pero che una radice terza dell’unita e:

—1+iV3
B=—75

ovvero Q(&3) = Q(iv/3) e quindi:
E = Q(&, V5).
Sappiamo che il polinomio minimo di /5 su Q ha grado 3, mentre il polinomio
minimo di & su Q & 22 + o + 1, ovvero ha grado 2, quindi Q(£¢) non pud essere
un campo intermedio tra Q e Q(3/5), ovvero I'estensione Q(3/5,£&3)/Q(4/5) non &
banale. Dunque:
[Q(V5,65) : Q) = [Q(V5,&) : Q(V5)] - [Q(V5) : Q] = 6

2 3

Basta osservare che G & isomorfo ad un sottogruppo di Sz, in quanto permuta le
radici di 23 — 5, ed ha 6 elementi, quindi G = Ss.
Altrimenti potevamo procedere osservando che il sottogruppo

H = Gal(Q(V/5,&3) : Q(&3)]

del gruppo di Galois G = Gal(Q(/5, £3) & normale (perché Q(£3)/Q & un’estensione
di grado 2 e quindi normale), ed essendo un gruppo di ordine 3 (un primo) ¢ ciclico
e dunque isomorfo a Zsz. Osserviamo che Q(4/5)/Q non & un’estensione normale

perché:

Q(V5) # Q(V5¢3) e Q(V5) # Q(V563)
in quanto @(\75) C R, mentre gli altri due campi non sono contenuti nei reali.
Possiamo quindi concludere che:

G = Zg ><1¢Zg

con ¢ : Zys — Aut(Zs). Gli automorfismi associati a Zy sono l'identita e lauto-

morfismo che associa ad a il suo inverso a~!.

Per quanto riguarda F7, calcoliamoci i cubi degli elementi di Fr:

19 =1
28 =1
33 =6
43 =1
5% =6
6% =6

Quindi in F7 f(z) puo essere fattorizzato come segue:

f@) = (z = 3)(z —5)(x — 6)(z° — 5)
con 3 — 5 che & irriducibile in F7 in quanto come abbiamo visto nessun elemento al

cubo & uguale a 5. Perciod il campo di spezzamento di f(z) in F7 ha grado 3, ovvero
¢ uguale a F7s e il gruppo di Galois, ha ordine 3, e quindi ¢ ciclico e isomorfo a Zs.

Esercizio 7.86. Trovare il campo di spezzamento K su Q del polinomio:
fla) =T =5
e il gruppo di Galois di K/Q.
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Svolgimento. f(x), per il criterio di Eisenstein, ¢ irriducibile, in particolare se indi-
chiamo con d il grado dell’estensione K su Q, sappiamo che 7|d e d|7!. Osserviamo
che se & ¢ una radice settima dell’unita primitiva (cioe che genera il gruppo ciclico
delle radici settime dell’unita), allora al campo di spezzamento K appartengono sia
€13/5 (per ogni i: 0 < i < 6) che V/5, e quindi anche & € K (& il rapporto tra &7v/5
e \7/5) In particolare:

K = Q(V5,&)
Osserviamo che il polinomio minimo di &7 su Q é:
ol —1 6 5 4 3 2
g(x) = ok +x 4+ttt +a+1

mentre il polinomio minimo di v/5 su Q e, in quanto abbiamo osservato essere
irriducibile, f(x). Allora:

[Q(V5,&7) : Q] = [Q(V/5,&7) : Q(V/5)] - [Q(V5) : Q] < 7-6

<6 =7

Possiamo quindi considerare il seguente diagramma:

Q(V/5,&7)

/ \
Q(V5) d Q(¢7)

{ jigg = d=0(42) = d = 42

In particolare:

Quindi il polinomio minimo di & su Q(V/5) ¢ sempre g(z).
Cerchiamo ora di descrivere il gruppo G = Gal(K/Q). Sia ¢ € G allora ¢ deve
tenere fisso Q e mandare v/5 e & in radici del loro polinomio minimo, ovvero:

P(V5) € {€:V/5]0 < i <6} (&) €{&0<j<6(j,7) =1}

Ci chiediamo se possiamo trovare dei generatori di G, 'idea, dopo aver descritto
un generico elemento di G, ¢ quella di considerare gli omomorfismi che muovo-
no &7 e lasciano fisso V/5 e viceversa quelli che muovono v/5 e lasciano fisso &7

Consideriamo: ‘
o;€G: { Uj(%) 254\7/5
o(&r) =&
Di o; distinti ce ne sono 7, al variare di j tra 0 e 6, infatti se j > 7 allora j = 7¢+r
con 0 <r<6e:

j Tq+
G=""=§&

161 questo caso ¢ superflua la richiesta perché tutti i numeri minori di un numero primo
p, maggiori di zero, sono primi con p. Ma se &, € una radice n-esima dell’unita, con n non
primo, allora vogliamo che I'immagine di &, tramite ¢ vada ancora in un generatore del gruppo
moltiplicativo delle radici n-esime dell’unita.
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In particolare o; = a{ infatti:

ot (V5) = 01(01(V/5)) = 01 (&V/5) = 3V5
o] (V5) = o1(a]” 1 (V5)) = o1 (&76) =45
ip.ind.

Consideriamo inoltre gli omomorfismi che muovono &; e lasciano fisso v/5:
N _ 7
T, €G: { 7 (V5) ]\/5
(&) =&

Gli omomorfismi 7; distinti sono ¢(7). Mostriamo che il generico ¢ € G appartiene
a < 01,Ty,...,T¢ > € quindi che o1, 71, ..., 7 generano G:

{ p(V/5) = &E/5
o(&r) = &8

Indichiamo con H il sottogruppo di G generato da < ¢ > e con K il sottogruppo
composto dagli omomorfismi 7;. Allora, per questioni di ordine:

HNK ={id} e HK = G

= @Q=0p0Th

Dimostriamo che H € normale. Facciamo vedere che H ¢ caratteristico in G: se ci
fosse H' diverso da H e di ordine 7, si avrebbe:

|H|-|H'| _7-7

|HH'| = =149

- |HNH'|

ma questo ¢ assurdo perché HH’ C G che sappiamo avere 42 elementi.
Possiamo quindi concludere che:

G = H >, K = Ly >1,(Z7)*
dove ¢ : K — Aut(H) ¢ definito da:
(e(r)(o) =Tjo0i0m ! = 0]
Esercizio 7.87. Sia E = Q(\/p1,...,/Pn), con p; primi distinti.
(1) Calcolare [E : QJ.

(2) Dimostrare che E/Q é normale.
(3) Descrivere Gal(E/Q).

Svolgimento. Rispondiamo per ultimo alla prima domanda, infatti dimostreremo
che il gruppo di Galois di E/Q ¢ isomorfo a (Z3)" e quindi che:

[E:Q]=2"
Innanzitutto osserviamo che E ¢ normale in quanto campo di spezzamento su QQ del
polinomio
(2 —p1) ... (22— pp)
Dimostriamo per induzione che:

Gal(E/Q) = (Z2)"

e Sen =1, E ¢ un’estensione di grado 2 (le due radici del polinomio * — p
generano la stessa estensione su Q).
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e Consideriamo K = Q(y/p1,--.,+/Pn-1), Per ipotesi induttiva:

K & (Zy)" !
Consideriamo F = Q(/py,), allora Gal(F/Q) = Zy:

B Q
FOK=owmm)

Vogliamo dimostrare che l'intersezione tra K e F & sempre Q. In questo
caso:

Gal(E]I/g/Q) ~ Gal(F/Q) x Gal(K/Q) = (Zo)"™
—E
Osserviamo che KNTF = Q(,/py) se e solo se

Vpn €K& Q(vpn) €K

Per la corrispondenza di Galois, sappiamo che il numero di sottoestensio-
ni di K di grado 2 su QQ & uguale al numero di sottogruppi di indice 2 di
(Z2)"~1. Ma essendo quest’ultimo un gruppo abeliano, ogni gruppo di
indice due ne individua uno di ordine 2. In conclusione le possibili sottoe-
stensioni di K di grado 2 su QQ sono tante quante i sottogruppi di ordine
2 di (Zz)" !, ovvero 2771 — 1.17

Osserviamo che scegliendo i1, ..., 4, distinti nell’insieme dei primi n — 1

numeri si ha che:

Q(v/piy -+ V/Pir,)
e una sottoestensione di K di grado 2 su Q. Inoltre scelte diverse degli
indici danno luogo ad estensioni distinte infatti siano iy, ...,k € j1, ..., j
due scelte diverse, allora per il teorema di fattorizzazione non esiste nessun
quadrato a € QQ tale che:

Diy - Dip = Q" Pjy * oo Dy
e quindi per I'Esercizio 7.38:

Qi - - Vi) # Qs -+ V/P5)
Quante sono le possibili scelte degli indici? Sono tutti i possibili sottoin-
siemi dei primi n — 1 elementi, ovvero 2" ~1. Cio¢ in questo modo abbiamo
elencato tutte le possibili sottoestensioni di K di grado 2 su Q. Quindi
per avere che FNK = Q(y/p,) deve essere:

Q(vpn) = QDiy -+~ /Pix)

per qualche scelta di i1,...,i; in {1,...,n — 1}. Ma questo & impossibile
sempre per 'Esercizio 7.38.

LTyt gli elementi tranne 'identitad hanno ordine 2 e quindi generano un sottogruppo di

ordine 2.
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