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Docent
'

: Giovanni Alberti , Alessandra Muda

Programme
ripassouozioin di base

. derivates CalColo e application

. integrate ; Calcote e apple.cagiani

• Serie humeri che forse I'argomento
- equation diffevauziaei

pin importante
par i corsi che

seguono

Nota : in quest Corso si da pin peso agli
aspetli operative ( risoluzicne di problem

'

) che a
quelle

'

teorici ( che commeque verismo tholtati ) .

In quest sense ie Corso e- pin viaho
and un Corso di

" eat

golo,
che di

"Anak's is .

A

hd sense americano del Termine



E.same

gui aww avete 7 occasion di passave
liesame ( 7 "appelle's ) i wi patios si Thatta
di 7 date in ein si svolge la pros sevilla

( 3 a geweaio -febbroio ,
3 a luglio - Agosto,

I a settembrue) .

Altena'

one : poteete teutave I' esame al

pin 4 volte .

Strutter e.same :

SCRITTO 1- ORA LE

d u w
ta parte Za parte esereizi Cse to

domdude eseveizi Seville e solo saff . )
a eui dare di cui dare +

solo la solution's enunciate' dei
risposta motivate teoreeui
di solito : di solito : +

8 in unions 3 in due one diueostrazioni
( per ivotialti )

Nota : la censegna_ della prima parte dello

soriHo conto come aver teutato liesame .



stvumeuti del corso

TEAMS

• leziaui

• rice imento i GA i Ven
.

11.30 - 13

A

"

.

P ! : win
. 18 - 19.30

• registration delle Kotani

portale E - LEARNING di Iugegneria

https://elearn.iug.unipi.it
e poi cerate queesto Corso . . . .

. Comunieaziavi (sugeiesawi e alto)
a materiale didattico

- liste di esevasol

• appanti delle lesion
'

a test
'

e solution degli esami



peg ina web di 9. A .

http://pagine.dm.umipi.it/alberti.tertiesolu8iouidegli scritti
degli amiri passat .

• breve presentative del Corso

e-mare di G. A
. giovanni . alberti@ unipi.it

Solo per le emevgenze !

libri di test

non seguiauro un testo precise :

come support o complement pi ie o memo

ogni testo universitario a bone !

register delle leziari

link Sulla mis pagiha web .



OsserveZioui sparse

• ie corso inizia lento poi si acedera i
e- facile rimanere iudietvo !

• ie voto finale dipeude solo dalliesawe;

• la frequeuza men e- obbligatoria

(au che pereht ai Sono le registration's
delle lezioui ! ) ;

• durante le lezion fate domande

Lavoe rneglio die in chat ;

• la parte fondamentale dell
'

esame e- Cosorilto;

I
'

ovale serve a determinate il voto finale
all ' witemo della fascia data dakoseritto

,

'

Varamate si ware boeeiati all
'

ovale
;

• piultosto Chee ueiparare a memorial a procedure

per risolveve gli esereizi bisogna capine il

regionamento che ai sta dietroj



o studiore iusieue ad altvi molto utile

( magavi non ugualmeute utiee par tutti);

• se qualeesa non ra hee Corso poteete
rivoegeroi a :

o me Candie se pub essere difficile) ;
• Alessandra Puedo ;

• rappresentanti degli students !

Fine della presentazione del corso



Passo oro al Contento matemate
'

co
.

Avvevteuze di CaraHere generate

• In quest corso il logarithm e- sempre ai

base e f- 2,718 . - -

, costoute di Napier)

log x = log ex
Questa salta semplefica alanine formule
nd cakob delle derivates , ma non e-

queller usuale in ambito uigegnevistico .

• Gli augoli seno nuisurati ai radiant .

Quindi 900 diveuta It , 450 diventa Ia etc .

Questa Seetha sauplifica alarm formeeee nel
Calero delle deviate .

Significant geometries della mi suis in radiant i :

← arco di wughezza rx

xx
k rt
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grafieidifeuziaiueeemeutavi
severe e- utile disgrace i gnafeui
di feuiovui ?

Ferdie serve a visualize le

uifovuearoieui automate nella founder

Matadi poe disagreed gnafeeii
STUDIO DI COMPUTER 9RAFIQ DI

FUN ZION ,
FONZION 1

ELEMENTPRI

e

operas,eui

Sui gnafiei

In
argument delle
prosgime Qatari



Esercito

tavteudo dal gnafieo di f Al diigegnato Sotto
zisoeveve (gvofieaweute) ee seg . equasieui e disea .

a) f Cx)- l y

b) f Cx) s I
2
is

.

←
y = f Cx)

e) f Cx) = X 2 I

d) fix) ax '
i

e) f Cx) s ex - I

b) f Cx) S l

"
in celesta - punt

z f
v

Cen y 9,1 .

↳
.

* Y - FG)
y= ,

I
1*

,

X , X
z

%aa.am
. della deseq .

f Cx) El
.



d) f Cx) 9×2

y

i
"

[
soeuzioui della diseg , f Cx) 382

e) f Cx) s ex - I
y

÷÷÷
[

soeuoieui della disq .
fG) see I



y

÷ :m÷÷m÷:*,
Risp .

: - Ic as 2

ac- ft , 2)
as 2 A as- I

y

z
D isoprene l

'

uisieuee A
↳

.

← Y -- fG) dei pantie &, y) tale
by;¥¥← Y'"

die xz , s y s f Cx)

* .. .. .
A

E se aoessi another e ' hisreeve dei murti
tic

.
XZ I s y oppuve y Sf Cx) ?

Ju tal Caso si prude C
'

uuiaie dell
'

area

verde e de quelle celeste
.



Eseuepi : disegnave i segment
'

gratia
'

a) ye XZI b) ye 1-
(x-42

Y
y

←Y= I
2

← -→l

÷.
-
- l l l l X

- I b I

9
asiutoto verticale !

c) 7=4+174 d) y = 'RE
Y Y

fY=KtD4 y six

←

÷
""

× if



e) ¥2 -11

in due passi : I
ng x+ ¥5

"

feel→ fcxtz) f → fGH
SpoSto verso
situ'sthe di z

sposter verso
e' alto di b

Y

i
^

Y-- f
r f
y

l

- - . . .

Ez "

I i

1
- I i -

¥
.

Nota : Va bare inventive I ' Ordine delle operas .

f- nuns f- ti nos # ti



gvafieo del logaritwoy.bg/=logex
Y

T - - - - - - -- n . -
T

T

q
ti x
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Lezione del Veuevdi i 9.40→ 11.60

9
can pause in meet iuizio reale

Opasziom
'

Sui gratia

a) Ie gnafieo di - f Cx) e- oltenuto

Eeiflelteudo queller di fcx) reispdto

all
'

asse delle X

sina.a.ae

i÷÷÷::*.
"""

:
•
← ( x, - fld)



b) Ie gnafeeo di ftx) E la riflessione

del grafieo dif hispelto all
'

asse y

Y

⑧-- - . ...←y=fG
)

f
Y - ffx).::÷
.

Spiegazi one :

y

✓
← y = f Cx)

Ex
,
f- C-xD

←
(x , ffx))

↳
id -- - - - ooo - u - e - go

. ; ; x

Osservatore se rifletho we ponto Cx, y)

eeispdto ad un asse e poi ri spelt all alto

olteugo la riflessieve n' spelter all
'

origine
Y

.

GY)

÷ x

(-X,-Y) or - . .
. -

. . .
.
.

.
I (X , -y)



e) .ie gnafieo di - ffx) e- queller
di fix) rifle sso prima ulspetlo all

'

asset e poi all
'

ane y che e- lo

Steno che riffled vispelto all
'

origine

Y

y = - log txt →
9

.•..;....•µ
blogx

-

•

Eseugoi
Y

'let
.
x. ⇐x

x

Y

" ""

÷:*
.



3) et
- x

ei arrives indue mosse : e×→ e
" 'm, e-

×"

T 9
y fcxlmgfcxti) fHl→ftx)

Tnaslez ,
verso Viflessicue

Y = seniors did deigpelto
assey

↳

""

↳¥¥←x.
- ex

7=5×+1

X

- X# t

version alternative e×→ e-
+
→ e

rifles . T
Y ieisp .

x- I

^

assay
fcx)→f#

←y=e× trashed
. verso

sidueisttnadie

X



Fuuziaripavi
Ana fuoriau fN si dice "paris, se

f C-x) = f (x) per ogui x

eseuyoio base f Cx) = th Cen h pari

alto eseeupio f Cx) = €
XI I

fix) e- pair se eeifleltewdo il gnafieo
vispdto asse y olteugo lo stessografico
eioe se il gnafieo di fG) E simmetuto
Ei spelter all

'

ane y

Ivi:
"



Fuuzioni dispar

Uua fun . f Cx) si dice "dispari
"
se

ft x) = - f Cx) per ogui X .

Eseuyoio base : th Cen m de' spare
'

L'equatione ffx) o -fly equivale a

f-(x) = - ffx) e quiudi f G) e- despair se

uifeelteudo il suo gnafoeo riopelle all
'

origine otago lo Steno gnafico ,
cioe

il grafieo e- simmetrieo rigpelto all
'

origine .

④ ×

Esi steno fewsiaii nie pui nie despair
es

. i ex , log x , @tD2 , x3- I



Operation's Sui gnafiei HI

a) Ie grafieo di tf GH si oltieue

reibaltaudo la parte del gnafieo
di fld Sotto Casse x (e pertaudola
sopra l

'

asset )
y elf Hd

smsa.ae

"""

- f Cx )
Cx , Hal) Cx, Idiot )

ix. ein,
"f"

an fld &

ios
(× ,@ ca) an f "KO

Esewpio : HI Y
a

y= HI→ y -x

x



b) Ie gnafieo di f (HD e- dato dalla

parte del epafieo di fed a olestra dell
'

Asse y unita alla sua riflessi are
hispelto all

'

Asse y
.

Y-
← Y - fed

,

spigot iare : se x so , f (H1) = f Cx)

quindi il goof . di f (HD a destino dell
'

asse y coincide on queller di f Cx) ;
uioltne f d xD E una furtive pair .

qiiudi la parte del grafieo a sinister

dalltdessfea?
si ottiau

,

rifleHondo quelle?
quahuopue Sia f ! !



Eseuyoio : e- 1×1

strategies i e×→ e-Ems e-H

T 9
fetus fff fat→ fllxl)
eeifeessieue . . . .

per x so
Wsp . assey

HI = - X

- IN = x

e- ix. ex '

version alternative ?
e
"
uns em mug ettxl

T I
f → fail) fcxlthsffx)

mon fuwoieua !
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a) Date a> I il grafoeo a. f- Cx) e- oltenuto

dilataudoilgrafuieo di fG) verticalWente
di un fatone allhseiiaudofisso tasse x)

A= 2

s Y
→

#←y=fCx) II *

dilatation
. } vertical

Spiegel
'
one :

,
V di factored

⇐

•
←
(x, 2ha ) af

If⇐ fall
xx



b) Dato Ocad il grafeeo di af Cx) si ottieue
couupritneudo verticalmerite il gnafoeo di fo)
di un falterer a llaseoaudo fisso Caste x)

A =L

*
'

Ii.
""

÷
.

.

-
I I

*

§
compressione
verticale di

fate re a

s Y
→

a

¥



e) poe as I il gnafico di flax) si otteieue

comprimeudo orizzontaemeute il gvafoeo
di FOI di un falterer ta ( laserauto

fisso l
'

asse delle y)
A-2

y

y
iii" ÷

.

µ ×
I I

*

compress i one

↳ or izzoutsolespiegaroione : di faitone ta
ta Y

(x, ffsx) ↳

÷÷÷!" """ ' I *

d) Se o can
,
il gnafieo di flax) si

oltieuedieataudoovizzont.it gnafieo de ICH
di we falter ta etc .

etc
.



Eseuepi
Compressione

a) 13 83→ -1×3 verticale di
2 2

'

falteredY

← y=X3

is y=¥←

- l

l l X
'

.

I

- I

b) e-
2X

e-Xang e-
G.x) compressive

Orientale

y
di fatone £

- 2X

← e

X



Ripasso di trigonometric

✓
←

arco di bugbeta a

ya
•- Sehore eine

.

di area I

k¥
2

e per similitude
'

he Ceosavuol dine ? ) olteugo
← areodieiugheztara

ya
•- settee a've

.
di area#

K- ra

Definition di Sena , eosa, Tana pesos a Skg

9in T
b

Sena tant

Hoa rt od rt
Koosand Kd -4

Proprietor

• Saira + cost =L ⇐ teen
.
di Pitagova

notazione : cosy =

@sxj24eosx2eCosX4.t
aux - send ⇐ similitude've

cost



• for T
r r. Sena r - taek

a rt od rt
k-r.cosand

k-r-YDefiwisionediseua.eosa.tauaper.IR
←⇐ I

÷÷÷÷ . :*::O:*:a . pexeorneudo una distanta
cost

IN luugo la eivcouferaia

tana - . . . . .. Qa in senses autioravilo sea so

e wi senses ovaries Seko .

Pa her coordinate (Cosa, Sena)

Qa intersessione della Alta oeutieale

di eg . El Con la Alta che passer per Pa

e e' origine .

Qin ha coordinate (b , Tana)



Osservazioui

• tan a non E definite se a- Thg + ka een

k intro (anehe negative) percent Qa non
esistej

• Sena
,
cos a

,
faux possono essere negation

'

• Paton - Pa ⇒ {agents!!! ,
eioe ee fungioui seu a e cos a hauewo

period 2T .

Ricardo che una funtime f Cx) ha

period T se f Cx+T) = f Cx) per ogui x
T numero positive

• Pam e- e' opposto Crisp . all
'

origine) diPa

⇒
005 Htt) e - Cosa{ seek+a) = - Sena

• Qatt = Qx ⇒ tan Cath ) - Tana

a'OE la faut . faux ha period K



• valovi per aleuniaugoli significative
& Cosa send faux

O b O O

-1116 Be I fg= By
1174 ferry ¥ - Ff I

913 - E Bg B

91/2 0 I non def .

• formula utile
'

i

a) sense + easy - I ⇒
Send = t l- Costa

Cosa = I l - senza

b) Tana - Sega
{

cue signifies ?
4 sent a) = - send }⇒ Tanta - - taek

Costa ) - cost

Quiudi Seno e tangent saw fwmziari
dispar maitre ie coseuo e- pari .



d) seuKtp ) = seux cospot soup cost
cos (at p) = Cosa cos B - Sena sleep

Da d ) si ottagono diversi casi partiedan
' utile

'

e ) Sen (2x ) = 2 send Cosa

cos (22) = Cost - sent = I- 2Sleek

= 26522 - I

sent - x ) = cost , cos(E - a) = Sena

etc
.
etc

.
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Ripasso di trigonometric continuatione)
Coordinate polar i

y . .

o
Hy ) coordinate Cartesian dip

r ! ( r, d) coordinate polari dip

1)d
'

r := distanza di P daw origine O
° ×

x : = angelo Tra segment TP e asset .

Ossevvazioni

per l
'

origine O ,
r-0 e a men e- definite .

. x e- un numero positive o negative .

- a non e- wnivocameute determinate :

se d e- um augolo perp, allora audie at 2kt
car k uitevo e- un angelo per P .

Per arene un unico d si impure taluolta
O S x < 2T Coppure -TX STL ) .



Formule di conversione

note r e x
,
x e y sono

date da :

X = r cost Y = h . send - . . - - . . . .

.

P

r i

i{
y , r sena xx i

⇐r . Cost

note x e Y
,
r e a sono date da

r = Eye ⇐ torana di Pitagora

{ tana- ¥ ⇐ ¥Had = Tana
Xosa

t
non basta a trovared !

x = arctauft) men e- la formula Corvette .

Iufalti per ogui P , P
'

Sulla

pin!! / Iaea. amtmann
"""""" e

arctaucylxl-aretaucy.lt)

. Ma quest
'

angdo mon Va

bene per tutti i punt .



Formula Coweta :

|a±rctau¥) se x so

X = 2
Se X so

, y so

th se x=o
, Ko

arctau +IT se x so

Gvafieie delle fuuoieni seat , cost , faux

Y

1- . . . . . . ←
Y = sent

\
- E

l l - l l l l X

-a I 912€
i
.
.
. - I - Z

Disegno la parte in rosso usando la definite .

di seu x (con la circoufereuza trigonometrical
e la parte in hero usando il falta che sent

e- una fanzine di period 24 e quindi

ie grafieo si
"
n'pete , sugliuiteusllifa.it] ,

[IT , 31T] , f- 31T , - A] etc .



Je disegno suggevisee die seux E una

fuuzione dispar , Cosa che si verified
dalla definition :

l

P
sellA- . . . . . . .

A

i

x :

-d !:L, cos a = cos f-x)
Seul-a) - - . . . .

-'

p
-a

Questa mostra anche che la fuuziare Cosmo
e- pari : cosC-x ) = cost .

Iuoltve vale cost = Senft
Posse verifiedHo usand o la formula per
ie Seno della somma di due angeli
o diveltameute dalla definition :

1,54¥. APate
. . -

- -
- I
f 9,

ATI Cosa
2



Quiudi il gnofieo di Osx si otlieue
tra slander que ko di seux verso sin .

di Iz

±
÷
. ..

l l l X

- SI i
. . . . . . . . . . .

-

y
. . .

. .

?÷ia

Iufiwe ie grofieo della tangent

.

Y
. Yetaux

i Hb

..
÷

.

! I
l l id l l l X

f
" ' ' '

Ho asato che faux ha period TL
.



Fawzi oni (terminological
Intervale

'

: date
'

Asb

[a , b) is { x : asxsb}
(a , b ) : = {x : acxsb }
[a , b) : = . . . . (a, b) is . . . .

[a, too) is {x : x ⇒a}
Go, b] i= { x : xsb }
(a , too) is . . . . f-O , b) is . . . .

Defiuiziae di fanzine (non precise)
Jati due iusieui X e Y Cdinumevioaltro)
una fuuzione f da X ay ( f :X→ y )
E una

"

procedure , die ad ogui xEX
asso ate our element yet , indicate )
con fGl . input

← output



X si chiana dominie di f ;
Y si chiana codominio difj

{ fix) : xex } si Chiana innmagrhedif .

Se X
,
Y sono antenne

'

ai R il gvafieo
di f e e

'

insane dei punto
' del piano

(Curva)

{ (x , y ) i XEX e y- fed}

↳
Imagine di f→ T :

e i E- grafieodif
e : i

y=f Cx)
i i

: :
x

xx

L
'

iuuuagine si ottieue
"

proiettaudo , ie

gnofieo sull
'

asse delle y .
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Ancora funzioni

Richiamo : X
,
Y insiemi , f fuuzione da X in Y :

. dominio di f is X ;

. codomini o di f :=Yj

- immagive di f is { Valeri di f } = {fCx) : xEX} .

Jnoltre
, se

X e y sono nisiewi di humeri ( x , Y CR) :

- grafico di f = { (x ,y) : x E X e y -f Cx) }

Eseuepi y

' L
.

dominie = (- co , - l ) UCO, too) = {x : Xs- I Opp .
x >o}

immagive = Go , o) UCO, too) = { y : y to }



Y

i i

i
text

i i

- . . -
l
- - I - - I- - - - -

l l
-I 1

l l X

in :

domini o = {x : x # t I }
immagive = { y i y so opp . y > if = (- co , o] U (1 ,too) .

Y
l :

i

i

&. I x=y2 cioe insane

#x× dei punt ("Y) tic - ⇐Y
'

:

:

•

:

÷

Questor NON E ie grapico di una fuuzi one f Cx)

Yufatti un gnofieo del Tipo y - f Cx) interseed ogni
retta verticale in al pii un punto , e questo

insieme non ha questa proprietor .

(Ma quest E un grafico del tipo X -- fly) , Con flyby2)



Ossevvazioni

o L' Uso della X per la variable uidip . ( input) e

della y per la variable depend . (output) e-

parament conventional , ogni tanto si asano
attire letter .

- Quasi sempre in ques to Corso X e Y Sono

iusieuii di humeri ( X, Y C IR) e f Cx) e- data

da una formula ( per es . ,
f Cx) - Tau ( it x3) ) .

In Tal Caso il dominie di f e- I ' insieme di

definition della formula cioe l ' iusieme degli
X per air f si piece cakedare .

Eseiupi insieme degli y
t
. c . Veg . foxley

formula iysigm.mg#ieimmaginehaalmeuounasoeuzione x

x24 R C-4
,
to)

¥2 { x : #2 } {y : y#of
Vfx to, I] Co , too)

2. R { 2}



• Considero f (x ) is area (Tx) dove Ta e- it

Tviangolo rehang oleo

x x in figura .

k rt

Quindi ie dominic di f e- I
'

iusieu.ee degli augoli
a por eui si put definite Ta , eioe { x : Osx Cag} .

I Catti di Ta Sono arCosa e zrseux e queiudi

f- (d) = {Gr cosa)Gr Sena) = V2Senta) .

Andre se rzseux E definite per Oguri de IR
il dominio

"
maturate , di f resta (o, It ) .

. Considered le formule x2- I e (x- DOH) i Sono

diverse ma dahno to stesso risultato per oguix .

Per voi queeste sono la stessa fanzine .

• A Hri eseuyoi di fruition

A) f Cx) {
¥1 se x s- i

Tx se x 70

dominion- C- as ,-DO [o,too) ; Trovato l
'

immagine .



Legge Araria di un punto P in movimentoB)
(oud piano) .

nello spatio

Dato t tempo , fct ) E la posizi one dip

all' istate t
, fct ) = (XO) , yet , z .

← coordinate di

Dominic : intervale di tempi Pal tempot

Codominioi lo spatio 1123 (o il piano RY
immagine : trattoria di P

.

"

Eseuepio : fct) - Kost , sent ) #
Moto Circohave uuiformejtraietorial

c) Faceio delle misurazioni sperimentale
'

:

barra di
→

metallo
- - - - - -

- - -

I aluugameuto a
J,
peso p

L
'

alluugamento A dipeude dat peso pi a-Afp) .

Se ripeto la misurazi one con i pesi pi , Pz , B

olteugo una fuuzi one Afp) ooh na
dominion ER , Pz , B} aaa ! !

: : : :

!!
- -

÷
:

imMagne = {Ayaz , as}
i i i > p
Pl B P2



D) f fuuzioue die ad ogni targa di automobile
associo ie codice fiSeale del proprietaries .

Qual e- it dominie ? E l
'

immagine?

E) Esistono funzioni ie avi
"

input, Sono

pin humeri i

f- (th , Xz) , FCK, - . . , Xu )
- -
x x

Quest si chiamono fuuzioui di m variabilis

everranno Studiate Mel Corso di Anak's it .



funzioni ihielleve

f :X→ Y si dice inietbiva se a input divers i

corrispondouo sempre output divers i , cioe

Xi# Xz⇒ for) tf ,

a'OE I
'

equaz . f-G) = y ha al pie una soluz .

x per ogni Valone del parametro y .

Graficameute : it graficodif interSeca ogni
retta orizzontale in al pin un punto .

Eseuepi : fix) = e '- × e- inieltino
, uifati

l ' eq . y = et
- X ha al pin la sobre. x = I - logy ;

f Cx) = If mon e- inieltiva (uifdti ft 2) =fC2)) .

fuuzioni surgeHive

f : X→ Y si dice surgethis se l
'
immagive e- Y

,

Cioe I ' equuazi one y=fCx) ammeter atmeno una
soluz . X por ogni y c- Y

.

Gvafieameute : ie grafico di f interseca
ogni retta or izzontale ad altezea y con y c- Y .



Eseiupi : f : Costco )→ IR data da fo) logx e-

suvgeltiva , uifalti Eeg , y = logx ammette sempre
la soe . x = EY ,

La fanzine f : IR→ IR data da f Cx ) = XZ non e- sur.
,

in fate
'

l ' eq . x2=-1 mon ammette solution
.

fcuzione hiversee

Date f :X→ Y e g : y→ X si dice che g e-

I ' inversa di f Ced f E timersa dig) se

g Cf Cx ))⇒ per ogni XEX ,
f- (g (y )) = y por ogni ye Y .

In attire parole la fanzine g
"
disfa ,, queUo

che fa f e viceversa .

L
'

liversa di f (se es iste) e- una Sola e

si uidica talvolta an E
'

( press ima motazione ,

perche si confonde con it reciprocal If ) .

L' uioevsa esiste se e solo se f E Sia

inidler che surgett've Ccioe
,
e- bigethics) .



In Tal Caso l ' equeazione f Cx ) -- y ha un
' Unica

soluzione x per ogni yEY , e g Cy ) e- proprio

questa Soleri one x .

Eseeupi faeiei di niversa

A) f : IR→ IR
,
f Cx) is axtb con at O .

Risolvo I ' equazicne y = axtb e olteugo
ax = y - b , a = ta (y-b) j
dunque req .

ha un ' unica Solerione per ogui
ye IR ,

e quest significs che f e- bigett .

(Cosa che si vede andre del grapico) ;

I ' uiversa di f e- gly) = Lacy - b) .

B) f : IR→ IR
,
f Cx) : = 123+1

.

Ri solves veg . y=x3tl e olteugo x =3VII;
demque

l '
eq .

ha un - arnica soeuzione per ogniye R

e quiudi f E bigethics (si vede auche dal grafico) ;

I ' uioevsa di f e- gcy ) is FYI .



Grafici delle funzioni elementari

sto corso considereremo quasi sempre funzioni f : c IR → IR

> GRAFICO di una funzione f : c IR → Ita

Ef : = { (x. y ) e IR
' / y = flx ) con × e }

RET
* Come disegnare una retta y = MX tq
q mi indica l'altezza con cui la retta interseca l' asse delle y ed

m mi indica la pendenza
✓ n

di quanto salelcresce d è l'angolo acuto
(scende 1 decresce) formato dalla retta

e da una qualsiasi:*::
÷:
senso antiorario 9 L positivo
senso orario d 2 negativo

In questo modo disegna tutte le rette
,
tranne quelle verticali

che NON sono funzioni :

Ricordiamo che

Potenze

se ae IR
,
aro

,
fa è la radice quadrata positiva di a. .

se pe IR
,
b intero positivo allora è = a.

.. .
. a b volte

non nulla

se ne RI lol
,
b intero positivo non nullo a-

b
= I

b
a

0

se a. e Rito ) a : = 1 ( è non viene definito )

se a>io
,
b>0

,
b = (con p , q ab = 9AM

' interi positivi
p b 1

se a>o ,
beo

,
be -

g-
noi nulli ) a =

appPerché serve a positivo ? a.

Supponiamo D= § = § e a. = - 8 .

I 3

Allora avremmo -83 = -8M = - 2

- g
E

= = ¥4 = 2

si definisce è con AER
,

be IRI la > o

se b neg) per approssimazione F- 3,1416 . .

È = 23" " " - -

→ limite 2
'

,
2
'"

,

2
" "

.
.



* Funzioni potenza Xa (per quali XEIR ,
l' espressione Xe ha significato

→ l' insieme di definizione è un sottoinsieme di IR )

y=x
'

insieme di definizione
/

Se a>o con a.intero , l' insieme di definizione è tutto IR

se a. Io con a intero
,
× #0

,
ossia l' insieme di definizione è IRI { o }

se a> 0 ,
con a non intero

,
× >io

,
l' insieme di definizione è Rt

se Alo
,
con a non intero

,
X > 0, l' insieme di detenzione è ( o , tuo) .

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA A-71

y = X y - ×
'

^

1 - - - - - - - -

,

1

I 1 - - -
1 I
1 I

1 I# a

y = Xs D= X
"

1-
- -

, 1 - - - ,

I 1

! I

1 1

Notiamo che : f pari : ftx ) a- flx)
simmetria rispetto asse 9

per a pari → funzione pari f Dispari : fl-x ) = - flx)

per a. dispari → funzione d'spari simmetria centrale rispetto
all' origine .



+3×4X
' tutte passano

X
per (o.O) e

+2
X
"

per ( 1,1 )

1-
- i

| ATTENZIONE
| alla
1 crescita !

( in che "ondine
"

sono le funzioni

prima di 1
X e dopo a)

+3

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA O E il E 1

y . x
' " et y > +

"3

x iX X
attenzione : DIFFERENZA tra funzioni POTENZA e Radici : abbiamo visto che

se a caca ,
allora il dominio di y - Xe è +70 .

Se però parliamo della funzione Y =# conmeltldispaizlloral' insieme di definizione è tutto IR
. {

sono funzioni

D= TE y
? dispari , simmetriche

rispetto all' origine

*\ -
I



+
rx

a=o⑧#
annoi

GRAFICI delle FUNZIONI POTENZA a< o

a.=
- ha

a-
-2

a-e -1

Se ne è intero
, sappiamo che la funzione ha

come insieme di definitiva IRI lo 1
E '

dunque definita simmetricamente per gli × negativi :
di nuovo se a pari la funzione è pari ,
per a. dispari ,

la funzione è dispari

ESPONENZIALI

×Sia a> 0
,
consideriamo Y = a

Notiamo che qualsiasi sia a , µ = 1
,
al =a .

Inoltre la funzione è sempre positiva .

a- 71 A 21



Tra tutti gli a>o possibili come base dell' esponenziale
privilegiamo il numero

e = 2,718 .
. .

" "

e è il numero di Nepero

Notiamo che ogni potenza può
essere scritta in base e

abaelogeabaebcg.ci
+
, +4 ¥ Confronto con le funzioni potenza Xe con a. EN

1- . . . . . . . .
× La funzione è va all' infinito piu

'
VELOCEMENTE

I _

I

-

di ×? "" in"" ""⇒ &""" " ←

Operazioni sui grafici
Dato il grafico di una funzione f e un numero reale se

vogliamo disegnare :

i) il grafico di fatta

ii) il grafico di flxta )



Data flx ) il grafico di finta si ottiene per
traslazione verticale I
verso l' atto di ta ,

se ne è positivo
verso il basso di _ a .

se ne è negativo .

A)ta f ."

÷
"'i,

Consideriamo il caso a- 70

( chiaramente se a- o non succede niente )

÷
.

a. - - - -
,te@X.f iiii:

"

×

Prendiamo un punto in cui la prendiamo un punto
funzione vale zero qualsiasi del grafico (x. flxt)
( ossia un xe IR te . flxleo

,
(× , a) e tre, vogliamo disegnare il

⇒ dove il grafico della funzione punto (×
,
fatta) )

interseca l'asse delle × )
Allora fatta varrà a

( flxtt a = O + a = a)

Glifi cambiano !

f : XCIR → IR

i punti xe X tali che fitte o



Data flx ) il grafico di flxta) si ottiene per
traslazione orizzontale ←→

verso sinistra di ta ,
se ne è positivo

verso destra di - a .
se ne è negativo .

^ finta)
.
.

→

¥.ie#*...*.f:fA:*:::: : ÷:O:*:
Ora doppiamo disegnare l' insieme

di tutte le coppie (× , fata) )

Supponiamo che a) 0 ( come prima , se a.= O

non succede nulla ) , ad esempio a.= 2 .

Prendiamo un punto x qualsiasi , ci segnano sull' asse delle x il punto Xta

L' altezza sulle ascisse ( valore della funzioneranno a ×

per disegnare il• D= (× , flxta) ) è il valore della funzione in Xta
.

*⇒¥¥È









ATTENZIONE : la risoluzione grafica di una disequazione
è sempre attendibile ?

Esempio : Risolvere graficamente la disequazione

log 7 X
'
- I loghi » ×

'
- %5

x i

| ^ | eogx | ^ / eogx

che comportamento abbiamo nella zona cerchiata ?

① ① 0
a. ama,

]
nessuna intersezione ? un punto due intersezioni ?

Il disegno del gatto non è abbastanza preciso per fornirmi questa
informazione .



* Esercizio : disegnare il grafico della funzione

finale. - a /
Soluzione : Ci chiediamo qual è l' insieme di definizione
di fi × deve essere diverso da -2

.
( il disegno del grafico

dovrà rispecchiare questa proprietà ) .
quindi t :p '

- a-" "to ' È:# - si
Notano inoltre che la funzione è sempre positiva .

Dobbiamo cercare di ridurci ad una funzione elementare :
la potenza ¥ .

Cerchiamo di fare operazioni sui grafici che ci permettano
di passare da ¥ a f.

Passo 0 : ¥

Passo 1 : → traslazione orizzontale di ¥
a sinistra di 2

Passo 2 : 1-
- 1 e, traslazione verticale di 1-

(Xtzi' verso il basso di 1 K¥5

Passo 3 : / - 1 / azz rifletto rispetto all' asse x
tutta la parte del grafico di 1- - 1
che sta nel semipiena (Xtzi'

negativo delle y

Passo 1 : a

÷

Ti

-

^

Passo 2 :

- a

-



"" "

.

^

soluzione :

-

÷::O : : ÷: :* ne

* ed ? • Determinati, III diretta il numero di soluzioni

Soluzione : disegno il grafico della funzione data dalla formula / ( x - il' - al

"



È.fi?oiiioranoa
.

^
× ti llx-it- al

1Ì
Y = a è una retta orizzontale

.

Al variare di e dobbiamo contare quante sono le intersezioni di

queste rette con il grafico di f.

Se ne è negativo non c' e
'

nessuna intersezione

se a è zero
,
ce ne sono 2

se a è compreso tra zero e 1 ce ne sono 4

se ne è maggiore di 1 ce ne sono 2

^

÷:

-y=a con 0cal 1

te
2

- y=a
Con al 0

Soluzione : il numero di sdraioni è

0 se ne e C- io
,
o )

2 se a E ( s
,
tu ) u { O }

3 se a = 1

4 se a E ( o , 1)



Lezione 8

Funzioni inverse
. esempi

ESEMPIO 1 : logaritmi i
^

×
Consideriamo la funzione esponenziale con base e

,

e

f- : R → IR 1{
× # è

e.

÷: ÷ : ÷
.
÷.

Se consideriamo f : { [ ± io io ) abbiamo una funzione

che è sia iniettivo che snriettira che quindi ammette inversa
,

che è g : ( o .tw) → IR '
i
×{

y ⇒ egy n e

¥" : : ÷:: : e.)
1- logx-0¥
:
1

ESEMPIO 2 : rette

f : IR → IRsia nato ,
beh {

× ⇒ axtb

f- è biiettiva
. Sappiamo allora che esiste l' inversa g .

Possiamo trovare la sua formula esplicitando la × in funzione della y
nell' equazione y = fcxl = raxtb

y = axtb ⇒ ax .- y - b ⇒ + = Lay - fa .

Quindi la formula dell' inversa è X > gly) = Lay - fa .

Il dominio di g è
IR

e l' immagine di g E
' R

.

f- f
^ a

f-
'

b. f"#TÈ



GRAFICO della funzione inversa
.

Osservazione : preso un qualsiasi punto nel piano pe (a. b)
,

'

il punto P' = ( b
,
a)
,

ottenuto scambiando le coordinate di P
,
è il simmetrico di P

'

rispetto alla bisettrice

del Ie e quadrate

siano X
,
YC IR

.

Ricordiamo che g : Y → X è l' inversa di f :X → Y se

HXEX
, Hye Y

g(flx ) ) = × e flgly ) ) = y .

Abbiamo che , se g
e
' l' inversa di f

grafico di f- ± { ( x.g) e Xx Y : y = fcx ) }
= { ( y , xte YXX : X - gly ) I = grafico di g .

Infatti gli elementi del grafico di f sono gli y che soddisfano l' equazione

y = flx) con XEX (*,

mentre gli elementi del grafico di g sono gli × che soddisfano l' equazione
× = gly ) con YEY (* * )

ma (*) e (** ) sono equivalenti
.

se y = flxt allora gly ) = g( HH) e poiche' g è l' inversa dit gly ) = × ,
se X > gly) allora fate flgly) ) e poiche' g è l' inversa dif flat -- y .

Quindi il grafico di f ( y = flx) ) e della sua inversa (x = gly)) coincidono .

Noi però non disegnano il grafico di += gly ) ,
bensì vorremmo disegnare il

grafico di y= gcx) .
Per farlo dobbiamo scambiare le coordinate

di ogni punto .
L' osservazione ci dice che stiamo facendo un' operazione

di riflessione rispetto alla bisettrice del Ie e quadrante .



ESEMPIO 3 : radice quadrata .

Consideriamo la funzione potenza f :{ ¥ ¥
Questa funzione non è ne

' iniettivo
,
ne
'

suriettivz
, quindi non ammette inversa

.

In particolare notiamo che qualsiasi y > o
è immagine di due X diversi :

esempio : y = 4 , fl- 2) =L, e f-(2) = 4 .

Abbiamo visto nel caso della funzione esponenziale come cavarcela quando non

abbiamo la suriettività : al posto di considerare come •dominio tutto IR
,

ci restringiamo all' immagine della funzione . Anche in questo caso si vede facilmente

che l' immagine è [a. t - ) .

F : R → [o.to)Iniziamo dunque a considerare {
× +, ×

,

Proviamo a esprimere × in funzione di y :

y = fai = ×
' ⇒ × = ± [

Purtroppo la legge che ad ogni ye [o , to ) associa ITY non è una funzione

( dato un input ottengo due output ! ) .
D'altra parte se scelgo arbitrariamente uno dei due output e

considero le funzioni la :{ [o.jo
) j e la :{ [[

a) j
nessuna delle due scelte soddisfa la proprietà di essere l' inversa di f .

lei FL- z ) ) = La (4) = 2

L! È (a) ) = La (4) = - 2

Per riuscire a scrivere l' inversa dobbiamo rende f- iniettivo.

Decidiamo di modificare il dominio restringendoci a [0
,
tuo ) .

Abbiamo quindi f :{ [9:o) [
oj.tn

)

e la sua inversa è g :{ [qt - ) → [o.tw )
Y no TY

Esercizio : trovare l' inversa di f :{C-[ o ] [[ a)

ESEMPIO 3 bis : radici n - esime con mp

Come per y - x2 , non esiste l' inversa di f :/ ? [ In
Possiamo trovare l' inversa di f :{ [o, ;) ; io)

,
che è

g :{ [qt - ) → [o.tw )
Y ↳Ty



ESEMPIO 4 : radici n - esime con MÈ
.

Come per y= × ? l' inversa di f :{ [ [ In con n dispari esiste ed è

IR IR
9 :p
, nry

Esempio 5 : inverse delle funzioni trigonometriche

le funzioni s : IR → IR e c : IR → IR non sono biieltive .{ x ⇒ simlx)
(
x ↳ cosa )

^

s sink )

c-
21T

^

Per quanto riguarda il seno prendiamo
la sua restrizione 1 simlx )

si :C ⇒
÷ :

-

^

arcsinlx)

÷ :c: :÷: ' ,
'

x.¢ "
si:X

1

÷÷÷÷:
il coseno

, prendiamo
C.
*

: [o
,
it] → [-1,1]↳ restrizione {
× +, cose )

Qrccoscx )

L' inversa g : [-1,1 ] → [o , a ]( è detta zrcocoseno ( arcos )µ .

÷:
"

::÷: .
IT i

- i
2 i

- a



Infine per quanto ~

riguarda la tangente ,

:* : ÷
.

L' inversa di É è arcion : IR → [E. E ] ed è chiamata arcotangente
zrctanlxl è l' unico angolo in te , f) la cui tangente vale × .

itanlxi.fi#if
Attenzione : risoluzione di equazioni trigonometriche con le funzioni inverse

.

Sia y E [ - a. a] . Consideriamo l' equazione simlx ) - y .

La soluzione compresa nell' intervallo [I if ] è × = arcsinnly) .

Pero' in IR ci sono altre infinite soluzioni

^

I
l

l
'

laifa¥p p i

+= -7¥ ⇒resi ferrea.
i sinlx)

soluzioni : Xe arcsin (y) t 2kt con KEZ

× = F- anctimly ) t 2kt con KE 2



Sia y E E- 1,2] . Consideriamo l' equazione cosix ) - y .

La soluzione compresa nell' intervallo [ 0 , ti] è X = arcos ( y) ,

la IR ci sono altre infinite soluzioni

= - zrcosiy) Ezra
!

×> at - zrccosly )

soluzioni : Xe Zrccos (y ) t 2kt con KEZ

× = - archos ( y ) + ZKIT Con KE 2



Esercizio : Disegnare il grafico ,
trovare dominio e immagine , limiti rilevanti e inversa di

f-(x ) = X-5

Xt 3

Svolgimento : Dom = ( - io
,
- 3) ul-3.tn )

.

Per disegnare il gratia scrivo flxt come × ¥ = } - ¥, = 1- 8
XD

• disegno facile ¥ fzlxt -_¥,
= falxts ) facile -1- = - fzlx)

Xtr

1 ,
n n

.

. ÷ .

i i
!

fnlxl = - ¥
,

srfslx) ^ flx) = fault 1 = 1 . 8
1 Xts

- _
9

[
e

[
+

In(f) = ( - no
,
a) via

,
tu )

l'm flx) = o l'm flx) = tuo

X -1 - io × -1 - 3-

lim flxl = O lim flxl =
- io

+→ tuo + → -st

l'm flat non esiste
+→ -3

Calcoliamo ora l' inversa di f : Dom(f) → l- io
,
a) u ( sit - )

y = X -5 Con Xf -3
X -13

(Xt3) y = X - 5 Xy - Xe - 3g -5 Xly -a) = -3g -5 Xe - 39 -5 con y # 1

y - e

l' inversa g è : g :{ f- a. a) visita ) → C- io
.

-3)ul-s .tn)

Y → -3g-5

y - 1



Esercizio : trovare l' inversa di y - finta ètlè
Svolgimento : In (f) = Coito ) . Cerchiamo l' inversa di f : IR

→ lato){ x ⇒ èthè

Chiamo è = t
, quindi è" the = Etht

y = Et ut

Etat - y = o t =
- rt 4 ty

C- = -2 - ht Y

,
>o infatti lity > o quando Y > °

Sostituisco t can è : è = -2 tu ⇒ + = logfzthtyt )
↳
so poiche' y> o

è = - z - 4 ty nessuna soluzione
→
LO

quindi e- logfzthtyt )
l' inversa è g : lo.tn ) → IR{

y → logfzthtyt )

Esercizio : Calcolare l' inversa di f { Et, o] → f-a. a]
X ↳ cosa

In rosso è rappresentato il grafico di f- e in viola il grafico della sua inversa ( una volta

scambiati i ruoli di xey ) .

Chiamo
g
l'inversa di f

^ - -

htt

1 1

.

' e#È È
- It - tt

Se lo andiamo a confrontare con il grafico dell' arco coseno vediamo
che giy) = - aeccoicyt .

Potevamo risolvere l' esercizio anche nel seguente modo :

Y = COSA) con XE [-it
,
o ]

.

Chiamo te - X
, quindi te [o , it ]

←
stiamo usando la definizione di ricolsero

y = cosa ) = cost - t ) ;
colti ⇒ t = areas ( y)

poiché io ⇒ - X = ouccosly)

coseno è una e dunque X = - ouccosly) è l' inversa cercata
.

funzione pari
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Limitidifuuziari

Argomento tholtatovelocemeute .

It eakdo dei limit' tiene dopes . . .

Notazione

Simbolo significant

tf "

per ogui ,

F "
esiste

,

¥ "
men e.sister

,

F !
"

esiste ed e- unico
,

⇒
"

implied ,

a- BI E la distanza ta due puuti a. be R
H

lb - al
q !
K H
Ib- al



la disequuazi one la - bl Sd equine a :

. - d sa- b s d
b- d

y
btd
a

- b - d s a s bt d
← d →← d→

. a- d s b s at d

Eseuepio
ay

Consider it grafico
f-e-

×

diet E
-x

Cosa suecede all
'

output e-
×
quando l

'

uiput x

si muooe
"
verso to

" ?
Risposta : e- × si muove

"

verso Og .

Per la precisione Et si aooieina sempre di pin a
O quanta pin x diveuta grande (ma ext O sempre) .

Esprimo quawto osseruato diceudo die
"
ex tender a O quando X tender axes , oppure
" ie limit die per x che tender a + as e- 0

, .



Pin in generate, dat i f : IR→ R e L numero neale,
se fca si avoi eine sempre di pin a L quando
X diveuta sempre pin grande , deco che
"
f Cx) tender a L quando X tended to ,,

oppure

"
il limiter di f Cx) per x che tender a to e- Li,

e scriver fat
,

L
oppure fine f- (x)=L .

Quester espress,oui a parole Sono perf oaghe .

Definizione precisa
si dice che f Cx) → L per x→ to se :

per ogui E > O

f (x) approssima L con errone wiferione a E

da un Certo Xe in poi .
I

cioe If (x)-LISE
(
cioe per ogui x Exe (L- E s f Cx) S Lte)

Versione corn patta :

V-E > o F the tale che x z Xe ⇒ IfAl-Ll s e



Interpretazione graf ica :

*
←

y -FA)

Lt E
.

-

×

The

Osservazioni

. Posso usave it disegno del grafico di f per
dimostrare che fin

,

f Cx) =L ?

No
, perche nel disegno non si vede Cosa

succede per x molto grande e por E

molto piccolo .

It grafico serve solo a farsi un ' idea
.

• Per le stesse region's non posso usare heanehe

un computer .



• Dimostro che line e- × - O
.

+→to

Dato Eso (quealunque) vogliotrovave Xe Tale che

1 EX- ol s E se XI Xe .

Per fav lo visoluo la diseq .
Ie-I 01 SE :

Siccome €101 = text e-
×

,
ho e- × SE

cioe - X s log E , x I - loge = log (VE) .
Riassumeudo I e-I ol SE se X 's log (YE) .

Pveudo allora Xe log(VE) .

. bin = 0 ,
×→to ex - GX

me questa lo si dimostraconTeeniehe che

Vedneuro pin iuea .

.
Per poster pavlak di fin

,

f Cx ) non serve

che il dominio X di f Sia IR
,
basta che X

contango humeri che
"
si auoicinano a too

,

cioe

HM 3- xEX tale che x IM
.



Cosa signifies Che fujii
,

f G) = -10 ?

A Heuzi one i la defiuizioue di prima non fuuzionaperehe

I fix) - Cto ) / S E non ha senses (to non e- un numero) .

Defining one (di eiuiite infinite per x→ too )

Data f : R→ IR (oppure fix→ R con X t. c . . . .)
si dice che f → to per x→ to se

per ogni " soglia ,,
M
,
Vale f Cx) I M per x da un

Certo punto Xu ni poi , cioe :

FM F XM tale che XI Xie⇒ fcx) IM

Mw:
← y=fCx) !

I J
Xµ

Seriate voi la definitione di feige
,

fG) = - co .



Altenaare men sempre il liveite di fCx) per a→to

esiste
.
Per eseuepio Ain seux mon es,

a→ to

'ste !

Y

1

IT #
I

p
X

✓ 21T

- 1

Dewine Cdi eimite finite per x→Xo)

Bati f : R→ IR
,
LE IR

, XoER , si dice che fG)→L

per x→to se :

per ogwi E so

> cioe If Cx)- LISEf (x) approssima L Con ewore S E
( L- es f she)

per ogui x sufficientenroute viciuo a Xo

per ogwi x t. c . K- Xo ISSe
Versione compacta :

↳
per un certo se

V-E> O F Sexo t . c . Ix - xd Sse⇒ I fed- LISE .

& X t Xo



y
^

LtE

L¥
y=fCx)

-x
Xo- Se Xo Xo-18g

Ossevo
.

Come prima , per par lane di eiuiite di f Cx) per

X→ Xo non serve che il dominio X di f sia R

ma basta che X conteuga punt arbitrariameute
Vicini a Xo ,

a'OE :

V-8 >o F X EX tale che XtXo e IX-Xo ISS .

Scrioete per esercizio le definition maneanti :

f-Al is
, FAI is

, f-k¥+6- is ,

f-HI,⇒oL , fklxt.gs , f-k¥8- is .



Esaupi

1) Y

z - . . . . . .

, ←
Y- fk) ¥iY•fG ) = I

i

1- . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . flighty fCX ) = 2

I
, fit x lying feel = - as

fufu feel =
- 1

mon si piece partare
di limiter per a→

- l !

2)
Y

lui ¥ mon es iste !
Y -- gf x→ o

µ - ' ' ' '

.

-y
i

! I X
: 1
"

. . . .- - µ



AMI gest 20/21 Lez
'

one 10

10/10/2020

Prosegno doll
'

Ultimo eseuepio di devi :

fig# mon esiste .

Y

Y -- f-
µ - ' ' ' '

.

-y
i

! I X
: 1
"

. . . .- - µ

[no]
Ma se considero solo x so

,
a'OE x tender

a O " da destino
,
allow ¥ tended to

[ " da sinistral, ] Ecs]



Defiuizione di limit destro esinistno

Data f i IR→ IR
,
to C- IR

,
LE IR

,

dice che il limit difcx) per x che

Tarde a Xo da destra (da sinistral e- L

lien f Cx) =L opp . feel→ L
thot xoxo'

(xoxo ) Cx→ xD

se

V-E >OF Se > o t. c . Xosxfxotfe⇒ If Cx) -LISE

( Xo- Ses Xd Xo)

Osserv
.

. Peu parterre di limiter destino (sinister)
di fCx) wi Xo basta che il domini o

X di f centeuga punter x arbitration .

vicini a Xo e stneltaweute maggiore
'

(minora) WOE
exo- Ss xoxo )

V-8 > o F XEX t . c . Xo s tf Xo-18



Per eseeupio ,
rien ha sense Darlene

di line logx
x→o

' Gif
.

fix ) =L ⇐ Yigalglegigfld-L.se
fujgof.GS#fegigo.fCxlCoppwre

Uno dei due men estate) allora

lui f Cx) rien esis te .

X→ to

• la def . precedent vole per LER

nee si put esteudeue a Leto .

Fateh per esevaizio . E diueosthote

che ¥g¥ = to effing # = -o .



Funzioni continue

Defiuizione

Data f :
XII

, IR e Xo EX
,
dio che

f E continua wi Xo se

VE > o 3- Se > o

t.c.hxxosge-slfcxl-fkdlsyxap.pro
same f appntossimafko)

Xo on err. 58g An error SE

Dio che f e- continua se e- continua in ogiwxoex .

Ossett
.

- La eentiuuita meeee data per sontata quando
si usa la caleolatriee o il computer per

caleolave fcxo) Sexo ha infinite eifvedeeimali

• Se f E continue in to allow liufcx) - fko)
( se si wie pavlak di limit )

"→to



1 : : : : ÷:
"

oguifi IN→ IR E continua
← humeri natural's = {0,43 . . . . }

ma rien si peut palace di bin f Cx)
Wo

par alan xo (trainee to) .

• Tutte le fuuziari elementavi viste Rhona
Sono continue ( in tutti ipuuti dell

'

nisieine

di defiuisiaie) . ( non lo Di nostro)

Demander i
la fanzine ¥ e- continua uio?

La demander e- need posts perdie

0 Now appavtieue al dominie di Ig .

• Tutte ee operaslain elementals
' Selle

fuuzioui : Somma
, prodolto , composition

(fcxltgcx) (fCx) . gas) ( fcglx)) )

Mandaue fruition continue wi fuwioieui continue .

(NON LO DINOSTRO)



Quiudi tutte le fuwzicui date dawn
'

unia

formula Sono continue .

gieedoygiuio
- be fewsieue f ÷ {

t m × So
g

- l per x so

discontinue (non e- centuries) in 0

poeetee

liu f G) = I = flo)
got

ma

lui f- Cx) = - I
*→o

-



Calero dei limit Cfaeiei)

Zegole
"
di buon senses

, spiegate per eseeupi .

. fig
,

de 't ¥ ) = 0+0=0
t, t
O O

Regda : se f
,
Cx) oh , efz z ( Li , LZEIR)

allots f
,
G)+ fix)→ Litle

tho

Iu siutesi " il limit della Sanwa e- le Somma

dei limit , .

' Inf ytzt COS X = to
dis wt'scase

Regola : Se f. Cx)→to Go) e fo An LER
xoxo

allora f
,
G) +fix→ to C-o)

→Xo

Siutesi :
"
to -1 L = to g e

"
-as -1L = - as

,



.
lui ex-1×2 = to

truly. to
Regola :

"

Lto ) -144=+0 ,

eaualogameute
"
C-as) -1C- es) = -o ,

Alteuziene Se ffxygfotbefzcx.IE-

allora men posses dire quote ie limit

di f
,
G) + fzlx) per

X→Xo senza informal
.

pin precise .

In sihtesi :

"
(test to) found widetevnu . ,

Es le'm x2+x = to ( loreediauuo
→as f, d, dope)

1-Cs -Cs

lui 84×3 = - as
" "

x→ -w t, t,
+co

-W

- live xtcosx = to ⇐ xteosx Ex- I → to
Htcxoxo tho toned

evite



O O

q g
- ( 3.tt/f2tex)→ 3. C-2) = - G

w -
te
3-10--3

-240=-2

Regala Sef
,

→ L, e fo → Lz
→Xo +→yo

I ↳↳EIR

Allora f. Cx) . fzlx) → Li -Lz
+→Xo

( " il lime del prod . e- il prod . deiliw;)

' Ino, ¥ . ooscxtlt) = - g

f, I
fiuelusoh.to

to Cosme - I

Read
"
to . ↳ {

to se Lso

-co se KO
,

lui e
"

logy =
I uidusol-o

esta
f, to
1- is
to

life, logf-slfgiglogx.by = - es

d. ¥.



Attention as . O
,
e
"
-0.0

,
Saro forme

indeterminate
.

⇐ fgio.gg
.

eggs so Criiiueei )

list . "¥:%g÷E÷.gg#x=-vs&

I
0 to

9

. bin cost
= O

wot eogx

±
Regala

±•
= 0

a

Attention
"

f- = + es
,

Es XIE wa f- wage
Ma vale

"

ok, = to ,
"

f- = -o ,
t,

il reeiproeo di wee

fuvxiaie dee teeudeao
da destra Cabe e- pros)
eteude at



Piiu ai generale
"

¥,
= {
to se ↳o (widusotcs)

- es se LL O ( uieluso -o) I,

"

Lg = {
- O se ↳o (widusotcs)

-

to se KO ( uieluso -o) I,

lgwfrhe
a O

g
fovea wideterminate,
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Limiti
"

facile
,
(conclusion)

>evil Caicedo dei limit valgono tutte le negate
"
intuitive , che Uno si aspdta .

Ma alteuzi one alle forme liedeterminate :

"

text to) , ( "to - co
, )

"

⇐ o) . O
,

"

¥9
,
i
"

do
.

i

"

I
,

ma
"

to = -10
,

; = -o

,

;

"

to -10=+0
,

" ¥g=Q, "

⇐ co) . (IO) = to ,

Formula di Cambio di variable

se fol→ Yo allora liiugffcxl) = kingly)
xoxo x→Xo T Y→Yo

Cambio di
Vaviabiee

ye f- Cx)



Ein cos (ex ) = him cosy = cos (O) = I
x→ -o T y→o

Cambio Var
.

Y = ex

Osservo che

se x→ - is

allover y→O

Figo, aeetaullogx) q ylujnaretauy = - Iz
y = logx

se x→Ot

Allora y→ -A

fig
, .bg/log(logxDqluielog(logy)--hielogz- toy→ to T 2-→to

Y - logx z - logy

Cuviosita : se ealcolate log (log (log x )) een

la eakdatrice olteuete sempre humeri 52 .

Alteuzi one Pud succeeder che ylnjyogly) NON es ist
heute esiste bin

→xo
9 HAD ,

Va bene applicator la formula se ling Cy) esiste .

7770



Eseuepio
lui 1- =

lui e- × = lui EY = + is
+→ is ex te-o p y→ to

Ye -X

ma

bait line 1-
×→ -a ex q y→ o y

mon esiste !

Y - ex

Gu effete
'

basta stave piialteule :

bint lui
as-a ex q y→city = to .

b- ex

e Osservo die

seas -es
,

allora y=e×→ Ot



Lezione 10 - seconda parte .

Esercizio : Calcolare l'm ×
?
- X

X → tua

Soluzione : lim X
?
- X = tuo

+ → + lo

Sappiamo che se l'm flx ) =L e l'
m glxl = l

'

elasommax
-IXO X-1 Xo

lt E
'
è definita

,
allora limflxltglxle.lt l' .
-

× → Xo

come primo tentativo calcola l'
m ×

'
e l'm -× e

+→ tuo X -Itis

provo a vedere se in questo caso la somma dei limiti è definita .

l'
m X

'
= + io l'm -× = - io e tu - - è una forma

+→ tuo × -sta indeterminata
.

Quindi non vale che £: × ' - × = III, ×
'
+ fifa -×

Scriviamo X
'
- X = [( 1 - 1)

×

In questo caso vediamo l'espressione come flx) [ glxtthlxi ]
con flxi = X

'

, glx) = 1 e hlxl = -¥

Sappiamo che se l'm flx ) =L e l'
m glx ) = e

'

ciao- l
'

è ,

× -' io +→ × .

allora
o

flat .gl> I = l - l
'

.

Vediamo se possiamo ora applicare le regole di somma e prodotto .

lin flxl = l'm ×
?
= tuo

+→ to X-it -

lim glxl = lim 1 = 1

Xhtml X-1 to

lim hlx) = l'm
+→ tuo +→ +•

-È = 0

1+0=2 è definito ⇒
•

1 - ¥ = Io
1 t figIio = 1+0=1

.

+ io . se è definito ⇒ È:p Ha - f) =
• F)(III. ^ letto .

Osservazione : in questo caso avrei potuto anche scrivere

XZ -X = XIX - a ) e

Cina xlx - a) = × ) [ (II.
•

× ) + ( E:[
,

- a)) = tu infatti
×-it -

l'm × = tu
,
l'm - a = - 1

,
la somma tw -s è definita e vale te

,
XX- X -1 tra il prodotto tu .tn è definito e vale tuo .



Ci sono casi in cui raccogliere il termine di grado massimo funziona ,
ma raccogliere il termine di grado minimo no

.

Esempio :

l'm ×
>
-Xltx

+→ t lo

+41 - ¥ +¥ ) l'm ×
'
= tu

+→ tu

l'm i = a ¥:L = o

•
È ' oX-it lo

stato a- a ⇒ l'm 1- ¥ = ¥7
,

it

•

-It
•
È = 1

+→ tu

+a- a è definito ⇒ fine + ' ( n - Etta ) - ( ¥7, •

1- ¥ letto
xlx ' - x te ) l'm X = tuo

+→ tu

l'm +
'
= tu l'm - X = - io l'm 1 = 1

+→ tuo + → tuo +→ tuo

ma la somma tu - vota non è definita .

Esercizio : Calcolare l'm
1

+ → - so Xsixc

Soluzione :

come primo tentativo calcola l'
m x

'
e l'm ×

'

e
X -7 - io X -7 - lo

provo a vedere se in questo caso la somma dei limiti è definita .

l'
m è = - io l'm ×

?

= + • e - • tuo è una forma
× -i - - xu - o indeterminata

.

3 2
3

Quindi non vale che lim Xtx = l'm X X lim ×
'

.

+ → - o X -1 - io X -1- io

Scrivo +
'
+ X
'
= X

>
(it ¥ )

Vale l'm ×
'
= - so

,

l'm ft f) = 1 e l'm X
>

( it ) = - d. 1=-0
.

+→ - D Xi - a × → - O

Possiamo concludere
• + + a

= Io (Az )
= ° '

Esercizio : Calcolare lim × ' - ×

+ → + so Xsixc

Soluzione : Negli esercizi precedenti abbiamo visto che

lim X
?
- X = tuo

.
Inoltre

,
visto che l'm ×

'
- tao e

+ → taoX → tuo

l'm ×
'
= to . Abbiamo l'm X

> txa.to
.

+→to X→ to

Pero' il quoziente ta è una forma indeterminata
.

+ a



In questo caso possiamo scrivere ×
'
- × +41 -¥ )
xstxr
'

x. (« ¥ )
(^ - E) ' (È ) .

Vale : l'm ¥ = 0
,

•

1- = 1
,

• 1¥
,

= e '

+→ t-

Il prodotto 0.1 -1 è ben definito e vale zero
.

Dunque ¥: = Io t - It' lat )
=

e
. ) ⇒ t - Intel ) - a. sia > o

.

Esercizio : Calcolare figo èt

Soluzione : l'm è t = l' m è + lim ¥ = to t o = t O

+→ to X-it o × → too

Esercizio : Calcolare ¥70 èt

Soluzione : Il limite NON Esiste
.

Infatti l'm
+ → o

¥ non esiste
.( se però l' esercizio avesse chiesto di

-

Calcolare

fino èt oppure ¥70 . èt] avremmo avuto :

¥7 ¥ = to
, fig . ¥ = - o a

fifa èt ' ¥7, è + E:* f- = 1 + Ita ) = to

¥7 . èt = è + ¥; f- = 1 ti-a) = - o

Esercizio : Calcolare l' m 1

+→ o sinceri
è

.

÷"
Soluzione : Il limite NON esiste

÷

Esercizio : Calcolare l' m ^
(sine ) )

'

+→ 0 (simcxl ) '

Soluzione :

l' m 1

+→ 0 (Simcx 1) 2
= È = + 00 simlx )



Esercizio : Calcolare l'm (zt cosa) ) x
+→ tra

Soluzione : Sappiamo che l'm coslx) non esiste
,
ma

+→ to

- 2 E COSA ) E 1

1 E coscxlt 2 E 3

quindi ( 2 task ) ) x 7 X

Inoltre l'm X = to
, quindi l' m ( ztcoslxt ) x = tono

.

+ → to X-Ita

Esercizio : Calcolare l'm sinceri

+→ tra X

Soluzione : In questo caso -1 E simlx) e 1

⇒ - ¥ e si × ' e ÷ .

Vale fiffy -¥ = 0 e l'm ¥ = 0
, quindi l'm sink ) = O

X-it o + → tuo ×

Esercizio : Calcolare l'm èlztsimlx ) )
+→ tra

Soluzione : - 1 E sinlx) e 1

1 E 2 -1 simlx) E 3

è e èlztsimcx ) ) e 3 è

Ita Ix -sto
✓ v

+ a tw

quindi l'm èlztsimlx ) ) = to .

+→ to



^

Esercizio :

a- _
2 Qual è :

i) il dominio
,

÷: ÷::÷÷
Svolgimento :

i) Dom(f) = (- so , a) vlqtoo) .

ii ) In#I = C- so
,
23

.

I
1

iii) lim flxl = O
X -7 - ao

lim flxl = - o

× → o

lim flxl = 1
X -sto



Esercizio : Dato AER e data f : f xeo f : R → R
× so

dire per quali il 1) la funzione è continua

2) la funzione è invertibile
.
Per questi valori scrivere l' inversa

.

Svolgimento : a) la funzione è definita a tutti e sia per Xco che per ×>o è definita

tramite una formula
,
sia per xco che per X>o è una funzione elementare e sappiamo

che è continua
.

Resta da vedere cosa succede in × = 0 .

Affinchè sia continua anche in zero serve che

floi-figg.tk/=Ez+flxt

Abbiamo flo) = ftp.flxi-o e anche firme Arts = 0
.

Quindi KXER la funzione è continua
.

2) Affinché sia invertibile vogliamo che la funzione sia biiettir
.

E
'

facile disegnare il grafico di f :

al variare di X

di te sono rette con

pendenze diverse
,

tutte

passanti per ( 0,2 ) .

11=0

Se il > o f è biieltiva
.

1
Solo per il > o

calcoliamo l' inversa : per xp abbiamo che y = 1- ×
'

, dunque X! 1 -y
⇒ se y ad allora 1 -y > 0

, quindi posso fare la radice

⇒ X = - 1 ] con yts .

↳
poiché XEO

Per × > o si ha y = dita ⇒ X = 9¥ e y > 1 poiché × > 0 .

se yea"non '"" { !! se . . .
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Limiti
"

facile
,
(conclusion)

>evil Caicedo dei limit valgono tutte le negate
"
intuitive , che Uno si aspdta .

Ma alteuzi one alle forme liedeterminate :

"

text to) , ( "to - co
, )

"

⇐ o) . O
,

"

¥9
,
i
"

do
.

i

"

I
,

ma
"

to = -10
,

; = -o

,

;

"

to -10=+0
,

" ¥g=Q, "

⇐ co) . (IO) = to ,

Formula di Cambio di variable

se fol→ Yo allora liiugffcxl) = kingly)
xoxo x→Xo T Y→Yo

Cambio di
Vaviabiee

ye f- Cx)



Ein cos (ex ) = him cosy = cos (O) = I
x→ -o T y→o

Cambio Var
.

Y = ex

Osservo che

se x→ - is

allover y→O

Figo, aeetaullogx) q ylujnaretauy = - Iz
y = logx

se x→Ot

Allora y→ -A

fig
, .bg/log(logxDqluielog(logy)--hielogz- toy→ to T 2-→to

Y - logx z - logy

Cuviosita : se ealcolate log (log (log x )) een

la eakdatrice olteuete sempre humeri 52 .

Alteuzi one Pud succeeder che ylnjyogly) NON es ist
heute esiste bin

→xo
9 HAD ,

Va bene applicator la formula se ling Cy) esiste .

7770



Eseuepio
lui 1- =

lui e- × = lui EY = + is
+→ is ex te-o p y→ to

Ye -X

ma

bait line 1-
×→ -a ex q y→ o y

mon esiste !

Y - ex

Gu effete
'

basta stave piialteule :

bint lui
as-a ex q y→city = to .

b- ex

e Osservo die

seas -es
,

allora y=e×→ Ot



Derivates

Jefiwizione e motioazioni

1
. Motivazi one geometrica

Problemai trovave tequazi one della retta

tangent at grafico y - f Cx) Mel punto Po

di ascissor Xo

Y

← y=fCxl

← R - retta

Po
tangent uipo

i.
i

1 X

Xo

Sicome Po - (Xo
,
fcxo)) ,

lerette passant
'

per Po hanno equazi one

Y = MK-Xo) tf ko)
← Coefficient augdare



Resta da trovare il Valone di m
.

Thendo be so piccolo e considered Is

retta Ree che passo por Po e

Ppe
panto del grapico
di asci Ssa Roth,
cioe ( Xoth, fGoth))

Y

y -- feel→ ← Ra retta passante
per Po EP

Pen ← retta tangents R
9

Po
.

i. i

i i

l l X

Xo Xoth 0£ = f-Goth)
- fad

er

11
Idea : ie coeff . angdare ma di Re

tender a m quando le→ o

eioem-luie.me
= line f-Goth) -flxo)

h→o heob-
rapport incremental



2
. Defimizi one di deviate

Data f : IR→ R e xER
,
la derivates

di f wi x E ie limit (se esiste)

f-
'

G) = line fcxth) - fix)
h→ o h

Notazioni alternative : f- Cx) , d¥ , 4¥
T T

la Usiamo si usa in
R fisica
U

se f : X→ IR e x EX , per partare

di deviate di f iux serve che es isTono

h arbitrariamente piccoli te . Xth C- X
.

Se f ' esiste e appavtieue a IR
dice che f e- devilsbile in X .

Se la deviate esiste in tutti i punt
'

del dominie di f dice chef e-

derivable (sax )



Ossewaz
.

u Non sempre la deviate esiste .

Es
.
i Sef Cx)- 1×1 allow la deviate in 0 honesiste .

Kotha = lead = {
b se bio

- l se h so

qviudi line fatal - flo)
h→o a-

rien es ist
.

In guest case perf esistono i eiuiti

destvi e fiuistri , ehialuati deviate destino

e sinistral
y

ye lol

. X

o la deviuatapuo essene to (o -o) .

Es
.
i se f Cx) is Xa Cen Osas I

,
allora

f ' = lhujuoflothff = had
=Eo¥a=¥ - to



Y

T y = ya

x

← s

" ie gvafico ha peudluzd to in 0,

• Se f E derivable in X allora e- continua

wi x ( non lo diiuostvo) .

• Caicedo la deviate di f Cx) = If a partre

daha definizi one i

44
'
= lui Gt e)

2×2

h→ o h

= leunjoxlthatzhx -xx

= ¥0 (ht 2x ) = 2X
.

Non e- cost che si cakedano le deviate!



Alte interpretazioni della clericsto

• Velocita ( sealane)

considered P panto in movimento hello spatio .

India con d Ctl la distanza pereorsa da

P a parterre dall
'

istante iuiziale
.

Velo citi media hell
' intervale di tempo [to,ti

e- Od d Cti) -doo)Vm = =-

Ot ti - to

velocities all
' istante t

Vct ) = lui (v media in Ct ,ttoE)
Otro

= bin dcttotl - dlt) = d ' (t) .

Otro Ot

cioeveloeita
= derivata della distanza pacorsa .

(sealane)



• Velocities (vetore)
P come prima .

La posizione at tempo t

e- Pct) = (Xlt)
, yet) , 2-Ct)) ← oeltoreui 1123

S postamento tho l
' istante t e e '

isTante t tot

OP = Plttot) - Pct)← better inR

= (xcttot) - xct)
,
ycttotl -yet)

,
2-Cttot)-zGD

Y
a Pct)

• ←OP

•
pettot)

>x

z
L

Veeocita ( istautahea) at tempo t

Ect) = leni DI
Otro Ot

=
leni Pcttott - Pct) = Pict)
Ot→o Ot

= (X ' Ctl
, y

' Ct) , 2-
'
Ct) ) .
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Calcdo delle derivates

Le derivates si catalano utilizeando

- l ' eleuco delle deviate delle fuuzionielemeutari
. un insieme di regole ( Usate per combihare le
deviate delle fuuzioni elementavi e Ottenere

quelle di funzioni pin Comptesse ) .

Oggi do I ' eleuco e le regole , spiegando come Usar le .

Le dimostrazioni Verranno date hella prox . Kei one .

Tauda delle deviate elementavi (a , b Sono humeri)
f Cx) f'Cx) f Cx) f'Cx)
A O Seh x cos X

axtb A Cosi - seux

** g:
"

÷:/ '
co:*

at a>o toga . a× 1areas x -

log x f- VIX

arctanx 11+122



Og ni formula vale wi Tutto l ' insieine di definizione di f

(e in portico lane f e- derivable in Tutto il domini o)
con le segueuti ecceziomi :

- per Oca l
,
Xa e- definite su (O, too) , continua

ouunque , e la dericsta in O e to, mentire

ax
't '
mon e- definite in O .

. aresin x e- definite su fi , I] , continua ovumque,

e la deviista in Ib e + is
,
menthe v¥*

non e- definite in It .

Un disease analogo Vale per arecost .

Regde (f , g Sono fuuzioni , a, b sono humeri)

1
.

Derioata della Somma : (ft g)
'

e f 't g
'

a'OE (fcxltgcx))
'
- f ' t g

- Cx) ; non Scriver la var . x

per seueplifieare la formula

Caso partialare : (fta)
'
= f

'

Esempioi

(ext xD
'

= (ex)
'
+ (xD

'
= ett 2#

'

= ext2x

1- bis
.

Derivata della difference : (f - g)
'
e f

'
- g

'



2. Derivates del prodotto : (f. g)
'
e f ! g-if.gr

Caso porticoLane : (af )
'

= af
'

Esempi

⇐ 2. logx )
'
= (xD

'
- logo t xz . (log x )

'

= 2×2-1 logxx x2¥ = xfzlogxtl)
(2B - 3g )

'
= (2x "2- 3. I ' ) '

= 24112)
'
- 3# t)

'

= 2.1-25112- 3.G) 52 = + ¥2

3
.

Deviusta del rapporto : (Ig)
'

=

F-

gg-zf.gl
Caso partiedare : (gt ) 's - GI
Eseuepioi

(9¥ ; )
'

=
CHA !Heil - CAD -Gea '

(X2- 1)
2

=
2x (Ell - 441) 2X

=

(I z(x - 1)2



4 .
Derioata della fuuzione composta :

f- CgcxD] 's f
'

(gcxs) - grey

Caso partialare : (fcaxtb))
'

= af
'
(art b)

New Uso introduces la variable y - g Cx) e la

formula diveuta
←
deviate n'sp .

alla

[f(9 I ]
'

=ftp.gyxgvariabieeyesostituisco
a y

'

il valone g (x ) in un passaggier
successive

.

Esaupi

(e)
'

= (e Y )
'

. (x4-H
'
s e

'd
. 2x = et 't ' . 2x

.

flykey
in

gcx XII
↳ deviate n'sp .

/
,
alla variab. y

-

(VIX )
'

= Cy 's)
'

( i - zig
'
= { y C-z)

-

ftp.ry-yk =
- Tyr = -¥*

g Cx ) = I - 2x



Eserazi

y
-

I
.

(EI )
'
= (eYJ@euxj-eY.eosx-eseuxcosxfwuzioneicempostafCy1.e

's got = sent
funzione composta
f ( y ) = y

'k
, g Cx) = I

- X2

-

2
.
x Tix = 'tf t x . ( C

'

y

= fix + x. (y 's) ! f- xD
'

= Exe t x . z y
't '

. (- 2x)

= Exa - Ny
- I
= Exa - ¥×z= t

y
-

Z

3. (log (log (logx) ) )
'

= (logy )
'
. (log ( loot))

'

- -
fun2- ione comp .

fund
'

one comp .

fly b- log y
f the logo , gcx) -eogx

guy = log (log x)
=

'

g
. (log z) ! (log x)

'

I
= ty . ¥ . I = x. logx. log (logx)



E '

@eetaulggI.careta.nyI
'

hiya k¥4
= = = -¥

5. fog
'

prima sample
'

ficave! !

log I = log ( l I = log I
= log Dsa ) - log (G- DE) =3

,
logAtl) - 3g log (x- i)

(log I
'

= ⇐ logAt D - I log Cx- ID
'

= 3g (logAtl))
'

- z (log (x- D)
'

= 3g .
- I# = - 3¥19,



6. (xx )
'
= ( exp (xtogx ) ) ' = '

lxeogxl
'

ab = ebeoga
= EY ( CN ! logxxx (log x)

')
= exp(blog a) = ex lost ( logxtl)

= X
"
( login)

Torno agei esercizi sui limit .

"
I

7-
.

09
,
E una forma indeterminate o no ?

Traduzi one : date f Cx) e g Cx) Tali che

f Cx) e got→ too ,
xoxo

posso dine qual e- il limiter di fG)
9

(per xoxo) senza bi sogno di attire info ?

Per vispondere Scriver f
""
come potenza

in base e i



to - as

q r
-

f 9% exp ( gas . log D)→
"

e-9=0
--

t
- co

Dunque
" Oto = O

, ( won e- una forma indet .)

Allo stesso modo si ottiene
"
O
-•

= to
1)

'

8. For vedette che
" 1+9

,
E una forma indet .

Procedo come prima ;

+ as

I' to log 1=0
- r t
- -
-

f- G)
9"'

= exp ( guy . log HAD ) e
"
to - O

,

E
-

f, una forma
1 indeterminate

Nota : anche b
- •

E una forma indet .



9.
" OO
,
E una forma indeterminate .

O
o -co

I. t t
m- g

-

f- G)
9 '"

= exp ( gCx) . log D ) e o . -4 e

-
"

t una forma
Ot indeterminate

10
.

Dire se le segweuti Sono forme violet
.

oppure no i

"

+•+9
, j

"
+ es
-

9 , ;

"too
, ;

"

2+0
,
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Dimostrazioni delle negole di devivazi one e delle
deviate delle fuuzieni elementon

'

E '

important fade hell
'
ordure giusto !

Regolab (ftg)
'
= fig '

Versione preeisa : date f , g : X→ IR derivable in un

punto X EX
,
ahora f -1g e- deniesbile uix e

(ftg)
'
ex, = f

'

Cxltgkx)

(Per le pvossime regole Now enomoto la versione precisa.)
Dim

.

Sarto dal rapport incrementale di fig :

(fcxthxgcxth) ) - ( f Cx)-1901 )
=

e

fcxte) - f
+
gcxth)-9K)

→ f
'
+ gtx)=

h h h→o- -
J, h→ o f, h→o

f- ' Cx) g
'
Cx)



Regdaz ( f.g)
'
= f

'
. g + f.gl

Dine
.

Sarto dal rapport incrementale di f. g i

fcxth) gated - f glx )
=

he

=
flxthlglxte) - fG)glxthltfcxglxth) - f Cx)

e

=
flxthtglxte) - fG)goth)

+
fcxlglxth) - f gcx)

h h

=
fcxtbe)- f Cx)
q getter) + pay

9Gte) - g

-w e
f, h→ o f,h→o the

f- ' Cx) gcx) gtx)

To ftxlgcxtfcxlgicxl

Regda 4 [ ffgcx)) ]
'

= ftp.glxjcony-gcx) .

Dine
.

Sarto dal rapport incrementale di f-(gli)) :

fcgcxta) ) - fcglxl)
=

he



=

fcgcxte) ) - fcglxl)
.

gcxta) - gcx)

gcxta) - gcx) a e.→ o
ftp.gtx)

Sostituzi one :-
-

y : - ga → 11 tho

ki-gcxthl-glx-fcy.tk) - fly) 9
'

allots : k

ytk-glx.ie) f,
Koo

k→ o per h→0
fly )

Questa dimostrdzione mon e- del tutto cornuta perche

si divide per gate) -g Cx) , che potrebbe essene O
.

¥5 (Derivates dell
'

inverse)
Se
g e- Quiversa di f allora

g'Cy) =¥, dove x=g(y) cioe-y-f.CN .

Iu guest enunciator conoiene Cesare lettere diverse per le

variabili di f e g .

Dive
.

Per definizione di inverse hoche x -_ gffcxl) per oguix .

Derioaudo questa ideutita otteugo :

y
-

b = (gcfcx))) 'q gtyl . fix ) .

Reg . 4



text b)
'
= a

im
. Calcote il rapport incrementale :

(akey + b) - lax+ b)
=
aft ah -Vb-at-8

, a

b b

e auche il limit per h→ o e- a .

6×5=07
obleiua : non ho mai definite ie numero "e

, .

Dave la defiuizi one pin in EE nel Corso .

Uso qui la segueute proprietor caralteringante :

line ett
= b -

boo a

Dim
. Scriver it rapport increw .

di ex :

e
#

ka ex = et. elf- et = ex
⇒

e
"

.

-

tho
I



EYE"

Jim
.

Sevivo At = E' look
, Quindi

Reg . 4

(axl's ( e¥5a ) ' ! @Y) ! (x.eogaj
= EY . loga

= ex
- Cosa

. loga = loga. a
"

flog x ) 's #
Jim

.

Ricardo che logy E e' inverse diet
. try

Quiudi Reg . 5 Come at soeito
,

Uso y come$
, variable dell

'

(logy)
'

q
= ¥ = ty "

inversa

x = logy
a'OE ye ex

Quindi (logy ) 's Ig .



(a)
'
e- axa

- I

Jim
. (solo per x >o)

Scvivoxa_eal09Xeqwiudicxays@aTb5xyRI4CeYY.Ca.eogx) '
= EY . a. (log x)

'

= eaeogx.ee . I
= Xa . a. I = Axa

- I

Zegola 3 Caso particulate : (GI)
'
= - 9g÷ .

Dive
. Reg . 4

(gq )
' I yfy.gtxs-ly-Y-g.CN

w

y =L- y
') - g

'

= -9h = -
941
94g

'



2-egjasogeneraeffgy.figgjfg
'

Dim
. Reg .

2

(fg )
'
= (f. Ig )

' te f ! Ig + f - fig)
'

= GI + f. f-%) = f'S g- af
9
'

.

T
Reg .

3 Caso partie .

(seu cost

Jim .
Si parte dal rapport incrementale :

Senate) - sent
=

e

=
Sewer . Cos x x seux.cosh - seu x

e
sewer . oosx seux - cosh - seu x

= 1-
h h

= cos x. self - seux . toad → cost

- -
h→o

tho tho

I O

Resta da dimestrove che :

(b) bin Senate =L ; (2) laing tagged = 0 .

hoo

T T
forma inde . Oq forma indet.IO



Dimostro (b) .
Considero le segueuti figure piano :

Senk

/ tanh

b e s e b e
- - -

T
2 3

Se soursoppongo
le te circonfereuze , T, , Tz e Tz

Sono contenute una hell
'

atra (T, C Tz C Ts ) e quindi

area CT, ) s area (Tz) s area (Tz)
11 11 11

Esme za tztauh = 's %9h_a
Cioe formula per I'area

sente s h s
Slub del Sehore a' red

.

*
see

cosh E sente
v

e-
SI

Siaome Senda E ampreso tna cosh e I , e

cosh cos 101=1 ( cosh E una funz .
Continua)

he deduce che

sewed → I .

↳o



Un alto modi di interpretare l
'

Ultimo passaggio
e- quest : ie grapico di# (fanzine della oar . h)

h

e- compereso Tra queUo di cosh e queller di b :

^ f yet

I ← y = send

. .
-
-

-
.
.
. L

l l h

y = cosh
→

Siccome i grafiei di b e cosh si Toaano

per he 0 ( perche cos 0--1 ) recess
. Senf → I

h→o
<

Dimostro (2) :

I - cosh
=

( t - cosh)( Itcosh)
h h (it cosh)

= k¥0634, =
Sene

.

saree
→ o

y L
am

I - cos2h = seuzh
tho tho
y seu

= 0
It cos



Lezione 13

Esercizio : calcolare la derivata di

a) logl ) di arctanlxy

b) log ( 5¥ ) e) d- a
Xhts

c) 9×-3

3×-1

a) log ( ) -- logf ) = logf ) = logli ) - logli ) = xlogx-xlogeexleogx.bg e)
quindi ( log ( f)

'

= ( xllogx - lege ) )
'

= logx - legata = log te

i
f- f ( eogx -6gal -- g f-g)

'
= figtojf

b) log ( FI ) = leghe ) - legis ) = log5tbglxh-xlogs-logstobgx-bgs.ir

quindi ( log ( FI ) )
'

eflogstobgx-bgs.ir/'--0t- ¥ - lega = § - logs

-C ) 9×-3 = (3211×-3) 32×-6 32×-6 -Xts = 3×-5

3×-1 3×-1 3×-1
=

quindi ( § l' = (3×-5)
'

= È - lgs = lgg? -

è

d) ( aretanlxl ) )
'
=

1
.

ZX
=

zx

| 1 th)
'

stx "

Ouctanlx' ) = figli ) )
( flglxil l' = f- ' lglxttgilx )

e) ( ¥! :{ )
"

=
4×4×41) - HXYX"-a)

=
4×74×3 - hxtthx'

=
8×3

( "
ta ) ' ( xhts) ' (xhts)

'

'

=

t' g- gif
g
'



Lezione 15- prima parte
Derivata del coseno ( cosa ) l' = - sinlxt

Osservo che :

•
ttxe IR costi - sin (xttz )

• simlxtf ) = flglx) ) con glxt-xt.tt ,
fly ) = sinly )

( ( fighi ) )
'

= flight ) - gin
b

(costi l' = ( sinfxtt )
'

) = Cosfxtt ) - 1 = coslxicoslf ) - sink ) si! ) = - simlxt
Il

0 1

Derivata della tangente
# l' = f- ' gjato

'

'
coslx ) - coslx ) - sinlxt . f- simili )(tanti) )' = Sinlxt

=
cos' lxtt simile)

= 1 + tanti)( cosa ) ) cos' k ) cos' ixt

= 1

Cos' (a)

Derivata dell' arcotangente .

Per derivare l' arcotangente utilizziamo la formula della derivata della funzione inversa .

Se gly) è l' inversa di flat abbiamo gily ) = ^
con X = gly ) .

f-
'

lxl

Dunque (Onctanly ) )
'
=
1 1 1

(tanti ) ) ' un'lx ) 1T fan ( arctany ) ) )
'

1 ty
'

Derivata dell' arco coseno

Ricordiamo che l' zrcocoseno è definito in [-2,1J , ma è derivabile in C- 2,1 ) .

Anche in questo caso utilizziamo la formula della derivata della funzione inversa .

(arccosly ) )
'

=
1

=
1

=
.

1

( costi ) ) ' - simlx , 1 - cos'lxt 1 - ( coslarccotly ) )
?

1 - y
?

se ye C- 2,1) , allora le (o ,
T )

, dunque simile ) 70

=) simlx ) = t 1 - cos' IX )

Derivata dell' ascosero

Anche l' arco seno è derivabile in C-a. a ) .

Similmente abbiamo

( arcsimly ) )
'
=

^
=

1
=

1
=

1
=

1

( simlx ) )
' cosa ) f 1 - Sim ? lx ) 1 - (simlarcsimly ) )

?

1 + yz

yel-a.se) , allora XEEÉIÌ ] , dunque cosa ) » o

⇒ 6) ( × ) = 1 - simile )



Esercizio : trovare l' equazione della retta tangente in + = 2 a flxt-xtz.bg/zx-3 ) .

X2 -1

Svolgimento :

1) la retta tangente passa per F- (e .HU ) = ( 2
, § ) .

2) il coefficiente angolare della retta tangente è mia fila) .

f-
'

( × ) =
X
'
-1 - (Xtz) (Zx )

,

2

(X2- s )' 2×-3

f-
'

(2) = _ 31
9

Yen nnxtq con me - %

Trovo q imponendo il passaggio per P :

§ = -7.2 tq ⇒ qe È

la retta è 99=-32×+74

xta
Esercizio : sia t'× ' ' / ?

+ b !
ri ) Per quali no , be IR la funzione è continua ?

ii ) Per quali no , be IR la funzione è derivabile ?

Svolgimento : la funzione è definita a tratti
,

i ) per XLO e × > o la funzione è continua
,
dobbiamo vedere cosa succede in Zero

.

Affinchè sia continua anche in zero serve che

floi-fijzflxl-E.no flxt
a

f-6) = l'm flx) = e l'm flx) = b
×-1 ot X -70-

quindi vogliamo che b.= ea
.

Preso un qualsiasi pe IR , se D= è allora la funzione è continua .

Ii ) Se la funzione non fosse continua
,
allora non è neanche derivabile

, quindi Umano

dobbiamo avere che se prendiamo a qualsiasi in IR, allora D= la
.

Vediamo se servono ulteriori condizioni .

Per XLO e × > o la funzione è derivabile e la derivata vale

f-
'
ix. èta × > o{

a xco

Affinchè sia derivabile anche in zero serve che

figgi t' lxt = figo. t' ht = l con l# ± io .

Ln extra = ed e l'm 1 = 1
.

+→ ot X -70
-

quindi la = a ⇒ a. = 0

e b. = è = 1
.



Lezione 20

Esercizio : Dato il grafico della funzione f trovare
i) massimi e minimi Assoluti

ti ) massimi e minimi LOCALI

iii ) massimi e minimi Assoluti relativi all' insieme a = E- 1,2 ] .

A
4

{f
Soluzione :

Dom = 1- a. ZJUEE.tn )
2 - o

Imlf ) = [-3 , 1) u [ 2,4] .

- .

-

I
_ . /

- -

i ) Trovare il massimo e

2 - 114 O
i minimo della funzione

- 2 § Ez 3 ¥ f significa trarre\ massimo e minimo

( se esistono ) dell' insieme, Imlt ) .

Visto che abbiamo

-

-3 già scritto Imlt) sotto forma d'
unione di 2 intervalli

,
è facile vedere che

inf ( Imlf ) ) e -3 ,
inoltre -3 appartiene all' insieme quindi

il minimo assoluto di f è -3 e il punto di minimo è

X = - 2 .

Inoltre sup ( Imct ) ) = 4 4 appartiene ad Imlt) quindi
'

il massimo assoluto di f È 4 e il punto di massimo è +=3 .

it) I massimi (minimi assoluti sono anche massimi e minimi locali
.

Vediamo se ce ne sono alti .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di nnaxlmin locale :

A) punti = tangente orizzontale

B) una volta scritto il Domct ) sottoforma di intervalli
,
estremi di questi

intervalli

c) punti interni al Domlf ) , ma punti di non deriva bilità
.

A) I punti del grafico (-2 , -3 ) e (3,4 ) sono gli unici con tangente
orizzontali . Non ce ne sono zlti .

B) Il punto Xe § è un punto di massimo locale .

Esiste infatti un intervallo I del quale + = } è un punto interno
tre che # X E Indomita) vale f- ix. f-Pz) .

Basta prendere I :c [ ? - E , § + E] con E > o sufficientemente piccolo .

Scelgo ad esempio E- E .

Abbiamo I = [1,23
,
In Donna ) = [ 1,7) e ttxe [1

, }) vale flx) Eflsz ) .
Il massimo locale è ffz) > È .

Il punto ×- E è un punto di minimo locale .

2

Esiste infatti un intervallo I del quale × > E è un punto interno
tre che ttx E Indomita) vale fino, f- (E) .

-



Basta prendere I :c [ È - E , E TE] con E > o sufficientemente piccolo .

Scelgo ad esempio E ' Z .

Abbiamo I = [2,33 , In Donna ) = [7,3 ) e ttxe [EPJ vale flx) 7 HE ) .

Il minimo locale è f- (E) = 2 .

C) l' unico punto di donna ) che è un punto di non derirabilità è ⇐ E
visto che in + = E la funzione non è neanche continua .

+ = ¥ non è ne
'

un punto di massimo , ne
'
un punto di minimo locale

.

Infatti non è possibile trovare nessun intervallo I che abbia £ come

punto interno tale per cui tutti gli XE In Domft) verifichino la proprieta'
=

* flx) » FLI ) ( necessaria affinché E- I sia punto di minimo locale )

oppure
* flxi E fl ? ) ( necessaria affinché E- E sia punto di massimo locale )

Gli intervalli per i quali ×> ¥ è un punto interno sono del tipo
[ f- a, ¥ tb] con a. bro .

Abbiamo che pena sufficientemente piccolo (ad esempio oca e a)

[ ¥ -a , Et » n Donna ) = [ E - a, E tb] .

Per quanto posso io scegliere a ,
b piccoli abbiamo sempre

* FIE) = 2

* ttx E [E - a , -7 ) vale flx) > 2

* Kxe (¥ . It b ] vale flxicz
,
in particolare ¥ e flx ) e 1 .

Dunque
+ = ¥ non è ne

'

un punto di massimo , ne
'
un punto di minimo locale

.

Il iii) Ora ci interessa solo f
4 LE- a. 2)

quindi ci chiediamo§ quali sono i massimi e minimi

relativamente all' interrotto E- a. ii.

2 - •
Notiamo che

Domcf ) n E- a. 2) = E-1,77 .

-
# stiamo quindi considerando

I
- • /

- -

una funzione continua in
2 §, o

} { Z E s' ± In III. chiuso ,
limitato

Il teorema di Weierstrap
ci garantisce che Mastino, e minimo esistono .

Il minimo è fl- a)
-

-3
ed il massimo è ftp.t .

/ Il punto di minimo è

+= - s e il punto di

massimo è + = ? .

Notiamo inoltre che non ci sono ulteriori massimi e minimi locali
.



Esercizio : Dato il grafico della funzione flxi = - I trovare
x

i) massimi e minimi Assoluti
,
nel caso non esistano specificare

estremo superiore e inferiore .

Ii ) massimi e minimi Assoluti relativi all' insieme a = [o.tw) ,
nel caso non esistano specificare estremo superiore e inferiore .

iii) massimi e minimi Assoluti relativi all insieme B = [a. tuo) ,
nel caso non esistano specificare estremo superiore e inferiore .

Soluzione :

^ ^ ^

i ) ii ) Iii )

| I 1 .

- - A - s

÷

i) Dom = C- io
,
a) vloit - )

In(f)= f-io
,
o) u ( 0,7 - )

Snp ( Im (f ) ) = tu e non esiste massimo assoluto
,

imf ( Im (f ) ) = - io e non esiste minimo assoluto
.

ii ) Guardiamo ora fia
Dom ( fia) = Dom na = ( l - bio ) vlo.tn) ) n [atto) = ( o

,
tuo ) .

Im ( fia ) = (- no
,
o )

Snp ( Imcfia) ) = 0 ,
sebbene zero sia un valore finito , non c' è nessun Xe Dom (fia )

tale che flxleo , quindi Zero non è un massimo assoluto .

Non esiste il massimo .

Inf (Irmlfia) ) = - io e non esiste minimo assoluto
.

Iii ) Guardiamo ora FIB
Dom ( f,#= Dom nb = ( l - bio ) vlo.tn) ) n [sito) = [ 1 ,

tuo ) .

Im ( fig ) = [ -1 ,
o ) .

Come prima

sup ( Imcf ,) ) = 0 ,
sebbene zero sia un valore finito , non c' è nessun Xe Dom (ftp. )

tale che flxleo , quindi Zero non è un massimo assolato .

Non esiste il massimo .

inf ( Irmlfib) ) = - 2
,
inoltre fiale -1 , quindi - s è il minimo assoluto di ftp.

e 1 è il punto di minimo assoluto
.



Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = e' ×' - sx )
relativamente all' intervallo -2 EXE 3 .

Soluzione : Osservo che fia con a = E-2,3] è una funzione
continua definita su un intervallo chiuso

,
limitato e non vuoto

,

per il teorema di Weierstrap massimo e minimo esistono sicuramente .

La funzione è anche derivabile in E- 2,3 ] .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di maximini

A) estremi dell' intervallo [ 2,3)

B) punti = derivata nulla

A) fi - a) = e
' -8+6 '

= è
?

= (E)
'

( 27 - 9 ) 18

f- (3) = e = e

(XZJX ) ( X'-3T )
B) f- ' lxi = e . (3×2-3) = 31×2- 1) e

( ×'-3×7
O = ficxi = 31×2- 1) e ⇒ Xe Ia

f- fa) = ettts ) = è

f-(a) = e
" - "

= è
'

= (f)
2

.

Confronto tutti i valori trovati ( ft- 2) = e-
2

,
fls ) = e

' '

,
fl- a) = e

'

,
flat = e' ) .

Abbiamo

è < è a est
.

Quindi
e-
2
è il minimo assoluto di f in E- 2,3] e

Xe- 2
,
+ = 1 sono punti di minimo .

l'8 è il massimo assoluto di f in E- 2,3] e

+=3 è il punto di massimo
.



Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = ×
> eri

relativamente all' intervallo XE - s .

Soluzione : In questo caso f-b. - a] non è limitato
,
massimo e

minimo potrebbero non esistere .

Per studiare il comportamento della f agli estremi dell' intervallo
dobbiamo ricorrere ai limiti :

lim Pe" = O

X -1 - io

f- ( - a) = - e-
=

= - 0,13

Andiamo ora a vedere i punti con derivata nulla :

0 = ftlx ) = 3×2 e'× tzxsèo = X? (3 TZX ) ⇒ × > 0
,
+ = - Z

z

ft- g) = - [ è
>

= -0,17

Possiamo concludere che il minimo assoluto di f ristretta a C-io , - a]
è

_ [è
>
e il punto di minimo assoluto è - §

Il massimo assoluto non esiste e supl Innlf ) = O

IL- io, -23



Esempio : consideriamo flxl = 1×1

Al1
Il minimo della funzione è zero e il punto di minimo è zero .

Il massimo non esiste
.

Questa funzione è definita su tutto IR
,
ma è derivabile in Italtel .

La sua derivata è f-
'

(XI = { ? se × > 0 .

se XCO

La derivata non si annulla mai
.

Per trovare quindi i punti di massimo o minimo non basta cercare

tra i punti in cui si annulla la derivata
.

Esercizio : trovare massimo e minimo assoluto ( se esistono )
di

flxl = I ×' - al .

Svolgimento : Domctl = 112 e Imiti e [ o, t - ) .
se Xe -1possiamo scrivere la turione come t' × ' = { !§ se → < + < a

se X » 1 .

La funzione è derivabile in C- io
,

- a) ul - 1. a) u (sito ) e la sua

se Xc -1derivata vale t
"
" ' = {÷; se → circa

se X ) 1 .

La non deivabilità in XIII si vede dal fatto che

+7,7, «
= -2

, fifa - 2×-2
, firma. - exe - 2 , fifa 2×-2 .

ELENCO dei
"

sospetti
"

punti di nnaxlmin locale :

A) punti = derivata nulla
B) punti di non deivabilitè .

Abbiamo Cim flat = to ⇒ sup ( Imlt ) ) = tu e il massimo

x -1 ± lo
non esiste .

A) f- ' Ix ) = - ⇒ + a- o

f- (a) = s



B) fl- s ) = o

f- (a) = o

⇒ Il minimo è 0 e i punti di minimo sono # fa .

Inoltre × > o è un punto di massimo locale
.

ESERCIZIO "
tipico

"
: trovare massimi / minimi assoluti di f

( dove f è definita nel suo dominio
"

naturale
"

) oppure
trovare massimi / minimi assoluti di f relativamente all' insieme X

( stiamo dunque considerando fin definite in Donnlf) n X ) .

Osservazioni : consideriamo f:X → IR con X un intervallo / unione finita
di intervalli . Sappiamo che se Xo è un punto di massimo o minimo

locale interno all' intervallo X ( o a uno degli intervalli ) e se x.

è un punto in cui f- è derivabile
,
allora filxo ) - o .

II viceversa non è necessariamente vero . Ciò significa che se xo è

un punto interno ad X dove f è derivabile e f- ' ix.io allora

abbiamo varie possibilità
• Xo puo

' essere un massimo (minimo assoluto

• Xo puo
' essere un massimo (minimo locale

. X, puo
' anche non essere nè un massimo (minimo assoluto

nè un massimo (minimo locale

-* *
flx) = X' flxlex' - sx f-ix. ×'

f- ' (a) = o e 0 è punto f- ' laico e 1 è punto filo) e 0 non è

di minimo assoluto
.

di minimo locale nè rninlmzx . assoluto

né min) max berle

Inoltre ci sono punti in cui f non è derivabile che possono essere punti
di massimo / minimo per f ,

ad esempio x> o per flx) = 1×1 .

E infine dobbiamo considerare gli estremi di Donna ) / Domain X .



Tenendo tutte queste cose a mente
,
abbiamo la seguente

STRATEGIA PER RISOLVERE l' esercizio tipico :

•
ELENCO dei sospetti punti di massimo e minimo assoluto :

A) esterni di Donna ) / Domlf) n X

B) punti in cui la funzione non è derivabile

c) punti in cui la derivata si annulla

A) Scrivo Dome) / Domain X come unione finita di intervalli , che

possono essere chiusi / aperti e limitati / illimitati
.

Guardo tutti gli estremi.

•
Se un estremo è - io oppure tuo :

calcolo l'm flxi = la ,
l'm flat = la

× → tuo X -1 - io

.
Se un estremo è un numero finito na . . . an ma non appartiene a Domani / Domain X

calcolo il limite pertinente ( per +→è oppure + → a- a seconda che ne sia estremo

sinistro o destro )

l'm flat = ls . . .
l'm flat = eh

+ → art +→ ai

attenzione : se uno di questi limiti la .la , es . . . ln è tuo zhlor

Snp ( Imcti ) = tuo ( Snp ( Im (fi ) ) = to ) è il massimo assoluto non esiste .

Se uno di questi limiti la .la , e, . . . ln è - io allora

inf ( Imcti ) = - io (Inf ( ImCfa ) ) = - io ) è il minimo assoluto non esiste .

. Calcolo la funzione in tutti gli estremi ba . . . bm che appartengono a Dance) / Donnetta X .

f-(ba ) . . . flbm )
.

B) Se ci sono dei punti Ca . . . Cw interni a Domlt) I Domain X i cui

f- non è derivabile calcolo

f- ( ca) . . . f- (Cn ) .

c) Calcolo la derivata prima di f. Cerco tutti i punti Xa . . . Xi in cui

si annulla la derivata prima . Calcolo

flxa ) . . . flxi ) .

* Confronto tutti i valori che ho ottenuto : la , . . . .lu , flba ) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) .

Se il minore è uno tra fiba) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) , allora quello è

il minimo assoluto
.

Se il minore è uno tra quelli ottenuti come limite la . . . ln
,
allora quello è

l' imf e il minimo non esiste.

Se il maggiore è uno tra fiba) , . . . , flbm )
, fccs ) . . . fcie) , flxa) .. - fai) , allora quello è

il massimo assoluto
.

Se il maggiore è uno tra quelli ottenuti come limite la . . . ln
,
allora quello è

il Svp e il massimo non esiste.



Esercizio : trovare le dimensioni del cilindro di area minima con volume 1 .

Svolgimento :

(

/
Volume = tra .lu = 1

⇒ La 1

a- Tra

| { L "" = " " "" + "" h = " "" " ¥

Area = flr) = ritmi § con re (o
,
tu ) .

Cerco il minimo assoluto :

l'm flr) = tu
,
l'm fine to

Riot r-it-

fieri = ↳Tr . = file) = o ⇒ 4ft'-2 = o ⇒ r =3 i
tre re

21T

f- ( s ) = 2T +
2

← minimo

3 3

41T? 2T

Il cilindro di area minima ha raggio =
'

÷ e altezza =
°

.

Esercizio : Un foglio di carta deve contenere un' area di stampa di 50 cui
,

margine superiore e inferiore di 4cm e margini laterali di 2cm.

Trovare le dimensioni del foglio di zez minima .

4cm Area di stampa = b. E = 50 Cme

⇒ D=
E

50cm' area = ( L + g)( bt 4) = (ht 8) (Toth)
,
le (o .tn ) .L è

2 2

b lim (Lt g) (50+4) = tuo
b.→ot E

4cm

£; (ht 8) (set 4) = tuo+ •
E

Arcaica) = ( ¥ + 4) + ( ht 8)( - E) = - tiff th

O = Area
'

lL) ⇒ le = I 10

Area ( 10 ) = 18 . 9 ← minimo .

La 18
,
be 9 .



Lezione 23

Sia MEN
,
con il simbolo n ! indichiamo il prodotto di n fattori

m ! : = n . (n- s ) - (n - 2 ) . . . .

. 1

m ! si legge "

n FATTORIALE
"

.

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di è

Fissato de N
, per applicare il teorema dello sviluppo di Taylor serve che la funzione

flxl = è sia derivabile d (oppure dta) volte almeno in un certo intervallo Ic IR che

contenga zero .
Questa proprietà è vera

, qualsiasi sia de IN
,

infatti fine IN
,

f-
'n'
lxi = è

.

Inoltre finito) = e dunque

è = a + × + [ + j? tx! t . . . È +
Olxd" )

d
- d

= Li × Olxdta )
.

n - o d !

Da questo sviluppo ritroviamo che è- si × . Infatti è- a = × + Olxa )

e quindi la parte principale di è - 1 e X.

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di cosa ) .

Anche il coseno può essere derivato in tutto IR quante volte vogliamo .

In particolare

fcx ) = coscx ) f-6) = 1

f-
'

lxl = - simlx ) filo ) = O

f-
"

lxl = - cos Cxt f-
" ( a) = - a

f-
' "

(x ) = si - Ix ) f
'"

lol = o

f-
"
( x ) = cos ( x )

;

Quindi costei = a + filo) . × + f-
"

lgfex
'

+ f
"

×
'

+ f
"
×
"
t fu È t . . . + f!!a)Xdt 0k¥/

lo sviluppo
all'ordine d cosa , = a - ¥ + ¥! . . . .

I
+
Olxd" )

,

con d pari è :

Se ora facciamo lo sviluppo di ordine dta ( che quindi è dispari ) otteniamo

costi e a - ¥ + ¥! _ . . .
I ¥ +

Olxd")
.

↳ informazione più accorta !

stesso polinomio d- prima ne resto Olxdte )

Quindi alla fine lo sviluppo di ordine d del coseno è

con d poi osate a- È + ¥! _ . . .
± ! +

0k¥
,

con d dispari cosa , = a - ¥ + ¥! . . . .
± xd- '

+
Olxdt ' )

.

(d-it !



Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di simcx )

f- (xl = simcx) fio) = o

f-
'

cxl = coscx ) f-(s) = 1

f-
"

(x ) = - simlxl f" (a) = 0

f-
'"

( xie - coslx ) f-
'"

io) = - 1

f- ' 4×1 = simlx ) f
" (a) = O

i. :

Nel caso del seno fnlol = o quando m è pari

Qnin simcxkflo) + filo) . × +f ×
'

+ f-
" '

(a)× + f-
"
lo)x↳ + filo) È + . . . + f}!a)Xdtllxd")

2 3 ! 4 ! 5 ! /

se d è dispari sinlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxdtse ) ,
se ora facciamo lo sviluppo di ordine dta ( che quindi è pari ) otteniamo

sinlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxdta) .

Quindi alla fine lo sviluppo di ordine d del seno è

con d dispari simlxi = X -¥ + È . . . ± ¥? + Ocxd") ,

con d pari simlxi = X -¥ + È . . . ± xd-' + Ocxdts) .

( d- i ) !

Anche in questo caso abbiamo fine ) = × +04' )
, quindi riotteniamo sincxlrx

.

Osservazione : Consideriamo una funzione f derivabile almeno d volte in Ic IR

e supponiamo che zero sia un punto interno ad I
.

Consideriamo il suo

sviluppo di Taylor di ordine d info.

se f E' pari nel polinomio di Taylor appaiono solo termini di ordine PARI
.

se f E' dispari nel polinomio dI taylor appaiono solo termini di ordine DISPARI
.

Dimostrazione :
la derivata di una funzione pari è una funzione dispari

f-(xie fi-× ) ⇒ flex) = - f-
'

tx )

la derivata di una funzione dispari è una funzione pari

f-C-a) = - fcx) ⇒ - f
' l - × ) = - f

'

lx ) =) f-
'

1-× ) = f-
'
Ix)

Inoltre se f- è dispari flo ) > o infatti flxi = - fi-× ) ⇒ flo ) = - fio ) ⇒ zf61=0

⇒ f-6) = 0 .

Se f è pari , allora f-
"
Ix) con n dispari è una fz . dispari e fnlo) = o

f-
"
Ix) con M pari è una fz . poi

Se f è dispari , allora f-'→ con n dispari è pari

fcn' con m pari è dispari e f-
n' (a) = O



Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di logcxta )

f-G) = loglstx ) flo) = o filo) = - I
fili) = ( s txt

' fico) = a

f-
"
lei = - ( stai

-2 f-
"
lo ' = -1 f = -1,7, = + §

f-
'"

(xla +2 ( atx )
-3 f-

'"

(01=+2

f-
" (xie - 2.3 ( s txt " f

" (o le - 2- 3 f
"
lol = - 2- 3 = . l

'

:
4 ! 2 - s - 4 4

finirla. ± (n - s ) ! ( 1 txt
- n

fnco) ± ( n - it ! = ± i
-

=

m ! m ! m

logcstxl = × - [ + ¥ - ¥ + . . ± + Olxdta) .

In particolare abbiamo che la parte principale di loglstx ) è X.

Osservazione : loglxta ) non è definita su tutto IR
, però basta che loglstx) sia

definita e derivabile d volte in un intervallo che contiene zero
,

ad esempio I = E- 42
,
"a ] .

Sviluppo di Taylor in zero di ordine d di (stile con AER

flx) = (stx la flo) = 1

f-
'

Cxi = a (stile
-1

f-
'

( 01 = a

a-2f-
"
(XI = ala-a)latx) f-

"
col = ala-a)

f-'" (x ) = a. (a - a) (a-a) ( stile
>

f'" lol = ala - a) (a-a)

: :

a- ~

finale a. ( a - a) ( a -a) . . . ( a- mta ) (Ita ) finto ) = a. ( a - a) ( a -a) . . . ( a- nta )

(stile= 1 tax ta ×
'

+ ×
'
+ . . . + a. ( a- a) la-a) . . . ( a- alta) xd + ②xd" ) .

3! d !

In particolare per Me - a

1
=
1
-
X + ×
'

_
×
'
+ . .. ± xd + 0(xdta )

1 t X

Noto che se bene e bta con be IN
,
allora la funzione è

derivabile su tutto Il b volte
,
invece le derivate dalla (bta ) - esima

in poi non sono definite per + = - s .

Se ne è negativo la funtore
e tutte le sue derivate non sono definite per + = - a .

Per fare lo sviluppo
di Taylor in zero questo non è un problema .

Basta prendere
I c fa ,

a ) .

Se introduciamo il simbolo ([ ) : = ala- a) ' a-a)
" canta)

e (g) :-. a
n !

↳
coefficiente binomiale generalizzato

Zhlorz possiamo scrivere :

a

( stile = E' (f) × "
n = O



FORMULA del BINOMIO di NEWTON

Siano x. ye IR ,
de N

.
Vale

lxi-gid.FI/d/xnyotn
dove per ned ,

m.de IN (f) :-.
d ! e (f) = 1 .

m ! ( d- n)!

Alcune proprietà del coefficiente Binomiale

d
↳ f- a

(f) =
d!

=D
1! (d - D !

III. !! ) intatti (a:p "a. µ.mn
.

-

a in:'(È )
Osservazione : lo sviluppo di Taylor di ordine d ( o più) di un polinomio
di grado d coincide con il polinomio stesso

,
in particolare non c'è retto

.

Dimostrazione : consideriamo un qualsiasi polinomio di grado di
qlxt = go t qsxtqzx

'

t .- tqd Xd con q , , . .. , qd E R

Scriviamo il suo sviluppo di Taylor come polinomio di Taylor di ordine d e

resto di Lagrange :
d
' (a)

( o ) ×
(Mt ' ) mts

Pdlxlt RDCXI = I 9- n

+ 9 CE ) x
me o n ! (Mta ) !

94×1 = qst 29, X + 39> Xix hqnx
'

t . . .. t dqd xd-1

q
"
(il = 29 , + 3- 2 q , X th

- 3 qhx
'

+ . . . +
d- (d- i ) x

d- <

q'" (× ) = 3.29, t 4- 3.294 X te . . . t d ( d- 1) ( d- a) xd- '
-

/

-

I

mld q
' n'( x ) = m.fm- 1) (n - 21 - . . 3.2 qm + (Mt ' ) m.fm - 1)( n - 2) - . .. - 3- 2 qui , X te

. . . + d ( d- 1)( d- a) .

. . . ( d- mts ) xd- n
-

i

q
' d'
g) = d. (d- 1)(d- a) . . . .

. 3.2 qd

qldt ' ) ( × ) = 0 .

Calcoliamo ora le derivate in zero

qlo) = 90

ÒCO) = qs
q
" (a) = 292

q
'" (a) = 3- 293 = 3 ! q ,
i

ql? (a) = m.IM -i ) - (n - z) - - s - zqm = m ! qn
:

q'd' (a) = d ( d-idol- z) .

. .. .

- 3- 2 qd = d! qd



q
" lol = 9 , Ò =3 ! q, = 93
2 ! 3 ! 3 !

qu' lei = m ! qn = qn qu' ' col = d! qd = qd
m '

n ! d ! d!

inoltre
,
visto che qldt" (xi EO

,
allora il resto di Lagrange è zero

, quindi
d = 0
' (a)

( o ) ×
(Mt ' ) mts

Pdlxlt RDLXI = I 9- n

t 9cma 0 n ! (Mta ) !

d

= E
'

qmxn = qui .
ma 0

Dimostrazione della FORMULA del BINOMIO di NEWTON

Possiamo supporre y #0 ,
Utrimerli se y > o allor (xty )

D= xd e non c' e

niente da calcolare
.

(xtyide [yl ; + a) I' = yd ( Ita )
"

Chiamo § = t
,
ltta )

"
è un polinomio di grado d e

coincide con il suo polinomio di Taylor
di ordine .

ditta)
"
= I' (f) xn
MIO

quindi ( Ita )! ÌÈIIIIEÌ e

cxtyid-ydlfi-aid-ydlii.io/ ! ) ) = IÈ.LI/fI.yd=ndEolIlxnyd-n



Esso Trovare la parte principale di

a) è - 1- zx per + → o

2) è
"
- s - zx per × → o

3) è - cosa) per +→ o

4) è
'

_ cascati per × → o

Esz Ordinare le funzioni

- logx ,
×
'

,
3
,
×
'
# ×
- e

rispetto alla relazione « per + → ot

Es 3 Ordinare le funzioni
zx

xrelogx , , loplxta.net ) , -3×71
rispetto alla relazione « per × → tuo

ES 4 Calcolare lim sin (3×3)
+ → O log (1++3)

Svolgimento :
ES 1

1) lo sviluppo di Taylor al primo ordine
di è è

è
= s txt Olx ' )

dunque
è - s - ZX = 1 # xt @(x2 ) - s - ZX

= - × + Olxr )

= - X to (x )

quindi è - a _ zx ~ -X

e -X è la parte principale per × → o

di ex - 1 - ZX .



2) Scriviamo lo sviluppo di Taylor al

primo ordine di et :

et = 1 + t + Olt
' ) .

Grazie alla sostituzione te Zx otteniamo

è ' = 1 + ex t OLE )
↳ Olzxa ) = 0ha)

quindi
e
"

- s - zx = 1 tzxt Olxz ) - s - ex

= OH)
01×2 ) è una classe di funzioni ,
non descrive una sola funzione .

Non abbiamo trovato la parte principale .

Per trovarla dobbiamo considerare

lo sviluppo di Taylor di et ad un

ordine successivo :

è = 1 t t t + Olt
' )

.

Sanità ma nuovamente te zx

è > 1 + ex +
'

t da } )

= 1 t 2×+2×2 + 0 ( t
? ) .

Quindi
è× - 1 - zx = 1+2×72×2 t Olx ? ) - 1 - ex

= Zxat OLX
' )

e la parte principale d
'

l
"

-1 -ZX

è 2×2
.



3) è = 1 txt 0h ' ) } Sviluppo di Taylor
Cash ) = A te 0 (x2 )

1 primo ordine

è - cosa ) = 1 txt 0 (x2 ) - 1 tolta )

= X toe )

4) Proviamo a procedere come nel caso

precedente :

et est tt altri

Gsilyt = s t Oly
' )

sostituisco E- x2 e y - ex

È = 1 txt Olx " )
G) ( ZX ) = 1 + OLX

' )

È - coscza ) = 1tx' t @ (xh ) - 1 taxi )
= ×

' tolta ) t Olxh )

TENZIONE :

Le funzioni f che sono OLX ' ) sono

"

comparabili
"

con te , quindi potrebbero
anche essere del tipo a.×

'

In tal caso la parte principale d. è
'

_ costo)

sarebbe (sta) × ' se ne fosse

diverso da - 1
.

Ci servono maggiori informazioni per concludere

l' esercizio .

Cody ) = 1 - It Olyh )
cos (Zx) = 1 - 2×2+01×4 )



Quindi È _ cascate start Olx " )

-2 tzx
'
t Olx " )

= 3×2 t Olt " )

(a parte principale d- È - cos ( ra ) è

3×2
.

Es 2 : Prima di tutto osservo che

per X -i Ot ×
'

+ ×
-2
~ ×

-2

Sappiamo che per ×-tot

×
'
« xb se a > b.

quindi
×
'

« 3 « tetti
'

~ ×
'

ci resta da capire cosa fare con

- logli ) . Usiamo la definizione d- ll

lim ×
'

= o ⇒ +
'
« - lojx

×-tot - logli )

lim 3 = o ⇒ 3 « -loyx
Hot - logli )

him E
'

= too

+ not - logli )
⇒ - Cyx « ×

"

l'm - logli ) = O
+→ot ×

- 2

Quindi

×
'
« 3 «

- logx « ×
'

-1 E
'



ES 3 Noto che per × -it -

×
"

no
×
"
= ×
'

XZTZ X2

xtsinlx ) - × e loglxtsimcx ) ) - logli )
ZX
sua

-
= (E)

×

Quindi possiamo ridurci ad ordinare

xzlogx , ×
'

, loghi , (f)
×

Sappiamo che per × -it a

logli ) cc Xe con la> o

Visto che { ed abbiamo (f)
+

« logxccx
'

Resta da capire dove collocare x2 logx
Visto che lira × '

= O
×-1 tuo ×

? logx
abbiamo ×

'
« logx - x2

.

Es 4 simct ) = Et Olt
' )

loglsty ) = y * Olyr)
Dunque
l'm %; ×

. ,
= figo 3 toast =3

+→ o ×
' +01×6 )



Lezione 28

Esercizio : Trovate la parte principale per + → èdi
_

i

× fimlx )

Svolgimento : la p - p .
di sinlx ) è ×

.
Sommando le parti principali

abbiamo una cancellazione .
servono informazioni più precise

simlx ) - × - ¥
I° modo : f - a:(× , = ~

6
= -

±

Xsimlxt
,

x2 6

la pp . di sinlx ) - × è - È
la p . p . di xsimlx) è ×

' 6

II° modo simlx ) = × - ¥ +Ole )

(sina.tt
'
= (x. ¥ tale ) )

"

= [ xls - ¥+044 ) )
"

(sty )
-
'

= 1 - y tolga)

D= - + Qxh )

( 1 - [ + de
' ) ) = et ¥+04 ' ) +011-Était ' )

⇒

= tt tolta )

(sina.tt
'
= (x. ¥ tale ) )

"

= [ xls - ¥+044 ) )
"

= E
' [ set + Olxh ) ) = ¥ + f- t Ole

' )

⇒ ¥ . ( simili t' e - ft OH
' ) = - ¥ tolx)

è - E⇒ la pp . di f- a:(× , 6



Esercizio : Trovare la parte principale per +→ o

di simcx ) - ( sink ) l
'

.

Svolgimento :

simili = t - §? tolte)
sostituzione tax>

⇒ sin (d) = × ' - [ + Olx " )

( simili
'
= ( × - ¥+0 Http = [ xls - ¥7 Olxh ) ) ]
= ×

> (s - ¥ + OH
" ) )

(style 173g tolga )
sostituzione : y = - tax

"

)

( s . +01×4 )
'
= 1 test OH

"
) ) + Off ¥+044))

= a _ Ex
-

+ Olx
" ) + Olxh ) to Olxhl )

+ 0101×8 ) )

= 1
. { +

'

+ Olx
" )

Quindi ( simili
'

= ×
> ( 1 . { ×

'

+ Olxh ) )
= ×

>
- { è + Olxt )

⇒

sincro ) - ( simil P = ×
'
_ ¥ + OH" ) - ⇒ tlzxtt OH)

= {Et Olxt ) = f- Et olx' )
⇒ La parte principale di sincro ) - ( simil P

5

è { ×



Esercizio : si consideri la funzione

f- (XI : e 1 - Cosczx )

explx ' )
.

a) Trovare la parte principale per + → è di flx ) .

b) tratta trovare la parte principale per + → è di

ftx ) tax .

Svolgimento : a)

Il modo 1 - Costa ) n 2×2

( s - calza ) )
" ?
~ fax

lxplxz ) i 1

⇒ ( 1 - Costa ) )
'
" ti ×
~ = tx

lxp ( x2 ) 1

iI modo
cosette a - + Olth )

cos ( Zx ) = 1 - ZX ' +OH
" )

1
-
cos ( ZX ) = 2×2+01×4 )

(1 - costa ) )
"
"
= ( zxrtolxh ) )

'"

= [zx' ( s tour) ]
' "

= Ex (1+01×4)
' "

(sexy )" = Italy )

y = OF)

( s t Ole ) )
" "

= a t Olxi )

⇒ (s - cosca ) )
" '
= tax ( a taxi ) )

= tax + Olxs )



explt ) = It Ole )

expcxrl = stolti )

(expcxr ) )
-a
= ( stolti ) = stolti )

-
(sty )

- a
= 1 + Oiy ) y = Olxi )

(1 - cosca ) )
" (expcxz ) )

-a

= ( tax + Olxs ) ) ( start )

= txt 017 ) t Olx ? ) t 01×5 )

= Ex +01×3 ) = Tax + of )

⇒ p.pe
' Ex

b) se a# - te allora p - p .

è (tt a) ×

Se a. = -t

I° modo cosette 1 - t È tolto )
coslzx ) = 1 - ZX ' t § ×

" +01×6 )

1
-
cos ( ZX ) = 2×2 - § ×

"
t 0 (× ' )

(s - Cossa ) )
' "
= ( 1-1+1=(2×12%4×17049)

' "

= ( zx
'
- Ex

" tolto ) )
" '
= [ zxa ( s - Exide) ) )"

= tzx . ( s - f- ×
'

+ Ok
" ) )

" "

\ (s + g)
" a

= fax [ 1
- f- E

'

+
OK " ) ]

= A tty +015)
= t'× -È ×

'

tolti )
y = - {xrtocxhexpltl-s.tttolta )

lxp ( Xi ) = 1 t ×
?
+ Olxh )

(expcx ' ) )
-
= ( start Olx " ) )

"

( sty )
- a

= 1 - ytoly )



D= ×
' tax " )

(s tx' tax " ) )
- '
= 1 - ×

'

+Olxh ) + Olxztolxh ) )

= 1 - xrtolx " ) t Olxh )
= 1- ×

'

+ OH
" )

(s - coscritti " ( explxr ) )
"

= ( tx -È ×
>

+Olx
' 1) (s - ×' tax " ) )

= tax
- test Olx' ) - je

'

+ ¥,
è TONY

+ OLE ) + Olxt ) t Olea )

=)

( a - caschi )
" '
.

tx
=
- (ttf) xstolxt )

explxi )
= - zztxrtolx

' )

( a parte principale è -761 ×
'

iI modo

( 1 - caschi )
" '
.

tx (s - Gsczx ) )
" "
- rzxexpcxr )

=

explxr ) explxz )

p - p .

di explx ' ) è 1

Andiamo ora a calcolare la parte principale
di µ - Costa ) )

' "
- rzxexpcx ? )

abbiamo

cosette a - + ¥ tolto )
(sty )
"
= 1 tty + Oiyr )



(s - Cossa ) )
' "
= ( 1-1+1=(2×12%4×17049)

' "

= ( zx
'
- Ex

" tolto ) )
" '
= [ zxa ( s - Exide) ) )

'
"

= tx . ( 1 - Ix ' + Olxh ) )
" '

= tx [ 1
- glx

'

+
OH " ) ]

= t'× -È ×
>

+Olx
' )

(s - Costa ) )
" "
- rzxexpcx ' )

=
EX - ⇐X

'

+OLE ) - lex ( stritolai ) )

=
RX - ÷ X

'

+ Olxt ) - tax - tzx
>

+Olxt )

= ( jf - t ) ×
'

tolti"
~
. aI × }
6

Quindi

( 1 - cascai )
" '
.

tx

explxr )

=

(1- Gsczx ) )
' "
- rzxexpcxr ) ~

- 7¥ X
]

expcxz ) -1
=

- 7¥ ×
'



Lezione 30 - seconda parte

Alcuni esercizi in preparazione del compitino

Esa ) Trovare le soluzioni di simcx ) 7 È
in [Ì

,
2]

.

Svolgimento : I° metodo : Cambio di variabile

y = ITX . Modifico anche l' intervallo in cui

cerco le soluzioni
.

Una volta trovate le soluzioni

nel nuovo intervallo scrivo le soluzioni cercate

usando il cambio di variabile + = ¥ .

. y = TX .

Se × - E ,
allora y = È ; se × - 2

allora Ye rit .
Quindi cerco le soluzioni di

di simly ) » ¥ in [ E
,

ut ]
.

÷::
-it lotta '

Ì e y e f- tt

Soluzione : ¥ E X E f .

Io metodo : Cambio di variabile y = TX .

Trovo le

soluzioni di a-mly ) 7¥ .

Cambio variabile
,
trovo le

soluzioni di simltx ) » È e interseca con [ E
,
2]

.

y > fa
tztlt EY E ft tzktt, KEI .

Cambio di variabile y = ¥
H )

# +2k e × e 7 tzk Kett

Le soluzioni sono I EX E f .



Es 2) Trovare i punti di massimo e di minino

assoluti di fila qrctom ( ×
'
- × ) relativamente

alla semiretta ( - ao
,
a )

.

Svolgimento :

passo I )

fca ) = anatomia ) = O

lim ouctanlx ' - × ) = - E
+ →+0

passo II )

fini = ^
.

( 3×2 - I )
1+1×3 - × )

e

f-
'

ix. o ⇒ 3×2-1=0 ⇐7 X = I ¥
ftp.ouctaljft )
ftf ) = aitante )

passo # ) confronto f-( fg ) , ff -¥ ) , flat e fatti .

imf max

-E cantante} ) < o a action (§ )
"

"
" "

limflx ) ftf ) fio ) fl -¥ )Xu - o

Il punto di massimo è - ¥ .

Il punto di minimo non esiste
.



Lezione 31

Esercizio : a) Disegnare il grafico diflxtelog@glxD.b) Per quali a > o è verificata ttx > se la dis
.

loglloglxt ) e a loghi (* )

Svolgimento : a) Cerco l' insieme di definizione di

flx ) = loglloglxi )
• X > O

• loglx ) > o ⇒ xss

Donna ) = ( 1
,
tool .

.
lim loglloglxil = - O

+ → at

>
lim loglloglxi ) = tra
+ → tra

•
studio del sogno di flxl :

loglloglxi ) 70 ⇒ xze .

. f-
'

(× ) =
1 1

=
1

loglx )
"

x xloglx )

.
Studio della monotonia di f

f-
'

( x ) 70 nel dominio di f

^
7, o FXE Donna ) è sempre vero

Xloglx )

⇒ f è crescente nel suo dominio
.

'

s



b) Il modo :

Osservo che se xss
,
allora loglxl so ,

quindi logcx ) è ben definito ed è strettamente

positivo .
Posso dividere (* ) per logge ) ed ottenere

la disuguaglianza equivalente

(** ) loglloglxi ) E a ttxss
.

loglxi
Dunque cerco il massimo di gfx ) = log ( loghi

)

loghi
in ( 1

,
to )

,
lo chiamo Max

.

Se a» Max allora (* * ) è verificata
,
e quindi

(* ) è verificata .

Don (g) = ( 1 , too )
l'm log ( loghi ) = - •

+→ st loghi
linn log ( loghi ) = O

+→ to log (x )

g' lxi =
1

Zx ( logcx ) )
' "
[ 2 - loglloglxi ) ]

gilet = o x = explè )

g( expcè ) ) = 2

e

00 < O L =
e

⇒ Max = Z
e

⇒ Se azz allora (* * ) è verificata
,
e quindi

(* ) è verificata .

La disuguaglianza è vera se azze .



Io modo :

scrivo (* ) come

(* ** ) log ( loghi ) - a loghi e 0

Chiamo halxt = log ( loghi ) - a loghi .

Cerco il massimo di lalx ) e lo chiamo Max (a ) .

Impongo Max la ) e 0
.

Donnlha ) = ( 2
,
-10 ) Ha > o

¥:[+ ha' × ' = +
loglloglx ) ) - a loghi = - oo

.

È
•
loglloglxi ) - a loghi = - o

L'ala ) = 1 a
=

2- a loghi
× logli )

-

ZX logli ) Zx logli )
41ozL'acxl = O X = e

Lele
""' ) = logli - e - zloga = Max la )

Max (a) E 0 logli - 2. - 2 lega e 0

lega 7 log 2 - 2

a >, elogi . è
'

= ¥
⇒ Se a » E allora (* * *) è verificata

,
e quindi

(* ) è verificata .

La disuguaglianza è vera se azze .



Esercizio : si decide di costruire un ponte

attraverso un fiume di lunghezza 15 formato

da m campate di lunghezza uguale e da

(n - a) pilastri
µ
campata

-

-

↳ pilastro

mummia

Sapendo che il costo di un pilastro è 3 e

che il costo di una campata di lunghezza e

è ( l' ta )
,
come conviene prendere ~ ?

Attenzione : m deve essere un numero intero

positivo !

Svolgimento : Scriviamo la funzione che descrive

il costo del ponte al variare di m
.

f- ( n ) = ( numero di pilastri ) . ( costo unitario pilastro )

+ ( numero di campate) . ( costo unitario campata )

numero di pilastri = n - a

costo unitario pilastro =3

numero di campate = m

costo unitario campata = ?

Il costo di una campata di lunghezza l è ( l'ts )

Visto che le campate sono m e sono tutte

lunghe uguali e che la lunghezza del ponte è 15 ,
la lunghezza di una campata è E

m

e il suo costo 225
+ 1

ma



finte 3cm - s ) tm ( 2¥ + 1) = 4Mt 2¥ -

3

fin ) è definita per tutti gli me IN .

⇒ la attendo a tutti gli × >o

flxl = 4X t 225 - 3
,
donna ) = (o

,

to ) .

×

limn 4X t 225 _ 3 = to
+→ to X

lim 4X t 225 _ 3 = to
+→ è ×

f-
'

Ix ) = 4 - 225

XZ

fila ) 70 4 - 2¥ 70 4×2-225 =0×2
xe - E U xp E

-E 0 E
+= E punto di minimo

f
'
t - - t

f \, / f-(f) = 57 minimo assoluto

f

te

>

neII'mes
E
2

Ricordiamo pero
' che cerchiamo la soluzione tra gli

metti
, dunque × - E non puo

'

essere la soluzione

cercata
.



Visto che la funzione f è decrescente in

( o
, f) abbiamo flm) > fa ) per me IN

,
ma 7

.

Inoltre la funzione è crescente in ( ¥ ,
to )

,

quindi fig ) < fin ) per me 1N
,
in > 8 .

I candidati punti di minimo tra gli interi sono

dunque 7 e 8 .

Andiamo a calcolare flat e f- 18 ) .

fa ) e 57,14

f- 18 ) = 57,12

dunque fls ) cflt )
,
fig ) è il minimo e

me 8 è il punto di minimo

⇒ per costruire il ponte con il minor costo

possibile bisogna fare 8 campate .



AMI gest 20/21 Lezione 15
Seconda parte
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tumblr.at

( in partiedare eiuiti di forme indeterminate )

strumout a disposing
'

one i

- Teorema di de L
'

ltopital
quester ie lo

° Sviheppi di Taylor e parti principal ← strumauto pin
importante !

teorema-hdetop.tl

Versione "

imprecise , i date f
, g fuuzioni Tabi che :

f-Cx ) , gcx )→ o
xoxo

oppure

fcxl , gcxl→ Ics
x→Xo

allora

potrebbe non
Liz = Line

.

← esse re una

T
forma indet

.

forma indeterminate
°
oppure
to

-0 Is



La versione precedent e- imprecise nel souso

che it teorema contiene delle attire ipotesi .

Ecco la versione
"

precise, i

consider iamo f , g : X→ IR e XoE Eo
,
too] Tali che

e se Xo C- Resiste S > o t . c .
I { XEX : x# Xo e Ix- toss}

e- della forma [Xo- S,Xo) Opp . Go ,xots] opp .
I ' Unione;

se Xo= to esiste m t. c . I :=[m,+o) CX ;

se Xo= -o esist m t. c . I for, we]CX ;

inotte gusto e g
-Cato tf x c- I ;

•

g Cx) , fed Oppwe got , fcx) Io j

• esiste il limit L = fujuyofgtgdg .

Allora %gff =L .

La prima ipotesi dice che X deve avec una

forma partialare , ed e- soddisfalta mei Casi
concrete che consider remo

.

La second a ipotesi e- quella fond amental , ed e-

present anehe hella versione precedent .



Laterza ipotesi richiede a priori che esista L :

puo-iufattisuccedereche-lliufgcd.ge sister
mento line

grey,
hon es iste .

Eseuepi
. Lingo soft forma indet. del tipo 8- , apple.co

de L
'

l top .
e olteugo :

= Yugo = cos is

Neha lezi one precedent abbiamo dato una

dimostrazione lunga e complicata di questa
limiter

.
Perche ? La ragione e- che queesto

lieuite serve a dimostsve che deux) 's Osx
e questa dimostrazi one Usa che deux) 's cosx .

de L' H .

- Eino ⇐"g) ¥ fine - ers .

D

de L' H
.

. figg tcosx ⇐"Og
.

) & Figg = seu so .

de L' H
.

a kiss '-9¥ f-
"

8.) ⇐ g÷gsa = Elin sent =Lto



\

- fig
.

f- ¥8 ] = line f- to ]
f x→ to
de L

.

H
.

I figure = is

Esaupi in Cui

qualcosavastovto.am
. III. E¥i÷÷.

@x3YCeTahcegcxgiKfsi.w. ¥¥: f- IS]
= eY .aya

- I
de L' H

.

I 4xeX2
= axa

- iexa
= line
-

X→ to 303+3 x. 3×4×3

= line 4xeX2
xs.io#xexf- IS]

€ L L L L

Andando avanti ad appeicare de L' Hospital non
viene moi una forma non indeterminate !



D
' altra parte poss iamo eakolare il limit

diversamonte :

gf = 02 .
e-

X '

= ex2×3 = e fit ¥)

+co
- I

e guindi r g
m-

- a

line
.e¥ = fine

.

e
" t"

= e = o
.

° Applicatione errata del tear . di de L' Hoa p .
i

ke L' H
.

eiw¥ ! fiu.gg = fine,I = to
x→Ot x

Questor isuHato e- sicurameute sbagliato perch e-

log " so per x< I , e quiudi il liuite non E to
.

L
'

errore Sta nel facto che questo limit mon e-

una forma indeterminate tipo O_O ME tipo ,

e guindi NON si pad apple
'

cave de L
'

ltop .

In effete Lingo, lofty =
"

-0¥
,

= - co .

← non E una

forma indet
.



- line forma wide .tox→ to to

iufabti Selex 's - I
, quiudi

Rt seu X Z X- t e siecome

X- I → to allora xtseux→ too .

se apple.co de L
'

Hdp . otteugo :

limxtg.li#..Esx+→ to thx

=fu→i%x(it cost)

e guest limit mon esistel
k

u y -2x y=X(Itcost)
Iufalti

, per x→ too , cos x ↳ I
oscilla infinite volte tra - I i

e

.:*
.

:c:c: :S:*
. Ifoscilla tha O e 2x

.

l l l l l X

Come si vede dat disegno Tl 31T 51T

ieeiewite per x→ to non esiste .



Ma ragi onand o diversementee olteugo un
risultato diverso !

Iufati seu xx - I ⇒ xtseux ⇒€ e

log x log x

fine
.
.feu%Y"

'

figs
.
# = x - us .

Quindi auche Xt sent
→ + cs . g

log x x→to

Il Secondo risultato e- queller giusto .

It primo E sbagliato perche it teoreuea di de L' Hdp .

non si pro applicator perchE non e- verification tipotesi
che es iste il limit di MI

grey
'

Morale : se appeicaudo de l' Hop .
a live -6¥, si

oltieue che line
,
mon es iste , non v not

dive che live -6¥, mon es iste ,
ma solo che

non si piece appeicare it teorema
.



Confront di infiniti euifiuitesinii

Terminologies ( non molto lesata) :

data Xo C- Ecs , too] per
" infinite (wi Xo) ,,

intend o una fungione che temde a Ics ( per xoxo) ;
per

" infinitesimo ( in Xo) ,, intendo inveee una

fungione che tende a O .

Doti due uifiuiti @ due infinitesimi) , cite due fuuzioni
che tendono a to Coppare a O ) per x→ Xo

,

ad eseeupio the X 3 ( per x→ too) , Voglio dare

voglio dare un signifiedto precise all
'

intuizi one

che x
2 e- motto pin piccolo di X 3 (per x→to) .

Questa e- to scopo della pross ima defining
'

one
.

Definizione

Date f , g : X→ R dice che f Cx) e- trasaerabile

rispetto a guy per x→ Xo se

lien f Cx)
Xoxo

= O .



omelto di seriverlose
In Tal Caso Scriver

←
E Chiaro dal contest

ofK g Cx) (per xoxo)

(il simbdo
"

K
,
si legge "minor minore,)

Oppure

f-Cx) = ofgcxl ) (per xoxo)

( it simbdo
"

ofgcxD.si eegge
"
o piccolo di gcxb,)

Osserv
.

Nelle definingone non ho richiesto che f e g Siano

entrainbi infiniti o infinitesimi .

Tuttovia la hozione
"

f Cx) K g Cx) , e- partiedarm .

significative quando f Cx) , g Cx)→ O oppure

f Cx) , get→ Ics ( a'OE quando bin ff¥ e-

la forma iudet . O_O oppure 4¥ ) .

' L' espress ione
"
fG) Kgcxj , continue un confront

tho i Valeri assolute
'

di fol e gal , e non

di peude dat segno di f Cx ) e gCx) .

Per eseeupio X2K - 83 per x→ too .



• Se g → Ics e f Cx)→ L fiuito
,
allone e-

immediate uevificare che f Cx) K g Cx) .

to stesso vale se gCx )→ L Con Lto

( uiceuso Ics ) e fed→o .

Eseuepifondameutali per x→to
confronto di infinitesimi e uifiuiti elementavi a -10)

a) Xa K x
b
se Acb

e. seenpi i 824×3 , ¥2 K ¥

b) A
"
K b" se Oc as b

a
,
b devono esseve posit . affiche axe to Siano definite

eseuepio : 2×4 e"
.

c) (logx)# xb se b > o
,
a qualmque

se b so e a>o , Xb→ O opp . I e (log + es
,

quiihdi Xb ⇐ Clogx) a

d) Xa K bi se b> I e a qualm nque
se Ocb si e a>o , b'→ 0 opp . I e xa→ us

,

quimdi bi a xa



Ossein
.

Caso particolored's queauto detto : log x x x900001

Ma se fate disegnare i grafici at computer seenbra Vero
esaltameute it contraries : it panto e- che 1290000 ' dioeuta

pin grande di logo solo per valor i
di X Cosi grandi che

ie computer non lipuo gesture .

Stesso discover per x'
°O°

K ( I, oooo i )
"

.

Dimostrazioni

a) Devo for redere che Xqab→ O se as b :

+→to

X = Xa
-b
→ O perche a- be 0 .

×→to

b) Devo far Vedere che ¥→ o se as b :

x→ to

¥ = @ b)
"

→o perch e- A/b < I .
x→ to

a

c) Devo far Vedere che K¥1→ O se b > O .

Caso a= I i
×→to

a÷
..

.
t.

"

in
.

= ffjmub =¥-0 .



Caso ATO : Scriver

loggia . la
e per il Caso precedent loggy →+ a
line@ggta-limfloffyaJa-eiwya-tcs.x→ to x→+is y→to

-

Y

Caso a co i

lgigycs@ggl_a-f-s_o.d
) Devo far Vedere che I→ O se b > o : Scriver

b " x→to

gag = exp ( log (¥)) = exp (alogx - xeogb)
= exp D

e osseroo che i

y

o loft → o (per 4) j
• - logb + aloft → - log b j

o

y
= xflogbtalogx ) → - csj

. if = e 't→ O
.
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Dalla lezione precedente : f e- trasausbiterispelto a g

per xoxo se fcx ,
④
→ 0 ;
+→Xo

Scvioiamo : f- K g .

Confrontodiiufiuiti/iufimtesimidaueutariperx→
(a) Xa ⇐ xb se as b .

(b) at a bi se OcaIb ;
(c) (log x)AK Xb se b> o ;

(d) Xa K b
"

se b> i .

Confrontodiiufiuiti/iufimtesimidaueutariperx

(e) XAK Xb se a > b ;

(f) ( log x )AK ¥ = x
- b
se b >o .

Dim
.

Gei enunciate (a) - (d) Sono stat demostrati hella

lezione precedent .

(e) b =
Xa
- b

+

Oa
- b
= 0

.

← perches a- b >o per ipotesi



(f) Caso a- Ii tidy, 6×98 = Gino. . b- i
=

,Eino, = O

caso a>o : Hoffa = 4499¥! = (E)
a

X
-bla

auindi : jiggle;Etta = ljugo.IE/aqfigg..ya=o .

④ Uso il Cambio di varia biee
Y

Y = (hf#a ) ; so che y
t perche log ⇐ x

-Ha
.

caso aso : figg @9789 = "
"

= 0

Esercizi

xhiso.ie?gg--exuisoiho.#qologXKX2
per x→

Ot

*

. line
= O

×→as ex
-

I's Uso il segueutefalto generate :

(logo)
a
K b
"
se b > I

,
in part .@ogD2Kex.Jufalti Clogx)

a
Kx e XK b

'

por b> I .



as
- - i

- line 2"
=
line ( th ) = live = too .

Estes ya x→as 2x p y→otty
- T 4
t, y

Cambio var . y=×
to 2"

Nazi ⇒ y → Ot
+→to

. Lingle

qylujyg-yte-Y-yljy.gs#=o.y=-xcioEx=-y
. line lost live Y

= -1W
+→to logceogx) Fn y→to logy

y=eogx
+w

b

q f
--

- line IIIs - fissile
- E.) = too .

+→as W
t
O



Definizione.cc#amaasiutoEa
Tate f

, g :X→R e Xo Eto, too] si dice che f e g
Sono asintoticamente equivalent per x→Xo se

line fcx) suppongo che Sia sensate

xoxo gli)
=L

pavlak di quester limit

cioe che Xo Sia approx .

Sevioiamo f ng per xoxo .

con punt
'

di X
.

Nazione di
"

souiigliauza
,

di due fuuzioni per xoxo .

Definizione.cc#eprinapaeperxooxtDSefCx)~axb
per x→o Crisp .

, per x→ too ) chiamo

axb parte principate di fix) per x→ o Crisp .

, per x→ too) .

Eseuepi
seuxnx per x→ o ⇐ uos¥=s ;
in partialare la pp .

di seux per x- o E X .

- I- cost u# per x→o ⇐ bin I-9¥ gatz2 x→ O

in partialare la p . p .
di l- cost per applicorhvoete

de L
'
Hdp .

x→ o e- E .

. If-3×3 n - 3×3 per x→ to ⇐ I}×3§3 = - # + I → I
×→to

e la pp .
di 82-3×3 per x→ too e-

- 3×3 ,

• If-3×3 n XZ per x→o ⇐ = I - 3 x→ I
*→o

e la p . p . di X2-3×3 per x→ O e- x?



Proposing' one negei enunciate
' Sotto x→ Xo)

(1) f n g equine a dive che f si puf Scrivener

come f = g try con r k g .

"
resto

,

Versione CampaHai f n g ⇐ f = g to(g)
( ricardo che 0cg) indica quakingwe fuuzi one trasourabiee
rispetto a g) .

(2) Se f ng allora leiufcx) = bin gcx)
x→Xo x→Xo

(e se una dei limiti mon es iste, men esiste meanche

e
'

altro) .

(3) Se f
,

n g , e fzngz allora fifa~ gig e tf ~ Ggg .

Atteuzione : in generate non Vale f.tf ng ,-192 .

(4) Principia di sostituzione nei limit : se f.ng ,
e fzngz ,

allora

line fifz-fiuyogigzeligoffz-lfdx.GG '

X→ Xo

Se ho un prodoto (o un rapperto) di fund avi ,
sostituive ad un faltoue una fanzine asiutotie

.

equivalent (par xoxo) non Cambria il limit (per xoxo) .

Caso partecedarmentee utile : Xo -0 Opp . Xo=to e

g , e ga Sono poteuze ( cioe g , e g z Sono le p .p . dif, efz) .



Dive .

(b) suppougo f ng e Servicio f = g tr con r- f -g;

allora rgY = flag = foggy - I→ o eioe rag ;
w
t per ipotesi
I

Suppongo f = gtr con rag : allora

fg = 9%4×9×1=1+59×1, → I eioe frog .

-

tr per ipotesi
O

(2) Savino fcx) = fgf . gcx) quiiudifuigofcxl-ligy.GG) .

W

ly per ipotesi

(3) fg¥ = Ig
,

. ffg → 1.1=1 guindi fifzng , gz
92
WW

per ipotesit, t
s I

fg://j-z-ft.gl/ → 1/1=1 qwiudifiqn.gs
.

W w

ly t per ipoteoi

(4) f
, ng ,

e forge⇒ f. fan g.92 ⇒ ¥%ffz= Lingo9,92 .

T T

③ (2)

L' atra parte dell
' enunciate sidimostra allo stesso modo

.
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Esaupi di Uso del principia di sostituzione )
(b ) , . . ., (4) si vifeviscono agli enunciate

'

della propose .

nella lezione precedent .

• 2×-84 n 2" per x→ to ⇐ HK 2x (uso )

per (2)
t,

Iu partialare fgigy.ge/4--fujn+o2'-- to
-

x forma circlet . +co-o

-
• line

Xtsinxxstox4xg.eogxEa@xhii.csxE-xhis.x
- o

(1)

says,¥o ⇒
seux ⇐ x ¥ xxseuxnx

(altern .
Selex- OG) ⇒ xtseuxxtocx) -x)

X K 82 e logXKXZ per x→ too ⇒ xtlogx 4×2

⇒ X2x X + log x ~ xz

In housato it segueutefatto generate : (per xoxo)
se f.Kg e fak g e Ci ,GEIR, allora Gfitczfzkg .

Iufatli Gftgczfz = a fig + caff → O .

ti t
O O



Scvittura compacta i
"

eiocg ) + Cziocg) = 0cg ) ,

Alteuzione che 0cg ) rappresents fuuziomi diverse
Yu particular 0cg) - 0cg) = 0cg) e non 0cg) - 061=0 .

Xz4k, ( pp .
del num . per x→ to )

-

- line 3×4×414
+→to Tx - x312

= Into ¥z=¥% - tix = - as

=
- x3/2 ftp.p .

del denom . per x→ to )

x2K Xh ¥-9 3×249 ⇒ 384¥ n4

of = x'
th
K X 3⇒ TxK- 83/2⇒ of- X3/2~ - 43/2

④

In ho asato que sto facto generale i

se f k g allora Cif K Csg Vc ,
,
Cato

tufati ¥g= § . Eg → o .

W

t
O

3×2 p - p .
dee www.ev .

2 (
par x→o

)
-

• him 3×4×414

xsotrx-xzk-xhiff-YY-z-fh.no+3×3/2=0
A- ¥112 ftp.p.pdaexdejgm .)

Faveuioaltri esercizi di quest tipo in seguito

Nota su come si sevive :

f Cx) → L bin fix ) =L leiufcx)→L
X→Xo X→Xo X→Xo

-



f,nfzpevX→xo ⇒ f , =fz

liiwf,Cxl=biufk) liiwficxlnbiuflx)
tho X→Xo

ok
tho X→Xo

✓



Conuiueia one un pezzo di teoria

( per arrive tho le notte Ase alla dive . di de L' Hdp .)

Definizione

Data f : X→ IR e Xo E X , si dice che Xo E un

punto di Massimo di f Crisp . di minimo) se
f (Xo) I f Cx) the X Crisp .

,
f- Go) Sff))

(
men

"

Ji,

Iu Tal Caso foo) si Chiana Valone Massimo Crisp .
min

.) di f

""

T Fanti dimin .

Definizione

Punto climax
✓

Data f i X→ R ,
X
'

C X
, xo EX

'

,
si dice che Xo

E punto di Massimo Crisp . di mim
'

mo) di f relative a X'

•

fad > f Cx) VXEX '

Crisp . fool SFA))

f- Go) si Chiana Valone Massimo Crisp .
min

.) di f relative a X '

.



Definizione

Data f : x→ R
,
Xo EX , si dice che Xo E un punto

di massimo locale Crisp .

,
Mimmo locale) dif

se passo
trovare I intervale apart t.ci Xo E J e

Xo E punto di Massimo Crisp . , minimo) di f
Eelatioameute a X

'

:#NI

•

,

⑧
'

,

'

, '

"

y

T n T

: thanx!!) Punto di wax

-

puntodi
min . loc :

si dice au che massimo relatives at poster mass .

loc
.

e minimis relative wived di min . loc
.
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Ripreudo (e rifaeeio) l ' ueticuo avgomeuto di ieri .

Defiuizicne

Tato Y C IR ie Massimo di Y
, die uidieo an Maxcy) ,

e- e ' element T di Y che e- pin grande di

tutti gli ahtri , woe T s y try c- Y .

Ie www.mo di Y
, mincy) , e- I ' elements pin

piccolo di Y .

Eseeupi i Se Ye Li , 3]
,
wax (y) =3 e min (Y ) =L .

se Y = (o, D , max Cy) =L , minty) men esiste .

se Y= R ,
Max e min men esistono

.

Defiuizicne M) Mlf)
Data f : X→ IR

,
ie Valone Massimo Crisp .

,mining
di f E ie Massimo Crisp .

Mimmo) dell
'

uisiaue

dei Meloni
,
eioo dell

'

uivuagrue :

Imf) { f Cx) : xEX } = f (x)

cioe.ie veil
. max

. Crisp .

,
ruin

.) E uuaxcfcx))

Crisp . ruin )) ) .



Un punto di wax . ( oeisp . , mining di f
e un qualiaque punto I dove il Valone

di f coincide on it valor massive feelsp .

, mewing
AOE f = wax (FG)) (Eosp . fcxtvuiuf

vole a dire f If tfxex Crisp !, f Sf Hex) .

Atteuzione ie ualone ueassiuofuuiuimo
e quiudi i puuti di wax/ ruin ,
possum men esistere

.

Y fcxlsex
Index )→ = ex X - IR
"

Eo ,to) Imf)- (o, too)
← Ole Judex)

x

X = IR
,
Iue = Co , to) non hee ut mill . We heat .

e qui udi et mon ha punk
'

di ruax .
out diana .

i y i

s..

"""

.

Ein
"

:* :c:*.
puuti di min : I e - I

Max (f) mon es iste .



Se pseudo X
' CX

,
il valone massimo

Crisp .

,
mimmo) di f Cx) per xEX

' E il

Massimo Crisp . ,
minimis) dell

'
vi.sieve

{ fcx) : xex
'

} = FCK) .

G punt di Massimo Crisp . .
minium) di f in X

'

Sono i puuti I di X
'
dove f assume i'll

valerie massive Crisp . minimus)

↳ y fat - ex

= ex X - IR

X
'
= Go , O]

FCK ) FCK ) = (o, I]
×

¥
Val

.

nuax
. diff) per XEX

' E b
,

ie veil . min . hen

e.sister . Ie punto di wax . difcxlpaxexieo .

i y i ⇐ IR
panto

← y=fCx ) X
'
= ft , 3g] climax

i÷÷ v
:&:c::c:*

.
!

←
dif set '

l l Xhe is Eguia ; -
b - flag)
punto di wi



Definingone

Tata f : X→ IR
,
dice die to EX E leur punto

di massive crisp . minimis) locale se posse
treasure 5 intervale tale che :

• Xo e- uitevuo at Cuen e- an estrone dis)
• Xo E un punto di Massimo Crisp .

minium)
di f Cx) per XE Xi is XNI

Definitione

Dato Y CR che si serve come Unione di

niter valli
,
Y - I , U . . - VIN ,

ehiamo ai , bi

gli esteem di ogui Ii .
Allora C

'

estrone superiore di y , sup (Y),
e- it piiu gnoude tree bi

,
. . .

.

, bn .

E e
'

estrone inferiore di y , iuf CY), e- it

pine piccolo tree ai , . . . , an .

Se sup ly) appavtieue ay allover e- wguale
a Maxcy) , se uiveee sup ly) ¢ y , allover
wax (4) men esiste .

Se nifty) EY , Allora min (yl - nifty) ,
se niffy) -44 , allover mutely) rien es's -6 .



Esuupi
Y = (o, D wax Cy) -- sup G) =L

river (4) so , Miu Cy) men enate

Y = (o , D U Ez ,to) niffy) - O, sup (4)*as
Miu e wax nenesistouo

ossevo.IE
sup piuo essene too

,
e ' wtf put essene

- O
.

Si poss ono defame sup Cy) e wifey ) per
iusieuei Y qualeuguee ( to fast dope)

Defiuizicne

Tata f : X→R
,
e
'

estrone Superiore

di f , sup tf ) , E e
' extreme Superiore

dell' aisieve dei Valeri
,
eioe Juice )=fCX) ,

e uit (f) e- e
'

estuarine wifewere

dei valeri .

Se sup (f) e- uuwalove di f allora e-

if Valone massive
,
se sup (f) men e-

an valone
,
allora ie valone massive

men esiote .
E lo stesso male per niff) .



Problem : come trovewe i punk' di wax
e min ( se esistouo) .

Comiueio an un U'guttate teovieo :

Teoveeua ( di Weierstrass)
Se f : [a , b)→ IR E continua

,
alters

ie Valone wax . e win . Ai f esisteno

e qeuudi esistoho i punt
'

di wax .
emile

.

Nou lo diuuostro .

Ossevo
.

e- important che il domenico di f

Sia un uitewdlo chiuso e levitate

Gwfatli f = ex
,
8=112

,
allora

men esisteno ME wax the min
. ;

se f Cx) = § e Xi -- (o
,
2] allover

e.sister il value nvihuo = b ( vaggiuuto
2

per x=2 ← punto di min .) ma
men exist il valerie beeessiuo

( ie sup dei valeri E to ) .

• e- airportante eke f Sia continua
.



Sia f : Ebt→ IR data de

f is {
×" se - isKo

O se ⇐ o

X - l Se OLX SI

Y

y ou = fi , I)
nemesisto me

'

→ ,
x
wax me min

.

- I

Ie teen
.

di Weierstrass non si applies
paretic f e- discontinue ui O :

Giffen) = - I , Ino- feels -11 , fco)=0

. Te terrane di W
.
Vale au de se f : X→lR

e- continua e X e- Unione di un numero

fewto di intervallic Chiusi
,
X = [a , ,bDU . . . Ulan ,bad .
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Ripendo it problem della ricerca dei mass imi e

minium ( sia valor i che punto di ruaxlnuiu) .

Propositi one

Date X uitervakocapevtolchiusolbiuita.to/ieeiuiitato .. . )
f i X→ IR

,
e Xo C- X t. c .

• Xo E un punto di wax .

o min
.

locale dif ;
e Xo e- uitevno X ( hen e- uno degli estrain) ;
. f- ' (Xo) esiste .

Allora f ' (Xo) = O .

✓ enunciate hole au che se X si serve come Unione

di uitevvaui .

x Y

f
y - f Cx )

.

.
. i
i .

I i X l a t X
Xi Xz X3

- I 0 µ b
x , punto di min . loc .

X = f- I, Tf
x
z punto di wat. loc .

O punto di wax .
Xz punto di min . Cassohio) - I punto di Miu .

I punto di www.loc .



Dim
. ( che non dependeda disegui )

Suppargo Xo punto di minium assoluto
.

Je Caso ai avi Xo e- di min .
loc

.
si fa alto stesso

modo
,
e lo stesso per to punto di wax .

loc
.

Preso h qualuuque , he f-Goth) % flxo) per ht. c. Xoth EX

se le - o ahora fGoth) - flxo) go e quiudi
le

fix .) = lui fcxothl - fool go .

but a

Iuoece se le so allow f-Hoth) - fHo) so e quiudi
le

f'Hoy = lui f-Goth) - fHo) go .

ergo
- a

Qwiudi f ' (Xo) IO e f
'
(Xo) so ⇒ f ' Go)=O .

Ho usato e
'

ipotesi che xo Sia interne a X per

trovave ee arbitrariameute piccoli si a positive
'

che negative tale die xotle EX .

Corollan'o

Tati X uitevvallo ( o amine di uitervaki) ,
f : X→ IR

, Xo punto di max . oppuve www.dif

allow Vale almeuo una di guest opzioni :

(a) to e- un estuaries (di uno degli uitehslli . . .) ;
(b) f

'

Go) men esiste ;

(c) f
' (Xo) = 0 .



Procedure per trova re i punt di wax . emin .

Prima versione

Dat i X witerodeo chin so e liuiitato ( oppuve unione

di un numero finite di iutenslli chiusi e lieu . I , , . . . , In )
e f : X→ IR continua

,
trove i puuti di wax . e

Miu .
di f come segue :

Passos : trove tutti i punt x EX che soddisfauo

una delle opzioni del corollaries precedent , cioe :

(a) gli estraui (degli uiterodli Ii , . . . .,In);
(b) i puuti dove f

'
mon esiste ;

(c) i punt dove f
'

so
.

Passo 2 : cakeslate i odori di f mei puuti trash
'

al passo b e vedette qual E ie pin grande
( queller e- il odor wax, e ie punto e- queller di wax)
e quae e ie pin piccolo (queller e- il valor ueiuiueo) .

Idea i par le ipotesi su X ed f
, posses appliedve

ie teovaua di Weierstrass e quiudi esistouo

Sia i punt di wax . che quelle
' di min

.

Ma allow Sono tho quelle
'

raceoth
'

al passo b (per
via del corollaries) e quiudili iudividuo

cenfreutaudo i Valeri di f .



Eseuepi
Troisre wax . e min . (pantie vdori) di f Cx) Cen xEX

ma
'

Casi segment
f-G) = XZ 38

1
. f- (x) = X 3- 34, X = C- 2,3] .

Passo 's : (a) estreuui di X i - 2 e3

(b) punt dove la deviate men esiste : messuwo

(c) puuti dooef
'

-0
.

f
'

(x) = 3×2-3=0 ⇒ 82-1=0
,
cioe 8=41

I
"
candidate

,
Soho i

- 2
,
- I
,

I
,
3

.

Tasso 2 i f-C-2) = - 2
,
f (4) = 2 , f(b) = -2 , f (3) = 18 .

atone minimo i - 2 ; puuti di minimis : -2
, bj

✓above wax i 18 ; punt
'

di wax : 3 .

2
. f Cx) = X '

- 3X
,
X = [0,3]

Passo b i i candidate' Sono : O
,
I
,
3 .

Passo 2 i f- Co ) = 0, f (b) = - 2, f (3) = 18

alone minimo i - 2 ; puuti di minimis : Ij
✓above wax i 18 ; punt

'

di wax : 3 .



3
. f- (x) =P- 38

,
X - IR

Passos i i candidate
'

Sono : Ib

Passo2 : f fl ) = 2 , f (b) = - 2

Conclusione (sbagliata ! ) i

alone miwimo : -2 ; punter
'

di minimis : I ;

✓above wax i 2 ; punt
'

di wax : - l

Error : non si pub apple
'

cave la procedure

perche X men e- eiuiitato
.

Yu guest case i puuti die wax
.

e min .

won esistouo ( wi fate
'

¥ig§Cxl=±cs , quiudi
sup halevi + is , e uif Valeri = - co) .

Per iueiso vedrove che II Sono punto di ueaxluuh
locale

.

Lion seguto

4 .
f- Cx ) = ¥ ,

X = El , D .

Passed i estveuii : -T
,
I j f

'

(x) = - 1×21=0
i candidate

'

Seno i -II

Passo 2 i fl-D = - I j f(b) = b

conclusione (sbagliata ! ) i

alone wuiwimo : - l ; puuti di minimis : - I j

✓above wax i 1 ; punt
'

di wax : I



Error : f hen e- definite su tutto X =L- I, if , paretic
men e- definite in o

, quiudi X avtebbe dovuto

essene ft, I] 403 = Ebo) U (O,-1] .

T T
non Sono intervallicbiasi .

Per iweiso leiufcx) = Ics
, sup valor i = to (won

x→OI
esiste wax) e wit Valeri = - co (non es ist min .)
Diseguaudo il grapico di by vedete die
- I e punto di wax foe . ,

b E punto di win .be

( in X = Eso) U (0,1] ) .



Procedure per trova re i punt di wax . emin .

Seconda versione

Date
'

X = I , U . . .
U In an Ji uitervdli ( chiusi,/

aperitif limitation now) con esteem ai , bi ,

e f : X→ IR continua
, precedes come segue :

Passo b - come prima ,vaccoglieteisegueutipuuti@1geiestneuiiAi.biCandie seven saw inX )

(b) i puuti dove f
'

mon esistej

(c) i puuti dove f
'

so .

Passo2 i calculate f Cx) per ogui x al punto b

se xex
, per gli esteem ai ¢ x ealeolate

il figure, fol
= Kai ) , e par i bite X

Cabo late lui fCx )
+→bi

- f (bi ) .

Pveudo il value pin grande i se e-

raggi into wi un punto x c- X ahora E ie

ualone massive (e x E un punto di wax) ;
se wived won e- raggiunto ui un punto di X ,
allora E ie sup dei Valeri (e non es ist
il wax) .

Pneudo poi ie valerie piri piccolo : se e- raggiwto
wi XEX allora e- il Ved .win . (e x pinto diving
e se no allora E inf .valoui (ruin . nonentity .



estvaiu dik
3

. f- (x) - 83-38
,
X - IR J

,

Passos i i candidate
'

Sono : Id
,
Ies

Passo2 : f fi ) = 2 , f- (b) = - 2 , flies)#is ,
test - o T

T sup .
Val .

iuf . Valeri wax
. men

il ruin . nonesister ! e.sister !

men esistono punto di wax .
emin

.

4 .
fcx ) - ¥ ,

X = EID i {of = Ebo)U(0,1]
Passed i i candidate

'

Serio i -51,0 .

Passo z i fl-D= - l ; fcb ) = b ,
"

f (Ot),=
+es

"

flat
,
= - as T
T sup . val .

uif . val . (wax uouesiste)
(mine . uoneoirte) .
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Teovia mecessaria a :

- dimostrazi one del teonaua di de L
'

Hoapital ;
i teoneuea dello soileeppo di Taylor ;
. strwmeuti per lo studio deigrafiei di fuuzioni .

Teovaua di Rolle

Tata f : [a , b)→ IR deriusbiee to .
fca)=f(b)

allow esiste I Cen as I < b t
.
c

,
f
'
(F) = O .

Y

f
Y -- fcx)

f (a) =f(b)- . . . . . . . . . !. . . . . .

:
i

,

i

i .
i

l X

a T b

(punto di wax)

Dine .

Per it torana di Weierstrass esistouo Xo ex , pwuti

di wax . e win . visp .

Se Xo Coppure X , ) e- uiteruo all' uitewdlo La , b] ,
allow f- Go) (oppure f

'G) so) e precedes
I = Xo ( oppuve I - X .) .



Se Xo ex ,
saw estrone di La , b]

,
allora

f-Go) = f- (Xi) = flat =f(b) ⇒ wax f =wiuf⇒ f astarte
→ f '

= O ouunque ⇒ Va bene qualeuque I .

Teorema di Cauchy
Tate f

, g : [a , b)→ R derivable con g to Hx
.

Allora g ca) # gcb) e esiste I can askLbt
.

c
.

f- (b) - flat
=
flat - f (b)

=

gas) - gear Fb)

Caso pavticolave Georama di Lagrange) :

data f : La ,b)→ R derivable es iste E
,
asEcb

,

t
. c .

f (b) - f(a)
= f ' CF ) .

b - a

.

← retta Cen

peudeuza
i fcb) - flat
i Fa

i . :

I
a I b

Dim
.
del torana di Candy

Se per assurdo g ca ) =gCb) , allow per il tear . di Rolle

la deviate g
' si annulla in qual che punto tho a e b,

contrarianete all ipotesi g
' -1-0 .



Pongo

me : =
fcb) - flat

; FG) : = f Cx) - lug Cx) .

gcb) - glad

Allora F (b) = Fca)
,
uifatti

Fcb) - Fca) = (fcb) - lug (b))- (flat- ing lat)

= (fcb) - flat) - we @Cb) -glad

= (fcb) - feed- fgfbbt Ya, ⑨bi -glad

0
.

Allora
, per it teovaua di Rolle , esiste I toe .

F' (Tko
.

Ma F' Cx) = f' Cx) -mg ' Cx) , e quindi

F' (E) = f
'

CE ) - lug
'
CF) so

cioe-fcxl-ueg.CI) , cioe fgifd - we , che Ela tesi .

Tear
.
di de L

'

Honpital

ate f
, g

: La , Xo)→ IR derivable e t
. c .

• fcx)
, g →O o f Cx)

,
GA )→ Ics ;

xoxo Xoxo

- g
'
(x) to Tx j

n esiste L : = bin
+→Xo G' Cx)

'

Allora &u÷ofg, =L .



Dine
.

Caso 1 : f
, g Sono definite ouche into

,
e derivable

e fcxot-gltol-0-teor.de'

CauchyAllora

fg,= FAI
- foo)
t
fi

get - gud
=

%

dove x < I sxo
.
Alteuzicne

.

- I dipeudedax e

tarde a Xo quando x→ Xo e qwindi

¥%fg¥, =¥s¥f =L .

Casca : f
, g → O

.
la dieuostrazicne E delicate

*→Xo

e non la faeeio
.

Caso 3 : f
, 9 ,¥o±o , fg,¥,oE 40, to .

In quester Caso devo dives trave che I =L
.

[ = bin = liu {1/907} →
o

xoxo 967 x→xo{l/fCx) }→ o

dei Hdp .

=
bin (Vg

Caso 2 Xoxo (VfCD)
'

= bin -963/926)
xoxo -f

' /f4x)
2 ~2

÷÷%i%¥= 'L
w w
t t,
I 1L I



Got T = LI eioe L - E
.

Caso 4 i f. g→ to i mon lo faeeio .

+→ to

Pneparazi one per it teoreeua di Taylor .

Notazione compacta per le Somme .

Date
'

degli addend's Xo
, Xi , . - - - y XN ,

Scriver la

Somma come

N

Xo -1 X, -1
. . - - 1- AN = E Xu

A-O

Eseuepi di Uso :

10

It 2-141-8-1 . . . . -11024=2421+22-1 . . . . -1210 = { 2h
n=0

100 100

It tztlgt -
- - it too = Ent = [ &

h =L KEI
n

It 449-1 - e - - t NZ = 12+22+32-1 . - -
-th = [ K2

Kel

Faltoriale

Dato Ms 1,2 , 3, . . . Pongo M ! is b - 2.3 . .
. . . h

.

W
si pase auche O ! I .

"
m faltoviale

,

Eseeupi i 2 ! = 2 ; 3 ! = 6 ; 41=24 ,
'

51=120 . . . .



Dat f
, g : X→ IR

,
e Xo E fo, to] che

si approssina can punt
'

di X
,

voglio formalizzave ie Cen cette che f E

dello stesso ordine di iufiuitoluifiuitesiueo
di g o di ordine inferior per xoxo

Defiuizicne

Dat f
, g : X→ IR

,
e Xo E fo, to] che

si approssina can punt
'

di X
,
si dice die

"
f Cx) E o grande di GG) per its Xo ,

e si Sen've

f- Cx) =O(gig) per xoxo ,

se es iste M e un uitevvauo I een Xo

uiteruo a Ituc
.

If GHS Mlg G) I Vxexnt , xtxo

eioe KAI e- levitate " vieiuoaxo
,

.

19AM

( se Xo - to , I deve essene delle forma [a.to)
se Xo = -o , I deve essene delle forma Gcs, b) )

Important se es iste L : = bin HAI
Xoxo 19kg I

allow

f Cx) = Olgcxs) equine a L # to .

Su prates si usa ques to
Tome definition .



Cossey se f Cx) =o(gCxD per xoxo

ahora f G) = Ocgcx)) per xoxo .

Esaupi
Xa = Ocxb) per x→to se a Sb

.

. At = Ocbx ) per x→ tu se Asb
.

. Xa = O (Xb) per x→ o se a Ib
.

Fate voi ee vevifiehe .
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L
'
ultima Azione ho dato la defiuizione di
" f Cx) - 0cg Cx)) per xoxo, vote a dive

die If Cdt s Mlg l
"

oiauoaxo
,

Iu Tal Caso diaiauo die f ha ordure

di wifiinto/ uifiuiteoimo minor ouguale a g .

Se Le fig
.
ffgY resisted e- feint alters

f- Cx) = Olgcx )) per xoxo .

Audie se men E Corvette
,
userewo spesso questa

come definitive

Attention : se fG) = ocgcxl) cioe fgk → O

allover fcx ) -_O(gcxD

Eseeupi per x→ to

Xa = ocxb) se asb (gia visto)
- Xa

= b) se as b

Ihfalti

this
.

= fgi.xa-b.SI
sea-b

O se a-b



Ossewazioui

- se f Cx) = Oka) e as b allora fcx)=O(xb)

Caso porticolane della vegole (intuitive) :
Sef Cx ) = Olgcxs) e g Cx) -_ 01hAM Allora

f. Cx) = 01h43) .

sufatwlfeYIgf-ffgc.fm . 1,96%4, → LL' biwto
XTXO

- W

t, t,
L finite lifebelt

c se f Cx ) -- Oka) e acts alters FG) (Xb)
Caso pavticolave della vegeta (uituitiva) :

se f. G) = Ocgcxs) e got o(hGl) allora

f- Cx) E o (hcx )) .

sufatuilfefdgf-lfgfgj.la# → woo
.

→Xo
- W

t, t,
L finite 0

Ex
. rovave le implications the quest affermaz .

- a) fcx ) = 044 ) ; b) fcx )=o(x4) ; c)fat OCP)M ""

e,÷. !*¥⇐. .tl?..g.*eom!n.e#sla.



a)# b) i b⇒ a) ; b)# e) ; e) ⇒ b)
se prouder
f G) e y 3,5

olteugo fcxto (th )
ma fix) # 0h31

Qwiudi c) ⇒ b) ⇒ a)
# #

'

Esewpi per x→o
a
= o ( Xb) se a > b ;

• Xa = Ofxb) se a % b .

Gio = fegioxa-b.gl
se a=b

O se a> b

Ossevuaziari

Sef = Oka) e b sa allora fcxl - Okb) ;

• sef =0(Xa ) e bae allow fcx) =o(xb) .

atone xa=oCxb)
Esercito rewove le uuipeioazicni tree quest

affermaziaii ( per x→0) :

a) f Cx) = 003) ; b) f Cx) - 003) ; e) f Cx ) - Okk)

Risposta i e) ⇒ b) ⇒ a)
# ¥

'



Derivates di Ordine Superiore

Deviate Seconda di f : = devioata della devhstadif

f
"
= fk! (fi )

' -

deviesta prima

Devika Terza di f dericsta della dericsta Seconda

diff"
- f = (f ")

'

e Cosi via
. . . .

La deviuata d - esima si widied con fld )

Dice che f E derivable d Volte (an d uitevo)
se f "

,
fth

, .
. .
.

,
f
'd)

esistono tutte
.

Polinomio e resto di Taylor ( in O)

Sia f una fuuzi one definite Cahmeuo) su un intervale

I che centime 0 all
' niterno

,
derivable d- volte

( con d = O
, 1,2, . . . ) .

Ie poliuouio di Taylor di grado d di f ( in O) e-

Pd Cx) = fat f
'
xt 1¥54 . . . . + f%qxd

Poneudo f f e O ! I ho la former compacta
d

Pdx) = E - xn
n-0 M!



e resto di Taylor di grado d di f ( in O) e-

Rd (x) : = f-Cx) - Pd Cx)

Iu attire parole

f- (x) = Pd Cx) -1 Rd ( x)
-

soileeppo di Taylor di

grado d di f in O

se punto fondamentale E che ie resto Rd

e-
"

piccolo , per x via.no a Xo .

Ie signified di " piccolo , e- spiegato ud

teoraua segueyte :

Teovaua (dello soieuppo di Taylor)
> render f e d come sopra .

Allora per x→Oi

←
(a) Rd (x) = O (Xd ) j formula del resto di Peano .

(b) se f E derivable dtl volte , Rd Cx) = Ofxdt ')
e auzi

Rd Cx) n f{f→ .
xdtl ;

(e) se f e- deviusbiee dti volte
, per ogui x

esiste I comme so the O e x tale che

Rd (x) =
fld") (E) ×dti

,

former del
resto di

Cdt D ! Lagrange



Ossevuazieni

° Pili grande E d , pin piccolo e- (e
'
Ordine di

uifiuitesimo del ) resto .

• Valgono quest uiipeicaziari the le formula in (a) ,Cbl, le) :

form .
in (e) ⇒ formed wi (b)⇒ form .

in Ca)

(forwee di Lagrange) (form .
di Peano)

Promote a diiuostrarlo voi !

Diuuostrazione del Teoreuea

Yi eiueito al Caso de 2 (da cui si cap isee it

case d qualuuque) .

a) Devo far vedeve che Rdx) - 064 cioe che

Figo Ry so .
Uso che

Rdx) - f Cx) - Pdx) = f Cx) -f co) - f
'
G) x - fzx2

RIO ) = f'Cx) - ft) - f
"
Co) . x ⇒ RICO)- o

R"z G) = f " Cx) - f"co) g RICO) -0

R'"
z Cx) = f

" (x) ⇒ R'{6)=f%)



f
Perche Rio) = O ⇐ (*)

Eino '3¥ -
"

8. Elisir:# -
"

8.← ref;¥o
de L' H .

¥ frigo REGI = Rico) - O

b) Devo dimestrove die Rygg → f"fI
Broader came prima

lui Rach lui Rica linked
X→o Is In x→o 342 § xx GX

del' H
.

de L' H
.

¥ bin R" = Rio - f"¥ .

go 6

c) Date x devo trevave I t.c.kz#-fgCxI

Rz = Rdx)
- Rio) 122¥

4€03 If 38,2

fcb)-fca) bet, a-0 tear
-

di Greely :

pay f- R2
, 9=43 esiste X , Cen

OL x.ex

=
Rich -R'do) & Rick)
-
-

38,2 - 3.02 602



= Ra"Cxy-R"dI%T
"

R"zf=f"c
6 Xz - 6 .

O

preudo I = Xz .
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Ricardo che :

Teoveueab (dello soieuppo di T. )

Data f e date D= 0,1 , . . . . , considero lo soiluppo di

Taylor di f di Ordine d Ciao ) :

f Cx) = Pd (x) + Rd K)
t ←

resto dit
poe . ditdif
di ordered

- - -

Allora per x→0i

a) Rd (x) = o (Xd)

b) Rd Cx) =0(xd
") e precisian . RgI#×→→oftt(Atl) !

c) Hx FTE (o, x) f. a . Rolly = f
#DCF )
¥4

Xd"
.

( per b) ee) serve che f Sia derivable dtl vote .)

Proposizione 2 ( Uniats dello soiluppo de'T. )

Data f come met teoraua I
, se posses Seompovla

come

pay =P to (Xd )

Cen P poeiuouiio di grado Sd ,
allora P E per

forza ie poliuouuo di Taylor Pd .



Dive

Scriver

PG) = Aotaixtazx
'

-193×3-1 . . . . + Adxd ⇒ Rota

Atlas :

P' Cx) = A, -12928+30282-1 . -+ dad Xd
"

⇒ P'Cota ,

P" (x) = 292+693×-1 . . . -+ dcd-Dad Xd
-Z

⇒ PYO)=2az

Devo diueostrare che

✓ v v
Ao - fo) , a , - ft) , AE FEI , . . . . . ,

Ade -7%1
d !

L ' ipotesi e- che fcx) - pcx) - o (xd)cioefco
) - Pco)

-
O = live fHI-P# recess

. una forma violet.
"

Og
*→O Xd h

- cioe f = Pco) = Ao
ti
O

f 'Cq- Pico)
-

a

= bin FG) - P' Cx) recess
. found wide . Og

+→O d xd- I x

p
- cioe f ' = P'G) =A,
t

de UH
,

O

f- "co) - P"Co)
9¥ lieu f"H-P neeessar . f-"6)=P "lol - Zaz

*→O dCd-Dxd
to

etc .
etc

.



Svieuppo di Taylor in Xo

Dat Xo E R
,
f fuuzione definite almeuo wi un

uitevvdlo I eke centime Xo all
' niterno

, f derivable

d volte
,
allow ie polinovuio di Taylor di grado

d di f wi Xo e-

Pao
,
d
Ch) :- f Ko) tf

'Go) .xx f%z÷x4 . . . . . +f xd

= & geol xu
Ye resto diTaylor E Ryo

,
d (b) = f-Goth) - Pcb),

e lo soilwppo di T. e- i

f Goth ) = Pyo
,
d (b) t Rxo

,
d (b)

e pareude X - Toth , cioe h= X-Xo
,

f- (x) = Pyo
,
d (x-Xo) t Rio

,
d (x-Xo)

se toneme dello soieuppo di Taylor e- esattameule
lo stesso : peu le→ O Vale che

a) Rxo
,
d
(b) = ofhd) ,

b) Rxo
,
d th ) - Ochdty ,

e) Rx
,
d th) = ffdtI.ge?-edt

'
can lie (ga)



Eseuepio di Uso dello soiluppo dit

Calcetane ie valone di
"
e
, con error uiferiove

a 103
.

Ricardo che ex
= It x -1¥? + + . . ..tl#-RdCx)Quindie--

e
'
= It It & -134

,

t - - - -t &,
1- Rd H)

d

= Ent t Rd lb)4=0

Qwiudi se rieseo a trave d tale che IRD CI) 15103

allow It It g. + . . . .-1¥, approssind e Cen error Sto?

Come tooo d ? Uso la formula di Lagrange per
ie resto : Rd Cx) = fcfx,y xd" = E xd"

dad!
Cen I c- (o,x) .

Quiudi Rath = con 05841
,

f.
Uso che es 3

(Rd HH = 8¥, Sfg
.

s 3-
(Atl)!

Cero de tic
. d¥,, ! S

103 (⇒ IRISH 5103)
Pvoado a tentative

idea
: = = To >1- No1000

D= 5 i 7. e- ¥0 - LTO Toto No

d- 6 : %
.

= Go <Go =# Ok !



Conclusione :

b + It f- + f- t# +↳ +¥0 = 1,9ft = 2,71805 . . . .

approssina e an error uifeviove a 183

( Iu effete e = 2,71828 . . . . )

Eseveizi sue Calcote degli soieuppi dit .

Punto drive : cesare dove possible gli soieeeppi

moti : e
"

,
seux

,
cost

,
(txt , log City) .

1
.
Traore lo suiluppo (o ie poliuouuio) dit. di ordines
di seu in0

.

Uso lo soieuppo note : Seay = y - Y÷, + Is, +0Gt)
e sostituisco y =x2

i

④ seu x2- ¥, + 8,7+06141 .

in partieolaee

seu Cxz) - x2- 1¥ + + o(x' 3)
Per la proposizicne 2 , xz-xggi-xg.IE ie
poliuocuio di Taylor di Senf) di Ordine 13

.

( pareve ie resto 0613) ) e coincide on ie

fol . dit . di Ondine d peu de lo, 11,12 .



Usando e ie feetto die ¥0 = 0010) olteugo

Scum , xz- 1%+0091-0014)
4

usaudo Is hegola Ocxa) 1- Ocxb) - Oka)
,
se asb

cottage L diwostraziare

Sen = xzxgg
,

+ 0µg
domani

Quest e- lo soileeppo di T .
di ordure 9

ed audie lo sviluppo di Ordine d Cen 01=6,7, 8 .

A posteriori , per visolvevelesevazio bastard

poutine dalle soieuppo Seay = Y - toys)
wi fate

'

Sen = XI +009 .

Ma alteuzi are : men basta partie da
seu y = y +043) pevdie si ottieue Solo

sendD= +4006)

questo ie solo lo soeeuppo di ordure 5 .
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Caicedo di suieuppi di Taylor Ciao)

1
.
Treasure to soieeeppo dit. di seu all

'
Ordine6

.

Uso lo soieuppo seu y = y - YI + 0 Cys) e
Sostituisco y = XZ :

Sen = it
- ¥+0010)

= xz
- ¥+009

quiudi XI GI E ie pol . di T.
di ordure 6 .

Ossevoazioni
. Iu realtor ho audie seu = XI + ok 9)
quiudi XIGI e- andre il pool . dit di ordines .

- Cosa suecede se uso lo soieeeppo say = y -101931?
seu = X2+006 )
ma 006) men e- 006) , questa fornude NON

basta a terrae lo suileeppo di ordines

(ma baster a tvovove queller di ordure 5) ,



o Cosa suecede se also seuy=y - 93-+9%+069?
seu = xe +41%+0014

↳ I
= XZ XI + 006)

Va bare
,
ma ho facto dei Calabi wi pin del

necessaries
.

2
.
Traore to soieuppo all

'

ordire 4 di ett ?

Soluzi one I (errata)

Uso eY= It y -1¥ -1043) e sostituiseo y=Hx2 :

ett E- It Gtx) + 4¥42 + Old-1×43 )

NON VA BENE ! perdie y = I-1×2# O per x→O .

E infalti , esauiewaudo ie resto :

OC#2) 3) = O( It 3×2+3×486 ) - OH)
T In
Uso closure.

di Catb) 3 men e- 006)
( tiene uifiuitesiuo ! )



Soluzi one 2 (Coweta)

ett X
'

= e. ex
-

Uso eY= Hy -193+0143)
e sostituisco y =X2

= eft Rt +OHH

= e text Exley 066)

quest E lo soiluppo all
'
ordone 4 perdie

006) e- awoke 00h) .

(Iu effete
'

e- andre lo soiluppo all
'

ordines
. )

Meltedmo wi Chiaro abune
"

hegde , per l
'
Uso

degli
"

o grandis, (e degli " o piccoli ,).
• Sostituzione

Se g Cy ) = OffCy)) per y→ yo ,
e hcxl→ yo

allow gchcx)) = OffChex)) ) .

×→o

Dive .

Devo dimosth.ve che g Ch GD

ga ,
Eiffel men e- to .

¥to¥ty§⇒%j. q
L eiuito .

per ipotesi



o

"

c Off ) = Off)
,
cioe : se 901=00HD per xoxo

allow e. gcx) =Off GD puts to

Cloe ee costawti devout' agree o - grandi si possaro
elieuiuave .

Dine . Per ipetesi /9ff → L fiuuto , e qeuhdi

kjfY = la . f§Y → tell biuito .

•
"

Off) 1- Off) = Off) ,,

cioe i se g ,G) = Ocfcxl) e gdx7= OffGD allora

g , G) tgzcx) = Off Cx)) .

Dim
.
Per ipotesi 19,4¥, → Li , 196k¥,→ Lz

Cen Li
,
Lzfiuuti

.

Quiudi

19 , Cx) -192 I

*
s 19k¥, +1,9k¥, → 4th

• Casi partialavi i
,

se x→ o e a Sb : 049+004--009+049=009 ,
La somma di O -grandi di diverse poteuze E

O -grande della potenza di grado pin basso
.



se x→ to e a Sb :

"

Oka) -10GB) = ocxb) -1064=001,
La somma di O -grandi di diverse poteuze E

O -grande della potenza di grado pin alto .

.

"

Off
,
) . Offa) = Off, if ) ,

a'OE i se g ,# = Off, GD e gzcx) = Off

allow g. Cx) . gzcx) = Off, Gl . fix)) .

Dive .

Per ipote.si/9iexsl
Li
,
↳ fiuiti .

HI
→ ↳ ' 19¥17 → Lz can

Allora
1g , . gust 19Mt

Teil
=

tf
'Yf→ Lilzfimto .

.

"

@Cfl )
-

= Offa) ,

cioe i se g Cx) = OffKD alloa (gGDa=OKfGDa) .

Dive
. per esevaizio .

-
"

O( OHH = Off) ,
a'OE : se g Cx) = OthGD e

b = Olfcxd) allow

g.(x) = Ocflxl ) , fi fewtolqfiuilo
Dim

.

M m

194¥, = 1,989¥ .
1h01 → 4.↳ fiwto .

If All



Eseuepio Olaxb) = Ofxb) .

le costauti multiplicative dentine gli o -gaudi war centavo .

• Se gear of Cx) allora gcx ) = Off

uifate gf, → I cioe 96¥, → c .

3
. Coupletate ee segueuti " regoee , i

coff ) = @Cf) )
A

-0(f) to (f) = o(off )) =

off ) -1 Off) = → 0(Ocf)) =

off
, )

. offD= → 0(off )) =

→ off , ) - Offa)=

4 .
Theme to soieeeppo all

'
Ordine g di e-

2×3

Uso e 9--1 -19+91+9%+096) e sostitwisco
y =
- 2×3 ( posso fado ? Si ! ) i

e-2×3=1+(-2×3) +42131+(-2831+062834)
= I - 2×31-2×6- leg +9 + O# 2)

quest E lo soileeppoeeveato per die 0012)

e au che 049 ) .



5
. Suieuppo all ordure 8 di ft th) log ( Ita) .

Uso log# y ) = y - YI + Ofys) e sost . y=xh :

( ltxh ) log (HH ) = Ctx4) (H- ¥+0612))
=
th
- of +01×12) -1×8- XLI + xh OK 'D

=xu-ixstx-ocxfy-ocxfg-xatxftoctxr.TT
quest E lo soiluppocevoato purdie 0014 E

Andre 008) .

Cosa succede Ussudo log City ) = y -1042) ?

(HN ) log (Hxh) = (Ita ) ( 84+008) )
-=XE -1008) -1×8+8401×8)

its 6
= 84-1×8+008 ) -101×12)

= Xh -1×8+0
←

men wa bare paroled 008) non e- 008) .

Attentione ie corvette Scrivener f = 84×8+008)

ma non hee senses tenure sia X8 +008) ,

rueglio seiveue X8+008 ) = 008) .



6
.
terrane lo soieeeppo all

'
ordine 2 di log (3-18) ,

log ( 3 xx) = log(3Gt Eg )) = log 3 tlogcltxg)
adesso uso log ( Ky ) = y - 41+063) e
sostituisco y - Ig :

log Gtx) = logs -1 ( E - + Of 3))
= log 3 -1kg -¥+003 )

E la visposta Arcata perche 003 ) e- audie

002) ,

NON vs bare tisane log City) = . . . . .
e poi

sostituive y=2tX perches 2K¥30

Calcote delle parti principal (par x→ o)

La pp .
di Lex) por Eso E il primo

termine men niello dello soieuppo di Taylor .

Gulati se il primo termine rien Mello E di grado
d ko da lo sohu.pro di ordine d e-

f- G) = axdtocxd ) ⇒ f G) naxd .



I
.
Treasure p . p . per x→O di seu

So die Seery = y +093) → Seng - y

peu sostituzione y=x4 olteugo Sen nxh
.

2
.
Traore p . p . per x→o di em- i

EY = It y -10092) ⇒ et
- is y-1044 ⇒

EY - in y , sostitwiseo y= sent i

e. Seuil ~ sent ~ X \
posses faces
peraie seux→ 0

x→0
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Eseveizi su parti principal e sviluppi diTaylor

Thorne la pp , per x→o delle segweutifuuzioni :

I
.
fcxl = log ( It xD . seux

So che : seux n x (⇐ sent = x-1003) )
log City ) n y (⇐ log City) - y -1044)

Sostituiseo y=X2

log(Hlf) n x2
(possofavtoporehe x→o -→ y→ o) .

Quitdi

fcx) - leg (1++2) . sent ~ x? X =X3

Riassumeudo

pp . @ Cx)) = x3

Soluzi one alternative :

So one sent = x -101×3)

e log City) = y + Olya) ⇒ log (1-1×2)=84044)



uiudi

f- Cx) - log (Hlf) . Sent

= 42+0041 ) . (x -104311
= 83-1×2.063) -10641×+0041.01×3)

= X 's + 005) -1 005) -1007)

= 83+005) ← soiheppo dit di fix)

= 83+003 )
di Ordine 3 o 4

Quiudi pp . (fed) = X3 .

2
.

f- Cx) = Seu + log ( I -1×3)

Seng - y ⇒ sarky - XZ

log (Hy ) Ny ⇒ log ( it nX3

Per e' en

madtomf- (x) ~ XZ -1×3 ~ XZ

Quiudi Pip .@ Cx) ) = XZ

I

Proposizione
Se f Cx) naxb e g Cx) - exd ( per xnsoopp . Esto)
allow f- G) + gcx) ~ axbiexd

TRANNE se axbtcxd so
,
Cioe bed e c- -a .



Dive
.

So che f Cx ) = axbtocxb) , gcx) = exd+o(xd)

quiudi

f Cx) + g Cx) = Axbtcxdtocxb) to(Xd)

Casobi x→o e bed : ocxb ) + o(xd) = o(Xb ) = ofaxb)
= o (axbtexd) quiudi fcxstgcx) naxbxcxd .

Gli altvi Casi si fanno wi modo simile . .. .

3
. f- G) = seufxz) - log (Hlf)

Siecome Seen n XZ e logcltxz) - XZ

NON posses careendeve che f Cx) n x#2=0 .

Devo cesare gli soieuppi can i Eesti ! !
Provo Cen

log City) - y + Olya) ⇒ log ( itxD -14-01×6)
seu y = y+OCy3) ⇒ scuff = X2+049

e dteugo

fcx) - seu - eogcltxz)

= 82+046) - XZ - 004) 04 )

Corvette
,
ma mon ei permute di concludeve .



Uso soieuppi pin preeisi :

log City) = y - 122+0 Cys) ⇒ log (HR) - text -1069
e

seu y = y+OCy3) ⇒ send7=+2+049

come prima .

Quixote :

f- Cx) = Sen - eogcltxz)

= +009)- (Etf -1009)
=
X'
+ OGG) - x2+Xhg -0kg

= Hq -1006)

n Xd
2

Riasswmeudo : pp . (FG) ) = XL .

Altena' one : Cesare to soieuppo Seng - y - 9%+069
cioe seek4=+2- ¥+0010) porta ako

stesso visuetato
.

Juvea cesare gli soieuppi seuy= y- ¥+069
e logCity ) = y +062) men fuuziona .

Prorated e- vedete dove it problems .



4 .
feel = log (cost)

f- Cx) = log ( It@ )
g- cost

- I y
voto che = log ( Hy)

g.→ o per x→0

soiluppo →
n y

di log (HY)
= cost- I

soieuppodit. = (4×1+0041) -11=-1221-0di cost

Qiuudi pp .
= - Ez .

5
. f- Cx) = e-a- I

seuCx4 )

Arco sepavatameute ee p . p . di numen.

e denom .

EY = It y + 064 ⇒ e-4=1+(-2×3406202)
T

= I - 2x -1004
cost . y = -2x

(eegiltima !)
Quiudi e-2×-1 = I - 2x -1042) - I = -2x -1009

e e-2×-1 ~ - 2x .



Seng n y q
seu n Xa

Sost
. y=x4

(eegiltiwa ! )

①wind's

f Cx) = e- 211 - 2x

Sen (x4)
~

I
= - 2×-3

Quirudi p.p.CM) = - 253 .

Prorate a fave con i vesti
.

Traore la pp . per x→ to delle seguentifuuz .

6
. fcx) = TE

por Esto tix n x ⇒ Ctx)
's next

f- Cx) ~ x
's
e p . p . @Cx)) - X 's

7
.
fcx ) = Txt + PII

X -11 - X ⇒ (x-1153 n x 's

x- I n X ⇒ (x- D 's ~ x 's

Qwiudi fcx) = Txt -187-1 n x's -1×3=2×3

e p . p . (FG)) = 2x 's



8
. f Cx) = Txt - FEI

Yu queSto Caso Txt n X 's
,
FEI n X's

ma NON posses ceneeudeve fan x's- X 's = O .

L
'

esevazio e- complicates !

Raecolgo X degli argonaut delle Delia :

f- Cx) = (HD
's
- (x -D 's

= Gets.DE @⇒D 's

=
x'skits) 's - ( I- ¥13 ]

sicconne It →o per x→ to, posses usare

to soreuppo dit di O) di City ) 's i

ft y)
}
= It lgy -1042) per y→ o

sostitweudo y =3 ( posses fares perche y
tender a O quando x→ tis ! ) olteugo

(It ¥ ) 's = It Is + Of = It + Offs)
e sostitueudo ye -f

( i - ⇒
'

5=1+31-41+01 9=1 - told



①uiudi

fix ) - x'skits) 's - ( I- ¥53 ]
= x

's
¥+06.4)- ft - ¥+9141)

= x
's [3×+0644]=3×-5+06-5)

Siccerne 0(x
- E ) e- traseuhobiee righto a E3

por Esto ( parent - 2g > - §)

p . p . ( fld) = 2g I } .



AMY gest 20/21 lezione 27
4/11/2020

Fwuzieni crescent
'

e decrescent
'

Consider o f : X→ R con X C IR
.

Pico che f e- Crescent (sax) se aumeutaudo

ie valone di X aumeuta quelle di f Cx) , a'OE

se per ogui Xo , X ,
EX

Xo CX , ⇒ f Oo) Sf (xD .

Diao che f E stvetlameute crescent se

per ogui Xo ex , c- X

Xo CX , ⇒ f Go) Cf Gi) .

Esaupi : ex e- street
.

Crescent ( Xo ex,⇒ exocet)
e lo stesso vale per 83

, logy .

Ma xz won e- crescent ( se Xo = - l e Xy=0
allots Xo CX , ma f exo) = I s f Cx , ) - O)
Tultaoia If e- statement crescendo su Esto)

( osxosx , ⇒ Xofsxf ) .



Interpretazione gvsfiea :

Y ← y - fcx)

÷ ← y - f Ho)
I

t X
Xo

(b) Un Punto che si muove ewugo ie grapico spostandosi

da sin . verso dx
. sale ( e

' ordinator cresa)

(2) per ogui to C- X , la parte del gnofeeo a destino

di Xo Sta sopra la retta y=f Go) theatre

la parte a sinister dixo Sta Sto
.

y

y
✓← """

f e- crescent ma NON

stveltameute crescent
.

x



Eseuepio airportante stall .

(
f Cx) = - I f e- Vcneseewte see C-as , o) e

Y su (0,1-0) ma NON e- crescent
f

'
= ¥290

gul dominie fu, U (9+0)
i
- -

-- I

i
s Per verifiedre che f non e-

l l X
- i i
- i- . . .

. crescent soul dominie basta

Osservatore che - l L l ma

f fi) = I J f (b) = - I

Def .

Una funzi one f : X→ IR
,
XCR

,
e- decrescent se par

Oogie Xo
,
x
,
EX

Xo CX , ⇒ f Go) FG , ) j

f e- streltamente decrescent se per ogui Xo ,x. EX

Xo CX, ⇒ fcxo) > f ki ) .

Eseuepi

- X E Streit
.
decrescent ; XZ e- stnett

.

crescent

su Eo,-10) e street
. decrescent su C- as, o] .



Teoveuea 1

Sia f : I→ IR con I uiteruallo
,
f devivabiee

.

Allora

(a) f
'

I 0 see I ⇐ f e- crescent seeI j

( b) f
'
> O SUI ⇒ f e- street

.

Crescent SUI;

(e) f
'
so su I # f e- decrescent sus ;

(d) f ' co su I ⇒ f e- stroll . deerese.su I .

In (b) e (d) men hole ⇐ .
Per esaupio f Cx) = x3 e-

stveltameute crescent ma f
'

G) = 3×2 si annulled uio .

Dive
.

di Ca)

⇒ Suppongo f
'
so

,
e dat i Xo ex ,

diuuostvo

che f (Xo) s FCK ) .

Per il torana di Lagrange esiste I con

Xo <Taxi tale che

f Cx , ) - f-Go)
= f ' CF) j

Xi -Xo

par ipotesi f
' CE ) 90 ⇒ f too) to

⇒ fcx ,) - flxo) 90 cioe f Gi) I fcxo) .



⇐ Suppongo f crescent e diuiostno che f
'

30 .

Then do x EX e le so .
Allora Hee >X e

por ipotesi f-Gta) % f Cx) . Quiudi

fcxth) - fk) % O
le

e passiondo al limit per h→ o

f-
'
(x) 0

.

Dim . (b)

3.asta modifiedre la diuuostrazione di ⇒ circa) .

he diuiostrazioni di Ce) e (d) le lascio per esevazio .

UsaTe che f e- decrescent see solo se - f

E crescent
.



fuuzioni converse e concave

Tata f i I→ R con I intervale ,
die che

f e- Contessa se per ogui Po , P, punted del

grapico di f , it segment che Ii congiunge sta

sopra il grafico ,

y

← y=fCx)
- P

,

Po
-

X

Esaupi
Y

Y
← y = f Cx)

←y=fCx )

x x

quests fuuzione E canoessa questa fundone tiene Contessa

Def .

Una fungi are f : I→ IR Cen I intervale si dice

concave se por ogni Po e P, Sul grapico di

f , il segment che li congiunge Sta Sotto ie

grapico .



Y

P
,

Po .
'

← y=fCx)

x

Esaupi
y y y

← y=fcx)

←
y-fix)

←y
-fix)

x x x

f E concave f e- Concave e f hen e- he

cenoessa concave tie Contessa

perf e- concave
su (-go] e

cenoessa safe,-18)

Osseroazione
Tati Po = Go, yo) e P, = (x , , y , ) il segment

che ti cengiunge e- formato dai puuti

Pe = Pot tfp, - Po) ← notazione del

Corso di

algebra linear
con Ost s b -

p, - Po .

←
p.

Pi

Po 2



Iwoltve Tf = ( Xox thx ,
- Xo) ; yottcy ,

- yo))
= ( d -E)Xottx , ; 4- tlyotty ,)
÷-

Se Po e P, Sono punto del grafieobtdif ,
a'OE yo -_ fcxo) e y ,

= f Gi )
,
duomo

Pt = ( d - thot tx , j Cl -t)fcxoitfcxi ))
--

Xt Yt

Ma ahora f e- Contessa se per ogui
Po = (Xo

,
fool ) e P

,
= (x , ,fK . ) ) e per Oguri

OS t Sl Vale ytefcxt) a'of

4-tfcxottfcxi) I fld -txottxi)
,

f E concave se per ogui Po = (Xo, fool )
e P

,
= (x , ,fK . ) ) e per Oguri OS t Sl Vale

yes fcxt) cioe

4-t) fcxdttfcx.IS fld -txottx ,) .
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Condudiamo la tenia delle fuuzioni conuesse

e concave
.

Teoreuea 2 ←
intervalto

Data f : I → IR derivable 2 Volte
. Allora

(a) f Contessa ⇐ f
'
e- crescent⇐ f " Io ;

(b) f concave ⇐ f
'
e- decrescent⇐ f

"
so .

Dive

so dat teoreuea I (della lezione pree .) che

f
'
crescente ⇐ f "I 0 , f

'

decrescent⇐ f"so
,

Passo 1 i f
'
e- crescent ⇒ f E Contessa .

Devo fan Vedere che Vxo
,
x.EI con Xo Cx , , htt Elo, if

✓ate

4 -t) fcxojttfcxi) I fld -thot tx)
.

÷
Yt

Xt

Considered to different a :

C -t) fcxo)ttfGd - f (Xo)

= d -t) @ Go) - fat))t t (fail-fat))

= d-t) (Xo-Xt) foot - f- At)
~

Xo - *
+th - Xo) fail

-fat)
H Y Xi - Xt
- ta-Xo) d -t)#-Xo)



Per il teovaua di Lagrange esistouo To e I can

to < To < Xt s I , < x ,
Tali che

fuggy -11ft ) = ficxo ) , f ¥94 = f
'

CE ) .

Quiudi

C -t) fcxo)ttfGd - f (Xo) =

= - d - t) tcxrxo) f'(E) + ta-t) Gi -Xo) FYI)

= ta -t) (x ,-Xo) (f ' (E) - f
'
(Fo )) .

Se f
' e- cveseeute allow f

'

CE ) - f
'

IO e quiudi

ftfGd - f (Xo) 90 cioe ye If He )
Ye Chee la tesi del passed .

Se uivece f
' e- decrescent allow f

'

CE ) - f'Cfo) so

e quiudi yt - f Gt) so, cioe ye Sf Kt ) ,

e quiudi f e- Concave .

Passo 2 : f Contessa ⇒ f
'

crescent .

Devo far vedeve che presi Xo , X ,
C- I con Xo < x ,

allora f ' (Xo) S f
'
Cx , ) ,



R
← R ,

Y f .

- i

i i

19
. . i i

Ro i i
. i

i : i :

l l XIo tote I
,
tie

Ro retta passante per i pwuti dee grapico di ase . Xo , toth

R , is n n n " " " Xi
, Xih

R : = n n n u n u Xo
, 4th

Sieeome i punt' del grapico di asa'ssa Xoth ex,

Stann o Sotto R
,

peudaeza (Ro ) s peudeuza (R) s peudeuza (R, )
H H

f-Goth) - fcxo) fcxith) -fla )
h h

Quiudi

f-Goth) - fcxo)
g
fcxith) -fcx ,)

h h

e pveudeudo ie limit per h→o olteugo

f-
'Go) s fkx , )

Che ero la tesi del passo 2 .

Allo stesso modo
,
se f e- concave olteugo che

f
'
e- decrescent

.



Esevcizi

1
. Disegnave it grdfico di f Cx) : = ×¥ .

Iusieuie di defiuizione dif

Sono gli x tic .

XS
- 5×40 cioe x (X1 5)to

cioe Xt O e Xa
- Sto cioe x -1-0

,
IFS

.

Segno di f

sgucfcxs) = Sgu (Rsx) = Sgu Es))

Sgu(x)
- - t t

Sgu(X1 5) t l
- -

,
t

Sgu (f (x))
- t - t

-is o
'

is

limited significative
.

f- (Ics) = O j f (Ot ) = -O ,

fco-t-tcsfk8551-tcsfkfstt-csfk-F551-tcsfk.FM
= - is

segno di f
'
e uitevvdli di monotones

- (5×4-5)
=
SCI - xh)f-

'

(x) =¥×)
"
=

Cys- 5×12 ( XS- 502

Sgucfcx )) = sgu( I-H)
b I ↳

l l
-

- i
t

y
-

f e strew . crescent wi ft , o) e (O, I] ed e-

street
.
decree . in C-as, -951 , firs, - D , [1,957 , to)



Iuoltre - l E un punto di miwimo locale e

+ I e- Wu punto di massive locale .

Primo disegno del grafico
Y
n i

i

i

i
. . . -

-
- 1/4 if

l l l l J X

-

"

F - I -1/4- . - - - i
:

:
>

'

,

I

,

I

,

I

,

'

Ho diseguatof concave o convessa in ciascunuitevuako

che compare it dominie
,
ma non so Cancers)

se f E effeltecsmewte cost
.

In effete potvebbe essene falta Cosi :

Y
n i

iV :L
i
. . . -

-
- 1/4

s Fs
l l l l J X

-

"

F - I -1/4- . - - -
i
.

"

:

I : A,

I

,

I

,

'



segno di f
"
e uitervdli di concavities conoessita

f
"
(x) = sci - xh) g C- 4×3165 - 5×12-14×41,265, (5×15)( ( xs- 5×12)

"
=

HE 5×14

= 5
- 4×8 -120×4+10 -20×9+10×8

(XE 5×13

= 5 6×8+10

(XE 5×13

Sieeome 6×8+1070 Vx
, sgucf" lol) = sgu(xE5x)

quiudi n u n Usgucf
"

=

- if -14 - Irs -1

Quest conferma
'

il primo di segno .

Ossevszione important

f Cx) = ¥5,
e- dispart

'

e quihdi il ghofico

e- simmetvicovispelto all
'

origine .

Basta allora disegnavlo per X
. . . .
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Esercizi

I
.

Diseuteve al variate di AEK il numero

di Solheim dell
'

eqeeazione XE 5×+1=9

Pongo f Cx) : = XS
- 5×+1 e ne disegno

ie

grafieo .

dominie di fi Tutto IR

segno di f : non determinable

limiter significative : fCtu ) - too ; ffa) = - O

( in partieOlave non CE ne Massimo ne minimo) .

devioata : f
'

(x) = 5×4-5=504-1 )

segno di f
'
i f

'

(x ) 70 ⇐ Khal # 8231

⇐ X 91 Opp .
X S - l

T b I
Sgu (f

'GD i + I
,

- ly t

- l punto di Max .

loc
.

,
-11 punto di min .eoc .

deviate Seconda : f
"
Cx) = 5041 )

'
= 20×3

n u
sguff"(xD I

-

o 1-



Di segno il grapico di fali
y
^ Val

.
di a # Sol . di

s

.

.
. . - S f =a

i
-
a a> 5 I

i

i b - 9=5 2

. S

l l > x
-3<955 3

- I
'

i
,

a=-3 2

. AL- 3 b
-3- . .

.

'

Soe
- alternative (funziona ma non e- piirseeuplia)

scvivo I '
equeaz .

45-5×+1 = a come

+5 = 5×-1 a- I e cevco le intersession
'

tis it grafieo y = Xs e il grafieo y= Sexta
- I

y

y=x5

← y = 58ta
- I

scopro che

×
ei servo due

valeri a
, L Az

tic
. per aca ,

e Azaz her to solution,

per A.saz ho 3 solution



Ossevuazi one important sulla prima soluzione

Gli element dello studio del grapico di f

che no vehement asato Sono :

• fcxl e- street . crescent wi ft , -16) e

f- (b) =-3
, f-Go) = to ⇒ per Ag - 3 e

-

eg .

f- Cx) =a ha sempre une
' unica soluzione

in G. to) ;

• fcx ) e- stick . decree .
in El, if e ftD= 5 ,

f- (b) = - 3 ⇒ per
- 3 Sas 5

,
e'equaz .

f Cx) --a ha un
' Unica soluz .

in El, IT ,
'

o f Cx) E street . cresc. ui fo , - I] e f fast -o ,
ft- 1) = 5 ⇒ . . - -

Je punto drive e- aver trovato gli
"

uiteuslli

die monotonic
,
di f (e i volovi agliestreui) .

Lee cenoessita di f e- ivrieevaute
.



2
.
Per ogui a EIR Sia ta la soluzione

pin grande dell
'

equazione
Xs
-

5×+1=9
. ( Vedere ex . b)
*

Traore ie leucite di Xa per a→ to

e la parte principate .

y
^

s

.

.
. . - s

←y=fG)

; yea
i

i s -
. S

l l J X
- i

÷
-3- . .

.

'

Dal gvdfeeo dteugo che Xa→ to .

aster

Atlas fcxa) = Xas -Yat l n Xas

Quiiudi e ' eg . f. Ga) -a dioeuta

xasn a
e allow

Xan Ta .



3
.

Dine se e- vero che

et z Ix per oguixe R .

Altenzicne : disegwando i gsfieifuoti) y -
- ex

e y = 5g X mon si oltieue una visposta chiara :

y y

← y=Ezx ← y=§x

y=e×y y=e×y
x x

che le due curve si uitevsechiuo oppwve no

dipeude date
' aeeuwatezza del diogo !

So buzione ( chefuuziona)

ex ¥ Ex Tx EIR

II

ex- Ex so Axe R
-

fed #
min @ Cx) : XER } I 0



Caicedo ie vdove mimmo di fcx) per xEIR .

. f E definite su tutte IR
,

u f ' = ex - Sz = O ⇐ Esq ⇐ x- log (E) .

• confront i Valeri di f wi log (E) ; too; -wi

f ( log (E )) - E ( t - log ) ← Valone minimo !

f- Gcs ) = to

f-fo ) = to

Verifies se min f = Eeg- log 1) 30 oppuremo .

Ossorio che 52=2,5 < 2,71 . . .
-e ⇒ log (E) clogeel

⇒ I - log# 1 SO ⇒ min f so .

Conclude che ex % Ex per ogni x EIR .

4 .

Dire
per qualiac.IR hole che

Q) e
"

% ax per oguixeo .

Precedes come hell
'

ex
.
3 i

ex gas Vx 90

ex
-
ax 90 too
-

fcx) ④



ruin { FG) i x go} I 0 .

Caicedo ie minimis di f Cx) per XE Lo, too) .

e f e- definite su tutte IR
,

° f' Cx) = ex -a = O ⇐ eta⇐ x- loga
sea90

• confront i Valeri di f wi o
,
too
, loga
T

Caso ASI
wa considerate

f Col = I ← Val
.
min

.

Solo se loga> O

f-Ctcs ) - to
cioe as I

Siccome min {fcx) : X 303=190 la debug .

④ e- verification .

Caso A> I

fo ) - I 70 ) ie nd .
min

.
e- it

f- Clog a) = all- logo) pin piccolo dei due

ftD= to

se au- logo) so allow ruin {f . . . . } so
e ④ men hole

.

Se act - log a) 30 allow ruin {f . . . . } FO
e G) hole .

Quindi ④ vale se e solo se all- loga) 30,



a'OE i- loga so ⇐ I > loga ⇐ e Ba
.

Conclusione i ⑨ Vale see solo se Ase
.

Soluziare alternativa

ex tax Vx 0

I

⇒ a Vx >o
w

gon I
win { get :X > o} Ea .

Basta cako lane it minimo dig Cx) per x 90 .

Vantaggio C ? ) : g mon centime a .



AMY gest 20/21 Lezione 32

11/11/2020

Parentesi teorics

Susi etui di humeri

is { humeri natural } = { 0, I, 2, . . . }

Ii = { humeri uitevi } = { 0, It, I 2, . . . . }

Q is { humeri nazionali } = { Pq : p, qEI , 940}
IR is { humeri reali } .

5 humeri reali sono quelle
'

Cen un segno, Uh Numero

fruiter di cifre davawti alla virgata , un numero

feuito ouifinite di a'fue doper to oirgola :

TL = 3
,
161592 . . . . .

- 4g = - I
,
3333 . . . .

Ossewazioni

I humeri natural seno state
' iutvodotti per

Cantave (tonne to zero) .



- I humeri reali e nazionali positive
'

Sono

state
'

intvodolti per misuse ( per esaupio

Uwa luughezza nispdto a una data Unita di

misuis data) .

. I humeri nazionali non bastaho per le misuse :

la diagonale del quadrate di lato I e-

V2 che men e- rdzionale .

[ufalti se por assuvdo FL fosse Nazionale ,

to scvivo come rz = Pg Con p, g uitevi

men entrainbi pari . Allora

2=P2q ⇒ p2=2q2 ⇒ p2 e- pari

⇒ p e- pari , p=2m ⇒ 2q2=p2=@uJ=4mZ

⇒ 92=2m2 ⇒ 92 e- pari ⇒ g pari
Assurdo perche p e g mon Sono euthmbi pari .

. G humeri an segno servo state
'

originariameute

uitvodotti (almeno wi Europa) per region's di

cantabile'tE ( Centrale] -@sate ] pure essene sie

positive che negative) .

° Attention e : b e 0,9999 . . . . Saro due Modi

di Scrivener to stesso numero .

Iufatti i 0,9999 . . . . = 3 . 0,3333 . . - i = 3. Ig =L .

E au che i - 27 , 152 = - 27, 1519999 . . . .



- gli algorithm per le opevzioni elemental
'

if, -,x, :)
wish a Scuola fuuzionano solo per humeri

Cen un numero finite di a'fire decimal .

(a defining one di quester opevazioui per i

humeri reali si fa per appnossimazione .

° I humeri can un espausione decimate fiuita

( un numero finite di a'fire dopes to oivgola)

Sono quelle della forma X= Iq .

• I humeri con espansione decimate periodic,

per eseuepio

- 37
,
14636363 . . . .

w

Sono esaltamonte i humeri nazionali .

Razionate ⇒ periodic

Eseiupio : olteugo le eifre di a- 1¥
faeeudo la divisione

140 11¥←da qui wi poi
-30 i humeri siwipetouo .

2280
77

-30
L L L l



Periodic ⇒ nazionale

Pen esewp.io :

X = 31
,
2679747 . . . ..

= 31
,
2 -1 O

,
0474747 . . . .

= 3¥ + % . 0,474747 . - . .

= 31,2-0 + % . 47 . 0,010101 . . -

= 31,2-0-1 4¥ . Igg ← nazionale

ko uSato che O
,@1181101 . . . = Igg

Pin in generale O
, @0116011 . . . - = gigg e

O
,
[00 . . - 01 ] ( IC 3

. . . . = 1-
.

- gg . . -g
n a'fue w

k cifre

Defimizione di estveuvo superiore e uifeviove

di un insi eine che mon si Seri've come Unione

finite di uitervalli .

Dato X C R
, y E Eas, to] si dice Maggioroute

di X se

y g x H XEX,
'

e si dice minorante se uiveee

ysx VXEX .



Pongo

Yt : = { maggioroute
'

di X}

Y
-

i = { nriuoisuti di X}
iwf x supX

t, b
g

r t y
×

Define
>

see estvewo superiore di X e- il pin piccolo
dei maggioreuti di X a'OE ie minimo di Yt e

e
'
estneuro uifeviove di X E ie pii grande

dei minorauti di X eioe ie massimo di Y
'

.

Father fondamentale (completezza dei humeri reali)

supX e wit X esistono per ogni uisieme X CR .

Consegueuza della completed dei humeri reali :

Teoveiua (di esisteuza degli Zevi )
Sia I = [a , b] e f : I→ R continua e

tale che i valari di f agli esteem di I

Sono discord ( cioe fcakocfcb) oppuve

fcb) so afca) ) . Allora esiste IE (a, b) t. c. f (E)so.



Y Y = f Cx )
^

↳ .

i ⇒

Osservazioni

Se u sassi solo i humeri nazionali l
'

enunciate

non sarebbe Vero : Sia f Cx) : = XI 2 , allow

f- (O) = - 2 , f (2) = 2 ma mon esiste down

XE Q t. c . fcx ) - O ( perche IF men Sono

nazionali ) . Tolka

. L
'

ipotesi f continua non pieoessaelse f : fi, if→R

e- data da

fcxs : = { to
' per xeco.is

- I per x c-Ebo)

allow ffl ) so Cfcs) ma non

esistext.c.fcxt-o.cl'

ipotesi che ie dominie J Sia un uitensllo

non pub essene tolta : se f Cx) :=3 ,
allow

f fi ) LOL ffs) ma non esiste x t . c . f-Gto .

( f e- definite e continua see Ebo)U(0,1]

ma non Ebi ) .
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Ripreudo dalla lezion precedent .

Teoveiua (di esisteuza degli Zevi )
Sia I = [a ,b] e f : I→ R continua e

tale che i valari di f agli esteem di I

Sono discord ( cioe fcakocfcb) oppuve

fcb) so afca) ) .

Allora esiste almeuo un IE (a, b) t. c. f CE)=O.

Prima di dimostrave it teoreura describes an

algorithm per cakolave Uno degli I t . c . f so
.

Algorithm di bisezi one

Suppongo f ca) so < fcb)
-

- t t t

l l l l I > x

X, Xz Xo ba

E¥e.
Is

5

Costruisco una successione di uitewalli I 01352 . . - JIN
tabi che f ha odori diseovdi agli esteem .



Judice an xn il punto medio di Ju e eui-luugh.CI) .
Per it teoneeua esiste I dentro In Kc

. f 7=0 .

Osservo che Xu approssima I con error inferiore

a ez cioelxu- Il see
2

So che en = laugh CI)
J

= by
zh

"

Qwiudi

lxu-x-lsb-azutliupavticolauetevvove.bz#teude a O esponeuzidue .

In porticolane se laugh CI) - b-a = I allow

Xg approssima I an error s s 10-3
.

+
Ig

" "
" s Leo S 10-6

etc
.

Dino stazione del teoreeua Ctraeeia)

Costruisco In an l ' algorithm di bisezione per ogui
U =L

,
2
, - - - - -

Judice Cen an e bn gli estrone dell
' uitensllo

,

woe In - Lau
,
bn] .

Siccome IOI , 3522 . . . .
ho che Aisazsaz . . .

e b
, I bz I bz - - - .



Iuoltre bu-au = laugh (Iu) = b-a_ ,

2h

Quiudi sup { an } = uif { bu} .

Chiamo quester punto I .

Usaudo Is centiuuita di f uix olteugo che fEto .

tfufetli se peu assuvdo f (E) so (oppuue f G-Ko)
allow trove 8 so t. c . fcxl TO see [I-8 , Its]
Ma por u abba stanza grande , Ju CEE -S, Its]

l l l

E- S I 4 Its
In

Ms allow f mon ha valovi discords agli esteem
'

di Ju
,
e queso e- assurdo

.



Yutegrali

Jefiuizione di uitegnole (definite)

Sia f : Ca , b]→ IR una fanzine continua

←
y - fcx)

at"%Va-
Pongo

At : = { (x, y) : x c- [a,b]
, Osysfcx) }

A- i = { (x, y) : x c- [a,b]
, fcxlsy So }

L'

integrate di f da a a b e- it numero dato da
t.

fabfcxidx := area (At) - area (AT

Jabfcxldx si legge " uitegrale da a a b di fed uidx
,

terminologies : f E la funzi one uitegranda ; a e b

Sono gli estremi di uitegrazi one .



Ossevuazioni

Se f 30 , area (A-1=0 e quiudifabfcxdx =
= area (A+) 90 ;

se f so allow area =O e fabfcxldx=
= - area (AT SO .

' Torna Comodo definite

fbafcx) dx= - fabfcxldx = area CAT - area@t)

u Ie Valone di Jabfcxldx dipeude a f e da

A eb
, ma

non di peu de della variable x .

In attire parole

Sabf dx = fabfctldt .

°

"

dx
,
serve a indicate la

"

fine
,
dell

'

uitegnde
e a ri condone qual

' e- Is variable di

uitegrazione .
Per esaupio : fo

'

xzydx dipeude

da y e non da x
,
ex e- la variable di

uitegvazione , mento fo
'

x'y dy dipeude da x

e non da y ; y e- la variable di uitegvaz.



• La defiuizione sopra Usa Is uoziene intuited

di area di un insane met piano .

Ha tale uozione non E bae definite (e non e-

definibiee) .

Per questa ragione i test
'

di Andis i conteugono

una defiuizi one diuevsa di uitegrde , che non

Usa la hoziene di area .

Question're da affrontare

- Caicedo esato degli integrate ;
a Caicedo approximate degli uitegrdli (chevron

si calceolaria esaltameute) ;

o altvi signified
'

dell' integrate .



Calcote esalto degli uitegrdli

Defining
'

one

←
uitevcsllo

Date f , F : I→ IR continue
,
dio che F

E una primitive di f se Fief .

Es
. GI E una primitivo di XZ , ma anehe + c

Cen e costate E una primitive di X?

In generate ,
se te una primitivo di f allow Ftc

con C costate e- pure una primitivo .

Teoveuea fondamentale del Calcote integrate

Siano F
,
f : [a , b]→ IR fuuzioni continue Cen F primitive

di f
.
Allora

fabfcxldx = Fcb) -Fla)

Ossevusziari

• Quest teovaua n' duce it eakolo degli uitegndi Cake)

al trover la primitive dell ' integrands .

• Nei caleoli convene severe Fcb) -Fca) come

I Fed lab (oppure Festa ) .

Eseeupi

fjxzdx =/ primitive dial ! - I to = tf - 05=3 .



- f!# dx =/ primitive diff ? =/ eogxf ! = logs - Bgl - logs .

. fjedx-lpviwitiadiexlo-lexlo-e-eo.eu .

he tecnidie per terrae la primitivo le vediawo hehe

pvossime lezioni .

Alteuzione : le primitive di alewine fungi oui ( per es ,

er
,

e- XZ) non hanno Uua formula .

Per la diuiostrdzi one del teoveeua saverio tveeeueui .

Lemma I
←
uitervallo

Data hi I→ IR continua e derivable Cen b
'
- O
,

allora le e- costate .

Lemma 2
g
uitevvako

Tate f
,
F
, G i I→lR con Fe Ce primitive dif ,

allow esiste C Costaute t
.
c . G = Ftc .

Chunma 3

Data f : Ca , b)→ IR continua
, defiuiseo Gi Ea ,bT→R

come

Gcx) is fatfctldt = area (Ad
Ahora Ce E una primitive di f .

Y f
Y -f

Ax
i

l l I t
a X b



Dim
.

del teoreuua

Trudo G come nel lemma 3
.

Per il lemma 2
,
esiste e costate t.c.G-F.ie .

Allora

fabfcxldx
q

Gcb) = Gcb) - Gca)

defiuiezione%ca-faafctldt.co
di Gcb) Corea di unsegmented

= (Fcb) -1C) - (Flake)

= Fcb) -Fla) .

Jim
.
Lemma b

Date
'

Ho ,X ,
EJ devo dinostrave che h =L Go) .

Per it teonaua di Lagrange esiste I C- (Xo , Xi)
tic

.

he , ) - hcxo) = h' CF ) q
O

Xi - Xo

per ipotesi
Quiudi hcxil - hbo ) -O .

Dine
.
Lemuroid

Pongo b - G - F .
Allow b' = G

'
-F 's f - f so .

Per il leuuwa b
,
h = C costate . Quihdi

G = Fth -Ftc ,



Jim . lemma 3

Suppongo f positive e crescent
.

Devo diuiostnohe che Ce
'
=f , eioe che

line Gcxtee) - GG)
= fix) ,

Leo le

Y

^

!
Ah !

! J X
A x Hh b b. FG)

H

Ossewo che Gcxxhl - GCN = area (Aa) = area (Re)

y=f#
-

←

Ta
tavealta)

fcx, Re

±

X Xth

Quiiudi

acxtef-I-arealaRI-akae.la/=fcx)-AreeefTee)-→ fix,
loso

.

Iuoltve Os area Cta) Sh - ( fatal - GG ))
Quiudi

osareaefted s fated - GG)#
g
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Ripreudo it discorso Sul Caicedo (esalto) degli uiteghdi .

Formula di Cambio di variable

al f f ( gcxl ) .

gicxldxqffcyjdyqtcyltcq-TCGGD-csost.ys-gcx-Tpriwit.ussostituisco

dy = gicxydx
di f Yang Cx)

I 9lb)

b) fbafcgcxl) . gift dx of fly) dy .

gca)

Dive
.

a) Latesi E che Fcgcxs) E una primitive di

f (gb) . gicxl . lo verifier devivaudo Fcgcxs) :

(Fcgcxs) )
'

= F' Cy) . gild = fly ) . gicxl-ffgcxD.gl Cx) .

T T t
deviate della F' of
funk. composts perche te

una prime .di f

b) Uso al E it teoneeua fandom . del ealeobo uitegv .
:

gas)

Jabfcgcxs) . gcxldx =/ Fcgcxs) lab = ltcyll .

9cal
11 I

Fcgcbl) - Fcgcad)



Caso

particoloredfffmxtp) dx q ffcy ) lady
=

tmFCyltc-tm-cmxtpltcy-mxtpdy-lmxtpjdx-m.de
dx= Im dy
t.

. gustinb) Jabfcmxtp) dx = a dy .

buaxp

Esaupi

• few" dx q f
et { dy = { fed dy = zebec

y = 2x-11

dy = 2dg. dx= {dy
= the

# '
te .

o fo
"

seufa - E) dxq failing c-Day = 21,!seuy dy
y = a-E A

dy = - {dx ; dx= -2dg
= 21 - cosy /

IT12

=
2 (1-0)=2

o fer x dx
q f

EY tzdy = { fed dy = zebec
y=x2 = Let 't e
dy = 2x dx

Edy = x DX



e fees (xD . Pdx

q f cosy
. XIIdy = fcosy.dz dy

y = If da qui
proeedetedy = 2XDX ; Lady = DX uitegraudo

• !!cos . Pdx & J !cosy . q dy
q
o

M Patti . . -

perche gli
esteem di

uitegraz . Sono
uguaei !

. I tauxdx = I dx

q f by ←D. dy
y = Cost

dy = - sent . do - dy = seux.dk

= - Slg dy
= - log lytic = - log KosHtc

Cosa suceede con it canbio di oar
. y = sent ?

ftauxdx-fsegdxqf.ws#.dyy=seuxdy=Cosxdxjdx=ws-
dy

= 1£
,
dy q f¥yzdy

. . . .

Cos2x= I - seek = I - y
2



2

• S! etrdxqfezygdy - tegel!- fiery. dyo T
y=rx
dye CI

per parti

2rx

dx=2rxdy=2ydy = Get - 2) ell!
= Cee
'
- 2(eZs)

=
2e2 -12

.

Facto utiee

a) Se f e- dispar i {aafcxldx -0 ;
b) se f E pari

,

faafcx) dx= 2)oaf do
.

Dim
, a disegui

A)
← y=fG)

-a At
l
-

I faafcxldx - area -cereals-1=0
A a f J

Sono Ugadi
per simmetnia

b)
y=fcx)

A- At Iaaf cxldx = areal +
atieacsg

-a a
= zavea (At) = Zfoafcxldx .



Dim .

"
Vera
,

faafcxldx = !! fcxldxtfoafcxdx
-

+= -y → Il
die - dy

goaffy )#dy
Il

faffy ) dy - foaffxldx
O

Quiudi

f.aafcxldx =

foafc-xtdx-foafcxldx-foafcxl-fc-xjdxsefe-disp.am
'

, ffx)= -FG) e f G) + ffx)=0

edtewoogaafwdx-fao.de - O '

Sef e- pari ffx)=fG) , fcxltffx) =2fG) e

§aAfCx)dx = 2)oaf do .



Eseurpi problematic
3

• feedx q f! e
'd

defy Eora ?
O La situazione non

y = XZ

dy = zxdx
e- hrigliorata !

dx= # = dis La primitivo di en

Wy
non si es prime in

termini di fwxz
.

elan
.

° 1¥. dx = Iarctauxf
,

'

= It
,

- tag ) - Iz

Rifaecio to stesso Calcote Con Un Cambio di vav
.
:

!! do

q
,
!÷.ie#ypftyd.dy=-f'ytadyx=lg=

-f
,

'

,¥d×
dx = - ytdy

Quiudi f.
'

¥, do = - f
,

do eioe Iz = - Iz .

Dov -E terrene ?
"

4
• !! ex

'

dx

q f
eYglrydy = O .

4

y = XZ ,

dy = 2X dxjdx-dy-s.dz2X Ny
Assurdo perche ex

-

so e quiudifzedx 90 .

Dov -E terrene ?



A pprossimazione dell
'

uitegisle

y
n y -

- fcxl],

A

> x

a b

se f 30 ,
I i=fa%cx) dx = area (A)

Per calcolave vie Modo appassionato I , appnossino

A con dei rettaugdi .

Ra
Y Rs t
^ t :

R , Ray, i i

g : i

i i i

fail- - - - -

¥
.

: : : i

i
i i i

i
i

: i

←Ji,→←%→÷J5u→
, ×

a
¥
, ¥2 ¥3 ¥4 b

tisso N grande e divide La , b] in uitevvdli 9
,
. . . , Jn

Euughezza S = by
N

Scelgo X
,
E Ji

,
Xz EJZ , - . . . , XNEJN .

Preudo R
, vettaugolo con base J, e altezza FG ,) ;

Rz belt . con base Jzealtezzafcxz) ; etc .



La somma Jg delle avec dei reltaugoli Rn dooorebbe

approssimave I
'

area di A .

Is := area (Rn) = §
, fcxpu)

- S

,

/ altezzowfhge.ua
"
Somma di

Riemann
a

Torana b

se f E continua
, glejug Is = I = fabfcx)dx .

(Vale andre se f non e- postwar)

Quest risultato non lo diiuostro .

Dimostno uiveee delle slime dell
'

error

errs : = II - Ist

Propositi one 2

Sia f : Ca , b]→ IR E continua e derivable

e m > 0 Etc .
If 4x4 Sm txt Laib] .

Allora
err
,
s my -a) S

Sem - I
,
b -a - I

,
8=183 ⇒ errs S 10 ?



Propositi one 3

Sia f i [a , b)→ R devicebile 2 volte
,
e Sia

M >o t
. c . If

"
Cx) l S M V x E La , b] .

Phaedo Xu punto medio di Ju peu Oguin .

Allora

errs S Mq (b - a) 82

Yu partiedare Se Mei
,
b -asi e 8=10-3

allora errs s % s lot
.

(Questa Stina E migliore della precedent)

Dive

5- Is = fabfcxldx - ⇐ foul S
Scriver Ca , b]
come unione→

= §
, fjnfcxldx - &,

foul S

degli luteusUi

Ji - - - - is JN
= §

,
(J
,
f dx - f- Ctu) . 8 )
h

Allow

(b) errs IS- Jst s E://gnfcxsdx-fcxul.SI



Esamino Ora fgwfcxldx .

Sicame Xu E ie punto medio di Ju ,
e the

lunges , ahora Ju = [Xu- Sz , xutsg) e quindi

fjufcxldx - f!!! fcxldx
I:# → =L :{ fcxuttidt

soieuppo dit .
di

ovd.es di f wi Xu : = Ig!!f Hult fault + Rutt) dt
fcxutt) = fault fault

+ Rn"
=

lfcxn.tl?:nlficxultIIiitf!iRultldt--fCxut8tfg,YRultldt
Md allow

⑦ I {fucxldx - fans / - If:{ Ructldtf
Uso Ora k formula del resto di Lagrange :

Ralt) = f"CztIt2 on EE Gtf



Quihdi

- Mg tr s Rutt) s Mz t2

Quinde

III.Edt s f!!nltldt s.fi?M- Edt
H

H

- if S3 Mq 83
812Quadi
If Ructldt / stfu 83
- 812

Quiiudi (2) diveuta

I ffgcxldx - fcxulsf - Ifs!! Ructldtf S Mq S3

e Wando eats)

errs IS- Jst s E://gnfcxsdx-fcxul.SI
S N . 74-83 q Ef lb -a) S?

So by
N
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Attn' siguificati dell
'

integrate
Lavoro di una forza

P punto che si unwove sull
'

esse delle x della

positione Po a P, , soggelto ad una forza F divelta

Come tasse X

F
' O→ . X

p p p
O l

se F E costate
,

it lavoro dit sup E definite

come

(1) Li = F . Ox = F. (R - Po)

Se F mon E costate e dipeude daka positione

di P allora

(2) L : = Jp!Fcxldx
Come si dtieue (2) da (1) ?
Per F men costate calcote ie Lavoro L a parte
da G) suddivideudo Quiterustle [Po ,R] in uitewdliui

di luughezta S piccolo , dove lie prima approx .

F E costate



XI Xz Xz . . . - -

←s→←s→

I , µ

Po P
,

N

Quiudi L = Eln a ⇐ FANS .

net

In
lavoro dit
sull' intervale

[Xu, Xun]

Qwiudi L = bin [ FANS] = Jp! FcxldxSeo
- -

Somma di Riemann

ehee.a.fi?fgEiiemISpaziopevcovsodduu
panto in movimento

J
punto wi movimento met piano (o hello spazio)

Quihdi P = ( xctl , yet) ) ( P= (Xlt), yctl ,2-Ct)) )

reelocitalodtore) F = ( ice)
, y

'

Ctl)

ueeoeita-csealardol.ygxggy.gggg.it/9ia-oisteaccelevazi
one Te

La distauza percovsa da P tha l ' istante to e t ,

e-
D= f!

'

IVTTH dt



Giusti ficazione
Indica con dct) Ea de'stanza percorsa dall

' istante

to a t .
Abbiauuo visto Chelle lezioni Sulla

deriosta) che FTTH = d ' Ct) .

Qwiudi dct ) e- una primitive di 10%11 .

Ma allora

S!'lv7tHdt q / dust!! duct .) -d ,4td=d
Teer

. fond .

d O

del Caicedo wit .

Lunghezza delle curve (nd piano 0 hello spazio)
Tato P come sopra , Chiana

"

traiettoria dip
,

Y,
uisiaue delle posiziari di P Gen t wi un
at uiteudlo di tempo) a'OE

e = { Pct) : toSt St ,}
Eu generale C E una curve .

PUT )
Pelo) .

-

P

?tf£
, e- tangent a Cc

9



Se P passo per ogui punto di C solo una

volta allots

(*) luughezza (C) = d = ft!
'

10h41 dt

( Iu effete
'

basta che i puuti die per Cui P

passa pin di una Volta Siano hi Numero

finite)

Data una euroa e
,
trover una parametrization

vuoe dive seviueve C come traietloria di un

Punto wi movimento , eioe

quitemolto
C = { Pct) : te I }

Data una parametrization Pct)
, posso ealcobve

la luughezza di C usaudo .

Eseuepi di parametrizedone

1
.

Sia C il segment che cengiunge due

punti Po e P
, e

11 Cy p,
exo
, yo) it)

.

Po

Allora C = { -tP,
i costs I }

Pct )



Cioe Pct) = ( d -t ) xottx , ; G- tyotty ,) .

--
xct) yet)

Allora v→= ( Xlt) , y
'

Ctl) = (x,-Xo , y ,
-yo )=P,

- Po

Parametrizedare a vetoa'ta costate : Tt non

dipeude dat

Esistono au che parametrization a uelocita Now

costante
, per esaupio Plt) = (I - E)Pot tap,

con ostsl
.

2
.
Sia C la civconfeveuza di Reggio r castrate

hell ' origine y
^

Cry .
Put

t
> X

Plt) punto di coordinate polan
'

r (costaute)

e t C- Co , 2x] , aioe

Pct) = ( roost , r sent)

Gu guest cases Txt ) = C- r sent , r cost)
10%31 = r , @ Ct ) = C- roost , -r sent)



3
.
Se C e- ie grapico difcx) on asxsb

÷
l l

l l

a b

Allora C = { ( x, fcx) ) : as xsb }

= { (t, fct)) : astsb}
-

Pct)

WTH = (I , Fct) ; Fall = ✓ It (FED' e

laughed = SAY It ( f ' dt

Esevazio f Cx) = e't e-
×

con - I⇐ s I
2

y

!'

. ← c
'

p

: :

: :

: :
'

l l x

- I I

laugh (c) =L
,

"

Vit xD'd x =/
,

'd it + e¥-£dx
q
ftp.et-EI.es - EI

2



=L
,

'

V + + z dx

=L
'

Et dx - IE - e¥1÷e+E .

Eseveizio

Calcolave la luughezza della Curva C parametric .

da Pct) = ( e
- t
cost

,
Et sent) con t 70

.

Cite Pct) ha coordinate polar i r -_ Et , let

Y

a:c .
+co to

luughlcl =/ I Fall dtqfe-tffcost-seutftccost-sa.DZO o

Ict) = Etc- cost- sent ; cost- sent)
+co to

f VE e- tdt = R2 f - e-tf
O

O

=
rz ( -

"

e-9
,
+ e-

o

) - if



AMY gest 20/21 Lezion 37

18/11/2020

Calcote delle area

considered una figura piana A

a x b

Per catcolonel ' area di A seelgo un
'
asse e per

Oguri x sull
'

asse uidico con Ax la sealane di A

ad altezza x ( A intersect con la retta ortogonale

all' esse e passante per x ) .

Pongo EG) : = leuughezza di Ax .
Allora

b

area (A) = fecxldx
a

Giustificazione della formula

Per caleolare I ' area di A
, approssimo A

con dei veltaugoli i



< 8*8*8 , < 8g

a- x, xz ↳ . . . . In b

divide [a , b] in N intervale'm
'

di luughezzas
[Xi , xD , [Xs,Xz] , . . .

.

, [Xu , b] e costruiseo i zeltaugoli
"←

Ri
,
. . . . ,

Rn come ui figure .

Ogui Rn ha altezza ecxu) e base S
.

N

Mi aspelto che area CA) sia appnossimata da Eavea (Rn)
htt

tanto rnegeio quarto pin 8 e- piccolo , a'OE

area (D) = glujuo %,

area (Rn)

N

=
bin E ecxu) - S = fabecxldx .

S→o ha

Somma di

Riemann



Eseuepiob
A cevehio di raggio r ( so gie quid e- I ' area

,

questa e- solo una verified ) .

Ax

ecxt-luughA.kz IF
I A x t
- r r

Quindi

area (A) = Jercxldx = fr"2VFxzdx
-r

⇐ resent = [2 Vrz- rzseuzt - r cost

dtdx-rcost.cl#Tl2=2r2/VI-Seu2t
cost dt

-

-
7112 cost

4/2⇒ = cost
→ = zrzf cost dt

perches cost 90
- sik
412

cost = CosGt) -11 = r2) cos Cst) + I dt
2

- all

5112

= r
-

I seuzktl + tf
- 112

= ITV2



Eseuepio 2

Cakolare I' area dell' uisieiue A dei punt
'

Cay )

tabi che XII S Y S 3-83 ,

y

3 - A
,
= segment di estneui

Ax ← y =3
- xz

← y=xz ,

(9×21) e Cx, 3-xy

A
e = (3-xD - (xzy

Y x = 4-2×2
A b

H - I - p ,
A e b Sono le soluzioni dell

'

-T2 T2 equazime XII =3- XZ cioe

2×2=4 ; 82=2 ; X= IFL

⑦wind's
b

tf

area (A) = fecxldx =/ 4-2×2 dx
a - FL

= 21%-2×2 dx
= 2/4×-3×31

K

O

= 2 (402-3-252)=1631



Caicedo dei volume
.

Considero un Salido A Mello spazio .

"

- l J
O x

Per Catalano il volume did seeIgo un asse e

per Oguri x sull
'

asse video con Ax la sea
'

one

del soli do ad altera x cioe I
'
uitevsezionedi A

con il piano ortogonale all
'

asse e passant per x .

Pongo AH is area (Ax ) .

Allora

b

Voe (A) =/ acx) dx
a

① an:c:::

X

A b



Giusti ficazione della formula

Trecedo come prima , approssimando A car dei

ciliudvi C , ,
Cz

,
. . . .

, Cn di spessore 8 .

Axz
Axa (
↳ -

a.ae
+ 8×8×8 > l X

A. = Xi Xz Xz Xu XN b

Cn cieiwdro
Cu→

Axn ( retto) di base

Axuealtezeas
Axn

xn xn,

Volker) - area (Aw , g

= Aku) -S

Ahora

vous) - line ⇐ voeccu)
s→O

N

= bin E acxul.se/abacxldx .

8→O b- I

Somma di

Riemann



Come eseiupi ricaviamo le formate (note ! )

per
it volume della sfera e del Como

.

Eseeupio I

A sfera di reggio r .

r
A↳# ← Ax = cerchio di raggio r

,

I r f
,

b = ✓ rZx2 r

I o

'

d l J H

-Hye, tax ) = area x) = TIRE = NEXT

volts) = fhacxldx = IT real dx

-r

= IT / thx -GI !! = . . - = hzIr3 .

Eseeupio 2
A Cerro (veto a base eiveolare) on altezzah
e raggio di base r

of ex
eerchio di raggio

E rx = n AG) -ar,f= ITV2
x - I qx i qzxz
+ rx r

b - l I
=

E

per similitude
'

heh
rx del tviaugoto

v
r

Meno e blue
.



Voe (A1 = fohacxldx = 14¥ xzdx
a

= lated # to
=

'

g
Tlr2h = Ig area (B) . le

La formula Vol (A1 = Lg area (B) . h Vale anehe

per Coni con base b mon eivcolave

r:
BI

La si diuiostra allo stesso modo (pnoooteei ! )
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Ripreudo il cakes lo dei volume

Eseeupio 3

Volume di un Como quealunque A con base B e

altezza hi Voe (A) =3 area (B) . h

y
Ia proiezi are

A×
AT h

Az
V. o

⑤ . %
,

p
a

B
B t

Ax e- una copra di B riuepieeiolita di un
father xq . Quindi area (Axl = (E)

2

area (B) .

vocal = Joharea (Ad dx = & areaCBI . Bea dx

h
= area(B) beat # to
= forealBlah



Solidi di rotazione , I

Y A e- il solido ottenuto
y=fG) y
µH ruotaudo B aHomo all

'

yl B asse delle X .

I l l JX b

q
,

× b
Voe (A) = af (f Zdx

Is a

AI ""i

la sezi one di A ad altezza x E un eerehio

di raggio feel , quihdi area (Dx) = Nf GDZ

←

vous ) = fabares (AD dx = Jaba Rdx

Ossevoazione

La formula vote per a , b quaeuuqui on a- b

e f auche mon positive .

Su tal Caso B E cane segue i

\

y y- fGl

b
a

I 9 I >x
← B b



Eseeupio I

D= sfera di raggio r : Voet ) = af!(Vix)2dx
Y

← y -VI

B

= afire xzdx

l l X = A IVY - GI !!= bjp
- r r

Esaupio 2

A = coho (circaare , retted di altezeahenoggio
di baser i got (A) = Tigh (Ix)2dxY h

r. f
Y - E '

= Til to
B

X = Ig TV2h
a



Caicedo del volume
,
Seconda formula

A solider hello spazio . Scehgo un asse R

R e per ogni r >o

indices on Ar la

÷::.:÷÷
.

( uitersezione did

-

f-I
con la superficies del

Ar cieiwduo ( ieeeiuitato)

pvoieziane Sul piano
di esse R e raggio r

Ortegon ate a R
Allora

b

b Voe (A) = fares (Ar ) dr
a

or A
a

r T
Ar

Non diuiostvo questa formula .



Solidi di rotazione.li
Y A solider otteuuto

5- FA) ruotaudo B altoruo all'

X l
B -

asse dewey .

X .
.
- t - - -

- j
lif x

Allora

Ar f A voept-zafabx.PK) do

La sezione radiate Ar E la sup . lateral di hun

cieiwdvo di altera fcr) e raggio di base r .

Quiudi area (Ar) = Ztrfcr) .

Quevedo VollA) = fabarea (Ar)dr= fab zarfCmdr .

Ossevvazione

Tu questa formula deve essene Osasb e f 30 .

Se f non -e positive , allora preudo B come

segue Y

y - ful
←

b
^ xal ,
B

e volt ) = onfabxlfcxsldx .



Esaupiocelcolave it volume di A come in figura :

Y

4

\ -

\ I

\ ⇐ y=x2
AI -\ -

\ -

T -

\
'

f x

Devo obteuere A cane rotazione di una figure
piana B attorno ad wrasse .

Lasse e- queller delle y ; mention B e- come wi

figura :

ay
4

B
C

← y=x2

B
'

Tx
2

Sia A
'

dato dalla rotazione di B ' attorno all
'

asse

y , allow A = eieiudvoc memo A
'

.

Quiiudi

volts) = Volk ) - toe CA )



= ④ 22) . 4 - 29J!x. x2dx
= 1651

-

24 I to = 8K

Soluzione 2 i apple.co le prima formula

per i solidi di hotazione :

Y

vous) = * fo
" '

dy

B
x - Ty = IT 1932/04=84

o x

Soluzione 3 : Calcote vous) uitegvaudo tared
delle seziari radial Ar :

Y Ar E la sup .
latehole di

↳ r

un eieiudno di raggio r

p
e altezza 4 -M .

B ,
Quindi area(Ar) - Kirch-RD

A→
i i e
l l

l l volts ) - Johar ca- r2) dr
l l X

r 2
=

. . .
. = 8A
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Eseuepi di caKoto dei volume

1) A e- il solider oltehuto pveudeudo una Sfeir

di raggio r, e bucaudola car it thopauo

con una punta di diametric D= 2.no
,

passaudio peril Centro .

Calceolaria it volume di A
.

Punto b : diseguave A

A si oltieue ruotando B attovno all'

Y asse delle y

⇒ '

← y - VhIx2
I ' '

= B
"

r: r
.

×

s IB

Iudieaudo con B' la meta Superiore di B

e an A ' il solid di rotazi one generate da B
'

ho che

vous) = 2vocal = 2 (zafar'xVr dx)
= 4514! x V dx



Cambio diner
.
= ax fort f- E) dt

t=rfx2
, hero

'

dt = - 2x dx ri- re

C- 2) dte xdx = on f re alt

O

= 24 / 2g £31214282
O

= 4kg (r,Iroy3k

2J Calcolave it volume di D dato Sotto :

← r→.

¥
.

AM

Scebgo un asse e considered le sezioni

Ax rispelto a quest asse .

L
'

asse per cui E facile l
'

area di A,

e quelle dato della freeas rossa in fig .

h ←
y - h - Knx

pill ! I x e- we rettaugolo .

- r
L' altezza e- h- hp x

← y =z ( per X >o) .

← A
La base E 2 VRZXT

.

I l
-r r



Quindi area (Ax) = 2h ( b - f) Ex .

Quindi

volts ) - f "avea(Ax)dx
- r

=2[avea(Ax)dx
= 4h14 - f) tzxzdx

t=I O

dt=fdx
I

rdt =D
→ = 4hm ) (l - t) Vat de

X
o

t = Selene
= . . .

. .

It - Cosa del



Calcolo degli integrali / delle primitive .

Sia Ic IR un intervallo
.

Ricordiamo che F : I → IR è una primitiva di f : I → R
se KXEI F è derivabile e t' lxi = fcx) .

Inoltre se f. G : I → IR sono primitive di f ,
allora F- G = e con CER

.

Per comodità introduciamo la seguente notazione :

indichiamo con fflxtdx una generica primitiva di f : I → IR
.

Notiamo che fflxidx è una funzione
,
non è un integrale ( che invece è un

numero ) .

Elenco di primitive elementari Sia a. ce IR :

| a dx = arte ( infatti laxt c)' = a)
a # - a

| xadx = xa" + c ( infatti ( è l' = xe )
d- ti

| Ìdx = loglxl te

con questa scrittura si intende che sulla semiretta x > o si ha / dx = logli) te
e sulla semiretta × co si ha ftxdx = logl- x ) + e
Infatti se considero f :( lo:[ e F :{ 0ft e;

ho che

¥ XE (o
, t - ) t' lxl = ¥ = fcxl .

Inoltre se considero f- ftp.o e F- ftp.o?e;g,R ho che

-× )

✓ × E l - no
,
o ) Fcxl = ¥ .

- a = ¥ = fa ) .
↳
-× > o ⇒ cos'→ ben definito

| è dx = è + e

770
,
a # 1

Sè dx =
è

+ e

logia

| logcx) dx = Xloglx ) - X te

| sincxtdx = - cosa) x c

| coscx ) DX = simlxt te

| tanti dx = - logli coslxil ) + c

(si intende che se XE (- It 2kt, ft zktt ) con KEZ allora ftanlx ) = - log ( cosa) ) te
e se XE ( Et ZKT, f- tttzktt ) con KEI allora ftanlx ) = - log (- cosa) ) te )

| { «× , = tanlx) t c

| 17×2 dx = arctanlxttc

| {
×
,
dx = aecsimcx) + e

degli integrali / delle primitive .



Regole per il calcolo degli integrali / delle primitive .

I ) Somma di due funzioni

Siano f. g : I → IR funzioni continue e I un intervallo
,
allora

§ ft g) (x ) dx = fflxidx tfglxtdx .

Siano a ,
be R

,
f. g :[a. b) → IR funzioni continue

,
allora

b b b

| (ft g)(x ) dx = fflxidx tfglxtdx .

Q e a

Dimostrazione : Con la notazione fflx ) dx e fglxtdx intendiamo due primitive
di f e g ,

che possiamo chiamare F
,
G ( con la proprieta' che ttxe I

Fini = flxl e G'cxi = glx) ) . Il teorema dice che una primitiva di ( ftg )
e data da FTG

.

Verifichiamolo : definizione di

p primitiva
(Ft G)

'

cxi ;
t' cxlt E' la = fcx) tglx) = (ftg)Ix ) KXEI

.

derivata della
somma è la

somma delle derivate

Prendendo I = [a
,
b) abbiamo

TFCI

b.

fa (ftg) Ix) dx È (ftG)lb) - ft la) = Flb) + Gcb) - FIAITGLA )

= Flb) - Fca) t Gcb) - Gia)

f- Sabflxidxtsagcxidx .

TFCI

Esempio :

| xtèdx = fxdxtfèdx = + è te

SÌZ tsimlxtdx = È 2 dx + [ simlxidx = ZX [ t f- cosa ) ) È = 2T + 1+1 = Zitta

= 21T

E) Prodotto di una funzione per una costante

Sia de R
,
ICIR

, f: I → R

| A flxtdx = d) flxtdx .

Siano a, be IR ,
ac b

, f : Ea
,
b) → IR una funzione continua

[ iflxidx = A [ fcxiòx .

Dimostrazione :

sia F : I → IR una primitiva di f .

allora ttxe I FA) = fa)

Mostriamo che XF è una primitiva di Af :

⑦F)
'
= XF ' = d.f

[ llflxtdx = AFIB) - Afta) = DI Flbl - Fiat ) = Xfabflxidx

Esempio : fzcoslxtdx = zfcoscxtdx = 2 sincx) te

[ Ì dx = sfitxdx = slogati; = 3 logli)



Possiamo riassumere le regole I ) e I ) in un' unica regola :

f. g : [a. b) → IR ,
m

,
me IR

/! mfcxitmglxtdx = mfiflxtdxt mfabglxidx .

Esempio : [ 2×2 - sx di = % xadx -3] ' xdx = 2¥ ) ; - 3 [ = § - § = È
II ) Regola di integrazione per parti

siano f. g : Ea , b) → R , f- continua , g
derivabile

,
e sia F :[a. b) → IR una primitiva di f .

Allora

| flx) - gcxi dx = Flx) glx) - / Fixing' lxtdx
e

% flxtglxtdx = Flbhglb) - Hai gia) - fflxtg ' A) dx

Dimostrazione : Possiamo riscrivere la prima formula come

| flxtglx) t Flx ) '

H ) dx = Flxlglx ) .

Questa scrittura dice che Fg è una primitiva di fgtfg ' .
Verifichiamolo :

(F g)
'

ex ) = t' lx ) gcx) t Flxighxl = flx) glxtt Flxlgilx ) .

Abbiamo /! flxiglx ) t Flxigllx ) = Flx) glx ) ( è
⇒ SÌ tlxiglx ) = Flxiglx ) / ! - { Flxigilx ) .

Esempio : fxèdx = xè - fèdx = xè - è te

Sxèdx = ¥ è - f ¥è dx =
. . .

? non utile

| logxdx =/ logx - adx = xlogx - ftp.xdx = xlogx - X te

[ xsimcxtdx = - × cosa) / ; + [cosa ) dx = t t sink) [ = It



PROPRIETÀ :

Ricordiamo che [ flxtdx = 0 e ffeflxidx = -[ flxidx
[ flxidx = [ flxtdxtfofttdx

,

Supponiamo a- < b ' l
, f ? 0 ,

allora

% flxtdxtfoflxidx ,

a b c

= Areataa) t area ( Aa ) = Area (asv Ae ) = facflxtdx

Se acbcc e f ha segno qualsiasi

Al As

% flxtdxt [ flxidx
= Area( Aa) - area (Aa) - areola

, ) t area (an ) = area ( asuah ) - area (a. va, )

= [ flxidx .

Se c c be a

% flxidxtfoctixidx = -[ flxidx - [ fcxidx = - [ flxtdx = {flxidx .

Se bc a cc

% flxidx + foctixidx = - [ tcxidx tfoflxidx = - [ tcxidx - [ flxtdx = -[ flxidx = ! flxtdx

E così via . . . .



it

Es . È sinilxidx = È sinlxisinlxidx = - sinceri cosa ) ); - f- cosrlxtdx
O

= È costxidx = fatta - siria)# XII - [ simzixidx

⇒ 2)È a- m' cxtdx = tt ⇒ È simile) dx = E

%
"

cos' lxidx = SÌ . sinihtdxdx = × È - Ia = Ia

Es : / è cosa) dx = èsinlx) - / èsinlx) dx = è sinlx ) - [ - è cosa ) - fècoscxidx ]
= è sinlx ) t e

×
coslx ) - sei 6) (xldx

⇒ 2) ècoslx )dx = èsimlx ) tècoslxi

| è coslx ) = è cosa) + / è sinlx ) dx = è ex ) t èsimlx) - f è cosa )

⇒ 2) ècoslx )dx = èsimlx ) tècoslxi



Lezione 38

Esercizio : Trovare la primitiva di fa - hxtdx con a # - sa
.

Svolgimento : sostituisco t = s - hx ⇒ dt = - hdx

⇒ f ( s - hx )
' di = - { ftadt =

.

1 te"
+ e =

_

( n - hxi
" '

+ e

↳ lati )

f 4 lati )

n'sostituisco t.se - 4x

Esercizio : Calcolare [ stzt ' dt
Svolgimento :

[ stzt - da = It . # dx = f- [ xtdx = I { ¥" ); = f- ( s
"
- s )

.

1

sostituisco × = 1 trt
'

se f- 0
,
allora × > a

dx = ↳ tdt se te a.zllora +=3

Esercizio : Trovare la primitiva di f xa - logli) dx con a # -1 .

Svolgimento : fxaeogxdx =
a

"

lgx - / ÌÌ ' . ¥ dx

=

a

"

egx - ± . fxadx = là - te



Esercizio : Trovare la primitiva di 1 al variare di a. b.c .

Axl tbxtce

Svolgimento : Dividiamo l' esercizio in 3 casi :

consideriamo aii' tbx te e D= ba - hoc
.

CASO 1 : D > 0

CASO 2 : D= 0

Caso 3 : A LO

CASO 1 : Abbiamo due soluzioni Xn, =
bttdt

.

Possiamo riscrivere ae' tbxtc come
la

a. ( x - xa )(× - Xe ) .
Inoltre

1 1
=

axztbxtc a. (x -+a) (x -ter)

A
t B =

AX - Ax
, + Bx - Bxa =

(at B)X - Ax , - Bxa

× -Xs X - xa (x - +a)(× - xa ) (X - XNXX.ie)

(at B)X - Ax , - Bxa 1
Cerco a.B affinché =

(x - xnxx.ie) (x -+a) (x -xr)

ATB = O a- = - B{
- Ax

.
- Bx. = a { blu - intese B-

×! - ×. - (SÌ ) - ( b- Fa
= Fa

la

A- = _ a

ra

""ne fa:*
,

" f- *= -affè ," tristi ,#(x -+a) (x -ter)

Chiamo × - ×
,
=
t

⇒ dx = dt

⇒ f#÷ ,
di =/ fdt = lgltl te = lglx-xs.lt e

quindi _⇒⇐{a)
dx + off,#ydx = - § loglx-xsltjloglx-x.lt -e

= £ log
1×+21

+ e

Ix - xnl

CASO 2 : D=-
, dunque la soluzione di axatbxtc.no è X. = - la

2a

quindi ( ex? tbxta) = QCX - to )
'
= (zagreb)

'

.

a

Abbiamo / 1 dx = ha /
1 lx = Zf f. dt = 2 f- I + e)

a.xrtbxtc (zaxtb ) ' e

chiamo Zax - b - t = - È t.ci
⇒ dx = DI

2a

=
-

t
t e

axtb
E



3) axatbxtc = axrtbx ± È + e = (text! )
'

te - È =p -È ) ( 'ÈÌ;)
'

+ a ]
dx⇒ SÌ .ua a.÷.is#I.*i+a=cc.;.,HeIall%1dt

( c - fa ) a
=

= lraxtafa ) ecc.edu/tIadtdt--tadx
1

te

c- I ⇐ g.÷ ,
".
aectanct )

ha

È . ;)
"
onta tenera ) ) + e

Esercizio trovare la primitiva di dx + e con a
,
b. c , d ,

e dati
,

eaxrtbxt -e a # o
,
dato

.

Svolgimento : axrtbxtc = zax t lo

dite = ! ( ( dxte ) ) = ¥ [ zax trae ] = ¥ [ zaxtb - bt ]

= { [ zaxtb ) - ¥ te
Quindi

| ; + e

' ÉS ¥
.

" tie - Falla:*, #

inetta parte si tratta come

nell' esercizio precedente
.

Se chiamiamo fil = exit bxtc

| raxtb dx =/ ¥ dx =/ fllxiffcxit
' dx = loglflxsl + e = la Iaxrtbxxcl te

axrtbxtc 0



Esercizio : Calcolare l'area dell' insieme { ix.g) e Iri E ey e xè } = A
dopo averlo disegnato .

fai = × e-
×

xè - o ¥:_ +⇐ III. È e- o

f-
'

lxi = e-
× txl- e-

×

) = e-
+

(1 - x) a
^

.

f- ' 1×170 1-+70 XE 1 [\
f- (a) = 1 i i

e
- lgt a

¥ = Xè
"

× > o /± = e-
×
⇒ log ; = -× ⇒ + = - lgtz = logz

logz
Areata) = § xè

"

- E dx

logz log 2 logz
= f- xe" )

.

+! - e-
+
dx - IÈ)

.

[

= - logz è + [ e- × )! .

( eogz )
'

4

=
-

{ log 2
- § +1 - { (logz )

'

Esercizio : Calcolare l' area dell' insieme { (xp ) e IR', yao e y Ef e y ←xè e XEZ ) = B

Area =

'

¥ dxtfiaxèdx

+,

= È:L .#I. i. te! .
✓ = Illegale _ zèlttfoga _

e-
<

+ {÷agorà .

se -

{
* e

= Illegale tlogt - sè
'

t I

















1
Lezione 44 - seconda parte .

Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria pala ( sincere )
,
- cosce
"

) ) .

Calcolare la velocità di P e la distanza

percorsa tra
l' istante E- o e t.se

.

Svolgimento .

In generale ,
se un punto si

muove con legge oraria PA ) = (xtt )
,
YH ) )

,

allora ètti = ( t' Lt )
, yilti ) .

Visto che

(simcèt ) )
'

= 3 ètcoscèt )
, f- cosce l' =3ètsimlèt )

abbiamo Ale ( soètcoslet )
,
3.ètsimlèt ) ) .

Per calcolare la distanza percorsa dobbiamo

calcolare I (t ) I = ( + ' (t ) )
'

t ( y
' Hi )

'

si ha Intatte ( 3 ètcoslèt ) )
' tlsètsinlet ) )

'

= 9 è casale" ) + gettonate" )

= getti cos' ( est ) tsinilèt ) )
1 I

3T
= 1

= 3 e

La distanza percorsa tra Teo e te 1 è data da

[ là# lotta ! >È da = ièt ! -- è - a
Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria Ptt ) = Cosce ) ; rt
'
- sitter ) .

Trovare tutti i tempi t in cui l' accelerazione

di P è nulla



Svolgimento .

In generale ,
se un punto si

muove con legge oraria Ptt ) = (xtt )
,
YH ) )

,

allora FAI = ( X
"
It )

, Y
"
It ) )

Per trovare i tempi in cui l' accelerazione è

nulla devo imporre néltt = Io, o ) . Dunque
X
"

(ti = odevo risolvere {
y
" A) = 0

xlt ) = cosa ) ,
x. It ) = - simlt )

,
×
" Lt ) = - cosa ) ;

Htt = rt
'
-3ITL
'

, Y
'

(ti = 6ft-6ft
, y

" Alert - 6T

{ ÷
.

⇒
* ⇒

L' unico istante in cui l' accelerazione è nulla

è e- = I
z

"

Esercizio : Un punto P si muove nel piano con

legge oraria Pitta ( ztt- E ,
t' - t ) .

a) Calcolare la minima distanza di P

dall' origine .

b) Disegnare la traiettoria di p
.

Svolgimento :

a) Scrivo la funzione che descrive come varia

la distanza di PA ) dell' origine al variare

di t :

flt ) = dcplt ) ; a) = I petti

= (À-EÌtÉ-



Doma ) = IR

Cerco Min
lim (À - E)

'

t È - tt ' = too
+
→ ÷
'

2gal (ht) + 2h' - f) latta )fitti =
-

2 ( Hi - E)
'

t Ètti '

= ft - 5T t SÉ - 3T
'
- t' tt

(À-EÌtÉ
= 3 t 4T

'
- ht

Calette
f- ' HI - o ⇒ tcsthtlit - 4) = O

+ = E 3×2+4×-4=0
z

= 3

×
, , ,
=

- 2 ± 4 -

3 I =
- z

t-o.t-tffioi-fffff-f-fftf.FI
= 1-

+ È - [È
.

= 928
144

e

1253
< ¥ c t •

l
minimo .

La distanza minima è fftff ) = FÈ
b) Pitta ( xlt. )

, YHIKCZE- E ,
ti - t ) .

Dunque × = zt
'
- E

A-
'
= ttf



E- ¥+7 = hxgtb
⇒ t = the con × » - E
y = t' -t.tl E -1 ) = ±h¥F( "I-3 )
Per disegnare la traiettoria dobbiamo disegnare
fai = 4¥51 "f- s )
e glxl = - fai .

Inizio disegnando fcx ) .

* Donna ) = [ -7 ,
to )

* ¥,I• k¥5 ( HI- s ) - to

fin ) .- o

* segno : falso ⇒ × » ?
* f- 'Niente [ tiff» - 44×+5 ]

=
8×-6 t 16kt LO

=
24×+14

=
12×+7

1652 4×+5 1662 4×+5 8k 4×+5

f-
'

lxi > O X » - I -E - E
'2 / - t

fa i
=#

f- f- f) =
-

F
-

E
=
- I

16A 35



.
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Eseuepi di Caicedo dei volume

1) A e- il solider oltenuto pveudeudo una sfevd

di raggio r, e bucaudola car it thopauo

con una punta di diauretnod-2.ro ,

passaudio peril Centro .

Calceolaria it volume di A
.

Punto bi diseguave A

A si oltieue ruotando B attovuo all'

Y asse delle y
A EMS

,

'

← y - VrEx2
↳ l l S B

'

l l S
⇒TI
r

,

s X

18 I S ro
'

r
,

l l S IBl l -

Iudieaudo con B' la meta Superiore di B

e an A ' il solidi di ratazione generate da B
'

ho che

vous) = 2voecnil-zfzafroxvr.IT dx)
= 451 x V dx



Cambio diner
.
= ax fort f- E) dt

t=rfx2
, hero

'

dt = - 2x dx ri- re

C- 2) dte xdx = on f re alt

O

= 24 / 2g £31214282
O

= 4kg (r,Iroy3k

2J Calcolave it volume di D dato Sotto :

← r→.

¥
.

AM

Scebgo un asse e considered le sezioni

Ax rispelto a quest asse .

L
'

asse per cui E facile l
'

area di A,

e quelle dato della freeas rossa in fig .

h ←
y - h - Knx

pill ! I x e- we rettaugolo .

- r
L' altezza e- h- hp x

← y =z ( per X >o) .

← A
La base E 2 VRZXT

.

I l
-r r



Quindi area (Ax) = 2h ( b - f) Ex .

Quindi

volts ) - f "avea(Ax)dx
- r

=2[avea(Ax)dx
= 4h14 - f) tzxzdx

t=I O

dt=fdx
I

rdt =D
→ = 4hm ) (l - t) Vat de

X
o

t = Selene
= . . .

. .

It - Cosa del



mtegndi iuepropri

Jabfcxldx E un integrate proprio se a e b

Sono humeri finite
'

e f e- bae

definite e continua su Ca , b] .

Jabfcxldx E un int
.

cinproprio seenpolice in b

se a e- fiuito (ma b pub esseneto) ,
f E definite e- continua su [a , b)
ma f men e- definite wi b o non

e- continua
.

Jabfcxldx E un int . inproprio seenpolice in a

se b e- fiuito (ma a pub essene - o) ,
f E definite e- continua su (a , b]
ma f non e- definite wi a

,
o non

e- continua
.

fabfcxldx E un integrate wieproprio se f e-

definite e continua su [a.b] memo
un numero finite di puuti Call

' interne

o agei estvaui dell
' intervale) .



Eseiupi

fo'e×dx iutegr . proprio

f! # dx
'

wuproprioseuydiaiuo

Jjbedx im proprio sauplice wits

got dx uiepvoprio uensauplice uioetcs

1 ! dx iuupnoprio non sempre wi O
.

Per adesso consider iamo solo uitegrali

uiepnopnri seuepeiei

efihizione

Se fabfcx )dx e- uieproprioseeupeice wi b ,
il redone e- dato da

Jabfcxidx elegies faefcxsdx
-

uitegrde proprio
per ogui cab



Se F : [a , b)→ IR E una primitivo di f
allora

fabfcxldx = figg. facfcxldx
= Egil Fiala
= ( chugs FG) ) - Fca)

Tu breve ble la solita formula

fabfcxldx = / FG) lab = Fast - Fca)

a patio di uiteudevetlbt come limit

= lui Fk)
+→ b-

Eseiupi

I e→dx= I - Eto: I e-
' II
.

= e-
O

-

e-
A

= b - O =L
ii
lui e-x
x→to

2)f dx =/ log toll?- log I - log (b) = -as
ii

live log x
x→Ot



3) {Lost dx =/ aux =

say,Gas)
- send

him sent
Quest uitegrale uiiproprio Esto

rien esistel
mon es iste (o non converge) !

i

efihizi one

se fab f Cx) dx e- wieproprio seeupeice wi a,
il redone e- dato da

b

fabfcxidxi-leinffcxsdx-IFGHba-FCH-F.cat)
(→at c

leiutcx)
x→at

Possibili can portamenti di un wit . uiepropnio
seenpolice .

Tato Iifabfcxldx wieproprio in a o b ahora

ai sono quattro possible
'

Casi :

o J esiste ed e- finite ( si dice che l ' wit
. converge) ;

• I esiste = too (si dice che l
' wit

. diverge a +co );

• I esiste = - co (si dice che l
' wit

. diverge a -o );

• I non esiste .



Signified geometric degli esaupi precedent

1J Some' dx= area
y

s-

A+
←

Y - e-
X

x

Y

2J f? # dx = - area CAT - l

l X

a-

y = b I
×

1-as

3J f cost do = area (At) - area (AT
o - -

II

y ,
←
b- cost

to ¥

At At

A- A-
- I -
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Ripveudiamo con gli uitegrali ueipropri .

Se eonoseete la primitivo F di f , allow poteete
calcolave I ' uitegnde fabfcx)dx audie se e-

vii.proprio in a o b
.

Se non eonoseete F
,
it alone dell

'

integrate

hiepuoprio fabfcxldx von si peut determinate ,

ma it comportment espresso si .

Quest E l
'

oggetlo di questa lez
'

one
.

Notazi one

Jati fabfcxsdx e fcdgcxldx (iuepropri) sevivo

fabfcxldx x fcdgcxidx
per dive che hanno to stesso comportment .

Cioe i sono eutnawbi finite
'

, oppuveeuihaeubitcs ,

oppuve eutvauubi - as
, oppuve eutrambi won esistcno .

( se Sono eutrsvubi fiuiti non Sono hecess
. uguali)



Da qui ai poi fabfcxldx e- wieproprio wi b
.

Tutti i risultati hanno una version per gli witevgr .

uiepropni wi a (che non sevivo) .

Prop .
I

be comportsmento di fabflx) dx ( wiper . in b)
mon dipeude da ee .

Th attire parole , se pseudo a
'

Cen Aca' Cb
,

Ja! f G) dx x fabfcxldx .

Dim

Presa F : [a.b)→ IR primitivo di f , ie comportam . di

Sab fix) dx = lui FG) - Fca)
*→ b-

dipeude solo da live FOI e won da Fca)
.

+→ b-

Prop ,

2

Se f e-
"

positive vicious a b
,
cioe esiste at

an aca
' Cb tale che f 90 see [a' , b) ,

allora fabfcxldx ha solo due possible comport. :

o E fiiito ( cioe converge) ;

o E to ( eioe diverge axes ) .

Yu pavticolave fabfcxldx esiste sempre !



Se uiveee f e-
"

negative vieiuo a b ,, , cioe esiste

a
'

een aca ab t . c . if so su [a' ,b)
,
allow

fabfcxldx ha solo due possible comport . i

o E fiiito ( cioe converge) ;

o E - cs ( a'OE diverge a -o ) .

Lemma 3

Se F : Ca
'

, b)→ R E eveseeute allow legg FK)
e.sister ed e- ueguale a sup {FG) : a'sxsb } .

Analogamarte se te decrescent figg Fcxl esiste ed e-

iwf { Fox) : a' sxeb} .

"
Dim . gvafica ,

Nel ease betas
,

F evesceute
,
Mi - sup {FG) : . . . } Ctcs .

Y

M -

*,

'

l l X

ai b



Dive . prop .
2 ( prime enumerates )

Premdo a' t
- c . f 30 see [a' , b) .

Allora :

Jabfcxldx x Ja! f. Cx) dx = lui FK) - Fca' )
T → b- 4

Prop .
I primitive di f

ed F e- crescent sie Ca , b) perche F'of 90 ,

quuiudi per il lemma 3

Hub, FH) esiste = sup# Cx) : a'Sxcb}

e questa sup E +co oppuve un numero finite .

Prop . 4

Suppongo che b- + is ed esiste L .

-

= bin fcx )
x→ tis

(finite o infinity .

Allora :

o se L > o
, fathfcxldx = to ;

° se L - O hen ho uiforuuazioni su Jtahfcxsdx ;
to

• se Lso
, f fG) dx = - cs .

a

Dive
.
(per L > o)

Premdo we t . c .
0cm CL

. Siccome f → L

per x→ to esiste I t.ci fcx) Im per XII .



Allora

+ A
1-A

fatF Cx) dx x §!f G) do I fmdx =/ mxl = too .

T T
E I

perche-Prop .
b

f 3 Kz

Eseuupi nel Caso ↳ O

• Sjw dx = I - ¥1! = - 1%+4=1 finite !

• Jj dx = I eogxl.to = logGol - log b - to iufeuito !

o ft? cos ffogx) dx = I seuceogx ) = seuceogGOD

[
↳t

open +→ +•
= sends

NON ES ISTE !

f.Costless dx q f
cosy dy = Seng = seuceogx) te

y
-

-logx

dy = d



Prop .
5 (criteria del confronted

Date f
, g : Ca , b) → IR t

.
c .

O Sf Cx) s g Cx) .

Allora

o s fabfcxldx s Jabgcxldx .

9 9
esistono per la prop . 2

e appavteugono a fates]
Ju partiedare

o se Jabgcxsdx Ctcs allora fbafcxldx a- co

o se fabfcx) dx =to allow fabgcx) dx =to

• se Jabgcx)dx= to allow fabfcx) dx put essene
finite o to .

• se Jabfcxldx Gcs alters fabgcxldx put essene

finite o to .

Dive
. Facile a partie delle disug . per gli integrate

'

propri .

ssehr
.

Se got Sf so allow

fabgcxldx s fabfcxsdx SO .

T 9
esistono e Seno

wi Ecs , too) per
la Prop . 2



1-

Eseuepio +42×+1 stfu t Principia del confront

J, to

I.a:* ,
do sT¥adx - 1%1

,W
-

pt, = - 1-

definite epos . per X S l primitive 3Gop
+ 3.3T = I '

non ho una primitive =
-¥3

Quiwdi [74¥ ,

dx e- fiuito .
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Continuatione della lezi one precedent .
Su pavticolave fabfcxldx , fabgcxsdx Sono integrate

'

uiepropri in b
.

( Ie case degli integrate uiepropri in a e- aualogo .)
Prop .

6 (Primo criteria del confront asintotico)
(andre : crit

. confr . as int . debate)

Date f
, g i Ca , b)→ IR Tali che :

o f
, g Sono positive viciuo a b (cioeesiste

a
'

con asa
' ab t. c . f

, g so se La's b) ) ;

o f G) = Ocgcxl) per x→ b- ;

allow gli integral Sabfcxldx e Sab g dx saro fiuiti

O tu e valgono le stesse iueplicazian della prop .
5 :

o se fabgcxldx ⇐ is allora fabfcxldx Ctcs

o se fbafcx) dx =to allow fabgcx) dx =to

Ossevv
.

o se fabgcx)dx - to allow fabfcx) dx put essene
finite o to

,
e se Jabfcxldx Gcs alters

Sabgcxldx put essene finite oxo .



• se f
, g SO ioiciuo a b e f Cx) = 0cg I

allow udlgono le segueuti uiipeicazioui :

o se fabgcxldx> - o allow fabfcxldxs - co ;
o se fab f G)dx =-w ahora fabgcx)dx= - as .

Dim .

Vieiuo a b ble che f Cx) , gcx) IO ed esiste M > O

t
-
c . IfE) IS MIGGY ( per la defiuiziohe di f= 0cg))
Quindi esiste a

'

een Asa'sb tale che

O S f Cx) S Mgk) per XE Lai, b)
Ma allow

fabfcxidxxfafcxldxsmfa.bg dx x fabgcxsdx .

" I
prop .
I della lez

'

one Sousa

Quiudi se SabgG) do e- finite
,
sono finite

'

tutti gli

uitegrdi sopra , e se fabfcxldx - to, Sono uifiuiti
tutti gli uitegrdi sopra .



Top .

7 ( Secondo criteria del confront asihtotico)
(andre : crit. confr . asiut . forte)

Date f
, g : [a , b)→ IR t. c .

e g E positive viciuo a b Coppuveg e- negative
viciuo a b) j

• f Cx) ~ L . gcx) per X- b
-

Con L 90
,

'

allora

fabfcxldx x fabgcxidx .

Tu particohune i due uitegsli sono euthombi

finite , oppuve eutvauubi to ( se g >o oieiuo ab)
oppuve euthouubi -co ( se g so vicious ab) .

Ossevv
.

Se gcx) ( oppwvefcx) ) Cambria segno wifinite Volte

par X→ b- allow mon ble nessun criteria

di confronted asiutotico .

Dine .

Suppaugo g 90 vieiuo a b ( tattoo case E simile) .
L
'

ipotesi f n Lg per x→ b- signifies che

line fed =L ⇒ f Cx) = Olga) per x→ b-
x→ b- go)



Luis, 96¥, = I ⇒ gal = Offer)) per x→ 5 .

DiuiostroprimachefabfCxldxctcs@fagcxldxctcs.s
⇐ segue della prop . 6 t f = 0cg) ;

⇒ segue della prop .

6 t g =Off) .

Allo stesso modo si diiuostna che fabfcxldx =to
⇐ fabgcxsdx = to .

Integrate uiepropri fondamental

° Sjfa dx = {
to se asi

ta se as I

Iufalti per at l

T adx = I9 Ii:{
'Tta - to seas ,

⇐ = at sea- I
mention per as I

do =/ log x = log Cto) - log (1) = too .



Ju partiedare A ha area fiuita Sse as I

y = Ia

,
A

y

• So'¥adx = {
to se as ,

1- se as l
l -a

Yufate , per a-41 ,

Sita dx =/g1o÷{
' iam = -ios seas ,

= La se as I

e per Ce b ,

Jj # dx =/ eogx I log @ I - log = to

Yu porticohave I ' area di A

e- fiuita se e solo se as ,
.

← Y -¥

I -- - -

A

1



Eseveizi
Determinate it comportamento (non il value !)
dei segueeti integrate improper .

• & a

dx

(verifies i s¥u e- definite e continua su (o, 2] ;

I ' integrate E inproprio in 0 .

Per x→ Ot
,
sent

~ = f- .

x4x4

Quiiudi per

%%¥adxz So's.es#dxqfoIdxqtosPnolp.b
20 crit

.

NOTO !
(lez . pree) confer . asiut .

Risposta i f! sent DX = too .

X4x4

• Jj%¥¥ogxdx
a

.ie#.::::::ai:nmpa;::s 'e' integrate e

Per x→ + is
,

X 4- eogx
¥

~ ¥5 = I ' ¥3 '



Quiudi
1- b

sj%e3.se#dxqSj%3dxqSi*dxq+o
20 crit . Confer

. Prop .
I NOTO

asiut
.

Thisposts : Jj%{ff¥- do E finite .

Can quest nuetodo mon posse seoprire quarto
Vale esaltameute

.
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Continuo con lo studio degli uitegrali uiepropn
'

saupeiei

Eseveizi

Determinate il comportamento dei segueuti integrate
improper i

° So'v¥ dx anahisipreeiuiiwaue :

O taux e- definite ,
continua

e strut
. positive su (o , if

↳ e- def . , cent . , street . pros .

Su Lo, I] e quiudi audie

¥au× lo e- . L
'

integrate e-

wieproprio wi O
,
e ai

Sono solo due possible coup . :
1- cs o finite .

Per x→Ot , faux - Seif n f- = x ,

quiudi ¥× ~ ¥

.tt#xz0evit.eonf.asint.quiudifovf--au+dxx fo
'

e- fiuito .

1

Conclusive i f¥au×dx I fiuito .

O



o f 1- dx
zxzlogx

Aualisi preliminaries : 1- e- definite , continuo
xzlogx

e positive su Esto) , quiudi Quit . e-

liupvoprio solo wi + is ed e- fiuito o too .

Alteuzione : ¥, men ha parte priue . per x→to .

Non posso wsave ie 20 an't
.
di con .fr . asint.

Peres ossevoo che per X→ to

¥. ⇐ ¥ ⇒ ¥. -9¥)
e

f? dx x§%zdx converge .

Per it to criteria di confronted asiutotico

fat:# dx converge .

. logs dx

Aualisi prelim . : logs e- definite ,
continua

,

e positive see [i. too) ; e
' integrate e-

uirpvoprio solo with e hole to o e-

fiwito .

Non CE una parte principate per x→tw .



Ossorio che per x→ + is

logy ⇒ ¥ ⇒ ¥=0(logis)x

e J! dx = to . Quiudi per it to evil
.

del eenfr . asiutotico

g!
-

logs dx = to

Nota quest uitegva.ee si price ealeobve

divetaureute con un Cambio di variable :

J! logis dx q fjydy = I to: to
y = logx

dy = I DX

° logos do

Aualisi prelim .
: lo¥_ E def .

,
anti
, posit .

Su [I , + co) ; e
'

integrate e- wieproprio solo

in to ed e- finite oppure too .

Per x→ to Vale che :

logis ⇒ ¥. ⇒ ÷=0(eo¥)

Tato inutile
, perche f! zdx e- finite .



Pero vole auche che

loggy ⇐ ¥5 = ⇒ eggs - OG)

e

g!:# dx e- fiuito

Per Lo crit . di confr. asiut .

J ,*log¥dx e- fiuito .

Alteuzione : come ho seelto I'esp . Its wiresso ?
Potvei preceded in miauieua pin generate :

Vaso logis a tag =¥
questa uifovmazione e- utile se f!:# do
e- finite

,
a'OE se 2-a > I

,
act .

Quinol's posse conclude sceglieudo Os ASI , per

esaupio a=L (ma andre A=hg , ma non

a- 1) .

,
o f- dx

3¥.

analisi prelim .

i 1-

su [3 , -1cg ,
.

Xx
E def

,
cent

.

, positive

l ' integrate e- uiepmoprio solo with ed e-

finite o to .



Per x→ to

1- =

V x
"- !

@ogxykKxtTziuutieeperchegjYgdxxftIlqzdx-tcs.Ma
andre :

¥× =

x'12
!
( log 112

&¥yk ¥4
E

Sj:# dx x dx - to

quindi , per ie
Io crit

.
di confn .

asink
,

Jj do = to .

Come prima , e
'

esponeute 1/2 ai nosso poteva

essene sostenuto da un qualeuuque esponente

A con 0 CALI .

° fog ,pdx
Aualisi prelim . : Hogge E def . , cent . , pros .

Su [2, -10 ) ; e
'

uitegrale e- uieproprio solo

a +as ed E fiuiho o + es .

A Heuz . : a- I e- it value dell' esponeute per

cui cambio it canportamento di S !adx .



Provo a Cercone una stina dall ' alto ( per

dimestave che e
'

integrate e finite) : per to

xctogxjz ⇐¥ = ¥

inutile perche f! dx = to .

Provo a arcane una Stina dal basso (per

diueostra.ve che l
'

uitegrale e- uifiuito) : per tries

Vaso ¥→ * ¥az=¥a

inutile perche J?7¥adx Ctcs per ogui a -o .

Ye canportamento di questo integrate men si

detevuvina usaudo it confronts an le poteuze !

L
'

Unico Modo (che io sappia) E cakolave

I ' integrate i

pdx q Teo:# dy as

y=eogx
dy = de

×

Quiudi ftp.dxe-fiuito !

• Jj! adx con a so
.

Fateeo voi !



s

o J X dx

o
ex + 2

Aualisi preliminaries : e×X! z e- definite
,
cont

.

positive su Esto) .

L
'

integrate E vii.proprio solo wit as

Per x→ to

+5
et
- Eso ⇐ 5¥ =

•

gY¥dx e- finite

Quiudi per ie to evitevio del confr . asiut .

{ftp.dx~JIEI.dxe-finito
L
'

esponeute 7 wi rosso put essene sostituieo

Con Wu qualunque A96 .

• dx con a - I
.
Fateh voi !

⑤
• J 1- dx con a so . Fateh voi !
2 Clogxja

a (log dx on a -o . Fateh voi !



AMI gest 20/21 lezione 45

1/12/2020

Continuo con gli integrate iiupropri .

Class : di uitegndiuiepropri significative

d'

g %¥adt=fadt={
to se asi

at se as ,

iveproprio x= -t

lie - as dx = - de

Nota : homesso
a
uivece dila perche cosi

posse considerate andre a non vitro
,
e mon

mi devo pveoeepare del segno .

!%adx=%÷adt={
to seas ,

^

T / ta se as ,

iveproprio x= - t

lie 0 dx=- dt

Eseuepi
Studiave il comportamento dei segueuti wit. ieupropri .

④ O
,

⑨
° 12×4×4 DX X !! dx a ftp.dx = too .

In T - i

iuepnopriouio 20 crit
. contr. asiut

.
i

x4x4~x2 per x→ o



4=-1×1 perKO
o ④ ⑨

o f¥dx xf¥dx=§¥dx¥ - f
,

dx = -o -

- 412
- "K

T [ 20 crit . diconfnasint .
uiupropriouio

seuxnx por Eso

° f# dx

co
's ⇒ dtq¥dt

T te Iz -X
wirproprio ai Az dt= - dy cos t)- sent
perches 1-

Vase I

def . epos safe, E )

q fo ¥zdt
= fiorito

{ seeupio airportante

zocvit.coufr.asiut.itcambio di variable sent out per too

serve a vicendursi a

un uiteghde uiepropriouio

1%1×-6 ok = I, d×q¥③¥sdx
T

improprio lie 3 per x→3

XZX - 6 = (x - 3)Gtz)
x-12 - 5

×¥, e- definite
= f- dt

su (0,3) T
t = X-3

dt - do

xf%dt= - as .



Versione alternative : Cambio di variable subito

1%1×-6 ok =P %¥dtxf%dt
T f -

ztcf.is,
alt

q
improprio ai 3

to X- 3
,
dt=dx ttsfg

= - O

per passive ad un port→0

integrate uiepr . uio

⇐ t -13 ⇒

XZX-6=4+3) 2- (t-13)-6

= t46t -1/9- t-3/-61

= that = tctxs)

I

° ¥44 , d×x×a!×↳ , dxq.jo#=fiuito .

-o

p
O

vieproprio ui -y
Xhtxlnxh

per x→ -a

version errata :%%, ,d×Id¥
( x4x4 , nxh

per x→ - as

Siccome §!¥u e- inproprio auche ai O mon si pino

apple
-

eave it criteria del confront asintotu.co !



Conclusione della tenia degli integrate
'

ciupropri

- inone abbiomo considerate solo fabfcxldx iuepvopvi

solo in b Crisp . ,
a) e tutti i critevi di confront

richiedono che f abbia segno Costache vieiuo a b

Crisp .

, a) .

Ie prossino criteria non richede segno costate .

Proposizi one (criteria della convevgeuoeaassoluta)
Sia f : Ca , b)→ R continua e tale che fablfcxdldxstos .

T
Allora fab f G) do esiste ed e- fiuito . esist sempre ,

ed e- finite
0 to

Osseroazione

Sefablfcxsfdx etcs , allora fabfcxldxpuo-aoe.ve qualuuque
comportamento !

Eseuepio

[YI dx esiste ed e- finite

perches,t%u¥ dx S IT dx sus .

Cluett le dimeStazione di questa proposing
-

one .



Gutegndi improper i non saupliei
Considero fabfcx) dx con f definite e- continua

su Ca , b] escluso an numero finite di puuti

(wi wi f hen e- definite o non e- continua-

- tuitegrale E wieproprio in quest puwti) .

Si scompare fabfcx) dx come somma finite

di integral uiepnopri seuplici ,

cioefabfcxdx= fabnhfcxldx .

-

iuepnoprioui
An o bu

Si dice che fabfcx)dx esist se esistono

tutti gli iutegr . fbauhfcxldx e tho i ndovi

mon appaiono Sia to che - O
.

Iu tal Caso il valone di fabfcxldx e- la Somma

dei valeri di fab! fcxldx .

Ju tutti gli altvicasiceioe.se uno degli addend's

men esiste oppure Uno E to e un alto E -o)
si dice che fabfcx) dx mon esiste

.



Eseeupi

o fi do "m%°⇒¥dx+§¥dx = non c-

sisterO T
'

unproprio uio uso chef,%dx= - as
e f !# dx =to

1-

b.s ¥. .
q
.. .

O

T
wiproprio
ai O exo Aso che zdx e- fiuito

scompos ,

e fo
'

dx = to

+ as f, O z O
o Stax = So

"
?
. . . +¥ . . . + ! . . . . +17. . .oeogx O O

in - - w
-

A B C D
uiupvoprio in

0
,
I
,
to

Promote a eakolarli tutti
,
comin eeaudo da Bee

.
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Limit's di succession di humeri reali

Uua successione di humeri e- una sequeuza

uifiuita .

Eseuepi a) b , 2, 3
, 4
,

. . . .

b) b, 4 , 9
,

16
,

. . . .

c) 1/2, 1/4 , 1/8, . . .

Judice una succession generics come Xi
, Xz , Xs , . . .

( i humeri I
, 2,3 Saro uidiei ; Xu - Termine h-esimo) .

Su pavticolave gli eseeupi precedent
'

si sevivono

come

a) Xu is h .

b) Xu : = h2
.

c) Xu is 1- .

2h

Defiuizione

Data una successione Xi
, Xz, . . . . (Con Termine

n- esimo Xu ) e LE IR
,
dice che Xuteude

a L per m→+cs ,
e Scriver

lien Xu =L oppwve the→ L
U→to n>to

'



se

"

per ogui mangine di error ESO, Xu approssina L

con encore uifeuiore a E por m abbastanza grande ,
e pile preeisameute

He>OF me t.ci/xu- LI SE per mg me .

Guerette dice che Xu→ to se
↳+es

"

per ogui sogeia M
, Xu e- maggiore di M

per n abbastanza grande ,
oooero

HM 3- nµ
t
. c . Xu IM se MIM

µ
.

Scvivete voi la defiuizione di Xu→ - as
↳+y

'

Eseuepi
o lui log u = to ⇐ line logo - to .

uses +→ too

(Alteuzione : uso la letters n par uidicave humeri

viteri
,
x per indicate humeri reali .)

o line I = o ⇐ line I = lui I = O
n→tweet x→to 0+1 Esto ex



• live n ! = to
↳ to

non segue da Unlimited's fuuziari ma

della disuguagliauza n ! Eh .

o line sedan ) = O
n→ to

perche- south)=o the vitro ; motive che

bin Seul xx) mon esiste . . . .

*→to

o lui Sen m mon esiste .

b.→ to

La dinoStazione men e- seiuplia .



Serie (o somme wifinite)

Data una successione (eioe una famiglia infinity
di addends

'

Al
, Az , 03 , - - - i

Voglio definirne la Somma infinite

+as

AitAzt Azt . - - - - = { Ah ,

h=1

Per farlo defihisco le Somme parziale
.

S, -_ A ,
,
Sze AitAz

,
Sz - Aitaztaz , . - . .

cioe Sw = ⇐ an per Neb , 2, . . . , e pteudo

il lime di Sn per N→ to
.

Riassumeudo defiuiseo

E: an - fusion - nasi. an) .

x. 9 T
"

Serie ( o Somma
"
Somma parziale

co

uifiuita) degli della Serie Ean
,

addeudi Aw
,

let



Possible comportamenti di una Serie

o §? an = lien Sn esiste ed e- finite
Neto

( diciaweo che la Serie converge) ;

° §
,

an = -10 ( la Serie diverge a ta) ;

o ⇐an = - co ( la Serie diverge a -o) ;

• ⇐ an non esiste .

Eseuepi
as

° 42+3 t - - - = E
,

h = + as

he

segue dat facto che Sn -_ It . - - . -1N IN e

quindi lui Sn = to .

N→to

co

°

bttztlqtgtt - - .
.
= €0 In = 2

.

← I→←{→ Iq 's

2



Eseenpiofoudameutale ( Serie geometrical
reso A ER

,

Ia se -Kasi
,

(1) i-a-a-a3-i-i.sn?EoAh-- {+ co se A El
,

11

ao
"

at
N.E. Se AS - I

,

per eseuepio

I + lgtlgt . . - - = ¥034)" = Ig = 3g .

Per diuiostrare la (b) mi serve la segueute
formula i por Atl Vale che

N

(2) [ a
"
= Hata -1 . . . . + an = AN "

-
I

n -0 A - I

Vevifico che La- 1)Chat . . - tan ) = AN"
- I .

In effete
'

(a- 1)Chat . - - - 1- AN ) =

= acltat . - - -tan) - (Kat . . - tan )

=#att .
. . . -1 ant ' - I -al-of- . . - -ay

= AN"
- I .

Ossorio che
tu se ASI

b se a -- I

(3) live AN" = fo
se -KasiNeto (me

.
se as- I



Usaudio (2) e (3) olteugo che per at l

N

na:*.%÷÷:÷ . : :::c .

N.E. Se as -1

Per a = I

nlujn.lu?oah)-- him (Ntl) = to .

N→ to

11

Somma di Ntl

addend's = I

Esaupio

+↳ + Fat - - - - = §
, n¥ = 1

Gufatti.lt ↳ + It - - - - + nahh , =3. 4

- C - E) tf's - 5) + C's - tilt . - " + ft - da)
= I - 1-

Ntl

e bin fl -t ) = I perche fusing ( I- 1=11-6--1 .

N→to Ntl



In generate non si sa calcolave il valone di una

Serie in modo esto mean che se gli addeudi

Seno date da formule motto sample.ci ! !

Per esaupio , it valone esatto %
,
ht = It f- t t . . .

men E voto .

Quelle che si pref fave e- studiave ie

comportamento delle serie , come abbiamo father

per gli integrate improper ( in effect' le due

teovie Sono molto simile e coeeegate) .

Nota zine
as as

[ an x [ bn
h = I h= I

significs che le due Serie hanno to stesso

comportamento (ma possomo aware lslovi divers i) .
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Cvitevi per studiave it comportamento delle serie

( Notre la somigliauza can i criteri per lo

studio del comportamento degli integrate
'

ciupropri a to .)

Nel seguito Ai , Az, . . . .
uidica una generico successione

di addend's .

Prop .
I

cs as

Per ogui no uitevo , [ An X E an .

N - no h=1

Idea della dicer
.

⇐ an = ti an + Ewan
-

numero

finite

Siccome %
,

an e ⇐wau differ iscono per un

numero finite, devone aoeve hostesses eomportaue .



Prop .
2

(1) Se %
,

an esiste ed e- fiuito ( la Serie converge)
allow an→o per u→ too .

(2) Se esiste L :-c live an E fo , to alloa
rusts

as

• per L so , Ean = to j
A- I

co

• per L so , [ An = - co ;
b-I

• per Leo , %
,
an puo-aoe.ve qualuuque

comportsmento .

Dim
.

as

(b) Sia Mie [ an = lien Sn
↳ I N→ +y

'

Quindi V-E > o F Ne t. c. NINE ⇒ Isn - MISE
Per N > Ne

← 2E→

l l l l X

M-e SN Snake

eioe I Sn - su ,
I S 2E
-

11

AN

Riassumeudo : Ian IS 2E per N 9 Ne .

Quest signified proprio che Au→ 0
.



(2) Suppongo L 90 ( il Caso Lao E simile) .

Preudo e een Ose LL .

Si came An→ L , deve valene Au 's e

da un certo Mo ui poi (a'of per No)
Ma ahora

es

Eau ne §%an I Iie = to .

let

T
Somma di uifiuiti
addeudi uguabia
e : Vale too .

e-to
.

Drop .
3

Se au IO da un Orto no in poi allow

⇐Au es iste ed e- fiuita o to .

Sono esclusi i amportamenti
"

diverge a -o ,
e

"
mon esiste, .

Aualogameute , Se An SO da un certo no wi

poi allow %
,

an esiste ed e- fiuita o - co ;

Sono eseeusi i comport . " toss, e
"
non esiste

,
.

Dive
.

Per N No
,
ahora Swt , = Sutan, I SN .

Quindi la successione Sn e- crescent



per N % no
,
e quindi converge a

L : = Sup { Sn : NEMO}
che E un numero finite o too . Quihdi

cs

E an =L .

E- I

eoreuea 4 ( criteria del confront cent uitegrde)
Sia no uitevo e f : [no , too)→ IR fuuzi one

decrescent e positive .
Allora

%nofCn) e Jaff dx

esistono e appavteugono a [o
,
to] (gia oisto)

e iuoetve

£? cxidx stolen) sfcudtnfofcxldx
In partialare ftp.flu) x juofcxldx .

Corollaries 5

Se f : [no
,
to )→ R E decrescent e positive

viciuo a + co (cite su [a,to) par qual che a Sho)



allow
1- co

⇐notch) x Suffix ) do
e conoevgono op pure divergence a to .

Esempio fondameutale (Serie armorica genendizzata)
Dato a so

⇐ nta = {
to seas ,

finite sea> I

perche questa Serie si comports come §§adx .

(apple.co it teoveeua 4 an f G)= ta e mo=D .

Notaro che gli addend's the tendons a O
, who

it comportsmento dipeude dat valone di a !

In particular ht = to

[ Serie armorica

DinoStazione del teoreeua 4

Diueostro che jnofcxldx s &?n.fm .

Y
fRho

Y - fog
→

←
Brot,

[
Rn

A
l l l l KIA X

no hot ) h



Alton :
+

gong * = area
A e- Contento S area (Rho) + area (Rnp , ) -1 . . . .

new Unione dei

reltangoli Rn
= n%n

.

area (Rn)
q §%fCu

)

con h = no
,
hold
,
. . .

-

T Rn ha base b

qui E esseuziale che
e altezzafcu)

f Sia decrescent
⇒ area (Rn)- flu)

Diueostro one che Eno flu) s fcuo) + In!fCx7dx
Y

(
Knott y -_ fcx)

L

f Rho-12 /
A

V ←
Rn

l l l l KIA X

no hot hot2 h

Allora
+is

ffcxldx = area (A)
No

+is to

A centime % E area (Ru) = E flu)
I ' Unione dei b-hot ng

n-hot

betaugoli Rn come prima ,

Con n = hot I
,
no-13 - - . Rn ha based

e altezza flu)



Quindi fi!f dx I §g%fCu) e sommando

f- Cho) a entrainbi i termini olteugo

fcu.IT/j7cxldx- ii. flu)
che E la tesi

.
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Cakoloapprossimato delle Serie

Data una Serie §?au ( che esiste ed e- fiuita)

ed cue Mangine di ernove E TO , quarto devo

pveudeue grande N affiuehe la Somma parziale
N

Sn is [ An
hot

co

approssimi SEE An con error inferior a E
,

4=1

cioe

Is - snlse ?

Una visposta vieue dal segueute risultato :

Prop .
G

Sia %
,

an serie che converge a S fiuito .

Supponiaueo di avec f : [a,too) → IR positive
e decrescent t.ci/Au/Sftu) .

Allow per ogui N a vale che

IS - Snl sfntfcxsdx .

Dato ESO
,
se trover N t . c . FCN) fwthfcxldx SE

allora
IS - Snl SE .



Dim
.

S - Sn = ⇐ an - an = In
,

an

Quihdi facto voto por le
Somme finite

Ir

Is - Snl - 1%
.
auf S&m

,

tant

es

per ipotesi→ s [ flu)
n-- Ntl

to

torana 4 → s f fcx) do .

( lezione pree .) N

Eseuepio
as

Sia S = Et .

he I h4
Quarto deve essene garden affiche IS - Snl 5103 ?

Apple
'

co la prop .

G Con f Cx) = Iq :

IS -Snl s jJ¥dx= I to - guts '

Avco N tic
. Ign, s 10-3 eioe 3h13 I 103

,

N
?
I 10-33 ,

N I 3¥ = 6,93 . . .

Preudo N=7 : IS - S> I s 10-3
,
cioe

S = It tzutztht - . . . -1¥ I 10-3 .



Passo adesso ai cvitevi di confront por

le serie
. Notaro la souiegliauza on queue

.

per gli uitegsli uirpnopri .

Oneto le diueostrazioni , che Sono molto simile
.

Prop .
7 ( criteria del confront)

Date due succession's di addeudi an e ba

t
.
c . O S au Sbn ,

allora ⇐an e §? bn
esistono e Seno finite o tis ( prop .

3 della

lez . pree .) e

O S ⇐an s bn .

Gu porticoLane :

• §
,

bn <to ⇒ ⇐ an Ctcs ;
• An = to ⇒ %

,

bn = too ;

• se §? an axis , ibn put essene fiuitd 0 to
,

e se fi bn =to , Egan put essene fiuitd 0 to
.



Prop . 8 ( 10 criteria di confr . asiutotico per le Serie)
Date due succession's di addend's an e but. c .

or an , bu IO por n suff . grande (eioe

e. sister hot . c . Ah , bn > o per h Iho) ;
° an = Ocbn) ( vale se aligns Agn =L finite);

Allow

• %
,

bn <to ⇒ ⇐ an a- is ;
• An = to ⇒ %

,

bn = too ;

• se ⇐an axis , ibn put essene finite o to ,
e se ⇐ bn =too

, Egan put essene fiuitd 0 to
.

Prop .
9 ( 20 criteria di conf . asiutotico por le Serie)

Tate an e bn succession's di addend's t
.
c .

• bn IO da un Certo punto wi poi (oppuve
bn SO da un Certo punto wi poi) ;

• an ~ Lbn Cen OC Leto ( a'of Anga ¥,
}) ;

allow co is

[an x Eben
.

he ) htt



Eseeupi

£2247, ya ⇐ ht
fiuito ( giaoisto , si Tata

della Serie armorica

20 crit
.
di confr. as int . i

~ In, per↳ +is
Seher . di espoir . 2)

⇐ 2¥, n per xoxo)
° = to per confront an §

,
In = to

Noto uifdti che logu k n per h→tb

⇒ Lgu In ⇒ the 0¥ ) e quirdi
posses apple

'

cave it to eviterio del confront

asiut
.

° ⇐ this ng ⇐ the Ctcs (cioe e- fiuita)

20 crit . confr . asiut .

2h45 2

than
~

q per nasty

O
T h 3• L - <+ is (eioe converge) per confront con %

,
tha

h-0 2h

Osservo uifalti che

ta 2
"
⇒ na ⇒ II ⇐ YI - hast

e per a=s olteudo gud k tha ⇒ En = 04ns)
e apple.co ie ti crit. di eenfr. asiut

.



o %
.
@ska) - I] con a so

sicceme

An Cos (nta) - I → cos ,% ) - is cos - 1=0

serve un
. analisi pie precisa di an .

U so lo soieeeppo di Taylor cost = I -¥+009
a'OE Cosi - I = - If -1004) n - tzxz
Allora ponendo X -- tha

Au - Ceos(tha) - I n - 112' hza
Per it 20 criteria del confront asiutotico

%
,

@sneak] - ⇐- Tinta - - Enka
Quiudi

%
,
Leos - if = {

- o se zasi a'e- as} ,

finite se za> I eioe a>I .

cs

o E teh
= - cs

ha Heh

perch e- YET→ - i

n→ to

e Uso la Prop .
2
,
lez . pree .



A

o E logu
b-2 Ta

Cen ASO
.

Ossorio che

au : - logy →o
ma lenses

quehdi serve un
' aualisi pin preeisa di au .

Uso che

IK login Khs V-8 >0
,

quiudi
ya ⇐ 69£ Gnats

T T
(b) (2)

(b) uipeica tha = Of bogus) i se as I

w

÷,

to e ie to crit . conf . asiut .

/ CD

luiplica E loss = to .

A- I wa

(2) uiipliea che logway =0¥ )
se a91 posse terrae S -o t . c .

A- S - I

quiudi ⇐ hats Ctcs e par ie to crit .

con fr . asiwt . ho che ⇐ Kat Ctcs .

Riasswureudo

%
,
Yat = {

+0 seas ,
,

fiuito Sea > I
.
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Serie di Taylor

( poeiuomio diTaylor di grado uifiuito)
Data f definite (almeuo) su un uitensho che centime

O e derivable uifiuite Volte, la serie di Taylor
di f in O E la sevie di poteuze

f + f'Col . xx FYI x2+f"g¥x3 + . . . . . = ⇐Dht X"

Domanda i E Vero che f G) = §oDhfu¥ x se la

Serie converge wit ?

Purtvoppo la visposta e- No !
Esiste f : IR→ IR derivable wifiwite volte t. c .

Duf Co) = O th -0,1, . . . , ma fcx) 40 Vx -1-0 .

Quindi Ea serine di Taylor di f Caio) e-

as as

[ Dhfuc Xu = EO . X
"
so VXER

4=0 4=0

quiudi f Cx) coincide Cen la Serie di T
.
solo per ⇐o .



Ossewazi one

Sia Rn Cx ) il resto dello soiluppo di T.
di f wi O

di Ordine N
.

Se Rn Cx)→O allots
N→ to

¥) fat = :{Daffodil .

← Serie dit. dif
Dive

.

a somma parziale Sw della Serio di T
.

e- it polihomio di T.

di grado N .

①wind

SNG) = f Cx) - Rn Cx) → f Cx)
N→to

Quiudi vale
.

It problems e- che spesso E difficile far
vedeve che Rn G) → 0 .

Eseuepi significative di Serio di T.

• La sevie di T .

di ex e-

I txt +54+44-1 . - - - = owns,
Ie raggio di convergenta R e- to e la Serie

coincide an la fuuzione
,
eioe

ex , ex - ⇐In
,
V-xc.IR



Se diweostvo ④ e- automatic che 13=+0

( se fosse fiuito , esistevebbero degli X per Cui

la sevie NON converge - tutti gli xt.c.lt/9R).Diuiostro
⇐) per x so .

La formula di Lagrange del resto e-

Rn Cx) =D
"'t ant ' con OSTSX

.

In
@+D !

resto dello soil
.
di T .

di Ordine N di ex

Iu questo Caso

o s Rn = cent , an
"
s e

"

,

e Rn Cx)→ o perche qfy
.

→ o (quando Nous) .

Iufalti an IT ¥1 per oguix peril

criteria del rapport :

anais - ¥¥;i¥= ¥,
→ o

/ us to

co
htt

quiiudi [ an e- fiuita ⇒ an→ o
.

4=0

Ia Modo simile si divests che RN G)→ 0

per x so .



Si put ahehe dimostrane (ma non lo faeeiamo) che i

w

e cos X = I - ¥+44 - . . . .
= [ C- D

"

X
2h

n=o

V-xc.IR

R - + co

co

° Seu X = X - ¥, +¥, -
. . . .

= [ C- D
"
x
2h"

noi !
the R

R -- to

• log ( tix ) = x -Et # - xdgt . . . . = ⇐
"

x
" theft, s]

M

R = I uifaltil An = It
'
e quindi

M

THI - pm = exp ( th log = expflag ) → e
-

to

Ctx)a= I +axxacaj.IE . . . .
= ⇐ fan) x

" theft, D

12=1 T
coefficeute binomial

(an) Aca- D . . - ca- htt)
m !

Yu partiedare per a= - I
as

↳ = I -X-1×2-83-1 . . . .
= [C- lynx

's

b-O

e sostibueudo X Con - X

¥ = It x -1×4×34 . . . = ⇐Xh (Serie geom .)



Defiuizione del numero e

Usando to Serie dit di e
"
per 12=1 si otieno

e = It I -124+34+44
.

-1 - - " = n%n4
,

'

Questa formula permute di caleobve e con

grande precisione .

Formula alternative per e :

e = (HIT '

Iufalti I

2

-

( Itt ) exp (x log (it → exp (b) = e
- +→ to

¥

Defiuizi one di et con 2- numero compilesso

Tato 2- EQ si defiuisce
A

EZ i = E ZI
ko m!

Poneudo 2- six con x Reale si oltieue

e
"

,
cosxx i sent



Gufalti

e
"
= it It + lig¥ + ligY-cig.si . . . .
= I tix - E,

-
i t + its t " "

= f - + that . - - . ) ti (x- + Eft . . . .)
= Cos X t i sent .

Esercizi

1J Traore il raggio di conoevgeuza R E il

Glove di %
,

2
"
X3h per IA SR .

Risen've to Serie come

⇐ 2%3" = ⇐ (2×3)
"

q ⇐ th← ITES
"

geom .

E = 283

per la Serie geometries it raggio di corn . E b

( and ⇒ t-ligyjrhal-hjw.to - t ) , quindi
la Serie converge per Itt al e non converge

per Itt > I
.

Sostitueudo t -_ 2×3 olteugo che la Seve di

pavteuza converge per 12×31<1 , eioe HIS Lpg ,
e non converge per 12×3191 , cioe 1×1 Sfg .



Quiudi il raggio di convageuza della Serre

di pavteuza E R =
.

Iuoltne abbiamo gia oisto che
as

[ th = I settle l
n-o l -t

Quindi

⇐ th - (Etty - I - ¥ - I -Et

e sostitueeudo to 2×3

⇐ 243N = NI se lxk¥zI - 2×3

2J Cal cetane il raggio di eonoevgeuze e 'd

odove di §g 34×2"

Risevivo la Serie come

as

⇐ 3hL, xzn = [
(3X = e3R

b-o n !
-

T
Serie dit

.

di

et con to 3×2



I a serie dit di et converge per Oguri t , qiuhdi
la nostro sevie converge per ogui x , e

R = -10 .

3J Traore il raggio di convevgeuza di

E l - na

h = 2
In

X
"

I coefficient
'

della Sev ie Sono An= 1-1
It2h

quiudi

Mani - Thin, if = ¥7
=
exp (th log44))

=

exp(469£)
2 I ¥.I

Quindi 12=2 .

4) Discuteue it canportamento al aviare dix
di

I x
"

h = 2

La Serie converge se KI a 12--2 .

(a Serie non converge se 1×172 .

Per la precisione se X 92 la Serie diverge
a-as per che e- a termini negative e



quiudi diverge a-a oppune converge

(Cosa che E esebusa) .

Per x s- z la Serie mon e.sister
,
ma non

e- facile da dimestate .

Resta da Studiare i Casi 1×1--2 .

Per X=2
,
le Serie E

⇐ YI-n.iq - Eam = - as

^

T
20 criteria di perche
contr . asiut . h4→ -10

Per x= -2 la Serie men esiste , ma non

e- facile da diuiostrare .



Lezione 49

Definizione : Una serie an si dice

ASSOLUTAMENTE CONVERGENTE se la Serie

Fidal è convergente .

Criterio della CONVERGENZA ASSOLUTA

se una serie II. an è assolutamente

convergente ,
allora è convergente .

Dimostrazione :

Per ipotesi Fidoni < + so .

Fine IN abbiamo 1 am ) t am = 21am 1 .

Dunque per il criterio del confronto

II ( tant + an ) e Ìo 21am ) = a amleto .

Inoltre 7 me IN possiamo scrivere

an = Ioni t am - lami .

Si ha

ÈI .am = ÌIdlamltan - tant)
questo = e

'
a- = ( tant + an ) - aml

lecito perché
entrambe le 2 t o

serie convergono
•

Osservazione : Non è vero che se Elam ) - to
ao me o

allora È amato / 0
,
equivalentemente ,

MA
00

non è detto che se I' an converge ad
M= O

un numero finito
,
allora anni converge ad

un numero finito ) .



Esempio : État converge .me?dl-narf--II !
diverge .

O

Esempio : la serie 2T ( - at on a > s è

M = 1 ma

assolutamente convergente , quindi convergente .

Esercizio : Studiare il carattere della serie
00

.

se_ (n )

mes m2
-

Svolgimento : Vale lsimlm ) ) e =
.

ma ma

Dunque per
il teorema del confronto

co
.

O

se_ (n ) E -1 L t ao
.

mes
~
2 MIA

~
2

Quindi la serie converge assolutamente
,
e

per il criterio della convergenza assoluta
,

converge .

CRITERIO della RADICE .

Sia IÌ Qm una serie a termini positivi .

Supponiamo che esista il limite

l'm nati = : L
.

m → too

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie diverge ( positivamente) .

Dimostrazione :

caso 0 E le 1
.

Per ipotesi esiste £:[•
"

art = L
.

Allora te > o Time IN tale che

¥ sta m In ± Lt E
.

( * )



Prendo 0L E c 1- L e chiamo l'- = Lt E
,

così le ( o
,
s ) .

Elevando (* ) alla m e con la nostra scelta

d.

E abbiamo che

¥ ma sì Qm E lm con 02 le 1
.

Per il criterio del confronto

III. ← ⇐ È:[ ato .

serie geometrica con

Poiche ' il comportamento di una
Oll la

serie non dipende dai suoi primi addendi

abbiano che la serie converge ad un numero

finito .

Caso ↳ e

Il termine n- esimo della serie non puo
'

convergere a zero .

Infatti supponiamo per assurdo che

live.me 0 .

~ → ao

allora esisterebbe a- E IN tale che

time à en c -2 .
E dunque tra ri

m

am c 1
.

Ha cio' non può essere perché
m

l'
m am = La 1 .

ma so

Visto che il termine n- esimo della serie non

converge a zero
,
la serie non puo

'

convergere

ad un numero finito .

Essendo una serie

z termini positivi ,
l' unico comportamento



Che può assumere è divergere a t oo
.

Osservazione : Se lo 1 allora è possibile

dimostrare che limn an = t • ,

ma so

Infatti visto che l'm not = L s s
in → t.co

allora possiamo prendere le 1.2
,
L ) tale che

¥
~ » è nata → l e dunque

ama lm .
Visto che l > 1 abbiamo

che linn l
"

= tao e dunque
~ -7 so

linn an = t 0 ,

n-7 00

Corollario :
00

Sia i am una serie e supponiamo che
me 0

esista il limite

l'm
"

lenti = : L
.

m → too

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie non converge ad

un numero finito .

Dimostrazione
.

00

La serie i Ia) e
'

una serie = termini
ne 0

positivi . Il criterio della radice ci dice
oo

che se la 1
,
allora E tant converge ,ma 0

dunque la serie II. an converge assolutamente

e
, per il criterio della convergenza assoluta ,

converge .



Se invece li 2
,
allora limn Ianni = to

ao mutuo

e la serie Z ( an ) diverge .

ma 0

Se linn lami = t.co allora il limite
~ -sto

E- m an non puo
'

convergere a zero ,
ma to ao

dunque la serie I am non converge .

ma 0

Osservazione : Se Le 1 non possiamo

dire nulla sul comportamento della serie
.

•

Consideriamo ad esempio m
'

e

d- me o

Zit
MI 1 m2

-

m Z

Allora lim ma = lim mm
m→ to m-sto

= lim exp ( [ logm ) = 1

m→ to

m
-Z

e lim ma = lim mm
m→ to m-sto

= lim expfmzelogm ) = 1

mosto

ma la prima serie diverge e la seconda

converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio della

radice il comportamento della serie
•

a

me ( login )
" "

Calcolo C-~
1

m-itofegym.at! Io ÷ , "
.to

⇒ la serie converge .



Esercizio : si studi con
'

il criterio della

radice il comportamento della serie
•

E' cn me al variare di c> 0 e AER
.

Ma i

Calcolo lim
"

è ma = l' m C ME
~-7 to m -it oo

= lim c exp ( f- login ) = c

meta

se esso
,
allora la serie diverge , se

ce 1 allora la serie converge .

7 se ce 1 abbiamo la serie armonica

generalizzata che converge se - a > 1 e

( ac - a)
diverge se - a. E 1

.

( ex - 2)

Criterio Del Rapporto

sia IÌ Qm una serie a termini positivi .

Supponiamo che esista il limite

Qnt1l'm = : L
.

m → tuo Qm

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie diverge ( positivamente) .

Dimostrazione :

caso o ← La 1 :

Qnt 1Per ipotesi l'm =L
.

m → tuo Qm

Allora Ha> o 7 mi E IN tale che ti narri

onta e Lt E .

an



Prendo 0L E c 1- L e chiamo l'- = Lt E
,

così le ( o
,
s ) .

Dunque ¥ ma rt anti clan con le ( o , a ) .

Quindi ozia E l

amanitaE l aria , E l
' l - are = l' ex

7- + , f
l aria , E

l' art
:

m - rt

a-
~

E l amm
- vi

si ha lim E dai = 0 e quindi
→ to Lee ( o

,
s )

lima an = 0 .

miao • O m - rt ¥
Inoltre Ei an e I l art 2 to .

ma vi
-

mani

Poiche ' il comportamento di una

serie non dipende dai suoi primi addendi

abbiano che la serie converge ad un numero

finito .

caso ↳ si.

Qnt 1Per ipotesi l'm =L
.

m → tono Qm

Allora Ha> o 7 TE IN tale che ti narri

onta z L - E .

am

Prendo E al - se e chiamo l =L- E .

¥ no, in anta Z E
.

am

Come prima , possiamo ottenere che
m - rt

a-
~ 7 E ami con l > se



si ha limn è
-

rtan = tuo quindi
m-7 so

l'm am a tuo e la serie diverge .

v.→ + 0

Corollario :
00

Sia i am una serie e supponiamo che
me o

esista il limite

Cim anti
- → tool an / = : L

.

Se la 1
,
allora la serie converge .

Se l > 1
,
Zllora la serie non converge ad

un numero finito .

Osservazione : Se Le 1 non possiamo

dire nulla sul comportamento della serie
.

•

Consideriamo ad esempio m
'

e

d- me o

Zit
ma 1 m2

-

allora lim (Mt ' "
= lim e

'
= 1

m→ to
~
'

n→ tao m2

e lim ma
= lim e

'
= 1

m→ tao (mti )
?

m→ to m
?

ma la prima serie diverge e la seconda

converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio del

rapporto il comportamento della serie
•

E' n
"

neo zm

Calcolo lim (mtit
"

.

zm

~ -7 to zmt ' mh

= fine
_

I. È = I .



La serie converge .

Esercizio : si studi con
'

il criterio del

rapporto il comportamento della serie
a

m !
.

mai un

Calcolo lini Conti ) !
.

un

mito

(• + , f-
'

m !

m
m

=
l'
m mti . ~

-

l'm mti - m

m -it - ( mti )
mt '

nato (mt 1) (mt 1)
n

= l' m ( I. In =

•

expln code ) )
nato

= è
'

.

Serie di potente

Definizione : Chiamiamo serie di potente

una serie di funzioni della forma
00

flxi = I' an ×
"

me o

dove ( an)
# × ,

è una successione di

numeri radi e × E IR .

Ci chiediamo per quali × E IR f è ben

definita ,
ossia per quali XEIR la serie

converge .

La risposta d. perdera ' dagli an .



Esempio : abbiamo gia ' visto un esempio di

serie di potenze : la serie geometrica .

In questo caso time IN an e 1
,

flat = E Xn
. Sappiamo che è ben

definito per 1×1 ca e vale flxl = 1

1- ×
00

Osservazione flxi = I' an ×
"

è sempre
me o

definita almeno in un punto . Infatti

flotte co '

Teorema :

•

Sia flxl = E
'

anxm una serie di potente .

MI 0

a) Esiste RE Io
, to ) v { tuo } chiamato

raggio di convergenza della serie tale che

a) se IXICR allora Ìo anxm converge
a

2) se 1×17 Rztlor E
'

anxm non converge .

MI 0

b) Se esiste m

l'm land
.

= :L
,

m - it ao

allora Re ¥ .

c) Se esiste a

fin tanta /
= : L

,

muto 1am )

allora Re ¥ .

Dimostrazione :

m

* Dimostro che se esiste l'm land = : l

m -it ao

allora ale a ) e z ) con R- {



Considero Ìiolanxnl .

Abbiamo
e. nn 1am > mi = l' m i - '× '

nato muto

= LIXI
.

Per il criterio della radice se LIH La

( ossia 1×1 e f) allora la serie converge

assolutamente e per
il criterio della

convergenza assoluta la serie converge .

Invece per LHI sa ( ossia lxts f) la

serie non converge .

** Dimostro che se esiste l'm / III = : L

m -it ao

allora ale a ) e z ) con R- I

considero IÌ lanxnl .

"

Abbiamo

l' m a-+ , +
mtl

mito
/ amxn / ' II

,
/ / - Hi = LHI

Per il criterio del rapporto se LIH La

( ossia 1×1 e f) allora la serie converge

assolutamente e per
il criterio della

convergenza assoluta la serie converge .

Invece per LHI sa ( ossia lxts f) la

serie non converge .
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Fuuzioui definite da integral
Data f : I→ IR e a EI

, pongo
Ruitervallo

FG) : = {
"

fcttdt per ogui XEI

So che F E una primitive di f ( lemma 3 nella

dimostvazi are del tear . fondane .

del ealcolouitegr.) .

Passo studiave it gvafico di t anche se

von ho una formula espeiata ?

Rispostai in parte si , perche Conoco la

devi esta di F :

FK ) = f Cx)

Eseeupio

Defiuiseo FG ) := of Edt .

(F E circa la fanzine di ripartizione della

Gaussiana - ha an important uiprobabilitiesstatistics )



Posse studiove ie grapico di t :

Susi eine di defiuizi one : ogui XEIR (si trotta

di un integrate proprio . . . . ) .

Seguro di F i FG ) so per x so (perches

FG) E t uitegnde di une fanzine positive con

e.strain di integrase one hell
'
ordine giusto ! )

Per +o
'

p = [ e-Edt = - fa%tZdt
-

e quindi FCA so
. positive

Yufiue Fco) = {
°

e-Edt = O
.

sgutcx)
-

lo
t

x

Limit a * as

lintel = j°etZdt L E fiuito per confront
+→to

con ft dt
. (Vaso , ex xa⇒ et

'

et#

e- tZ=¥ ⇐ ¥a ; sedge a =D .

Non posses cakedare L .



feigned = JIEEdt q -[e- ads = - L

Se-t

dt= -ds

Ossewazione : Vale auche che t E dispart
'

F C- x ) = Jj
"

e-Edt
q
- foxes

-

ds = - FG) .

S= -t

dt= - ds

Seguro della dentata dit

Siccome F ' Cx ) = e-
+2
TO Vx

,
F e-

stveltameute crescent
.

Disegno del grapico dit

Y

L - £9
- FG)

x

- - L



Formule collegiate
GG)if Sia

c
, ,=/ fltldt
a

Allora

G ' G) = fcgcx)) . g' Cx)

Dive
.

G Cx ) = Fcgcxs) dove FG) [ fctldt
Quiudi G'Cx) = (Ffg ) )

'

=
F' Cgcxg) . g. Cx)

= f (geo) . g- Cx) .

T
deviate della

fuuz . Composta

90)D Sia

µ =/ fltldt .

hey

Allow

H' G) = fcgcxD.gl Cx) - fleek)) - b'Gl
.

Dim .

Se te una primitive di f allora

Hey = IF 191¥
,
= FCGCXD - Fleek )



e qwiudi

H' Cx) = Cgcxl) )
'

- (TCHAD)
'

= . . . .

= fcgGD.gl Cx) - fchcx)) .
b' Cx)

.

Eseiupio
Caleolare to deviate di H G) = !,¥dt .

Applier la formula precedent con :

fct) :=¥g , g ⇐ xh
,
hey ÷ -H

H' Cx) = * a)
'
- ¥⇒µ . C- xD

'

-- --

fcgcxs) g ' fleek)) hi Cx)

=
84

.

I -1×24
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Eseuepi di problem in eui appaionoeqeuaz , differ .

I solidi wi cadata libera

x

^

.← Xlt) = distanza del solidi dal eeutho

della terra al tempo t

Problems i trouave Is legge Orania del
°

solider
,
cioe la formula di Xlt)

.

Porto da f = ma sapeudo che
II

^ A = X

a) -mg (se posse supporter g costante )
° f - { b, 70ms's's IEEE Fenrir:

-
GMT
×

Case a) we 't = wa - f = - ing
K =

- g ( equaz . diff . 20 ovdeiue)

preudeudo la primitivo (eioeuitegraudoeutrsmbiitevuu.in)
K =

-gt t co Con co ER

preudeudo di nuovo la primitivo

X =
- Izgti Cot -1C ,

can co
,
C ,
EIR

.



Per terrae le eostauti Co e c , ho bisoguo di

attri date
'

sue moto del solider
, per eseeupio

posizione e veloeita in Certo istante to

Catoe xcto) e x'Cto)) .

Caso b ME
=ma - f = - GMT

XZ

x
"

= - 9¥ equaz . diff . 20 Ordine

non linear , non waits

tho quelle che sappiano

risolveve
.

Yoltipleeo I ' equaziare per K

x' I =
-

am I
XZ

⇐ask.zx.ca
⇒ . §⇒ .

← ⇐d ' - -Kitt
e otteugo (zig 's (GMT)

'

quiudi

④ Liz = 9¥ + Co Con Co EIR

Posse viscnveve questa equazione come {wit- 9dm = G
X

ho violtenuto la eenSensei one dell
'

energia .

W-

energia energia
Questa procedure fluxions ogui volta eiuetica potentiate

che la forza f ammetle we poteuziale .



Ripavteudo da dteugo

A = I ✓291+26

Questa E un' eqwazicne a variabilisparabili .

Si put visolveve esplicitameute net case 8=0 .

Di pin non si pub fore Cui quest Corso) .

2) recipient eieiudrieo pieuo d
'

acqua
Xlt)-

aequo
Cen od voto di searice con partata

proportionate alla press i one

O .

→ Voglio treasure la formula di Xlt)
Valvola

(altezea dell
'

acqua al tempo t)

I
volume di acqua useita new uitevodlo

✓ diteuepoot = (xCtl - xcttot)) . A

portala=OI con A = area della base del eieiuudho
.

Ot

II

cost
.
x pressione e la pressure e- proportionate a Xlt)

"

K x dove la costate k dipeude della Valvo la

Quihdi Xlt) - xlttot)
= kxct)

Ot

cioexctxot) -Xlt)
= - K Xlt)

at



e passauolo al liuite per Ot→ O

% = - RX

eqeeazi one lineare del primo ovdehe a coeff .

costauti e omogeuea X + kx=O .

Eg .
earalteristica at K - O cioe A- -k

.

La soleezicne E

Xlt) = e e-
Rt

con CER

Se Xo = abtezza dell
'

acqua al tempo 0=0 allora

Xo = XO) = CERO - C e quiudi

Ht) = go e-
Kt

x

^

Xo -

←
Xlt) = Xo e-

Rt

t

3) Equazione di decadivueuto
Duete una Certo quautita di sostauza act) che

decvesee nel tempo , per eseuepio

a) isotopes uistabile ( per eseeupio Urauio)

b) moleCola uistabiee per effete della luce ,

o del Catone
,
o dialthe condign . esterue

,



c) materiale che si seioglie in an liquide
( per esaupio sale wi acqua)

Suppenete di sapor che la frazione k di

materiale che si parole per unita di tempo
e- costate .

Quest E sicurameute il ease del materiale

radioactive
, ma andre queller del sale new

acqua almeuo se il sale e- trsseurabiee rispeteo

alla qeeautita di liquide .

Allora por Ot piccolo
materiale che si peude

-

Ntl - xcttotl
= k . Xlt)

Ot

allow
*⇐ +ott -xltl = - k Xlt)

Ot

e passando al limit per too

X = -Kx ← eqeeazione di decade'm .

Esattameute come prima la soluziene e-

Xlt ) = Xo e-
Kt

T

quantile di waterhole at-0



4) Oscillator arueonico

Versione base i peso atlaceato ad una Molla :

×
,

indices on Xlt) l
'

altezza del

{ peso vispelto alla posiziane
O-o di triposes ( 12=0 E la posiz .

di viposo)

Voglio determinate xct) .

Panto dah
'

equazi one f - ma e Uso che Aix
"

e f E proportionate alto spostauueuto della

positioner di triposes ( legge di Hooke) :

f = - RX (alteuzionealsaguo -)
T

costate elastics
della molla

Allora mix = ma =f = -Kx , cioe

"

xx Fux - O

eqeeazi are diff . del 20 Ordine
,
linear

,
a coeff ,

costauti e oncogenes .

L
'

eg . earalteristica e- At Kaeo ha soluzioni

A = IiVI .

La Solera' one e-
we
un

w

Xlt ) = C , seucwt) -1 Czcoscwt) Cen e
, ,
GEIR .



Per farsi Uu
' idea di come Sono fate quester

soleezioni le visevioo in manias diverse :

pseudo r e a coordinate polavi di Gi , ez)

Ciao C , = roost , Cz - resend , e allora

x = C, seucwtltczeoslwt )

= r @sarsen@t) 1- seuxcoscwt))

=
r seu (cotta)

Quiudi Ee soluzioui si possouo seviveve come

xct) = r seucwtta) een r go , AER

×

T= 21

T
W

g
r -

I > t

- E
W

- r-

5) Oscillator armonico smovsnato

Suppaugocova che la Massa del ease

precedent Sia andre Sotto Posta ad una

forza di attrit proportionate allavelocitacioe
f = - Rx - S 'll



In quest case I ' equazi are diioeuta

I + Sati + Fux -0

eqwaz . diff . 20 Ordine a coeff . Costache
'

e oueogeuea . Veg . eandt . E Rft sad +Kaeo
e ha soluaiari

a = - §m±iVFu - SJW
- -

e w

se il coefficient di attrit S e- suffice .

piccolo ,
a'of S s 21mF ) .

La soleezi one e-

Xlt) = ept (e , seucwt) + Czeoscwtl) came, ,GEIR

oppuve

Xlt) = rept seu ( wt ta) een r >o
,
AER

21W 21
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Eseuepi di problem in eui appaionoeqeuaz , differ .

I solidi wi cadata libera

x

^

.← Xlt) = distanza del solidi dal eeutho

della terra al tempo t

Problems i trouave Is legge Orania del
°

solider
,
cioe la formula di Xlt)

.

Porto da f = ma sapeudo che
II

^ A = X

a) -mg (se posse supporter g costante )
° f - { b, 70ms's's IEEE Fenrir:

-
GMT
×

Case a) we 't = wa - f = - ing
K =

- g ( equaz . diff . 20 ovdeiue)

preudeudo la primitivo ( eioeuitegraudoeutrsmbiitevuu.in)
K =

-gt t co Con co ER

preudeudo di nuovo la primitivo

X =
- Izgti Cot -1C ,

can co
,
C,
EIR

.



Per terrae le eostauti Co e c , ho bisoguo di

attri date' sue moto del solider
, per eseeupio

posizione e veloeita in Certo istante to

Catoe xcto) e x'Cto)) .

Caso b ME
= ma - f = - GMT

XZ

x
"

= - 9¥ equaz . diff . 20 Ordine

non linear , non waits

tho quelle che sappiano

risolveve
.

Yoltipleeo I ' equaziare per K

x' I =
-

am I
XZ

⇐ask.zx.ca
⇒
. §⇒ .

← ⇐d
'
-
-Kitt

e otteugo (zig's (GMT)
'

quiudi

④ Liz = 9¥ + Co Con Co EIR

Posse viscnveve questa equazione come {wit- 9dm = G
X

ho violtenuto la eenSensei one dell
'

energia .

W-

energia energia
Questa procedure fluxions ogui volta eiuetica potentiate

che la forza f ammetle we poteuziale .



Ripavteudo da dteugo

A = I ✓291+26

Questa E un' eqwazicne a variabilisparabili .

Si put visolveve esplicitameute net case 8=0 .

Di pin non si pub fore Cui quest Corso) .

2) recipient eieiudrieo pieuo d
'

acqua
Xlt)-

aequo
Cen od voto di searice con partata

proportionate alla press i one

O .

→ Voglio treasure la formula di Xlt)
Valvola

(altezea dell' acqua al tempo t)

I
volume di acqua useita new uitevodlo

✓ diteuepoot = (xCtl - xcttot)) . A

portala=OI con A = area della base del eieiuudho
.

Ot

II

cost
.
x pressione e la pressure e- proportionate a Xlt)

"

K x dove la costate k dipeude della Valvo la

Quihdi Xlt) - xlttot)
= kxct)

Ot

cioexctxot) -Xlt)
= - K Xlt)

at



e passauolo al liuite per Ot→ O

% = - RX

eqeeazi one lineare del primo ovdehe a coeff .

costauti e omogeuea X + kx=O .

Eg .
earalteristica at K - O cioe A- -k

.

La soleezicne E

Xlt) = e e-
Rt

con CER

Se Xo = abtezza dell
'

acqua al tempo 0=0 allora

Xo = XO) = CERO - C e quiudi

Ht) = go e-
Kt

x

^

Xo -

←
Xlt) = Xo e-

Rt

t

3) Equazione di decadivueuto
Duete una Certo quautita di sostauza act) che

decvesee nel tempo , per eseuepio

a) isotopes uistabile ( per eseeupio Urauio)

b) moleCola uistabiee per effete della luce ,

o del Catone
,
o dialthe condign . esterue

,



c) materiale che si seioglie in an liquide
( per esaupio sale wi acqua)

Suppenete di sapor che la frazione k di

materiale che si parole per unita di tempo
e- costate .

Quest E sicurameute il ease del materiale

radioactive
, ma andre queller del sale new

acqua almeuo se il sale e- trsseurabiee rispeteo
alla qeeautita di liquide .

Allora por Ot piccolo
materiale che si peude
-

Ntl - xcttotl
= k . Xlt)

Ot

allow
*⇐+ott -xltl = - k Xlt)

Ot

e passando al limit per too

X = -Kx ← eqeeazione di decade'm .

Esattameute come prima la soluziene e-

Xlt ) = Xo e-
Kt

T

quantile di waterhole at-0



4) Oscillator arueonico
Versione base i peso atlaceato ad una Molla :

×
,

indices on Xlt) l ' altezza del

{ peso vispelto alla posiziane
O-o di triposes ( 12=0 E la posiz .

di viposo)

Voglio determinate xct) .

Panto dah' equazi one f - ma e Uso che Aix
"

e f E proportionate alto spostauueuto della

positioner di triposes ( legge di Hooke) :

f = - RX (alteuzionealsaguo -)
T

costate elastics
della molla

Allora mix = ma =f = -Kx , cioe

"

xx Fux - O

eqeeazi are diff . del 20 Ordine
,
linear

,
a coeff ,

costauti e oncogenes .

L
'

eg . earalteristica e- At Kaeo ha soluzioni

A = IiVI .

La Solera' one e-
we
un

w

Xlt ) = C, seucwt) -1 Czcoscwt) Cen e
, ,
GEIR .



Per farsi Uu
' idea di come Sono fate quester

soleezioni le visevioo in manias diverse :

pseudo r e a coordinate polavi di Gi , ez)

Ciao C, = roost , Cz - resend , e allora

x = C, seucwtltczeoslwt )

= r @sarsen@t) 1- seuxcoscwt))

=
r seu (cotta)

Quiudi Ee soluzioui si possouo seviveve come

xct) = r seucwtta) een r go , AER

×

T= 21

T
W

g
r -

I > t

- E
W

- r-

5) Oscillator armonico smovsnato

Suppaugocova che la Massa del ease

precedent Sia andre Sotto Posta ad una

forza di attrit proportionate allavelocitacioe
f = - Rx - S 'll



In quest case I ' equazi are diioeuta

I + Sati + Fux -0

eqwaz . diff . 20 Ordine a coeff . Costache
'

e oueogeuea . Veg . eandt . E Rft sad +Kaeo
e ha soluaiari

a = - §m±iVFu - SJW
- -

e w

se il coefficient di attrit S e- suffice .

piccolo ,
a'of S s 21mF ) .

La soleezi one e-

Xlt) = ept (e , seucwt) + Czeoscwtl) came, ,GEIR

oppuve

Xlt) = rept seu ( wt ta) een r >o
,
AER

21W 21
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EQUAZIONI DIFFERENZIALI LINEARI del I° ORDINE

Definizione : Una a.D. E
.

del primo ordine si

dice lineare se è del tipo

+
' It ) t alt ) xltt = tolti

con a
,
b funzioni date

.

La funzione alti viene detta coefficiente

e la funzione bltt viene detta termine

noto .

Se blt ) = o allora diremo che l' equazione

è omogenea .

In generale una 0.DE
.
del primo ordine

è del tipo X
'

Al = flt ,
xlt )

nel caso delle eg .
lineari

flt , xltl ) = - ahxltttb.lt )

In forma breve spesso scriveremo

+
'
e - alti x t blt )

Esempi : ×
'

tutti = o alti = ht BHI = o

×
'
- ZX = si - Ct ) natale -2 blt ) - sionlt )

CONTROESREMPI : NII sono a.D.E. lineari del primo

ordine ×
'
+ 2×2=0

×
'

+ t cosa ) = E

Teorema : le soluzioni dell' eq .

xlltita.lt/xHt=bct )

sono tutte e sole le funzioni della forma

Htt = e-
Act ) [ Bit) te ]



con te E IR
,
dove

Act ) una primitiva di alt )

Bltt è una primitiva di la " '
.
bct )

Dimostrazione :

Consideriamo ×
' It ) t alt) xlt ) = bct )

.

Moltiplico per la# ' con alt ) primitiva di ale)

ix. It ) . la
# '

+ alt ) ealtixlt )
,
= ealt ' blt )

11

( Xlt ) eactt )
,

Dunque (xlt ) È
"
)
'

=
ea" bit ,

da cui Xlt ) la
"

= Bit ) + e

con BCH primitiva È
"
ba) .

Esplicitando XH ) otteniamo
-Alti -

xlt ) = e L Batte ] .

Esempio : Risolvere ×
'
tzx = 3

( t' Lt ) tzxlt ) = 3 act ) = 2 b. (ti =3 )

alti = 2 → Alt ) = rt

e.
alti

= art

e' × '
+ e
"

- za =
sett

( × e
' ) = sera

cerco Blt ) primitiva di ealt ' bit , = sett

↳ ètdt = / z.ae?-dt=zfzettdt
rt

= 7 e te



× art = fette
-rt

X = § te e con le IR

Esempio : X
'
_
E = rt

' (* )
t

( ètti
- f xlt ) = rt

' alti = - ¥ basarti )

alti = - t
E

alti
- AHI

se tso alti = - log H )
,
e = ¥ ,

e = t

ealt ' . bitte rt Blt ) = ti

xltl = t ( Etc ) = t
>

tct CEIR

setto alt , = - logl - t ) , è
" ! - ¥ ,

èa "!
-
e

la " ' . blty = - rt Blt ) = - ti

XH ) = - tl - t' te ) = È - ct = t' tct

Dunque sia per t.co che per t > 0

Htt = Ex Ct con CEIR



Esempio : Risolvere X
' tztx = 4T

'

{ xlo) = 2
alti rt

,
blt ) =L,È

⇒ alt ) - E
,
la # I = et

'

ea" ' bit ) = NÉ È
Bitte zè" [ E - s ]

Infatti f ↳ tetdt = f À . rtet
'

dt
= ¥ ¥ 2

[⇐ = rt
> et _ fletetrdt = ztet - zfztèdt

= st'È _ zè" t e

= zè" [ E - s ] te

Dunque xltie e-
a" ' [ Batte ]

= e-
"

[ zè" ( E - s ) + e ]
-
E

= alta - s ) + c. e con CER .

Vogliamo ora trovare e ER tale per cui

+(a) = 2 .

2. = 2 ( o - a) te è

⇒ 2 = - 2 te

⇒ c- 4

La soluzione del problema di Cauchy è
XHI = alta - s ) + hèt

'



EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE del I° ORDINE

sono quelle che si scrivono nella forma
+
" It ) = flt , xlt) , + ' H ) )

con f funzione data
.

Problema di Cauchy ( o ai dati iniziali )

+
" Lt ) = flt , xltt , x. It ) )

(PC ) {xlto ) = Xo

×
' Ita ) = Xa

Teorema [Esistenza e unicità di soluzioni per (PC ) ]

L' equazione X
" It ) - f- ( t, xlt ) , xiltt ) ( sotto opportune

ipotesi su f) ammette una ed una sola soluzione

che soddisfa anche le condizioni iniziali xltol.to

e +
' Ita ) = Xs .

Osservazione : le soluzioni di ×
" ( t ) = flt , xttt , xiltt )

formano una famiglia a due parametri
EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI
del I° ORDINE

Definizione : Un' eq . differenziale ordinaria si dice

lineare del second ' ordine se è del tipo

+
"Htt atttx.lt/tblttxCtI = CH )

con a. b. e funzioni date .

Le funzioni alt ) ,
blt ) si chiamano coefficienti .

Se ottica e tolti e b ( con a
,
be R )

sono indipendenti da t
,
diciamo che l' ca .

è a

coefficienti costanti . La funzione cit ) si chiama

termine noto
.

Se CHIEO
,
l' eo

,
. è Omogenea .



EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE LINEARI
del I° ORDINE OMOGENEE

Teorema : Chiamiamo X l' insieme delle soluzioni di

+
"Httalttxilt ) tblttxlt ) = 0 (* )

Allora X è uno spazio vettoriale e dimlx ) - 2
.

Osservazione : l' insieme V delle funzioni da ICIR

a R è uno spazio vettoriale :

la somma è l' usuale somma tra funzioni

( (ftgdx.ae flxttglx ) ) e il prodotto per scalare

è l' usuale prodotto per uno scalare ( ce IR
,

(f)lxl c. flx ) ) .

Dimostrazione :

Dimostriamo che X è un sottospazio vettoriale

di V
.

( i ) X è chiuso rispetto alla somma .

Siano Xalt ) e x. Lt ) due soluzioni di ( * )
.

Allora (Xstxr htt = X. Htt X. HI è soluzione di CHI

Infatti

Katia)
"

H ) talttlxatxziltttblttlxatx.IN )

= Xi' Htt xèltttalttxiltttalttxèltttblttxnltttblttxalt )

= Xsiltttalttxiltttblttxnltttxèltttalttxèltttblttxaltt
'

= 0
' '

= 0
'

= 0

Cit) X è chiuso rispetto al prodotto per scalare

sia Xalt ) soluzione di ( * ) e ce IR
.

Allora (x. IH ) = c. xs.lt ) è soluzione di CHI
.



Infatti

(cxa )
" Ht t alticcia )

' Htt b.A) ( cxa ) Ht

= cxa
"
htt alt ) - c. xàlt ) t bit ) - c. xnlt )

= c. ( xa
"

Lt ) tahtxjltttblttxs.lt ) ) = c- o = 0 .

(Iii ) X non è vuoto

la funzione XLTIEO è soluzione di (* ) :

+
" ltitalttxtlt ) tblttxltt-otaltt.otbht.ae O

⇒ xlt ) = O E X ⇒ X # Io .

Possiamo concludere che X è sottospazio vettoriale

di V
, quindi è uno spazio vettoriale .

Dobbiamo dimostrare che dim ( X) = 2
.

Dimostriamo che X è isomorfo a R?

Definisco T : X , R
?

{ × . . %)
che manda soluzioni di (* ) nel vettore con prima

entrata la funzione calcolata in zero e la sua

derivata calcolata in zero
.

Ii ) T è lineare

siano Xalt ) , xalt ) due soluzioni di (* 1
.
Allora

texani . =L %! )

=L ttf %) = tixattttxe )
.

Sia xslt ) soluzione di ( * ) e c e IR
.

allora

tieni =/ 1=1 t.cl f- etimi .

I



Iii ) T è iniettivo

Dimostriamo che Kerlt ) = I xltteo )
,
ossia

che l'unica soluzione di ( * ) che soddisfa

( %) =/ ? ) è la funzione costantemente nulla .

si vede facilmente che xltteo è una

soluzione del problema di Cauchy
+
" ltttalttxiltttbltlxltl = o

* È::
Grazie al teorema di esistenza e unicità

del problema di Cauchy possiamo concludere

che xltleo è l' unica soluzione di (# )

⇒ Kerct ) contiene solo il vettore nullo

(che in questo caso è la funzione xltteo )
⇒ Tè iniettivo

.

(iii) T è suriettiva
.

Dimostriamo che Imct ) = È
,
ossia che

preso un qualsiasi vettore di te ( I;)
esiste una soluzione di ( * ) che soddisfa

( ) - ( % ) .
Questo coincide con dimostrare

l' esistenza di soluzioni per il problema
+
"Htt

ahlxiltttb.lt/xltI=O*nl::::
con vs

,
va E IR .



Il teorema di esistenza e unicità del

problema di Cauchy ci garantisce che

(# # ) ammette soluzione
.

⇒ Tè snriettiva
.

⇒ T è un isomorfismi

⇒ X e R
'

⇒ d.im/X)=dinn(lR ' ) = 2
.



Lezione 53

Equazioni differenziali ordinarie del second '
ordine

lineari = coefficienti costanti omogenee :

X
" (ti taxilt ) tbxltt = o

con a
,
be R

( in breve ×
"
tax

'

tbx = a)
Teorema : Data l' equazione

(*) X
" (ti taxilt ) tbxltt = O con a

,
be R

chiamiamo equazione caratteristica associata

l' equazione di secondo grado Nt ad tb = 0

e indichiamo con D il suo discriminante
.

a) Se A > O indichiamo con Ns .ae - AIZDT le due

soluzioni reali e distinte dell' equazione caratteristica .

La soluzione generale di (* ) è

xlt ) = calme + Gent con ca .cat R .

2) Se D= o indichiamo con te -È l' unica

soluzione dell' equazione caratteristica .

La soluzione generale di (* ) è

XH ) = caètt + Catettt con Ca , cae R .

3) Se solo indichiamo con p ± iw le due

soluzioni complesse dell' equazione caratteristica

( pe - § ,
w = - f ) .

La soluzione generale di (* ) è

xlt ) = caeptcoscwt ) t ca eptsimcwt ) conca , getta

"



Dimostrazione :

a) La D > 0
.

dat
Mostriamo che xs.lt ) = e è soluzione di (*, .

Xs Al = edat
xàlti = da edit

Xàltt = piena
⇒ tieni + adaednt +

beat
At

= e
'st ( di t aha t b) = e io = O

I 1

= o poiche
' Ma è

induzione di art ad tb = 0
.

Analogamente x. Ht = edit è soluzione di (¥ ) .

Inoltre ca ant t credit = o # te IR

e con Na # la ⇒ ca = Ce = O

⇒ Xaltt e Xzlt ) sono linearmente indipendenti .

2) sia D= 0 .

Grazie allo stesso argomento del punto A)

verifico che Xnlt ) = ettt è soluzione di (* 1
.

Considero ora Xelt ) = tetti

Xalt ) = zettt

xilti = ètt +
ittèt

x.
" ht = aI #

+ (F)
' tètt

⇒ zietta ( It' text taèttaitèt +btèt
= e
# ( afta ) + te

# ( Etait + b)
= O poiche

'

= O poiche'
I = - Ee e soluzione

= 0 . ètt + a. te
#

= O

⇒ Xzlt ) è soluzione .

^



Inoltre Xslt ) e Xzct ) non sono proporzionali ,

dunque sono linearmente indipendenti .

3) Sia AL 0 .

Verifichiamo che Xsltl = È coscwt ) è

soluzione di ( * )
.

Xslt ) = est coscwt )

xàltle part coslwt ) - ci eptsimcwt )
x.
"

HI = ( pa - wa ) È caduti - zwpettsimlwt )
⇒ ( pa - wa ) ept caduti - zwpettsimlwt )
apeetcoslwtt-awe.pt sincwt ) t best coscwt )

=! - n' taptb ? ettcoscwt ) - wlzpt a) Eltsin ( cit )
1 I

= [tè ;
hb

- [ + b = 0 = o poiche
'

pe
- E

= 0 . e
'
coscwt ) - w . 0 . È sin ( cit ) = O

⇒ Xalt ) è una soluzione
.

Verifichiamo che Xaft le ettsimcwt ) è

soluzione di ( * )
.

Xzlt ) = ettsimcwt )

×:(ti = peitsinlwt ) tweet ( cit )

× ; HI = ( pa - wa ) eptsincwtttzwpettcos ( cit )

⇒ ( pa - wa ) eptsimcwtttzwpetcos ( cit )

aperta.ru/wti-aweptcosCwtttbePtsimCwt )
=! - n' taptb ? ettsimcwt ) - wlzpt a) e'Fos ( cit ) = O

I 1

= [tè ;
hb

- [ + b = 0 = o poiche
'

pe
- E

⇒ Xzlt ) è soluzione
.

Inoltre xs.lt ) ed Xrlt ) sono linearmente indipendenti .



Esempi :

•
Risolvere X

"
- 4x

'

t 4X = O

N - 411+4=0 ⇒ da 2

La soluzione generale di X
"
- 4x

'

thx = O

è xltt-cs.at + start
= art ( Cs t Cat ) con ca

, ↳ e IR

•
Risolvere X

"
- sx

'

+ ZX = O

d' - 3T t 2=0 ⇒ da = 1
,
X
,
= 2

.

La soluzione generale di X
"
- sx

'

+ ZX = O

è xltl = Get t Gert con g. ↳ E IR

.
Risolvere ×

"
- zx

'

t EX = O

A' -2ft 5=0 ⇒ ptwi-1t.az
La soluzione generale di ×

"
- zx

'
75×-0

è xltl = èccacoslzt ) tcasimlzt ) ) conca .GE/R



Giustificazione del perche' le soluzioni sono della
forma vista nel teorema

.

Cerchiamo le soluzioni a +
"
tax

' tbx = O del

tipo E- e
'"

con te IR :

EHI = edt

E' AI = lett

ÈHK Nett

⇒ d' ètttadedttbedt = o ft

⇒ e'tl d' tadt b) = o ttt
un

> o
⇒ d' taltb = O

i ) se il discriminante di d' taltb - o è stretto

maggiore di zero ,
allora da e X

, sono le

due soluzioni reali e distinte di K' todt bao

⇒ xs.lt/=e'"t
,
x.alti = e'"

+
sono soluzioni

di ×
"

tax
' tbx = 0

.

ii) se il discriminante di d' taltb - o è stretto
.

minore di zero
,
allora da e Ne sono le

due soluzioni complesse di d' tali b- 0
.

Dando per buono che anche per ME E

( edt )
'

, lett e lett ) " = d' ett
,
abbiamo

ancor che X. It ) = e
''st

e xr.lt/=edrt

con la .kz E CI sono soluzioni di Htt .

Possiamo scrivere da
, =p I Wi

xalt ) = e'
"t

= ecptwitt , est .
eiwt

= est ( coscwt ) ti simlwt ) )
←

È = cosciotti simlo )



x.A) = edit = eco - witt = est . e-
int

= est ( coslwt ) - Isin ( wt ) )
←

e-
io
= cito ' = cosi - a) tisiml -0 ) = casco) - isinco)

se xnlt ) e xalt ) sono soluzioni
,
anche

↳ Xslt ) tczxalt ) è soluzione
.

Prendo Get a Creta ⇒

↳Xnltlt Cr Xe (ti

=L est ( coscwt ) ti sinlwt 1) tfetccoscwt ) ti simlwt ) )
2

=
est coscwt ) .

Prendo Get e Getz ⇒
i i

↳Xnltlt Cr Xe (ti

=L est ( coscwt ) ti simlwt ) ) - fait ( coscwt ) ti simlwt ) )
zi i

pt
= e simcwt ) .

Quindi e
' ( wt ) e lisina ( cit ) sono soluzioni

.

Iii ) Se D= o , allora l' unica soluzione dell' eq .

Caratteristica è I
. Ripetendo i conti del

punto i ) troviamo che XSH ) = ètt è sol .
di H ) .

Resta da spiegare perché cerchiamo una seconda

soluzione linearmente indipendente = Xslt ) tra

le funzioni della forma tèt
.

Abbiamo che I è l' unica soluzione dell' ca .

caratteristica N - 2ft t I' = O

associata all' eq . diff .
×
"
- 21T × '

t IT' × = 0
. 4)

Prendiamo l > o piccolo , allora Ith

tende a tt per
h che tende a zero

.



Abbiamo che da = I e d. = It e sono

le due soluzioni reali e distinte dell' q .

Caratteristica N - (zitte ) d t IT' t IL = o

associata all' equazioni differenziate

×
"
- fette ) x ' t# + Il ) x = 0

.
(** )

Visto che per l → o abbiano che tth → IT

e
l' equazione (* * ) si riduce = (* ) ,

ci

aspettiamo un comportamento simile sulle
soluzioni

.

La soluzione generale di (* * ) è
xltt = ca È t cae' * + l' t con Ca

,
c. E IR .

Prendo ca =
- È e ce = £

attente
con questa scelta ottengo Elite - { èttt fa ,

che
,
Ovviamente

,

è una soluzione di
-

(** 1

Mi aspetto che
,
se faccio il limite per L

che tende a zero di Itt )
, ottengo una

soluzione di (* ) :

(Atene tt
lim EH ) = lim e - e

h -io dio h

= lim eit.eht-eit-efi.mg èttfehtàs )h -io li

f- E:
e'" ( Tate -X ) = text

è = stxt 91×4 ⇒ è = s + te + OLLY

⇒ XHI = tant è soluzione di

×
"
- 21T × '

t IT' × = 0
.



Lezione 54

Proposizione 1 :

sia Xalt ) una soluzione di ×
" Htt ahxttltblthhl-cs.lt )

con µ , b. le funzioni date .

Sia Xalt ) una soluzione di ×
" Htt alt )x' A) tblthltl - GH )

con µ , b. la funzioni date .

Allora Xatx, è soluzione di

+
" Htt ahxiltltblthhl-cs.lt ) tg (t )

.

Dimostrazione :

considero (xatxr.dz ) .

Vale

( xstxa )
"

It ) t alt ) ( (xatxr )
'
H ) ) t b. A) (xstxz ) It )

=xiltttxiltttalttxiltitalttxiltttblttxs.lt/tblttxaHt--xiiltttaHtxa'ltttblttxs.lt/txIltttaHtxItttbHtxaltt

= Calt ) tczlt ) .

↳
uso il fatto che x. è soluzione di +

"

talttx ' tblttx - qltt ,
×
,
è soluzione di +

"

talttx ' tblttx-g.tt )

⇒ Xstx, è soluzione di

+
" Htt ahxiltltblthhl-cs.lt ) te (t )

.

Proposizione 2 : sia Xamlt ) la soluzione generale
di ×

" Lt ) talttxilt ) t bltlxltieo con a
,
b

funzioni date .

Sia EH ) Una soluzione di

×
" It ) talttxiltlt bltlxltiecct ) .

Allora la soluzione generale di
×
" It ) talttxiltltbltlxlti-c.lt ) è xltl-xom.lt/tIlt ) .



Dimostrazione :

Abbiamo Xonmlt ) soluzione di I' ltttalttxiltttblttxltteo

e FAI soluzione di Xi' ltttalttxiltttblttxltt = cct ) .

Applico la Proposizione 1 con GHIEO e ↳ A) = CHI

⇒ Xonnltttxit ) è soluzione di

Xi' ltttalttx ' A) tblttxltt = cct ) .

Inoltre xltt-xom.it ) t E Lt ) è una famiglia
a due parametri di soluzioni

, dunque + Lt )

è la soluzione generale di Xi' ltttalttxiltttblttxltt = cct ) .

Osservazione : Chiamiamo X lo spazio vettoriale

delle soluzioni dell' equazione omogenea

I' ltttalttxiltttblttxltteo
.

Allora l' insieme delle soluzioni dell' equazione non

omogenea I' ltttalttx
' A) tblttxltt = cct ) ( con CHI non zero )

è se Xtx = { XTIIXEX
,
E soluzione particolare della }
eq .

non omogenea

si vede che S non è uno spazio vettoriale
.

La proposizione 2 ci da un metodo operativo
di risoluzione di ×" It ) tax' f) t bxlt) = ch )

per alcune classi di cct ) e per a. b. E R .

Infatti :

. se a
,
be IR abbiamo un metodo per trovare Xom .

•
ci sono casi in cui è semplice trovare I

.



Sia d' t at t b = o l' equazione caratteristica associata

a ×
"

tax
' tbx - 0

.

Se 170
,
chiamiamo Xs

,
Xz

le soluzioni di Nt ad tb = 0 ( possibilmente coincidenti)

se Da 0
,
chiamiamo ptiw le soluzioni complesse .

Forma di cct ) forma di EH )

cit ) è una costante EHI = e con le R

( Lt ) è un polinomio EH ) è un polinomio
di grado d di grado d

d

EHI = cotcattcatt . . - + Colt
con Co

,
Cn
,
Cz . . . Cd E IR

CHI è un multiplo
di emt

mt

con me da
,
nn # da Etti = c. e con ce IR

(oppure ta , tre complessi ) mt

con me Xs
,
nn # Xa EHI = cte con ce IR

con me da = da Etti = ctemt conce R

(Lt ) è combinazione
lineare di sinldt ) e cascati

con 2 # W EHI = asimldtltbgsldt )
( oppure Xa

,
tre reali ) con Q

,
b. E le

corde w EHI = atsimlatttbtg.cat )
con Q

,
be IR

( Lt ) è combinazione
lineare di emtsimlat )
e emt coi lat ) .

ma

con mtid # ptiw IHt-aemtsimldttt.be costa )
con Q

,
be IR

con mail = ptiw EHI = atemtsimldt )
+ btemt cosca )

con Q
,
b E IR

* beffarti in blu da determinare
.



Esempi :

1.a : Risolvere X
"

tx
'
- GX = 3

.
Cerco Xom (t ) soluzione di X" It ) tx' (ti -6×41=0

X
'

t t - 6 = o Xn = - 3
,
da = 2

Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo Ict ) EC

con ce R .

EHI = c

J' ( ti = O

I
"
It ) = 0

O t O - 6C = 3 =) CI - I
2

EHI = - I
•

La soluzione generale è

+ It ) = Ca È t Gert - E con cs.cz E IR .

1.b. Risolvere ×
"

tx
'
- GX = È

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = 6 t Cat t Cat
'

con Co
,
Cn , ci C- IR

EHI = Co tcnttcat
?

E
'

( ti = Cit 2Gt

I
"
It ) = 24

2C
,
t Cit 2Gt - 6 ( co t Gt t Cat

' ) = zt '

2. Cat Ca - 6 Co t t ( 24 - 6 Cs ) - 6Gt
?
= rt
'

2Gt Cs - 6 Co = O
- 7154{ II ↳

± :
⇒ È - ↳

Cz = - §



EHI = - È - jt.tt
'

•
La soluzione generale è

xlti-caetttgert-ff.tt - ft ' con G.GEIR .

t
2. a . Risolvere X

"

tx
'
- GX = 8 e

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Ca ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
t

EHI = ce (mea
,
matta , me dr )

tFit ) = ce

I' ltl = Cet

tI
" ( ti = ce

Cet t Cat - 6C et = @ È ⇒ c. = - 2

EHI = - zet

•
La soluzione generale è

+ It ) = Ca È + Gert - zet con cs.GE IR

rt
2. b. Risolvere ×

"

tx
'
- GX = 5C

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Ca ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
zt

EHI = c te (mar
,
madre

,
nn # da )

EHI = ctert

T' Itl = certtzctert

E' ' ' ti = Lee' + ↳ctet

4cettthcterttcerttzctert-gcte.tt = sezt

Scelta sett ⇒ c. = 1

EHI = test



•
La soluzione generale è

xlt ) = Ca È tgèttte' con cs.GE IR

t
2.C .

Risolvere ×
"
- ZX

'

+ X = 3C

•
Cerco Xonlt ) soluzione di X" It ) - zx

'

(t ) txlt ) = O

d
'
- at t s = O

da = da = 1

Xonmlt ) = ca et t Cat è con Cs
,
ci EIR

•

Cerco E tra le funzioni del tipo
2 f

EHI = c te ( m = a = da = da )
tFlti = ct
'

e

J' ( ti = zctet + ctet

E' ' ' ti = ricette liete tctiet

«è + ↳ ctettctet-hctet-zctrettctet.se

zc = 3 è ⇒ ( = I
2

EHI = { tie

•
La soluzione generale è

xlt ) = ca et t Cat è t It' è con G. GEIR

3. a .
Risolvere X

"

tx
'
- GX = 10 cosa )

• Xomlt ) = Ca è
> t
t ca et con Cs ,

C, e
R

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = a cost ) t b. sin H ) ( D= a # w )

FHI = a A) + bsimlt )

J' ( ti = - asimlt ) tb cosa )

I
" ( ti = - agslt ) - bsinlt )



- acoslt ) - bsinlt ) - asnnlt ) tbcoslt )

- Gacoslt ) - 6 bàmlt ) = 10 costi )

( b - 7- a) cosa ) t ( - a - 7- b) finiti = so cosa )

b- 7- a = 10 a. = - ±
⇒ 5{

a - ab = o b- È
Flt ) = - [ cosa ) + ¥ sinlt )

•
La soluzione generale è

xltl-cse-sttcaett-fcosltttzsir.lt ) con cs.GE R

3. c
.

Risolvere ×
"

+ ↳ X = coscrt )

•
Cerco Xon (t ) soluzione di ×

"

thx = 0
.

Ht h = o X.
,
= I 22

.

( p - O , w = 2)

Xomlt ) e Casini ( rt ) t ca cos ( rt ) con Cs , Ge 112

•

Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = età _ (atibtcos (rt ) ( 2=2 = ci )

Flt ) = atsimlrt ) t btcoscrt )

J' ( ti = asimlrtstzatcoslrtltb.ca/rtt-zbtsinCrt )

I
" ( ti = ↳acoslrt ) - hatsinlrt ) - lebsimlrt ) - ↳btcoslrt )

↳acoscrt) - hatsinlrt ) - hbsinlrt ) - hbtcoslrt )

+ hatsinlrt ) t 4kt • slrt ) = cos' ( rt )

↳ a cos (rt ) - 4h si _ (rt ) = coslrt

40=1 a = 1
⇒ n[ hb = o b. = 0

EHI = thtsimlt )

•
La soluzione generale è

XHI = Casini ( rt ) tacos ( rt ) tftsimlt ) con Cs , Ge R

- hbsimcrt ) - hbt cos'rt )



4. a .

Risolvere X
"

+ ×
'
+ × = èsimlt )

.
Cerco Xomlt ) soluzione di ×

"

+ ×
'
tx = 0

Netta = O A .ae - It ? i ( pe -I , we? )
+
←
Al = cae'⇒ sin ( FET ) + Ca è

#
cool ? t ) G. GEIR

.
Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = aetsimlt ) t be' cosa ) ( main * ptiw )

Flti = aetsinlt ) tbetcoslt )

J' ( ti = ( a - b) etsinlt ) t lat b) e
'
cosa )

I
"
It ) = -

zbetsimlt ) tzaetcoslt )

- zbèsinlt ) tzaècoslt ) t la - b) èsimlt ) tlatbletg.CH

+ ae' sink ) tbetco.lt ) = è simlt )

( za - 3 b) èsimlt ) + (3- tzb) è colti = et sine )

la- sb = 1 a- =

⇒
' 3{ zaxzb = o be - E

EHI = § èsinltt
-

È ècoslt )

•
La soluzione generale è

xttt-cse-ta.nl?t)tceet6s(ft)tjetsinltt-jetcosHt
Ca

,
cit IR

4. b. Risolvere ×
"
- zx

' tzx = È cosa )

.

Cerco Xomlt ) soluzione di X
"
- ZX

'
tzx = O

N
-
at t 2=0

, tu
,
=
Ati (p > 1 ,

was)

Xonnlt ) = ↳ èsinlt ) t ↳ È cosa ) ca
,
cit 112 .

•
Cerco E tra le funzioni del tipo

EHI = atèsimlt ) tbtetcosct ) ( main = ptiw )



EHI = atesina ) t btè colti

I' Itis ( a - b) tèsinlt ) t lat b) teta . It )

+ aetsimlt ) t be' cosa )

E " (ti = - zbtetsinlt ) tzatetco.lt )

+ (za - zb) etsimlt ) t ( lat ?b) et Cash )

- zbtetsinlt ) tzatetco.lt ) t (za - zb) etsimlt )
+ ( ratzb ) et colti + ( ab - za) tesina )

- Zlatb ) tè Colt ) - zaetsimlt ) - zbègslt )

+ rate sinlt ) tzbtè cosa ) = et Cash )

-
zbèsinlt ) trae cosa ) = è cosa )

ZQ = a{ zio = o ⇒

a- §
↳ = 0

Etti = { tesina )
.

•
La soluzione generale è

xlt ) = caèsimlt ) t get cos H ) t { tesina )

Ca
,
Cae 112



Lezione 55

Osservazione : Supponiamo di dover risolvere

+
" It ) ta x. It ) t bxct ) = CH )

con a. b E IR .

Supponiamo di poter scrivere CH ) come somma

di funzioni Cs # It Cs Htt . . . cdlt ) e supponiamo

di saper trovare una soluzione particolare Iilt )

di ×
" Htt all' It ) tbxlt ) = G- per ira . . .

d
.

Allora una soluzione particolare di
+
" It ) ta x. It ) t bxct ) = CHI è

EHI = Islt ) t Erit ) t . . .
t Edit ) .

Esempio : +
"

H ) t ↳ XH ) = È tutta .

.
Trovo la soluzione generale di ×

"
t 4X = o

d' + 4 = O ⇒ Xi
, a

= I ZI

Xonmctt = Ca simlzt ) t Cr cos Crt ) cs.GE/R

.
Trovo una soluzione particolare di +

"

th X = et
.

+

Fatti = al

EIHI = aè

Esiti = aet

⇒ 5 ae' = è ⇒ ← = ±

EHI = { et
5

.
Trovo una soluzione particolare di +

"

th X = Litta

Fatti = atbt

E' HI = b

IIHI = 0



O that ↳ bt = Litta

Ha = 1↳ = o

⇒

base

a. = {

Tutti = I tt

• La soluzione generale di + " A)tl, xltt-etthtt.se

èxltt-cssimcztttczgslztttfettfttconca.czEIR

Ancora sulle equazioni lineari del primo ordine

Le soluzioni di xiltttalttxlt ) = 0

(eq .
lineare del primo ordine omogenea )

formano uno spazio vettoriale di dimensione 1
.

Inoltre le soluzioni di xiltttalttxltt = blt )

si possono scrivere come

xlt ) = Xonnlttt EH)

dove xonnlt ) e
'

la soluzione generale di

+
'Hltaltixlti = 0 ( ossia una famiglia a

un parametro di soluzioni ) e IHI è

una soluzione particolare di xiltltdttxltl-b.lt ) .

Nel caso in cui alti e a e IR e bit ) è

una funzione tra quelle della tabella

abbiamo un secondo metodo di risoluzione

di xihttaxlt ) = BH )
.



1) Scrivo l' equazione caratteristica associata

a ×
' It ) + axltl = 0

,
ossia

A t a = 0
.

La soluzione dell' equazione caratteristica è

D= - a EIR
.

-
at

Quindi Xalt ) = e è una soluzione di

x. Lt ) taxlt ) = 0 .

La soluzione generale di xiltltaxlt ) = 0
-at

è Xonnlt ) = c e con ce IR
.

2) Trovo una soluzione particolare Ict )
di xiltttaxltl = bit ) .

3) la soluzione generale di xiltltaxlt ) = blt)

è Xltte Xonnct ) tetti

= e e-
at
t Ict ) con CEIR .

3T

Esempio : +
' ltltzxlt ) = simlrt ) e

-
rt

1) ht 2=0 ⇒ D= - 2 ⇒ Xonnlt ) = Cl
,
ce IR

=) EH ) = a ètsimlzt ) t best Gt )

Titti = (30 - a.b) ètsimlzt ) tlzatsb ) ètcoscrt ) .

(30 - a.b) ètsimlzt ) tlzatsb ) ètcoscrt ) .

at
+ 2a ètsimlzt ) tzbet Crt ) = e sinlzt )

50 - zb = a a. = È
⇒{zatsb = O be - E,

⇒ EH ) - Eètsinlzt ) _ a est Gt )
29 2J

3) La soluzione generale è
-
rt

XHI = ce + Eètsimlzt ) - resto, Crt ) , CEIR29 2J



Esercizio : Determinare per quali AER

xltl = te risolve l' equazione Ex " HI - gxlt ) = 0
.

Svolgimento : xlt ) = te

+
' (f) = a te

- a

+
" ( tie a. (a. s ) te

. '

E. [ ala - a) te
' ] - 6 ( te ) = 0

(è - a - g) te = O

è - a - 6 = O =) Qs =3 ,
are - 2

* Osservo inoltre che t' e E
'

sono linearmente

indipendenti ⇒
la soluzione generale di t' ×

" ( ti -6×41=0

è XHI = Cat
'

+ ce É
'

con ca
,
E EIR .

Esercizio : Dato a. EIR consideriamo l'
eq . differenziale

è tzaxtlz - a) × = ↳ e-
t

.

(* 1

i) Trovare la soluzione generale per Q > 0 e a # 1 .

Ii ) Trovare la soluzione generale per •= 1

Iii) Dimostrare che Ha» 2 e per ogni Xlt )

soluzione di (* ) si ha che xltt = • ( et )

per t → tono .

Svolgimento :

i) ii) Cerchiamo Xonn (t ) soluzione generale
di it Zani t ( 2 - a) × = o al variare di a

.

L' equazione caratteristica associata è

Altra t t (z -a) = 0

e D= 4A
'

-412 - a) = 4 ( atto - a)



CASO 1 : Se a> 1
,
allora A > 0 e

Xs
, ,
=
- at atta-2 .

Dunque
C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) E

Xomnlt ) = Cse te , e
,
G. GEIR

caso 2 : Se 0cal 1
,
allora ALO e

X
" .
= - a ± (Viali

.

Dunque
-
at

Xonnlti = e ( cscosc 2- a-artt + casini 2- a-artt )

con Cs
, ↳ EIR .

Caso 3 : Se 0=1
,
allora D= 0 e D= - s .

Quindi

Xamlt ) = ca èt tcztèt con Cs
,
C
,
e IR

.

Passiamo ora allora ricerca di Ict ) soluzione

particolare .

Nel caso a e caso 2 cerco Elt ) tra le

funzioni della forma EHI = cèt .

EHI = cèt
-
tÈHI = - ce

E'
'

Ale cèt

cèt - zace-tt.cz - a)c. e-+ = ↳ èt ⇒ c. = 4

-
t

3- 3A

EHI - 4 e
-

3- 30

Nel caso 3 cerco EH ) tra le funzioni del

tipo Etti = ctrèt
.



EHI = ctièt

E' HI = zctèt - etra- t

E' ' A) =zce-t-hcte-ttctze-tzce-t-hcte-ttctle-tt4ete-t-zct-e-ttcee-t.ge'
⇒ c. = 2

EHI = zfzèt

Riassumendo : abbiamo

caso 1 : Q> 1

C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) t t

XH ) = Cose +
C
, e t 4 e

3- 30

caso 2 : 0 La < 1

xlt ) è
#

Esco > ( 2- a-artt + casini 2- a-artt ) + Isa èt
Caso 3 : a = 1

Htt = Caèt +Gtèttztèt

Iii ) visto che a» 2
,
una soluzione di (* tè del tipo

C- at aha - 2) t f- a- aita - 2) t t

XH ) = Cose +
C
, e t 4 e

3- 30

È chiaro che 4 èt è dat )
.

3- 3A

Inoltre fa » e vale -a- arte -2 L - at atta -2
,

quindi ci basta far vedere che

↳ è
- at aha - rit

è •(et ) .

Si può ridurre questa affermazione al verificare

che Ha» 2 vale

- a t at to - e c 1

atta -2 la -1 a

alta -2 a ott rata ⇒ a ) - 3 V.


