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Introduzione

Una delle proprieta piu importanti dell’anello degli interi & I'esistenza e unicita, a meno
dell’ordine, della fattorizzazione in potenze di primi di un qualsiasi suo elemento non nullo
e non invertibile. I domini che soddisfano questa proprieta sono detti a fattorizzazione
unica, e costituiscono una classe di anelli particolarmente significativa. Proprieta di
fattorizzazione analoghe si possono riscontrare anche in altre classi di anelli, ancora
pitt ampie. Una di queste € la classe degli anelli noetheriani, in cui ogni ideale proprio
ammette una decomposizione nota come decomposizione primaria.

Definizione. Dati un anello R e un ideale I C R, chiamiamo decomposizione primaria
di I una sua scrittura come intersezione finita di ideali primari

IT=qg1N---Ngs.
Diciamo inoltre che tale decomposizione ¢ minimale se:
1. per ogni i # j abbiamo /q; # /4;;

2. per ogni ¢ abbiamo che g; non & ridondante, ovvero ﬂ q; Z 4.
J#

Nel 1905, lo schacchista e matematico Emanuel Lasker dimostra in [9] che gli ideali
propri degli anelli polinomiali e delle serie di potenze convergenti a coefficienti interi o
complessi possiedono una decomposizione primaria.

In seguito, nel 1913, Francis Sowerby Macaulay pubblica alcuni risultati relativi alle
proprieta della decomposizione primaria in [10], fornendo anche un primo algoritmo per
il suo calcolo; nel medesimo articolo, dimostra due teoremi di unicita, i cui enunciati
affermano 'unicita sia dell’insieme dei radicali delle componenti di una decomposizione
primaria minimale - noto come insieme dei prim: associati dell’ideale - che dell’insieme
delle componenti di una decomposizione primaria minimale i cui radicali sono minimali
tra i primi associati, in quanto essi non dipendono dalla decomposizione scelta.

Nel 1921, Emmy Noether dimostra che tutti gli ideali propri di un anello noetheriano
sono dotati di una decomposizione primaria minimale, e che esse soddisfano le proprieta
di unicita formulate da Macaulay.

Questa tesi tratta gli aspetti computazionali del calcolo della decomposizione primaria
di ideali polinomiali: le dimostrazioni classiche del celebre Teorema di Lasker-Noether
non sono infatti costruttive. Lo sviluppo di un metodo costruttivo per la determinazione
di una decomposizione primaria di un ideale consente di implementare tale calcolo nei
sistemi di algebra computazionale, ma anche di sviluppare una teoria piu articolata che ci
permette di comprendere meglio la natura di tale decomposizione e il suo comportamento.

Come gia menzionato, il primo algoritmo per il calcolo della decomposizione prima-
ria viene descritto da Macaulay nel 1913, ma la sua applicazione e limitata agli anelli
polinomiali con coefficienti interi o complessi. Il primo algoritmo che calcola la decom-
posizione primaria di ideali in anelli polinomiali a coefficienti in un qualsiasi campo a
caratteristica 0 viene presentato da Grete Hermann, studentessa di Emmy Noether, nella
sua tesi di dottorato [7] del 1926; si tratta inoltre del primo algoritmo per il calcolo della
decomposizione primaria di cui viene stimata la complessita computazionale.
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In seguito ai risultati prodotti da Hermann, vi sono state numerose proposte di algoritmi
alternativi nel corso degli anni, tuttavia miglioramenti significativi relativi alla complessita
computazionale sono stati raggiunti soltanto negli anni ’80, dopo l'introduzione di
procedure che sfruttano le basi di Grébner.

Uno tra i primi algoritmi per il calcolo della decomposizione primaria a fare uso di
questo strumento e 'algoritmo GTZ, presentato per la prima volta nel 1984 e pubblicato
nel 1988 in [5] da Patrizia Gianni, Barry Trager e Gail Zacharias. Nel 1992, anche David
Eisenbud, Craig Huneke e Wolmer Vasconcelos presentano un algoritmo facente uso delle
basi di Grobner in [4] - noto oggi come algoritmo EHV - la cui peculiarita & 1'uso di
tecniche di algebra omologica e di localizzazione che mantengono un’eventuale struttura
sparsa dei generatori dell’ideale. Nel 1996, Takeshi Shimoyama e Kazihiro Yokoyama
presentano in [12] lalgoritmo SY, che mediante le basi di Grébner ottiene un algoritmo
che calcola direttamente una decomposizione primaria minimale; tale algoritmo risulta
particolarmente efficiente sotto il punto di vista computazionale nella decomposizione di
ideali con un numero elevato di primi associati non minimali. Attualmente, questi ultimi
tre algoritmi sono i piti usati nei sistemi di algebra computazionale.

GTZ | EHV | SY
Singular v X v
CoCoA v X v
Macaulay?2 v v v
Sage! v X v

Tabella 1: Algoritmi implementati dai principali sistemi di algebra computazionale

Questa tesi discute nel dettaglio il funzionamento degli algoritmi GTZ e SY.

Nel primo capitolo, introdurremo brevemente alcuni strumenti teorici e definizioni
basilari che useremo nel resto della trattazione.

Nel secondo capitolo, esporremo l'algoritmo GTZ rifacendoci alla trattazione di [6]:
dimostreremo inizialmente lo Shape Lemma nel Teorema 2.5, il quale ci permette di
ottenere nel Teorema 2.6 la decomposizione primaria di un ideale 0-dimensionale tramite
la fattorizzazione del generatore di un ideale di eliminazione. In seguito generalizzeremo
I’algoritmo agli ideali di dimensione positiva, introducendo la nozione di insieme di
variabili indipendente massimale, per la quale verra fornito un metodo per il relativo
calcolo nell’Algoritmo 2.15. Mostreremo poi nel Teorema 2.18 che & possibile ricondurre
il calcolo delle componenti al caso 0—dimensionale gia risolto, usando lo Splitting Tool
enunciato nel Lemma 1.9.

Nel terzo capitolo, partendo dalla teoria sviluppata per l'algoritmo GTZ, esporremo
lalgoritmo SY seguendo la trattazione dell’articolo [12]. All’inizio del capitolo mostreremo
gli elementi costitutivi fondamentali dell’algoritmo, la decomposizione pseudo-primaria
e Destrazione, il cui funzionamento verra mostrato rispettivamente nei Teoremi 3.5 e
3.10. Successivamente dimostreremo nel Teorema 3.19 un criterio per il riconoscimento
di componenti ridondanti valido in contesti piu generali: esso ci permettera di formu-
lare I’Algoritmo 3.21, una variante dell’algoritmo GTZ che calcola direttamente una
decomposizione primaria minimale dell’ideale. Infine, mediante lo studio delle proprieta
dell’ albero di decomposizione dell’ideale, mostreremo un’applicazione del suddetto criterio
all’algoritmo SY che ci portera alla formulazione dell’ Algoritmo 3.34.

Implementati tramite un’interfaccia all’interprete di Singular

vi



]. Prerequisiti

Nei capitoli di questa tesi faremo frequente uso di risultati e nozioni concernenti la
teoria della dimensione. Ricordiamone intanto le definizioni principali.

Definizione 1.1 (Altezza di un ideale). Dato un anello R e un ideale primo p C R,
chiamiamo altezza di p la quantita, anche infinita

ht(p) :==sup{k € N| I po Cp1 C...px =P, p; primo per ogni i}.
Dato un anello R e un ideale I C R, chiamiamo altezza di I la quantita, anche infinita
ht(I) := inf{p € minAss([) | ht(p)},

indicando con la scrittura minAss(7) gli elementi minimali rispetto all’inclusione nell’in-
sieme dei primi associati ad I .

Definizione 1.2 (Dimensione di Krull). Dato un anello R non banale, chiamiamo
dimensione di Krull di R la quantita, anche infinita

dim(R) := sup{ht(p) | p C R ideale primo}.
Dato un ideale I C R, chiamiamo dimensione di Krull di I la quantita, anche infinita
dim(I) := dim(R/I).

In particolare, i risultati della sezione 3.2 avranno a fondamento un’applicazione del
seguente risultato di teoria della dimensione.

Teorema 1.3 ([6], Corollario 7.5.5). Sia < un ordinamento monomiale su K[z] e sia
I € K[z] un ideale. Abbiamo:

dim(I) = dim(Lt- (I)).

Il principale anello con cui lavoreremo nella tesi ¢ ’anello polinomiale in piu variabili
a coefficienti in un campo. Tale anello possiede alcune proprieta che ricordiamo qui di
seguito, e che possono essere dimostrate tramite il Lemma di Normalizzazione di Noether.

Teorema 1.4 ([6], Teorema 3.5.1). Sia K un campo e R = K[x] con = {z1,...,2,}
insieme di variabili, valgono le seguenti proprieta.

1. Dato un ideale m C R massimale, K C R/m ¢ un’estensione di campi finita.

2. Dato un ideale primo p C R , vale la seguente identita

dim(p) + ht(p) = dim(R).

3. Dato un ideale I C R e la sua base di Grébner ridotta G rispetto a un ordinamento
<, dim(I) = 0 se e soltanto se

Lt< (G) contiene potenze pure di x; per ogni i =1,...,n.
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4. Dato un ideale primo p C R , il grado di trascendenza dell’estensione di campi
K C Frac(R/p) ¢ trdegg (Frac(R/p)) = dim(R/p).

5. Dato un ideale I C R e un sottoinsieme di variabili w C « tali che I N K[u] = 0,
allora abbiamo dim (1) > #u.

Inoltre esiste sempre w C x tale che I NK[w] =0 e dim (/) = #w.

Dimostrazione. Dato che 1., 2., 3. e 4. sono risultati molto noti che possono essere trovati
in molti manuali di algebra commutativa, non li dimostreremo. Procediamo a dimostrare
I’enunciato 5.

Dato un sottoinsieme di variabili w C @ tale che I N K[u] = 0, sappiamo che
NpeminAss(n) (P N Klu]) = VINK[u] = 0. Di conseguenza, esiste un primo minimale
p di I per cui pNK[u] =0, e quindi che K(u) C Frac(K[z]/p). Percid

#u = trdegg (K(u)) < trdegg (Frac(K[z]/p)).

Poiché per 'enunciato 4. vale dim(p) = trdegg(Frac(K[x]/p), abbiamo la seguente
disuguaglianza
#u < trdegg (Frac(K[z]/p)) = dim(p) < dim(]),

e questo dimostra la prima parte dell’enunciato.

Sia ora p € minAss(/) tale che dim(p) = dim().
Dato che dim(/) = trdegg (Frac(K[z]/p)), esistono x;,, ...,z algebricamente in-
dipendenti modulo p. Di conseguenza, se prendiamo w = {z;,,...,x; dim(p>} abbiamo
p N K[w] = 0, e quindi anche I N K[w] = 0. O

Ricordiamo inoltre il seguente risultato classico sulle proprieta degli ideali primari.

Lemma 1.5 ([1], Lemma 4.4). Sia q un ideale p—primario di un anello noetheriano A.
Valgono le seguenti proprieta:

1. se x € q allora (q: z) = (1);

2. se x ¢ q allora (q : x) & p—primario;

3. sex ¢pallora (q:x) =q.

Nella discussione della tesi sara molto frequente 'uso di saturazioni di ideali.

Definizione 1.6. Siano R un anello, I C R un ideale e S C R un sottoinsieme moltipli-
cativo. Consideriamo estensioni e contrazioni di ideali rispetto all’omomorfismo di anelli
i: R — Rg tale che i(r) = r/1 per ogni r € R. Chiamiamo saturazione di I rispetto a S
I’ideale

I

Talvolta nella tesi useremo impropriamente la seguente notazione: se S € un insieme
finito, indicheremo con Rg la localizzazione rispetto all’insieme moltiplicativo generato
da S.

Proposizione 1.7 ([2], Teorema 138.1). Siano R un anello, I C R un ideale e s € R, la
saturazione di un ideale rispetto all’insieme moltiplicativo generato da s &

I =1:(s)>.

Nella discussione della tesi sara ampiamente utilizzate saturazioni rispetto a un insieme
moltiplicativo. L’utilita di tale strumento € messa in mostra dal seguente teorema, che
descrive le proprieta della decomposizione primaria della saturazione di un ideale.
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Teorema 1.8 ([1], Proposizioni 4.8, 4.9). Siano q un ideale p—primario di un anello
noetheriano R e S C R un sottoinsieme moltiplicativo. Consideriamo estensioni e
contrazioni di ideali rispetto all’omomorfismo di anelli i : R — Rg tale che i(r) = r/1
per ogni r € R. Valgono i seguenti enunciati.

1. Se SNp =0 allora q° ¢ p®—primario e q° = q.
Se invece S Np # () allora q° = Rg.

2. Sia I = N’ ,q; una decomposizione primaria minimale di I con ,/q; = p;. Sia
inoltre k € N con k < n tale che p, NS =0 perognii=1,...,k e p; NS # 0
altrimenti. Allora i

1°¢ = ﬂ qi-
i=1

Vi e inoltre un’ulteriore decomposizione che viene frequentemente usata all’interno
della tesi, ed ¢ la seguente.

Lemma 1.9 (Splitting Tool, [6], Lemma 3.3). Siano R un anello e I C R un ideale. Sia
inoltre a € R tale che I : (a) = I : (a?). Allora abbiamo la seguente decomposizione

I=1I:(a)N(I,a).

Dimostrazione. Si osserva facilmente che I : (a) N (I,a) C I, dimostriamo quindi I'in-
clusione opposta. Sia f € I : (a) N (I,a), esso si puod scrivere come f = g + ka con
g€ I e k€ R. Dato che af = ag + a’k € I allora a®k € I. Di conseguenza abbiamo
kel:(a)®=1:(a),ovvero k € I, che dimostra che f € I. O

Essendo la discussione di questa tesi di carattere computazionale, ricordiamo inoltre che
molte operazioni tra ideali polinomiali sono calcolabili, avendo a disposizione i generatori
degli ideali su cui si opera.

Siano K un campo e I = (f1,..., f1), J = (g1,...,9n) una coppia di ideali dell’anello
Kz] = K[z1,...,z,] . E possibile calcolare:

e l'intersezione I NJ, poiche € noto che INJ = (tI, (1—tJ))NK[z] dove ¢ &€ una nuova
indeterminata, pertanto prendendo una base di Grébner G di (¢1, (1 — tJ)) rispetto
a un ordinamento lessicografico in cui > ¢ possiamo calcolare I N J = (G N K[x]);

e il quoziente I : J, dato che [ : J = ﬂ?zl(l 1 gi) = ﬂ?zl é([ N gi), e pertanto ci &

sufficiente calcolare tali intersezioni tramite il metodo al punto precedente;

e lideale I : J*° := N, 1 : J%, infatti K[z] ¢ noetheriano e quindi esiste un naturale
spercuil:J*=1:J%, diconseguenza possiamo ripetere il calcolo dei quozienti
I:J,1:J% 1:J3,... erestituire I'ideale in cui la catena si stabilizza.






2 L’algoritmo GTZ

L’algoritmo introdotto da Patrizia Gianni, Barry Trager e Gail Zacharias in [5] - conosciuto
come algoritmo GTZ dalle iniziali dei suoi autori - € uno dei pit noti e usati algoritmi
per il calcolo della decomposizione primaria di un ideale polinomiale, nel caso di campi
di caratteristica 0 - o perlomeno sufficientemente grande. Da un’analisi condotta nel
1999 [3], & emerso essere il piu efficiente nella maggior parte dei casi. Nel frattempo, non
si sono riscontrati significativi avanzamenti nella letteratura riguardo al calcolo della
decomposizione primaria di un qualsiasi ideale polinomiale a scalari in un campo di
caratteristica 0.

Nella prima sezione di questo capitolo dimostreremo come & possibile calcolare la
decomposizione primaria di un’ideale polinomiale 0-dimensionale tramite un algoritmo
per il calcolo della fattorizzazione dei polinomi in una variabile.

Nella seconda sezione mostreremo invece che ¢ sempre possibile ridurre il problema della
decomposizione primaria di un ideale proprio qualsiasi al caso 0-dimensionale. Scegliendo
un’opportuna estensione dell’ideale in un altro anello polinomiale otteniamo un ideale
0-dimensionale di cui possiamo calcolare le componenti primarie; le contrazioni all’anello
polinomiale di partenza di tali componenti restituiscono alcune delle componenti pri-
marie cercate, mentre eventuali componenti rimanenti si possono recuperare applicando
ricorsivamente 1’algoritmo.

L’uso degli insiem: di variabili indipendenti rispetto ad un ideale massimale, congiunta-
mente con alcuni risultati di teoria della dimensione, sara fondamentale per la trattazione
di quest’ultima parte.

§2.1 Decomposizione primaria di ideali O-dimensionali

Per iniziare la trattazione del caso 0-dimensionale, introduciamo le seguenti definizioni.

Definizione 2.1. Un ideale massimale m C K|z, ...,zy,] si dice in posizione generale
rispetto all’ordinamento lessicografico dato da z; > --- > x, se esistono dei polinomi
g1,---59n € K[xn] tali che m = (xl — g1 (xn)v cey Ip—1 — gn—l(xn)v gn(l“n))

Generalizzando, un ideale 0-dimensionale I C K[z, ..., z,] si dice in posizione generale
rispetto all’ordinamento lessicografico dato da 1 > - -+ > x,, se tutti i suoi primi associati
P1,..., Pk sono in posizione generale e tali che per ogni i # j vale p; NKzy] # p; NKxy,].

Notiamo che la definizione appena data e ben posta, infatti i primi associati ad un ideale
0-dimensionale sono massimali.

Nel resto della trattazione, se un ideale ¢ in posizione generale rispetto all’ordinamento
lessicografo dato da 1 > --- > x, diremo semplicemente che € in posizione generale,
omettendo 'ordine.

Osservazione 2.2. Dato un ideale massimale in posizione generale I, un insieme di generatori
di I del tipo {z1 — g1(Tn)s-- -, Tn-1 — gn-1(Tn), gn(Tn)} € una base di Grébner minimale
rispetto all’ordinamento lessicografico dato da 1 > --- > x,,. A meno di riduzioni modulo
gn(zy), possiamo assumere senza perdita di generalita che sia ridotta.

Notiamo che non tutti gli ideali 0-dimensionali sono in posizione generale: per mostrarlo
e sufficiente prendere un qualsiasi ideale massimale la cui base di Grobner ridotta
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rispetto a un ordinamento lessicografico non e della forma voluta, ad esempio I’ideale
(z,y* +y+1) C K[x,y] con K = Q oppure K = F,, con p € N primo, non ¢ in posizione
generale rispetto all’ordinamento x > y.

Come vedremo nelle proposizioni successive, € possibile ricondurre con facilita lo studio
degli ideali 0-dimensionali a quello degli ideali in posizione generale.
Quasi tutti gli ideali 0—dimensionali sono in posizione generale, infatti se si effettua un
cambio di variabili casuale, la probabilita che si ottenga un ideale che non e in posizione
generale € nulla. La formalizzazione di questo fatto verra vista tra poco. Preliminarmente,
dimostriamo alcuni lemmi che ci serviranno per dimostrare le successive proposizioni.

Lemma 2.3. Siano R un anello commutativo e I un ideale di R. Siano inoltre fi,..., f, €
R elementi non invertibili di R tali che f = fi--- f, € I e tali che (f;, fj) = R per ogni
1 # j. Allora l'ideale I si puo scrivere come

r

=1

Dimostrazione. Dato che gli ideali (I, f;) sono a coppie comassimali, infatti (I, f;) +
(I, f;) = I+ (fi, f;) = R. Inoltre I'intersezione di ideali comassimali & sempre uguale al
loro prodotto, e quindi vale

(L f) O, f5) =, f:) I, f5) = (1%, (fis f)1, fif5)-

Poiché I? C I e (f;, fj) = R abbiamo anche

(I f) N (L, f;) = (I*, 1, fi fj) = (I, fif5)-

Per il caso base r = 2, visto che f € I, ci basta specializzare I'identita appena ottenuta

(L f)N (I, f2) = (I, f) = 1.

Sia dunque r > 2, per dimostrare il passo induttivo osserviamo che

T T T T

T 1) =TI ) = @ A L) [ £) = (I A k) T £

i=1 i=1 1=3 1=3

Consideriamo gli elementi g1 := fif2 e ¢g; := fi+1 per i = 2,...,r — 1. Chiaramente essi
non sono invertibili, e inoltre gli ideali (g;) sono a coppie comassimali. Questo ¢ vero in
quanto per ogni j = 3,...,r esistono a,b,a’,b’ € R tali che

afi +bf; =1, a fa + b/fj =1

Moltiplicando la prima delle due identita per o’ fo otteniamo ad’ fifa + a’bfaf; = d' fo =
1 —b'f;. Di conseguenza, per ogni j > 1, gli ideali (g1) e (g;) sono comassimali in quanto
(ad’) fifo+ (a'bfa + V') f; = 1. In conclusione, gli elementi soddisfano le ipotesi del lemma,
e quindi possiamo applicare 'ipotesi induttiva per concludere che

r T r—1 r—1
=1 =3 =1 =1

Ricordiamo che un polinomio f € K[x]| si dice libero da quadrati in K[z] se non &
divisibile per alcun quadrato di un polinomio irriducibile di K[z].
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Lemma 2.4. Siano K un campo di caratteristica 0, K la sua chiusura algebrica e I ¢ K[z]
un ideale. Allora:

1. IK[z]NK[z] = I;
2. se p & libero da quadrati in K[z] allora & anche libero da quadrati in K[z].

Dimostrazione. 1. Dato un polinomio p(zx) € IK[z] N K[z], esistono i(x) € I e q(x) €
K[z] per cui p(x) = i(x) - ¢(x). Dato un qualsiasi ordinamento monomiale, dividendo

p(x) per i(x) in K[x] otteniamo una scrittura p(x) = u(x)i(x) 4+ r(x) con u(x),r(x) €
K[z]. Visto che I'algoritmo di divisione & stato fatto tra polinomi in K[z], allora anche
u(x) appartiene a K[z]. Dato che abbiamo diviso per un solo polinomio il resto e
unico, e quindi 7 = 0 e u(x) = ¢(x) € K[z]. Questo fatto implica p(x) € IK[xz] =1 e
percio IK[xz] N K[z] C I. Poiché vale anche I'inclusione opposta, abbiamo dimostrato
I'uguaglianza voluta.

2. Per il criterio della derivata, un polinomio p(x) & libero da quadrati se e solo se vale
(p(x),p' (x)) = (1). Questo implica che (p(w),p’(a:))K[w] = (Dgjy € quindi p(z) &

libero da quadrati anche quando e visto come polinomio in K. ]

Dimostriamo ora un teorema nota in letteratura con il nome di Shape Lemma, risultato
centrale per lo studio dei sistemi 0-dimensionali da un punto di vista computaziona-
le.

\
Teorema 2.5 (Shape Lemma)

Sia K un campo di caratteristica 0 e I C K[x] un ideale 0—dimensionale. Per ogni
a=(ay,...,a, 1) € K" ! definiamo un cambio di variabili

do : Klx] — Klz]
T, —> x; per i< n,
n—1

Ty —> Ty + E a;x;.
=1

Allora, esiste un aperto di Zariski non vuoto U C K"~! tale che per ogni a € U
I'ideale ¢, (I) ¢ in posizione generale.

J

Dimostrazione. Per dimostrare questo teorema, distinguiamo due casi.

I massimale: Sappiamo dal Teorema 1.4.1 che K[z]/I ¢ un’estensione finita di K. Dato che
ogni estensione finita e algebrica, possiamo applicare il Teorema dell’Elemento
Primitivo. Seguendo una dimostrazione costruttiva del teorema, come ad esempio
quella descritta in [13] che usa il metodo delle indeterminate di Kronecker, possiamo
osservare che esiste un aperto di Zariski non vuoto U C K”~! tale che, per ogni
a=(ay,...,ax_1) € U, 'elemento

n—1
Za = Tp + E a;T;
i=1

¢ primitivo per lestensione di campo K[z]/I. Tale dimostrazione necessita che
K sia perfetto ed infinito, e tali caratteristiche sono verificate in quanto K e di
caratteristica 0.



Metodi Computazionali per il Calcolo della Decomposizione Primaria — 2022-23

I non massimale:

Senza perdita di generalita, si pud assumere che 0 sia un elemento di U. Questo
¢ possibile in quanto per ogni b, ¢ € K"~! ¢ facile verificare che ¢y, = ¢y 0 ¢,
percio per ogni a = (ay,...,a,—1) € U possiamo sostituire I'ideale I e 'insieme U
rispettivamente con I := ¢q(I) e U := {b € K" ! | b+a € U}: per ogni b € U
lideale ¢p(1) = ¢pya(I) & in posizione generale se e solo se per ogni ¢ € U 'ideale
¢c(I) € in posizione generale.

Sia pertanto 0 € U; elemento zy = x,, + Z?:_ll 0-z; = x, e primitivo per
Pestensione K C K[x]/I. Abbiamo dunque un isomorfismo di K—algebre

¢ : K[z]/T — Klwn]/ (gn(2n))
i+ 11— gi(xn) + (gn(zn)) peri<n,
Tn+1— z, + (gn(mn))7

con g1(zn), ..., gn(xn) € K[zy] € gn(zy) irriducibile.

Sia 7 : K[xz] — K[z]/I la proiezione naturale al quoziente. Se consideriamo la
composizione o ¢ : K[x] — K[z,]/(gn(x,)) possiamo osservare che p(x) appartiene
ad I se e soltanto se p(gl(xn), ey On—1(xn), xn) + (gn(xn)) = (gn(xn)), OVVero se e
soltanto se p(gl(xn), ey Gn—1(Tn), xn) appartiene a (gn(acn)). Questo ci permette
di osservare che vale il contenimento

(I‘l - gl(xn)a vy Ip—1 — gn—l(xn)’gn(mn)) Cc I

Tuttavia, essendo g, (x,) irriducibile, I'ideale appena definito & massimale, e quindi
e esattamente I. Concludiamo che I & un ideale in posizione generale.

Siano pi,...,pr 1 primi associati ad I. Per ogni primo p; esiste un aperto di
Zariski non vuoto U; tale che se a € U;, 'ideale ¢,(p;) € in posizione generale.
Considerando U = N{_,Uj;, che & aperto e non vuoto, e a € U, allora tutti i ¢, (p;)
sono in posizione generale. A meno di un cambio di variabili, possiamo assumere
senza perdita di generalita che 1, ..., P sono in posizione generale.

L’unica proprieta che rimane da controllare & che per ogni ¢ # j valga la
disuguaglianza p; N K[z,] # p;j N K[z,)].

Sia J = (x1 — q1(Tn)s -y Tn—1 — Gn—1(2n), gn(x,)) C K[z] un ideale massimale
in posizione generale qualunque, e studiamo 1I’(n — 1)-simo ideale di eliminazione di
¢a(J). A meno di intersecare U con un aperto di Zariski non vuoto, possiamo assu-
mere che anche ¢,(.J) sia in posizione generale, e che quindi si possa scrivere come

BalT) = (@1~ G (Tn)s- -+ Tnmt — G 1) () G (T0)) OB G (T)s - G () €
K[z, e gl (zp) irriducibile di grado r = dimg K(zy]/(gh, (zn)).

L’omomorfismo di K—algebre

K[QJ] — K[xn]/(g(,zn(xn))
i — Ghi(Tn) + (gun(wn))  peri <m,
Tp > Tn + (-g(,zn(l‘n))a
ha un nucleo che contiene (ml —gq(@n), . Ty — gfm_l(ﬂfn)agén@n)) = ¢q(J).
Dato che ¢4 (J) € un ideale massimale e che 'omomorfismo non ¢ nullo, il suo nucleo

coincide con ¢q(J). Abbiamo quindi che K[z]/¢q(J) & isomorfo a K[zy]/ (gl (zn))
come K—algebre, e quindi anche come K—spazi vettoriali. Di conseguenza

r = dimg K[z, / (gon (2n)) = dimg K[z]/¢4(J) = dimg K[z]/J = deg(gn).
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Dato che gy, () € irriducibile, esso e libero da quadrati in K[x], e per il Lemma
2.4.2 anche in K[z]|. Siano allora aq,...,a, le r radici distinte di g, in K. Per
quanto visto nel Lemma 2.3 sappiamo che

JK[zx] = ﬂ (1 —g1(zn), -y Tn—1 — gn—1(Tn), gn(Tn), Tn — O‘i)K[z] .
i=1

Consideriamo 1'unica estensione a K[z] — K[z] dell’isomorfismo di K—algebre ¢,
che per comodita continuiamo a chiamare ¢,. Se applichiamo questo cambio di
variabili a JK[z] otteniamo

T

¢a(JK[w]) = ¢a (m (331 - gl(xn)7 ey Ip—1 — gn—l(xn)vgn(xn)xn - al)K[m})

=1

I
-
//

n—1
€1 — gc/zl(xn)a ceeyIp—1 — g(/l(n_l)(xn)vg;n(xn)z Tp — O + Z ahxh)
=1/ Rl

I
-
I/

n—1
xr1 — géul(xn)’ ceeyTp—1 — gfz(n—l)($n)7 Tp — 05 + Z ahgfzh(ai)> ’
K[z]

=1 h=1
e pertanto
r n—1 r n—1
(H (ﬂcn —Qj + Z ahQéh(%‘))) < («Tn —ait+ Z ahgclzh(ai)>
i=1 h=1 K[z i=1 h=1 K[x]

r n—1
- ﬂ (xl - 91(3771), sy Tp—1 — gn—l($n)7 Tn — o5+ Z ahgfzh(ai)> N K[xn]

h=1 K

Per il Lemma 2.4.1, sappiamo anche che

(9o (20)) = ¢a(J) NKlzy] = ¢a(J)K[z] N Kz] N K[z,
= ¢o(J)K[z] N K[2y] = ¢u(JK[z]) N K[1y].
Sia ora
r n—1
fa($n) = H <$n —a; + Z ahg;h(ai)> € K(Oq, cee >ar)[xn]'
i=1 h=1
Visto che f, € invariante sotto ’azione del gruppo Gal(K(ay, . .., a,)/K), deduciamo

che & un polinomio a coefficienti in K. Inoltre, dal momento che f, € ¢, (JK[z]) N
K[z,], abbiamo f, € ¢q(JK[z]) NK[z,] = (g4, (7n)). Poiché sia f, che g/, sono
polinomi monici di grado r appartenenti allo stesso ideale principale, abbiamo
Ja = g(/ln‘

Ricordando che gli ideali ¢, (p;) sono in posizione generale, chiamiamo f;, €
Klzy] i polinomi monici tali che ¢q(p;) NKlzn] = (fia(zn)).

Nel caso in cui avessimo ¢4(p;) N K[z, = ¢q(p;) N Kz, per qualche coppia di
i,j distinti, avremmo che f;, = fj,. Quest’ultima identita definisce un sistema
di equazioni polinomiali non nulle che dipende anche da a € K* ! visto che che
pi # ;. A meno di intersecare ulteriormente I’aperto U con un aperto, possiamo
percio assumere che per ogni a € U e per ogni ¢ # j vale f;, # fjq, che & quanto
volevamo. O
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Procediamo quindi dimostrando in che modo sia possibile calcolare una decomposizione
primaria nel caso di ideali in posizione generale.

\
Teorema 2.6

Siano I C K[z] un ideale 0—dimensionale e g = ¢g7* ... g% € K|[zy,], con g; polinomi
monici irriducibili distinti, tale che (g) = I N K]z,]. Allora

S
=N g")-
i=1

Inoltre, se I € in posizione generale:

2. (I,g;") € primario per ogni i = 1,...,s;

3. (I,g;") ¢ in posizione generale per ogni ¢ =1,...,s.
. 4

Dimostrazione. 1. Sappiamo gia che I C N¢_;(I,g;"), per cui verifichiamo che vale
I'inclusione opposta. Posto g; := g/g;", abbiamo che (g1, ..., gs)k[z,] = (1)K[z,]» Percio
esistono dei polinomi ay, ..., as € K[z,] tali che >°7 | a;g; = 1.

Sia f € N{_4(I,g;"). Per ogni i = 1,...,s esistono f; € I, & € K[x] per cui
f=[fi+&g;". Di conseguenza
S s
f= Zazgz(fz ‘1‘5191%) = Z(a,gifl + aigig) cl

=1 i=1

2. Osserviamo che per ogni ¢ = 1,...,s, l'ideale (I,g;") C K[x] & proprio. Questo &
vero in quanto, se fosse tutto K[x], esisterebbero dei polinomi f € I, a € K[x] per
cui f + ag;” = 1, tuttavia moltiplicando entrambi i membri di questa identita per
gi == g/g;" otteniamo g¢;f + ag = g;, e quindi g; appartiene a (f,g) C I. Questo ci
fornisce un assurdo, in quanto avremmo I N K|z,] = (¢9) € (gi) C I N K|z,
Mostriamo anche che Ass(([ , g;”)) C Ass(I): questo e vero perché i primi associati
sono tutti massimali, e quindi comassimali, percio per le proprieta del radicale

Vg = (VI,g) = (N pgl|= II re]= ] Vg

peAss(I) peAss(I) peAss(I)

Di conseguenza

N e=yTaH= (1 Vg
)

peAss((1,9;%)) peAss(

={ N oo N K= [ »

peAss(I),g;€p peAss(I),g;&p peAss(I),g:€p
da cui segue che Ass((I,g;")) = {p € Ass(I) | g; € p} C Ass(I).
Siano pi,...,px 1 primi associati ad I e siano p; € K|z,] polinomi tali che p; N

Klx,] = (p;). Essendo I in posizione generale, i p; sono tutti polinomi irriducibili
distinti, e quindi a coppie comassimali. Come conseguenza abbiamo che

k

k
(le> —ﬂpz —ﬂ(plﬁK:ﬂn ﬂpzﬂKxn] ﬁﬁK[mn]
i=1

=1 =1

10
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Dato che K[z] & noetheriano, esiste un intero m per cui

k m k
<sz> = (\/fﬁK[xn]) C(g9)=InK[z,] C \/fﬁK[xn] = (le>

i=1

e quindi abbiamo che Hle pilgl H?Zl pi"; questo ci dice che i divisori irriducibili di
g sono proprio pi,...,pg con | = s.

Senza perdita di generalita assumiamo che p; = ¢;, quindi p; € I'unico primo associato
ad I che contiene g;* e percid per il Teorema 1.8.1 concludiamo Ass ((1,g;")) = {p €
Ass(I) | g7" € p} = {pi} e quindi (1, g;") & primario.

3. Come abbiamo precedentemente visto

Lgy= () V&

p€Ass(l),g;€p

Poiché ogni p € Ass(I) € in posizione generale, lo & anche (I,g;").
O

Corollario 2.7. Sia I C K[x] un ideale in posizione generale. La decomposizione
I =n{_(1,g;") descritta nel Teorema 2.6 ¢ una decomposizione primaria minimale.

Dimostrazione. Si tratta di una decomposizione primaria per definizione; € anche mini-
male in quanto, come visto nella dimostrazione del Teorema 2.6, il numero di componenti
s € pari al numero di primi associati di I. ]

Fissato un ideale I, I'insieme di parametri a per cui ¢,(I) non ¢ in posizione generale
& un chiuso di Zariski di K®'. Non possiamo dunque essere certi che prendendo un
parametro questo non appartenga a tale chiuso. Nel caso in cui il campo sia Q, possiamo
ad esempio prendere a con distribuzione uniforme sulla palla unitaria; la probabilita che
¢q(I) non sia in posizione generale ¢ 0, ma non ¢ impossibile che cio avvenga.

Dunque, per certificare che la decomposizione ottenuta sia una decomposizione primaria,
individuiamo un criterio algoritmico che ci permette di verificare, tra ’altro, se gli ideali
del Teorema 2.6 sono in posizione generale.

\
Teorema 2.8
Sia I C K[z] un ideale. Le seguenti condizioni sono equivalenti.

1. I & un ideale 0—dimensionale, primario e in posizione generale.

2. Esistono dei polinomi g1, ..., g, € K[x,]| e degli interi positivi u1, ..., u, tali
che:

o I NK[zy,] = (gh") con g, irriducibile;
o (z; —g;)" €I, per ogni j < n.

3. Sia G la base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordine lessicografico dato da
x1 > -+ > xy,. Esistono dei polinomi gy, ..., g, € K[z,] e degli interi positivi
Vi,...,Uy tali che:

e g;» € G con g, irriducibile;
e (z;—g;)" & congruente a un elemento in GNK|zj, ..., z,] modulo I'ideale
(j41 — Gj+1s - -+ Tn—1 — Gn—1,9n) C K[z] per ogni j =1,...,n — 1.
. J

11
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Dimostrazione. In questa dimostrazione useremo piu volt il seguente fatto: per ogni
j=1,...,n, vale I NKlz;] # (0). Infatti, dato che I ¢ un ideale 0—dimensionale, per il
Teorema 1.4.3 la base di Grobner ridotta contiene un polinomio il cui monomio di testa
¢ una potenza pura di z;, e quindi ¢ un polinomio in K|z;] per ogni j. Procediamo a
dimostrare questo criterio mostrando le implicazioni 3. = 2. = 1. = 3.

3. = 2.

2.=> 1.

1. = 3.

12

Dato che G ¢ una base di Grobner ridotta, non puo contenere due elementi distinti di
K[zy]. Per il teorema di eliminazione delle variabili, I NK|[z,] = (G NK[z,]) = (gn").
Per induzione si dimostra anche che esiste una potenza di x; — g; che appartiene a I
per i < n, o equivalentemente che x; — g; appartiene a v/I per ogni i < n. Ipotizzando
che per ogni j tale che i < j < n si abbia z; — g; € V1, sappiamo per la seconda
proprieta del punto 3. che esiste una potenza di x; — g; congrua ad un elemento di
modulo un ideale generato da elementi di v/I. Ne consegue che x; — g; appartiene a

VI+ (@501 = gj1s - Tn1 — gn1,9n) = V1.

Essendo g, irriducibile, l'ideale J := (1 — g1,...,Zn—1 — gn—1,9n) ¢ massimale. Il
fatto che J sia contenuto in v/I implica v/I = J. Inoltre, un ideale il cui radicale &
massimale & sempre primario e 0—dimensionale. Concludiamo che I & in posizione
generale perché il suo unico primo associato .J € in posizione generale.

Poiché I ¢ in posizione generale, lo & anche /I . Esistono quindi dei polinomi
91, --,9n € K[zy,] con g, monico e irriducibile tali che VI = (rt1 — g1,y Tp—1 —
gn—1,9n)-

Chiamiamo G la base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordinamento lessicografico
dato da x1 > --- > x, e sia G NK[z,] = {g}. Per il Teorema di eliminazione delle
variabili, sappiamo che l'ideale I N K|z,] = (g). Poiché /I NK|z,] = (gn) con g,
irriducibile, avremo necessariamente g = g4 per un qualche v, € N. Questo dimostra
la prima proprieta del punto 3.

Per dimostrare la seconda proprieta del punto 3. facciamo la seguente osservazione.

Per il Teorema 1.4.3, per ogni j = 1,...,n esiste un elemento h) € G ed un intero
positivo m; tali che LM(h(j )) = x;nj; una conseguenza immediata di quest’ultimo fatto
& che A9 & un elemento di K[zj, ..., z,).

Poniamo &' = {zj41,...,z,}, m' = VINK[z] = (Tj41 — Gj+1s-- > Tn—1 —

In—1,9n)K[a] © K := K[z']/m’. Fissato j, consideriamo la proiezione al quoziente per
m’ dei coefficienti in K[/

7Kz, ... 2] = (K@) |21, ... 2] — K21, .., 2]

Valgono allora i seguenti fatti:
(1) 7(GNKlzj,2']) = {x(h1?),0};
(2) esiste l; € Zy tale che (1) NK'[z;] = ((z; _gj)lj)K/[sz dove g; denota la
proiezione al quoziente per m’ di g;.
Supponiamo che (1) e (2) siano vere. Dalla proprieta (1) consegue che tutti gli elementi

di GNKlzj, 2] diversi da hU) sono polinomi in z; con coefficienti appartenenti a m'’.
Per il Teorema di eliminazione delle variabili sappiamo inoltre che =(I NK[z;,']) =

(ﬂ—(G N K[xj7 x,]))K’[xl,...,xj] = (W(h(j)))K’[xl,...,x-]'

J

Vista la proprieta (2) e dato che h(7) & monico, abbiamo che 7(h\)) = (x; — ;)b e

lj :mj.
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Percid abbiamo dimostrato che k) & congruo a (z; — g;)™ modulo m'K[z;,x'], e
quindi anche modulo m’K[z]; abbiamo quindi ottenuto la seconda proprieta del punto
3.

Concludiamo dunque dimostrando questi due fatti.

(1): Come sopra, sia @’ = {j41,...,2Z,} € consideriamo l'ideale

Lj:= (fSGK[:c'] Is<mj, 3 fo,..., fo1 € Kl Zfzx eI)

K[z’]

Abbiamo allora I NK[z'] C L; C K[z’].

La prima inclusione & chiaramente vera, in quanto per ogni fo € I N KJ[x] abbiamo
foxg el.

La seconda inclusione invece ¢ stretta in quanto se 1 appartenesse a L; allora
esisterebbe un polinomio monico di grado 3 < m; in z; e coefficienti in K[z’] che
appartiene ad I, il che & assurdo per la minimalita di G, in quanto il suo monomio
di testa ¢ una potenza di z; non divisibile per x;.nj
Osserviamo che m’ ¢ un ideale massimale e quindi che \/L; = m’ poiché¢ INK[z'] C L;.
Dimostriamo quindi che ogni elemento di GNK[z;, «’] diverso da hU) si pud scrivere
come un polinomio in z; e coefficienti in m'.

Dato un polinomio p = Zizophx? € GNKzj, 2] \ {hY(z;)} con p, € Klz],
dimostriamo che i tutti i suoi coefficienti appartengono a L; . Dal momento che G &
la base di Grobner ridotta, abbiamo che s < m; e questo implica per definizione che
ps € Lj. Consideriamo la seguente successione di polinomi in I NK[z;, z’]

0) 1) m;—s_(0)

i—1) _ (i-1) h(j)

p(i) = :cjp( P, 11 per 7 > 1.

Si puo osservare con semplici calcoli che per ogni ¢ > 0 i polinomi p(¥ hanno grado al
pitt mj — 1, pertanto il loro (m; — 1)-simo coefliciente appartiene ad L;. Esplicitando

(@)

pm -1 osserviamo

Pty =Py —ph) ) =g =l RS peri > 1

Mettendo insieme le identita precedenti abbiamo

POy +L; = Pgo)h%iflJrLj =Ly, pgn) oL =l )h(J),lJrL =L; peri>Q0.

my

Si osserva pero anche che per ogni indice ammissibile [ abbiamo
1 0 1 .
o AL =p e+ L B L =p 0 L peri> 1

e quindi per ogni 0 < k < s vale la seguente catena di identita

(1) (k)

0
() my—k T Li = = Py L = Ly,

ZptLj=p

che & quanto volevamo.

13
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(2):

Poiché 7 & surgettivo vale il seguente fatto w(v/T + ker 7) = \/7(I + ker ) = /7 (I).
Dato che ker 7 = m'K[z] = (VI N K[z'])k(s), abbiamo

VI +kerm = \/VI +kerm = \/\ﬁ+ (\/fﬂK[:n'])K[x] = M: VT
Pertanto w(vI) = /7 (I), da cui deduciamo

V) NK [zj] = 7((z1 = g1, -, Tno1 = a1, gn)) NK'[zj] =
= (121 —01,---,%5 — gj)K’[:vl,...,xj] N K,[:L'j] = (:L'j — gj)K/[xj].

Possiamo quindi concludere che
7T(I N K[.ﬁj, ZBI]) N K’[.ﬁj] = 7T(I) N K’[.ﬁj] = ((:L‘j — gj)lj)K/[:Cj]

per un certo l; € Z. O

Basandoci sul Teorema 2.8, possiamo quindi definire il seguente algoritmo.

Al

1

=
—_

—_
Ne)

—
=

e e e e

goritmo 2.9 — TestPrimario([)

Input: Un ideale I = (f1,..., fx) € K[z] 0—dimensionale.
Output: /1 se I & un ideale primario in posizione generale, (0) altrimenti.

: S < base di Grobner ridotta di I rispetto all’ordine lessicografico dato da
T1 > > Tp;
g < elemento con monomio di testa minimale di S;
Fattorizzo g:
gt -9 =g;
if s =1 then
p < (gs);
else
return (0);

if n =1 then
return p;
:for i=mn,...,2 do
f < elemento di S con Im(f) = z]" con m intero positivo;
b + il coefficiente del monomio x;n_l di f visto come polinomio in x;;
q < % — %;
if ¢" = f (mod p) then
pp+ ()
else
return (0);

: return p;

Lo scheletro dell’algoritmo puo essere diviso in tre passi:

righe 1-4

righe 5-8

14

prendiamo la base di Grébner ridotta G di I e ne estraiamo ’elemento con monomio
di testa minimale g rispetto all’ordinamento lessicografico, poi lo fattorizziamo;

verifichiamo che G N K[z,] = {g} sia la potenza di un polinomio irriducibile, e in
caso aggiungo il suo fattore irriducibile ai generatori del radicale di I;
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righe 9-18

otteniamo che i polinomi x; — g; abbiano una potenza congruente ad un elemento
di GNK[z;, 2] modulo (gn,Tn—1 — gn-1,--.,Tj+1 — gj+1) seguendo la costruzione
della dimostrazione di 1. = 3. della proposizione precedente. In particolare, dato
hU) definito come in tale dimostrazione che ha monomio di testa LM(h\9)) = ac;nj,
abbiamo 7(h\)) = (z; — g;)™ . Sviluppando quest’ultima potenza notiamo che il
coefliciente di ac;nj_l in W(h(j )) ¢ m;gj, pertanto possiamo ricavare g; prendendo il
coefficiente di x;nj ~ di YY) visto come polinomio a coefficienti in K[z'] e dividendolo
per m;.

L’Algoritmo 2.9 funziona correttamente, infatti

I & primario ed in posizione generale se e soltanto se vale ’enunciato 3. del Teorema
2.8; Desistenza di un polinomio g, € K[z,] irriducibile tale che gk € G viene

testato alle righe 5 — 8; lesistenza di polinomi irriducibili g1, . .., gn—1 € Klz,] tali
che per ogni j =1,...,n — 1 si ha che (z; — gj)" € congruente a un elemento in
GNKlzj,...,z,] modulo I'ideale (241 — gj4+1, .-+ Zn—1 — gn—1,9n) < K[| viene

testato nelle righe 9 — 18;

se I & primario ed in posizione generale si ha che il suo radicale & (g, Zn—1 —
In—1,---,T1 — g1); dato che il termine ¢ aggiunto alla riga 16 ai generatori del
radicale all’i—sima iterazione del ciclo for & x; — g;, per quanto sopra, al termine
dell’esecuzione viene quindi restituito il radicale dell’ideale.

In conclusione, possiamo riassumere tutti i precedenti risultati in un unico algoritmo
per calcolare la decomposizione primaria minimale di un qualsiasi ideale di dimensione 0
in un anello polinomiale K[z] con K campo di caratteristica 0.

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:

Algoritmo 2.10 — DecomposizioneZeroDimensionale([)

Input: Un ideale 0-dimensionale I = (f1,..., fr) € K[z].

Output: Un insieme di coppie di ideali (q;,p;) in cui i ¢; sono le componenti di

della decomposizione primaria minimale di I e i ; sono i relativi primi associati.
1:

DecPrim < 0 ;

a + elemento di K"~ ! preso in maniera casuale;

¢q < cambio di coordinate come definito nello Shape Lemma;

I’ 6,(0);

G + base di Grobner ridotta di I’ rispetto all’ordine lessicografico dato da
Ty > - > Tp;

g < elemento con monomio di testa minimo di G,

Fattorizzo g:

atgn =g
fori=1,...,sdo

q; < (I',97);
i < (I, 63 (9)"));
pl < TestPrimario(q});
if p/ # (0) then
pi < ¢z (p});
DecPrim < DecPrim U {(q;,p:)};
else
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17: DecPrim < DecPrim U DecomposizioneZeroDimensionale(q; );

18: return DecPrim;
L’algoritmo esegue i seguenti passi:
righe 1-4 effettua il cambio di coordinate definito nello Shape Lemma all’ideale I;
righe 5-8 calcola il generatore g dell’(n — 1)—simo ideale di eliminazione di I;

righe 10-12 per ogni g; fattore irriducibile di g calcola ognuno degli ideali della decomposizione
del Teorema 2.6 e verifica che sono primari;

righe 13-17 se I'ideale ottenuto nelle righe precedenti era primario lo aggiunge alla decomposizione,
altrimenti ne calcola ricorsivamente la decomposizione primaria.

L’Algoritmo 2.10 non & certo che termini, in quanto potrebbe accadere che ad ogni
chiamata dell’algoritmo un ideale I venga traslato in un ideale ¢, (1) che non ¢ in posizione
generale. Tuttavia, per lo Shape Lemma sappiamo che I'insieme di parametri a per cui
¢q(I) non ¢ in posizione generale ¢ un chiuso di Zariski, percio risulta improbabile.

Esso restituisce una decomposizione primaria minimale, ammettendo che gli I’idea-
le ¢,(I) sia in posizione generale, gli ideali primari calcolati corrispondono a quelli
dell’enunciato del Teorema 2.6.

§2.2 Il caso generale

E possibile usare I’Algoritmo DecomposizioneZeroDimensionale come parte di una strate-
gia per calcolare la decomposizione primaria di un ideale con dimensione positiva. Nella
trattazione del caso generale useremo la nozione di insieme di variabili indipendente e
I'estensione di un ideale I C K[z] all’anello K(u)[x \ u©] con u sottoinsieme di variabili
indipendente massimale di x.

Definizione 2.11. Sia I C K|[z]. Un sottoinsieme di variabili w C « si dice indipendente
rispetto a I se I NK[u] = 0. Un insieme di variabili indipendente u C x rispetto a I si
dice massimale se dim(I) = #u.

Osservazione 2.12. Un insieme indipendente u C & massimale rispetto ad un ideale I &
effettivamente massimale rispetto all’ordinamento indotto dall’inclusione, in quanto non puo
essere esteso per il Teorema 1.4.5.

Un’altra applicazione del Teorema 1.4.5 mostra che esiste sempre un insieme di variabili
indipendente v C @ massimale rispetto ad un qualsiasi ideale I C K[z]. Per costruirne
esplicitamente uno, potremmo ad esempio verificare I'indipendenza di tutti i sottoinsiemi
di variabili di 4 C x ed estrarne uno massimale tra quelli per cui vale la proprieta
I'NKlu] = 0; tale algoritmo ¢ tuttavia computazionalmente inefficiente in quanto richiede
il calcolo di O(2") intersezioni di ideali, e risulta quindi non adatto alla nostra trattazione.
Mostriamo percio alcuni risultati nella direzione di un algoritmo con complessita inferiore.

Osserviamo intanto che & possibile ricondurre il calcolo di un insieme di variabili
indipendente massimale al caso degli ideali monomiali.

Osservazione 2.13. Sia I C K[z] un ideale e sia > un ordinamento monomiale. Sia u C x
un insieme di variabili indipendente rispetto a Lt(I). Allora w & un insieme di variabili
indipendente anche rispetto ad I. Se per assurdo non fosse cosi, esisterebbe un polinomio
non nullo p € I NKJul, e di conseguenza 0 # lt(p) € Lt(I) N K[u]. Inoltre, un insieme di
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variabili indipendente massimale rispetto a Lt([) € un insieme di variabili indipendente
massimale anche rispetto ad I, in quanto per il Teorema 1.3 gli ideali I e Lt(I) hanno la
stessa dimensione.

Proposizione 2.14. Dato I = (my,...,ms) C K[z] un ideale monomiale, allora

d(I,x) sel#0 e n>0,

n altrimenti,

dim (Kz]/I) = {

con d(I,x) := max {dim (K[z \ {z;}]/Is;=0) : xi| mi}.

Dimostrazione. Osserviamo che se I = 0, la dimensione di K[z]/I = K[z] ¢ noto che sia
n, e che se n = 0 la dimensione e nulla.

Sia dunque I # 0 e n > 0, e sia p un primo minimale associato ad I. Poiché m;
appartiene ad I C p, esiste una variabile z; | m; che appartiene a p. Per questa ragione,
p si puo scrivere come p = (p, x;) = (Pz,=0, x;). Poiché evidentemente I,,—o C pz,—0, si
verifica la seguente disuguaglianza

dim (Kfa \ {2:})/Io—0) > dim (K[e\ {2:}]/ps,—0)
— dim (K[a]/(p2, 0, 1))
— dim (K[z]/p).

Abbiamo quindi mostrato che

dle) > max {dim(Kla]/p)} = dim (Klz]/1).

Supponiamo per assurdo che la disuguaglianza sia stretta. Allora esiste un x; | m; tale
che
dim (K[z \ {z;}]/1+;—0) > dim (K[]/I),

e questo contraddice il fatto che
dim (K[a: \ xj]/lzjzo) = dim (K[z]/(I, z;)) < dim (K[z]/T). O

La proposizione precedente fornisce una formula ricorsiva per il calcolo della dimensione
di un ideale monomiale. Questo risultato, assieme all’Osservazione 2.13, puo essere usato
per costruire un algoritmo che restituisce un insieme di variabili indipendente massimale.

Algoritmo 2.15 — InsiemeMassimale(l,x = {z1,...,Zn})

Input: Un ideale I = (fi,...,fx) € K[z] e un insieme di variabili  dotato
di un certo ordinamento <.
Output: Un insieme v C x indipendente rispetto ad I massimale.

1 fi's... fw' < fi,..., fr tranne i generatori nulli;
2 u 0

3: if ¥ =0 V #x =0 then

4: return x;

5. for j=1,...,ndo

6: if z; | 1t(f1) then

7: v < InsiemeMassimale(/|;,—g, x \ {z;});
8: if #v > #u then

Gk u < v;
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10: return u;

Notiamo che nell’algoritmo che abbiamo descritto stiamo trovando ricorsivamente un
insieme massimale di Lt(I): se z; divide 1t(f]), sicuramente non apparterra a nessun
insieme di variabili indipendente rispetto a Lt(I); I'insieme di variabili indipendente
massimale va quindi ricercato in « \ {z;}.

Il motivo per cui ci interessano gli insiemi di variabili indipendenti massimali & il
seguente: come vedremo tra poco, dato un insieme di variabili indipendente massimale
rispetto ad I, l'ideale IK(wu)[x \ u] ¢ 0-dimensionale.

D’ora in poi, dopo aver fissato un insieme di variabili w indipendente massimale
rispetto a I, per ogni J C K[z|, L € K(u)[z \ u] ideali propri definiamo rispettivamente
I1° e J¢ come l'estensione di I e la contrazione di J rispetto all’immersione canonica

Osservazione 2.16. Per ogni u C « sottoinsieme di variabili e per ogni polinomio non nullo
f € K(u)[z \ u], esiste un polinomio o € K[u] tale che af € K[x]. Possiamo ad esempio
prendere come « il minimo comune multiplo dei denominatori dei monomi di f.

Sia I € Klz] un ideale, e sia I° = N]_;q; una decomposizione primaria minimale,
I'insieme dei primari contratti qf ¢ la decomposizione primaria minimale di un ideale
saturato I : (h)>* = I : (h) per un certo h € K[z] \ I. Per lo Splitting Tool possiamo
riscrivere 'ideale I come I =1 : (h) N (I, h), e riapplicando ricorsivamente ’algoritmo a
(I,h) vedremo che si ottiene una decomposizione primaria I.

Procediamo a dimostrare un lemma preliminare per poi proseguire con 'ultimo risultato
teorico necessario per completare ’algoritmo.

Lemma 2.17. Siano I C K[| un ideale e I = N]_,q; una sua decomposizione primaria
minimale. Sua ubiktreu C @ un sottoinsieme di variabili indipendente rispetto ad I.
Se esiste un s intero tale che q; N K[u] = (0) per i = 1,...,s e q; N K[u] # (0) per
i=s+1,...,r allora

S
Ie _ e . . . . . 1
= q; € una decomposizione primaria minimale.
i=1

Dimostrazione. Poiché per i = s+ 1,...,r si ha IK(u)[z \ u] = (K[u] \ {0})7'] e
q; NK[u] # (0), per il Teorema 1.8.1 otteniamo la seguente decomposizione primaria di ¢

I¢ = ﬁ qs.
i=1

Dimostriamo che tale decomposizione e minimale.

Fissati due indici distinti ¢, < s, mostriamo che \/f #* \/f Ipotizziamo per
assurdo il contrario, e prendiamo un polinomio non nullo f € /q; C \/f = \/f
Per I’Osservazione 2.16, sappiamo che esiste un polinomio non nullo a € K[u] per cui
af € Kz, di conseguenza af € /95 NKlz] = /q5° = ,/g;. Ipotizziamo per assurdo
che f ¢ ,/q; . Per primalita di ,/q; allora abbiamo che esiste un intero n tale che
a” € g, ma cio e assurdo in quanto o € K[u] e q; N K[u] = 0. Pertanto abbiamo che
V4 € /q;. Analogamente, si dimostrare anche I'inclusione opposta, e quindi \/q; = |/4;
che e assurdo.

Mostriamo infine che nessun ideale qf puo essere omesso dalla decomposizione. Dato che
la decomposizione di I ¢ minimale, esiste un polinomio non nullo f € (N j<s ;) \ qi C

<ﬂj;ﬁi, j<s qj) \qi -
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Ipotizziamo per assurdo che f € qf. Esiste di conseguenza un polinomio non nullo
a € Klu] tale che af € g;. Questo ¢ assurdo in quanto f & g; per cui @ € /3.

Essendo u indipendente rispetto a q;, abbiamo a € /q; N K[u| = 0. Di conseguenza
fe (mj;éi, j<s q;) \ q¢ e percio qf non € ridondante. O

Ricordiamo che un ideale proprio I di un anello noetheriano si dice equidimensionale
se ogni suo primo associato p e tale che dim(p) = dim(7).

4 N\
Teorema 2.18

Sia I C K[z] un ideale © C @ un insieme di variabili indipendente massimale rispetto
ad I.

1. I* C K(u)[z \ u] & un ideale 0-dimensionale;

2. SiaG' :={g,..., 9.} C K(u)[x\u] la base di Grébner ridotta di I¢. Prendiamo
G :={g1,...,9s} € K[z] la base di Grobner di I¢ ottenuta moltiplicando ogni
g, per il minimo comune multiplo dei denominatori dei suoi coefficienti. Sia
h:=lem (Ie(gr), ... ,1c(gs)) € K[u], allora

1% = I : ().

3. L’ideale I : (h*°) € un ideale equidimensionale di dimensione dim([/);

4. Sia I® = qy N --- N gs una decomposizione primaria minimale, allora anche
I =q{N---Ngq$ ¢ una decomposizione primaria minimale.

. J

Dimostrazione. 1. E una conseguenza diretta della definizione di u e del Teorema 1.4.5.

2. Per dimostrare questo fatto osserviamo che valgono entrambe le inclusioni.

Prendiamo un elemento a € I : (h™), per definizione sappiamo che esiste un naturale
k per cui ah® € I. Questo implica che a € IK(u) e quindi ¢ € I°. Quindi vale
I:(h>)CI°c.
Prendiamo un elemento f € I¢¢. Poiché f € I, se prendiamo il resto della divisione per
G’ del polinomio f otteniamo 0, di conseguenza possiamo scrivere f come combinazione
lineare degli elementi della base di Grobner, in particolare esistono &; € K(u)[x \ u]
per cui f =7, &gi. Poiché g; € K[x] per ogni i e nel processo di divisione per G’
al piu stiamo dividendo per i termini di testa della base, sappiamo che &; € K[x].
Questo ha come conseguenza che esiste un intero N tale che 'V f € I. Abbiamo quindi
provato che f € I : (hY) C I : (h™), dunque I* C I : (h*).

3. Data una decomposizione primaria minimale I = N;_,q;, supponiamo senza perdita di
generalita che q; NK[u] = (0) peri=1,...,s e q NKlu] # (0) per i =s+1,...,7.

Come conseguenza del Lemma 2.17, I¢ = N?_;q¢ ¢ una decomposizione primaria
minimale.

Poiché u ¢ un sottoinsieme di variabili indipendente rispetto a tuttiiq; coni=1,...,s,
lo & anche per qf, e inoltre anche per q° e per /q¢¢. Per il Teorema 1.8.1 sappiamo
che per ¢ =1,...,s abbiamo ¢ = g;.

Per il Teorema 1.4.5, sappiamo anche che la dimensione dei primi associati di 1°¢ e
maggiore o uguale a #u = dim(I) > dim(/¢¢), e visto che i primi associati ad un
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ideale hanno dimensione sempre minore o uguale a quella dell’ideale stesso, per ogni
i=1,...,s abbiamo dim (1/q5¢) = dim (I) peri =1,...,s.

4. E una conseguenza diretta del Teorema 1.8.2. O

Possiamo applicare quanto dimostrato nel precedente teorema per costruire due algorit-
mi. Il primo ci riporta al caso 0—dimensionale, il secondo € quello finale che utilizza tutti
i risultati visti finora per calcolare la, decomposizione primaria di un qualsiasi ideale.

Algoritmo 2.19 — RiduzioneZeroDimensionale([)

Input: Un ideale I = (f1,..., fr) C K[z].
Output: Se I ha dimensione positiva, restituisce la terna (u,G, h) in cui u C x ¢
un sottoinsieme di variabili indipendente massimale, G C K[z] ¢ la base di Grébner
ridotta di /K(u)[x \ u] a meno di moltiplicazione di ogni elemento per scalari. Infine,
h € K[u] ¢ il polinomio tale che IK(u)[x \u] =1 : (h) = I : (h*). Se I ha
dimensione nulla, restituisce (0, 0,0).

1: u < InsiemeMassimale(I, x);

2: if #u = 0 then

3: return (0,0, 0);

4: G =1{g1,...,9s} < base di Grobner di I relativa ad un ordine lessicografico in
cul  \ u > u;
h < [T;_; lc(gi) con i g; visti come polinomi a coefficienti in K(u) nelle variabili
x\ u;
Calcolo la saturazione di I rispetto a (h):
Iy =1,
L+ Iy: (h),
m + 1;
10: while I,,, € I,,,_1 do
11: m < m+ 1;
1% Im I : (h);
13: return (u,{g1,...,9s}, h™);

&

Algoritmo 2.20 — DecomposizionePrimaria([)

Input: Un ideale I = (f1,..., fr) C K[z].
Output: Se [ non ¢ l'intero anello restituisce un insieme di coppie di ideali (q;, p;) in
cui g; sono gli ideali primari della decomposizione primaria di I e i p; sono i relativi
primi associati. Se I = K[z] invece restituisce I'insieme vuoto.
1: if 1 € I then
2 return (;
3: (u, G, h) < RiduzioneZeroDimensionale(I);
4: if #u =0 then
e return DecomposizioneZeroDim([)
6: primariEstesi < DecomposizioneZeroDim((G)x (w)[z\u]);
7. primari < {(q; N K[z], p; N K[z]) | (qi,pi) € primariEstesi};
8: primari < primari U DecomposizionePrimaria((I , h));
9: return primari;
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Entrambi gli algoritmi funzionano in quanto seguono le costruzioni ottenute nelle dimo-
strazioni dei teoremi di questa sezione. Ricordiamo comunque che tutte le operazioni che
abbiamo individuato su ideali sono calcolabili. Vanno fatte pero alcune precisazioni su
DecomposizionePrimaria, esso infatti:

e termina: poiché ad ogni passo ottengo tramite RiduzioneZeroDimensionale un
polinomio h € K[u] con u indipendente rispetto a I, ho che h ¢ I; non potendo
costruire una catena ascendente infinita di ideali del tipo I C (I, hy) € (I, h1,h2) €

. visto che K[z] & noetheriano, 'algoritmo puod essere richiamato soltanto un
numero finito di volte, finché non raggiungo il caso I = K|z];

e & corretto: poiché segue la costruzione del Teorema precedente, nella riga 6
otteniamo la decomposizione primaria minimale dell’ideale I : (h), mentre alla riga
7 uniamo tali componenti primarie a quelle di (I, h); per lo Splitting Tool sappiamo
che I =1:(h)N(I,h), quindi abbiamo ottenuto una decomposizione primaria per
I, anche se non necessariamente minimale.

Notiamo che, a differenza dell’algoritmo di decomposizione primaria per ideali 0-
dimensionali, non abbiamo garanzie sulla minimalita della decomposizione.
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3 L’algoritmo SY

Un ulteriore algoritmo per il calcolo della decomposizione primaria di ideali polinomiali
a coefficienti in un campo di caratteristica 0 ¢ 'algoritmo SY. Esso & stato introdotto nel
1996 da Takeshi Shimoyama e Kazuhiro Yokoyama in [12], servendosi della teoria gia
sviluppata per I'algoritmo GTZ, allo scopo di ottimizzare il calcolo della decomposizione
primaria degli ideali con un elevato numero di primi associati non minimali. Come
osservato in [3], nelle implementazioni presenti nei sistemi di algebra computazionale, que-
sta caratteristica puo comportare un guadagno notevole, sebbene non sia sempre garantito.

L’algoritmo SY e strutturato nel seguente modo:

e calcola i primi minimali dell’ideale, usando uno tra gli algoritmi noti in letteratura
che lo permettono, come ad esempio [8];

e calcola una decomposizione dell’ideale chiamata decomposizione pseudo-primaria,
piu rapida da calcolare rispetto ad una decomposizione primaria;

e ricava da essa alcune componenti primarie tramite una tecnica chiamata estrazione;

e ricava le eventuali componenti primarie mancanti applicando ricorsivamente 1’algo-
ritmo su ideali di dimensione inferiore a quello di partenza.

Nella prima sezione del capitolo descriveremo nel dettaglio ognuno di questi passi,
eccettto il primo, poiché esiste una vasta letteratura a riguardo.

Nella seconda sezione del capitolo, discuteremo alcuni criteri di ridondanza di com-
ponenti primarie, che ci consentiranno di apportare delle modifiche all’algoritmo SY,
riducendo il numero di componenti primarie ridondanti calcolate e restituendo infine
una decomposizione primaria minimale. Inizieremo dimostrando un criterio generale
applicabile anche ad altri algoritmi, tra cui ’algoritmo G'TZ; successivamente, mostreremo
un criterio piu specifico per I'algoritmo SY che ci permettera di ottimizzarlo.

§3.1 Decomposizione primaria

Come gia osservato, alla base di questo algoritmo vi sono due elementi: il calcolo della
decomposizione pseudo-primaria di un ideale, e il calcolo dell’estrazione di un ideale
primario. Qui di seguito li trattiamo nel dettaglio, mostrandone i relativi algoritmi e
dimostrando i risultati teorici che vi stanno a fondamento; nell’ultima parte di questa
sezione mostriamo in che modo & possibile comporre queste due procedure per ottenere un
algoritmo che, dato un ideale proprio in input, ne produce una decomposizione primaria.

§3.1.1 Decomposizione pseudo-primaria

Definiamo innanzitutto cos’e un ideale pseudo-primario.

Definizione 3.1. Un ideale J C Klx] si dice pseudo-primario se e soltanto se v/.J & un
ideale primo.

Prima di introdurre la definizione di decomposizione pseudo-primaria, descriviamo le
caratteristiche essenziali del tipo di decomposizione che vogliamo ottenere: vogliamo poter
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scrivere un qualsiasi ideale I C K|[x] come intersezione finita di ideali pseudo-primari e di
un eventuale ideale di dimensione strettamente minore. Dimostriamo intanto una prima
proposizione.

Definizione 3.2. Sia I C K[z]| un ideale con minAss(I) = {p1,...,p,}. Un insieme
finito S; si dice separatore di I rispetto a p; se

Siﬂp,-:@, Siﬂpj;«é@periyéj

Chiamiamo invece sistema di separatori di I un insieme {Si,...,S,} in cui per ogni
i=1,...,r insieme S; & separatore rispetto a p;.
Proposizione 3.3. Sia I C K[x] un ideale con minAss(I) = {p1,...,p,}. Sia inoltre

I= ﬂézlqi una decomposizione primaria minimale di /. Se esiste un sistema di separatori
{S1,...,S5,} di I allora per ognii=1,...,r

L. m g; ¢ una decomposizione primaria minimale di IK[z|s, N K[z];
VaiNS;=0

2. IK[z]s, N K[x] ¢ un ideale pseudo-primario con radicale p;.

Dimostrazione. Per il Teorema 1.8.2, abbiamo la seguente decomposizione

IK[z]s, NK[z] = ﬂ qi-
\/q7ﬂ5i2®

Dalla minimalita della decomposizione di I discende subito anche la minimalita di
quest’ultima. Abbiamo quindi mostrato I’enunciato 1.

Per dimostrare 'enunciato 2., osserviamo che tutte le componenti primarie q di I per
cui /g N .S; = 0 sono tali che /g non contiene nessuno tra i primi minimali p; con j # i.
Dovendo contenere almeno un primo minimale, abbiamo p; C |/q. Percio

IKlz]s, NKlz] = [ V@& = O
\/@051‘:@
piCVa;

Osserviamo che esistono insiemi di separatori calcolabili per ogni ideale I C K[z]. Sia
minAss(I) = {p1,...,p,} e, fissato un ordinamento monomiale arbitrario, indichiamo
con G; una base di Grébner di p; per ogni ¢ =1,...,7. Per ogni ¢ # j, esiste t;; € G; \ pj,
pertanto possiamo costruire

Si = {tila"'7tii—1>tii—|—17"'ati7'} [§] SZ, = Htij per ogniézl,...,r.
JFi

E immediato verificare che gli insiemi {S1,...,5,} e {S},...,S.} sono insiemi di separa-
tori di 1.

Osserviamo che, per un qualsiasi sistema moltiplicativo generato da un insieme finito
S :={s1,..., 8}, calcolare la localizzazione di un anello in nell’insieme moltiplicativo

generato da S o in s :=[]i_; s; ¢ equivalente.

Inoltre, abbiamo la seguente conseguenza della Proposizione 3.3.
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Corollario 3.4. Siano I C K[z], minAss(I) = {p1,...,p,} e I =Nl_,q; una decomposi-
zione primaria minimale di . Sia inoltre {Si,...,S,} un sistema di separatori di I. Per
ogni i =1,...,r definiamo

Fi :z{qﬂ@ﬂ&-z@} e P; ::{\/ﬁ|q€}'@-}.
Allora {Fi,..., F} e {P1,...,Pr} sono famiglie di insiemi a coppie disgiunti.

Dimostrazione. Sia q una componente primaria di I che appartiene a F; N F;. Dato che
VaNS; =,/qNS; = 0 si ha che \/q contiene i primi minimali p; e p;. Tuttavia, se ¢ # j,
per definizione di sistema di separatori si ha anche che p; N.S; # 0 e p; N S; # 0, che &
assurdo. Pertanto, gli insiemi Fi,...,F, sono tutti a coppie disgiunti.

Dato che la decomposizione I = ﬂﬁzlqi € minimale, le sue componenti primarie hanno
radicali distinti, e visto che gli insiemi Fi,...,F, C {q1,...,q;} sono a coppie disgiunti
allora anche gli insiemi Py, ..., P, sono a coppie disgiunti dato che per ognii=1,...,r
abbiamo P; = Ass(IK[x]s, N K[z]) per la Proposizione 3.3.1. O

Dimostriamo ora la validita della seguente decomposizione.

Teorema 3.5
Siano I C K[z| un ideale, {S,...,S;} un sistema di separatori rispetto ad I e

q; := IK[z]s, N K[z] con s; = Hs
SES;

Per ogni @ = 1,...,r, sia k; un intero tale che I : (s; ) = §. Allora, posto I’ =

(I,s%, ... skr), si ha la seguente decomposizione

ﬁ NI (3.1)

Inoltre, se I' # K[z], vale dim(I") < dim(I).
- J

Dimostrazione. Supponendo che s el (s ’) per j # i, I'identita (3.1) € una diretta
conseguenza dello Splitting Tool. Per r=1

I=T1:(sMn,sM)=gnT.
Se r > 1, applicando piu volte lo Splitting Tool abbiamo

I=1:(sM)yn(1,sh)
=1:(sy) N (1:(s52) N (1 s57) st
=1:(sy) N1 (s52) N (187", 85%)

T T
:--~:ﬂ[:(slfl)ﬂ(l,slfl,...,sﬁT):ﬂﬁ-ﬁ[’.

Verifichiamo dunque che vale s T € q; per j #i.

Sia I = i:lqi una decomposmone primaria minimale di I e sia
a= (]
Va3iNS; =0
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la decomposizione primaria di g; descritta nella Proposizione 3.3. Dimostriamo che s?j
appartiene ad ogni componente primaria di g;.
Ipotizziamo per assurdo che sjj ¢ q per qualche componente q della decomposizione di

q;, e consideriamo l'ideale L; := q : (s?j ). Osserviamo che, dal momento che I C q, si ha

il contenimento q; = I : (sfj) CLj.

Dato che s?j Z q, per il Lemma 1.5 l'ideale L; ¢ \/q—primario. Tuttavia, \/E =/
contiene q; che per definizione ha intersezione non banale con S;. Questo ¢ un assurdo in
quanto, per come e stato scelto ¢, il suo radicale ha intersezione vuota con S;.

Dimostriamo ora che se I’ # K[z] allora dim(I’) < dim(7).

Prendiamo un primo minimale p’ di I’. Poiché /T C v/T’, esiste un primo p; contenuto
in p’. Dal momento che s; € I’ \ p; C p’ \ p; deduciamo che 'inclusione tra i due primi &
stretta. Ne consegue quindi dim(p’) < dim(p;) < dim(I) per ogni primo minimale p’ di
I', e quindi concludiamo dim(I’) < dim([I). O

Definizione 3.6. Una decomposizione di I come quella appena individuata nel Teorema
3.5 si chiama decomposizione pseudo-primaria. Ogni ideale q; viene detto componente
pseudo-primaria di I, mentre I’ viene chiamata componente restante della decomposizione
pseudo-primaria di I.

Riscrivendo in forma algoritmica gli ultimi enunciati, otteniamo il seguente algoritmo
per il calcolo di una decomposizione pseudo-primaria di un ideale I.

Algoritmo 3.7 — DecomposizionePseudoPrimaria(/, minAss)
Input: Un ideale I = (f1,...,fr) € K[z] e il suo insieme di primi minimali
minAss.

Output: Se I = K[z] restituisce (0,K[xz]). Se I # K|x] restituisce una coppia
(compPseudoPrimarie, I') in cui il primo elemento compPseudoPrimarie & I'insie-
me delle coppie (@, p;) con §; componenti pseudo-primarie di I e p; i relativi primi
minimali; I’ ¢ la componente restante della decomposizione.

1: if 1 € I then

2 return (0, K[z]);

3: if minAss = {p} then

& return ({(I,p)}, Klz]):

5: compPseudoPrimarie < 0, I' + I;

6: for p € minAss do
7 S < separatore di [ rispetto a p;
8 compPseudoPrimarie < {(IK[z]s NK[z],p)};
9: s [Liegt;
10: k < intero tale che I : (s*) = IK[z]s N K[z];
11: I+ T+ (sP);

12: return (compPseudoPrimarie, I');

Osserviamo inoltre il seguente fatto, che useremo successivamente.

Corollario 3.8. Con la stessa notazione del Teorema 3.5, vale

VI =01/ (pi, i)
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Dimostrazione. B sufficiente osservare
VI = \/(I,s’fl,...,sfr) = \/(\ﬁ,sl,...,sT) =
i T . — T .
- i= s Ly e - i= PId SR .
\/(ﬂ- 194, S1 Sr) \/m' 1(pz S1 57’)

Poiché per ogni j # ¢ abbiamo s; € p;, s; € p; concludiamo

T

VI =\ (i s, 50) = () Vi s1). O

=1

§3.1.2 Estrazione

Conoscendo una decomposizione pseudo-primaria di un ideale, ¢ desiderabile poter estrarre
da essa informazioni su una decomposizione primaria dell’ideale.

Nella seguente proposizione mostriamo un metodo per calcolare la componente primaria
associata all’'unico primo minimale di un ideale pseudo-primario.

Proposizione 3.9. Sia I C K[z] un ideale pseudo-primario tale che /T = p, e sia q la
componente primaria associata a p. Dato u C @ un insieme di variabili indipendente
massimale rispetto a p, vale ¢ = IK(u)[z \ u] N K[x].

Dimostrazione. Dato un ideale J C K[x], osserviamo che JK(u)[x \ u] NK][x] puo essere
riscritto come saturazione JK[x]gp,\ (01 N K[z]. Notiamo che p N K[u] = 0, e quindi a
maggior ragione p N (K[u] \ {0}) = 0.

Dimostriamo che ogni primo associato di I ha intersezione non vuota con K[u] \ {0}.

Sia I = Ni_,q; una decomposizione primaria minimale di /; senza perdita di generalita
poniamo q = q;. Visto che VI = p, tutti gli ideali primi v/9; con i > 1 contengono
strettamente p, che ¢ minimale, e pertanto la loro dimensione e strettamente minore di
dim(p). Ricordando che #u = dim(p), deduciamo che u & necessariamente dipendente
rispetto a /q; per @ > 1, e quindi \/q; N (K[u] \ {0}) # 0 per ogni i > 1. Dal Teorema
1.8.2 sappiamo allora che IK(u)[x \ u] NK[z] = q1 = q. O

Possiamo ora quindi definire cos’e I’estrazione di un ideale pseudo-primario.

4 ™\
Teorema 3.10

Siano I C K[xz] un ideale pseudo-primario, G una sua base di Grébner ed f il minimo
comune multiplo di tutti i coefficienti di testa dei polinomi di G visti come polinomi
a coefficienti in K(u).

Dato un intero k tale che IK[z]; NK[z] =1 : (f*) e I' = (I, f*), la componente
primaria associata a vI ¢ q = IK[z]; N K[z]. Quindi

I=qnTr.

Inoltre, se I’ # K[z] si ha dim(I’") < dim([).
\- J

Dimostrazione. Grazie al Teorema 2.18.2, sappiamo che il polinomio f € K[u] ¢ tale che
IK(u)[z \ u] NK[z] = I : (f*). Ricordandoci anche della Proposizione 3.9, sappiamo che
q = IK(u)[x \ u] N K[x] con q ideale primario associato a v/I. Usando lo Splitting Tool,
possiamo quindi decomporre I come I =1 : (f*)n (I, f*)=qn T

Dimostriamo quindi che se I’ # K[z] allora dim(I’) < dim(I). Poiché f* non appartiene
a v/I, abbiamo /T C VT’ e percio dim(I') < dim(I). O
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Definizione 3.11. Sia I C KJz] un ideale pseudo-primario con radicale p. Usando
la stessa notazione del Teorema 3.10, ’elemento f definito nel Teorema 3.10 ¢ detto
estrattore associato a p.

Riutilizzando I'algoritmo RiduzioneZeroDimensionale, Algoritmo 2.19, possiamo calco-
lare ’estrazione di un ideale come segue.

Algoritmo 3.12 — Estrazione(I, p)

Input: Un ideale pseudo-primario I = (f1,..., fr) € K[z] e il suo radicale p.
Output: Restituisce la coppia (q, I’) in cui q € la componente primaria di I associata
al suo unico primo minimale p, mentre I’ & la componente restante dell’estrazione.

I: (u, G, f) < RiduzioneZeroDimensionale(I);

2. I (I 5 f),

3: return ((G) NKlz], I');

Dimostriamo infine una caratterizzazione del radicale della componente restante
dell’estrazione, che useremo in seguito.

Corollario 3.13. Usando la notazione del Teorema 3.10, vale la seguente identita

VI =\, 1) = (VLT = Vo, ).

§3.1.3 Calcolo di una decomposizione primaria

Abbiamo ora a disposizione tutti gli strumenti teorici necessari per il calcolo della
decomposizione primaria di un ideale.

Algoritmo 3.14 — DecomposizionePrimariaSY (I)

Input: Un ideale I = (f1,..., fr) € K[z].
Output: Se I = K[z] restituisce (). Se I # K][z] restituisce un insieme di coppie
(9i,pi) in cui i g; sono gli ideali primari di una decomposizione primaria di I e i p;
sono i relativi primi associati.
1: if 1 € [ then
2 return (;
3 U+ @;
4: minAss = {p1,...,pr} « primi minimali di I;
5: (compPseudoPrimarie, I') + DecomposizionePseudoPrimaria(I, minAss);
6: for (q,p) € compPseudoPrimarie do:
7 (q,q") + Estrazione(q, p);
&  U—UU{(a,p)};
9: if g’ # K[z] then
10: U < U U DecomposizionePrimariaSY (g');
11: if 1 € I’ then
12: U <+ U U DecomposizionePrimariaSY (I');

13: return U,

L’Algoritmo 3.14 svolge i seguenti passi:

righe 1-2 controlla che I non sia I'intero anello;
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righe 4-5 dopo aver calcolato i primi minimali di I, calcola tramite essi una decomposizione
pseudo-primaria dell’ideale;

righe 6-10 per ogni componente pseudo-primaria, ne calcola 1’estrazione e tramite ricorsione
ottiene tutte le altre componenti della sua decomposizione pseudo-primaria, infine
le aggiunge alla variabile U;

righe 11-12 calcola la decomposizione primaria della eventuale componente restante della
decomposizione pseudo-primaria e aggiunge le sue componenti a U, ottenendo
quindi che I'intersezione di tutti gli elementi di U costituisce una decomposizione
primaria di 1.

Sappiamo inoltre che certamente termina: poiché la ricorsione nelle righe 10 e 12 viene
applicata esclusivamente alle componenti restanti, ci ¢ sufficiente ricordare che esse
sono (1) oppure hanno dimensione strettamente minore di dim(7); per la finitezza della
dimensione degli ideali di K[z], I’algoritmo termina necessariamente in tempo finito.

§3.2 Decomposizione primaria minimale

In questa sezione introduciamo due criteri distinti per il riconoscimento di componenti
ridondanti nell’algoritmo descritto nella sezione precedente, per evitare calcoli superflui e
per ottimizzare la procedura. Otterremo grazie ad essi delle varianti degli algoritmi GTZ
e SY che calcolano in maniera diretta una decomposizione primaria minimale dell’ideale
dato in input.

§3.2.1 Identificazione di componenti ridondanti

Il criterio che mostriamo di seguito ha un’applicabilita che va oltre il contesto dell’al-
goritmo SY. In particolare, vedremo al termine di questa discussione come esso possa
essere applicato all’algoritmo GTZ.

Ricordiamo la definizione di componente ridondante. Sia I C K[z] un ideale e
I = N}_,q; una sua decomposizione primaria. Una componente q della decomposizione si
dice ridondante se

ﬂ 9 € 9.

i 79
In questa prima proposizione esplicitiamo la relazione tra una decomposizione primaria
minimale di un ideale e le decomposizioni primarie minimali delle sue componenti
pseudo-primarie.

Proposizione 3.15. Siano I C K[| un ideale e una I = N]_;q; N I’ decomposizione
pseudo-primaria di I. Siano inoltre per ogni i =1,...,r

T

m= 168 =

j=1

una decomposizione primaria minimale della componente pseudo-primaria q; e
7o
’ k1 kry _
I = (I,Sl ,...,Srr) = ﬂ qo0;
j=1

una decomposizione primaria minimale della componente restante I’.
Allora per ogni ¢ = 1,...,7 e j = 1,...,r; i primi ,/q;; sono associati ad I e sono a
coppie distinti.
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Dimostrazione. Sia 0 < ¢ < r un indice fissato. Usando la stessa notazione del Corollario
3.4, notiamo che Ass(q;) = P;. Inoltre, dal momento che I’ contiene sf" abbiamo che
Ass(I') N P; = 0. Questo fatto ci permette di concludere: gli insiemi Py, ..., P, sono
definiti come dei sottoinsiemi di Ass(I) a coppie disgiunti, e poiché non esistono altre
componenti primarie in I’ che hanno radicale in P;, gli ideali q;; per j =0,...,7; sono
irridondanti. O

Definiamo i seguenti insiemi che, come vedremo negli enunciati successivi, sono oggetti
fondamentali nella formulazione del criterio di ridondanza.

Definizione 3.16. Siano I C K[z] un ideale, p € K[z] un ideale primo, s un intero
positivo, U C Ass(I) un insieme di primi associati ad I e I = ﬂlizlqi una decomposizione
primaria di I. Definiamo i seguenti insiemi:

Ass(I,p) = {p" € Ass(I) | p' S p},

Ass(I,s) := {p’ € Ass(I) | dim (p’) > s},

Iu = m qi-

p'eld
VaiCp’

Denotiamo inoltre con Iy e I, rispettivamente gli ideali Iag(rp) € Iass(r,s)-

La definizione di Iy € ben posta perché non dipende dalla scelta di una decomposizione
primaria di I, come dimostriamo nel seguente lemma.

Lemma 3.17. Siano I C K[z| un ideale, «/ C Ass(]) un insieme di primi associati,
I=nt_,q; = Ni_,q; due decomposizioni primarie di I. Allora

m qi = ﬂ ;-

p'eu p'eu
Vaicy' Nid=1

Dimostrazione. Sia S I'insieme moltiplicativo S = K[|\ (Upeys p). Chiaramente, ci basta
dimostrare che, per una qualunque decomposizione primaria di I = N;_,q;, si ha

N 9 = IK[z]s NKa].
p’eld

VaCh

Ricordiamo innanzitutto che per il Teorema 1.8.2 si ha IK[z]|s N K[z] = N gns=p -
Dato che \/q; C p per un qualche p € U implica /q; NS = (), abbiamo il contenimento
Iy C IK[z]s N K[x]. Per dimostrare il contenimento opposto, ¢ sufficiente osservare che
un ideale che non interseca S & contenuto nel suo complementare Uycysp, € quindi per il
Lemma di Scansamento ¢ contenuto in almeno un primo p € U. O

I due enunciati successivi sono i risultati centrali che ci permettono di formulare il
criterio cercato: da essi sara possibile stabilire se una componente primaria ¢ ridondante
o meno mediante un test di inclusione di ideali.

Lemma 3.18. Siano I C J ideali e
U={peAss(I)|p¢gAss(J) ed esiste p’ € Ass(J) tale che p C p'}.

Se Ass(I) N Ass(J) =0 siha Iy C J.
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Dimostrazione. Se I e J hanno insiemi di primi associati disgiunti, allora U = {p €
Ass(I) | 3p’ € Ass(J) :p Cp'}.

Se consideriamo le saturazioni di I e J rispetto a S = K[| \ (Upes b), per quanto
visto nella dimostrazione del Lemma 3.17, otteniamo

IKlzlsnK[z]= (] @ C JKz]lsNK[z]=J.

p'eu
Vs
Inoltre, abbiamo 'identita IK[x]s N K[x] = 4, e quindi possiamo concludere che
Iy = IK[z]s N K[z] C JK[z]s N K[x] = J. O
4 N

Teorema 3.19

Siano I C K[z] un ideale e g 'unica componente p-primaria di una sua decomposizione
primaria. Sia inoltre U C Ass(I) \ {p} tale che Ass(I,p) CU . Le seguenti proprieta
sono equivalenti:

1. g non ¢ ridondante nella decomposizione primaria di I;

2. Iugq.

J

Dimostrazione. Ricordiamo che per ogni U C Ass(I) \ {p} l'ideale Ij; & intersezione di
componenti primarie di I per definizione. Se q non é ridondante, ¢ non puo contenere Ip;.

Viceversa, notiamo che Ass(I,p) = {p € Ass(I) | p & Ass(q),Ip’ € Ass(q) : p C p'}. Se
I, Z q allora p € Ass(]) per il Lemma 3.18 , e quindi q non ¢ ridondante. Piti in generale,
dato che Iy C I, & vero che Iy € q implica I, € g, e quindi che q non ¢ ridondante. [

Osserviamo che le ipotesi su U del corollario appena dimostrato sono soddisfatte, ad
esempio, dagli insiemi Ass(Z,p) e Ass({,dim(p)).

Il criterio del Teorema 3.19 con U = Ass(I, dim(p)) puo essere esteso anche agli ideali
equidimensionali. Siano [ = ﬁézlqi una decomposizione primaria di I, e J = ﬂ;f:lqi , un
ideale equidimensionale, allora esiste un ¢;; irridondante nella decomposizione di I se e
soltanto se Igip,(s) £ J. Cio € vero in quanto se vi ¢ una componente q di J che & irridon-
dante allora I4y,(s) € g, e quindi a maggior ragione che g,y € J. Viceversa, se per
ogni j =1,...,s la componente ¢;; ¢ ridondante allora esistono qp,, ..., qp, componenti
primarie di [ diverse da g;; tali che N7, _;\/qp,, € /i;. Dimostriamo che, senza perdita di
generalita, possiamo supporre che per ogni m = 1,...,r I'ideale ,/qy,, abbia dimensione
strettamente maggiore di dim(.J). Dato che N}, _o\/Qn,, N\/qn, € |/Ti;, conseguenza abbia-
mo che \/qn, € /q;; oppure N7, _o\/dn,, € /¥i;; se dim(,/qp,) > dim(J) allora il primo
contenimento ¢ impossibile. Possiamo quindi concludere che gy (7) € Ny,—19n,, € J.

Possiamo applicare questa osservazione all’Algoritmo GTZ: uno dei suoi passi fon-
damentali ¢ infatti la decomposizione tramite Splitting Tool I = I : (f*) N (I, f*) con
I : (f)* equidimensionale per il Teorema 2.18.3.

Specializziamo la discussione all’Algoritmo GTZ, presentando delle varianti degli
Algoritmi 2.10 e 2.20 che calcolano una decomposizione primaria minimale.
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Algoritmo 3.20 — DecomposizioneZeroDimensionaleMin(/[, H = (1)])

Input: Un ideale I C K[x] 0—dimensionale. Un ideale H C K[x] che ¢ intersezione
di tutte le componenti primarie calcolate nelle precedenti chiamate dell’algoritmo
DecomposizionePrimariaMin; se H non ¢ specificato in ingresso, viene posto H = (1).
Output: Se H = (1), restituisce un insieme di coppie di ideali (q;,p;) in cui i g;
sono le componenti della decomposizione primaria minimale di I e i p; sono i relativi
primi associati.

1: DecPrim <+ 0 ;

2: if H C [ then

3 return DecPrim;

4: a + elemento di K"~ ! preso in maniera casuale;

5: ¢, < cambio di coordinate come definito nello Shape Lemma;

6 I'  a(l);
7. G < base di Grobner ridotta di I’ rispetto all’ordine lessicografico dato da

1 > - > Tp;

8: g < elemento con monomio di testa minimo di G;
9: Fattorizzo g:

10: gi*...g0" = g;
11: fori=1,...,s do

122 q; < (I',9");
13: if H ¢ q; then

14: qi + (I, 63" (97));

15: pl < TestPrimario(q});

16: if p; # (0) then

17 pi b7 (3);

18: DecPrim < DecPrim U {(q;,p:)};

19: else

20: DecPrim < DecPrimUDecomposizioneZeroDimensionaleMin(q;, H );

21: return DecPrim;

Algoritmo 3.21 — DecomposizionePrimariaMin(I[, H = (1)])

Input: Due ideali I, H C K[z], con H intersezione di tutte le componenti primarie
calcolate nelle precedenti chiamate dello stesso algoritmo; se H non e specificato in
ingresso, viene posto H = (1).
Output: Se I = (1) restituisce 'insieme vuoto. Se H = (1) e I # (1) restitui-
sce un insieme di coppie di ideali (q;,p;) in cui g; sono gli ideali primari di una
decomposizione primaria minimale di I e i p; sono i relativi primi associati.

1: if H C [ then

2: return (;

3: (u, G, h) < RiduzioneZeroDimensionaleMin(7);

4: if #u = 0 then

% return DecomposizioneZeroDim(/, H)

6: primariEstesi < DecomposizioneZeroDim((G) g (w)[z\u]> 1);

7. primari < {(q; N K[z], p; N K[z]) | (9i,pi) € primariEstesi};

8 H + ﬂ ;9 N H;

qEprimar
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9: primari < primart U DecomposizionePrimariaMin((I yh), H );
10: return primart;

Dato un ideale I C K|x], I'esecuzione di DecomposizionePrimariaMin(I) differisce in due
modi rispetto all’esecuzione dell’Algoritmo 2.20:

e ogni volta che chiamiamo DecomposizionePrimariaMin e DecomposizioneZeroDi-
mensionaleMin su un ideale J, controlliamo se l'intersezione delle componenti
primarie gia calcolate appartiene a J: se cio avviene, le componenti primarie di J
che calcoleremmo sarebbero tutte ridondanti per I;

e ogni volta che chiamiamo DecomposizioneZeroDimensionaleMin su un ideale J, per
ogni componente primaria di J controlliamo se le 'intersezione delle componenti
primarie gia calcolate appartiene a J: se cio avviene, la sua contrazione sarebbe
una componente ridondante per 1.

Verifichiamo che restituisce una decomposizione primaria minimale.

Teorema 3.22

Dato I C K[x] un ideale, I’Algoritmo 3.21 eseguito sulla coppia (1, (1)) restituisce
una decomposizione primaria minimale di 1.

Dimostrazione. Sia (J, H) C K[z] x K[z] con H # (1) una coppia di ideali su cui viene
eseguito DecomposizionePrimariaMin. Dato che I'ideale H ¢ l'intersezione di tutte le
componenti primaria calcolate in precedenza, se H C J allora H & contenuto in tutte le
componenti primarie di J, e percio esse sono tutte ridondanti.

Dimostriamo per induzione sulla profondita di ricorsione che 'unione di tutte le
componenti primarie calcolate fino a tale momento della ricorsione € costituito da ideali con
radicali a coppie distinti. Al prima esecuzione di DecomposizioneZeroDimensionaleMin
al rigo 7 abbiamo una decomposizione primaria minimale dell’ideale I : (h) per un
certo h € K[z]; al contempo, all'n—simo passo con n > 1 uniamo alle componenti
precedenti quelle di una decomposizione primaria minimale di (I’,h") : (I) per certi
polinomi h/,1 € K[z]. Tutte le componenti primarie di (I’, ') : (I) hanno radicali che
contengono h’, mentre tutte quelle calcolate in precedenza hanno radicali che non lo
contengono.

Sia quindi (J, H) C K(u)[z \ u] x K[z] con H # (1) e u C x una coppia di ideali su cui
viene eseguito DecomposizioneZeroDimensionaleMin. Osserviamo che Ass(H) contiene
Ass(J¢, dim(J€)), mentre per quanto visto al paragrafo precedente non contiene i primi
associati delle componenti (J, g;)¢ con (J, g;) componente primaria di J. Possiamo quindi
applicare il Teorema 3.19 e ottenere che ognuna delle componenti primarie (J, g;)¢ di J¢
¢ irridondante se e soltanto se H Z (J, g;)¢, o equivalentemente H < (J, g;). O

§3.2.2 Albero di decomposizione

Per un’applicazione efficiente del criterio descritto precedentemente, € necessario introdur-
re ulteriori strumenti teorici. Vedremo di seguito come & possibile ottimizzare I’algoritmo
SY mediante 1'uso dell’albero di decomposizione. Esso ci permettera di analizzare i passi
svolti dall’algoritmo DecomposizionePrimariaSY, interrompendo i rami dell’algoritmo
che portano a componenti ridondanti. Vediamo innanzitutto le seguenti definizioni.

Definizione 3.23. Sia I C K[z| un ideale. L’albero di decomposizione di I & un albero
con radice I tale che ogni nodo V' ha come figli tutti e soli gli ideali che si ottengono da V'
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nell’esecuzione dell’Algoritmo 3.14 mediante decomposizione primaria, pseudo-primaria o
estrazione.

Per ogni nodo V' dell’albero, definiamo la profondita pesata di V', denotata con wtd(V'),
come la somma tra la profondita di V visto come nodo dell’albero e il numero di
componenti restanti di decomposizioni pseudo-primarie che si incontrano nel cammino
dalla radice I al nodo V.

Un nodo V si dice nodo componente se e soltanto se e un ideale primario ottenuto per
estrazione dal suo nodo padre; si dice nodo non-componente altrimenti.

Dato I’albero di decomposizione di un ideale I C K[x], i nodi componente sono tutte e
sole le foglie dell’albero. Inoltre, I'insieme dei nodi componente coincide con l'insieme
delle componenti della decomposizione primaria di I ottenuta dall’Algoritmo 3.14.

Dato un sotto-albero 7" dell’albero di decomposizione di un ideale I C K[z], chiamiamo
decomposizione primaria derivata da T’ I'intersezione di tutti i suoi nodi componente.

Nel resto della trattazione, denoteremo con 7 l’albero di decomposizione di un ideale
I C K[x] fissato.

Definizione 3.24. Sia (V', V) un arco dell’albero T tale che V & una componente
pseudo-primaria non banale di V7, e sia S I'insieme separatore rispetto a v/V che & stato
usato per determinare la decomposizione pseudo-primaria di V.

Un ideale J C K[z] si dice che soddisfa la condizione di separazione rispetto a (V', V)
se e soltanto se \/j non contiene s := Htes t.

Sia V unnodo di T esia I =Vj,...,V, =V il cammino dalla radice I al nodo V in T.
Si dice che V' soddisfa la condizione di separazione se e soltanto se V' soddisfa la condizione
di separazione rispetto a ogni arco (V;, Vi4+1) con V11 componente pseudo-primaria non
banale di V;.

Osservazione 3.25. Sia V' un nodo di T, siano (V;,, Vi, +1), ..., (Vi,, Vi, +1) tutti gli archi
nel cammino da I a V in cui il secondo elemento dell’arco ¢ una componente pseudo-primaria
non banale del padre e sia s; il prodotto di tutti gli elementi dell’insieme separatore rispetto
a y/Vi;+1 per ogni j. Il nodo V soddisfa la condizione di separazione se e soltanto se vV

. !
non contiene s : =[]

j=1 Sj-

Per ogni nodo V' di 7, chiamiamo tester di V' I’elemento s definito nell’osservazione.

Mostriamo ora un primo risultato che mette in evidenza in che modo la condizione di
separazione e la riducibilita di un vertice sono connesse.

Lemma 3.26. Per ogni nodo non-componente V di T, se V non soddisfa la condizione
di separazione allora tutti i nodi componente nel sotto-albero di V' sono ridondanti nella
decomposizione primaria derivata da T .

Dimostrazione. Sia I =Vy,...,V, =V il cammino dalla radice I a V. Dato che V non
soddisfa la condizione di separazione, esiste in particolare un arco (V;, Vi41) rispetto a cui
V non la soddisfa. Per il Teorema 3.5 sappiamo che V;K|[z]; NK[x] = V11 con s prodotto
di tutti gli elementi dell’insieme separatore rispetto a 1/V;11 nella decomposizione pseudo-
primaria di V;. Dato che vale V;1K[z]|s N K[x] = V41, nessuna componente primaria
non ridondante di V;4; puo contenere una potenza di s.

Prendiamo quindi un nodo componente () nel sotto-albero di V. Esso € necessariamente
una componente primaria ridondante di V1, infatti s appartiene a v/V che & contenuto
a sua volta in /@, e percio esiste una potenza di s in (). Dato che ) ¢ una componente
primaria ridondante di V;y1, & anche una componente primaria ridondante di I. O
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Introduciamo ora il seguente albero ricavato da 7.

Definizione 3.27. Chiamiamo albero di decomposizione ridotto di I 'albero ottenuto da
T eliminando ogni sotto-albero la cui radice non soddisfa la condizione di separazione.
Denotiamo tale albero con Treq.

Vogliamo dimostrare che la decomposizione primaria derivata da 7T..q € una decompo-
sizione primaria minimale di I. Vediamone intanto alcune sue proprieta.

Proposizione 3.28. Tutti i nodi componente di 7..q hanno primi associati distinti.

Dimostrazione. Siano V e V' due distinti nodi componente in T;eq € sia U la radice del
piu piccolo sotto-albero che contiene sia V' che V’/. Chiamiamo W e W’ i figli di U
antenati rispettivamente di V e V',

Se U ¢ una componente pseudo-primaria del padre, possiamo assumere senza perdita
di generalita W = V e che W’ sia la componente restante dell’estrazione. Possiamo
concludere che le radici di V e V’ sono distinte, infatti esiste un estrattore f € VW’ \WV C
VIV,

Prendiamo ora il caso in cui U non & una componente pseudo-primaria del padre, ovvero
il caso in cui & una componente restante di un’estrazione o di una decomposizione pseudo-
primaria. Possiamo assumere senza perdita di generalita che W sia una componente
pseudo-primario di U con separatore un insieme S. Sia s := [[,.g ¢, allora s € VW' \ VV.
Dato che W C V allora vV’ # V. O

Definizione 3.29. Per ogni p € Ass([), esiste un unico nodo componente in 7;eq associato
a p. Denotiamo tale componente con ¢(p). Inoltre, dato un ideale J C Klz], se il suo
radicale contiene almeno un primo minimale di I, definiamo

d(J,T) := max{dim(p) | p € minAss(I),p C VJ}.

Corollario 3.30. L’intersezione degli elementi di {¢(p) | p € Ass(I)} forma una
decomposizione primaria minimale di I.

Per concludere questa sezione e ottenere il nostro criterio, ci rimane soltanto da
verificare che l'insieme definito nel Corollario 3.30 sopra coincide con quello dei nodi
componente di T.oq. Dopo aver dimostrato un lemma preparatorio, mostriamo due
proprieta dell’albero di decomposizione ridotto, le quali costituiscono degli strumenti
utili per dimostrare I’enunciato desiderato.

Lemma 3.31. Per ogni ideale p € Ass(K[x]) e per ogni elemento s € K[| tale che
I = (p,s) # K[z], i primi minimali di I hanno dimensione dim(p) — 1.

Dimostrazione. Per il Teorema dell’Ideale Principale di Krull sappiamo che i primi
minimali di //p = (s)/p hanno altezza 1. Di conseguenza, dato che in K[z] la somma
della dimensione di un primo e della sua altezza € n, i corrispondenti ideali nell’anello
K[x], ovvero i primi minimali di /, hanno dimensione dim(p) — 1. O

Teorema 3.32

Per ogni nodo componente V' di 7req, vale la seguente formula wtd(V') = 2(d(V, I) —
dim(V') +1).
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Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su m(V,I) := 2(d(V,I) — dim(V') + 1) che
vale 'identita wtd(V') = m(V, I).

Se m(V,I) =0 allora d(V,I) = dim(V') — 1, ma cio ¢ impossibile in quanto ogni primo
p contenuto in v/V ha dimensione superiore o uguale a quella di V.

Se m(V,I) = 2 abbiamo d(V,I) = dim(V'), quindi esiste un primo minimale p di I che
& contenuto nel primo vV e che ha la stessa dimensione di v'V. Questo implica l'identita
p =V, ovvero V & una componente primaria associata ad un primo minimale di I. Di
conseguenza si ottiene calcolando 1’estrazione di una componente pseudo-primaria di 7,
ovvero wtd(V') = 2.

Consideriamo ora il caso m(V, I) > 2. Sia W I'antenato di V' con profondita pesata pari
a 2: tale nodo del grafo esiste sempre ed € la componente restante della decomposizione
pseudo-primaria di I, oppure la componente restante dell’estrazione di un ideale pseudo-
primario di I. Per concludere la dimostrazione & sufficiente dimostrare che d(V, W) =
d(V,I) — 1. Infatti, restringendoci al sottoalbero di W, possiamo applicare 'ipotesi
induttiva e ottenere infine la tesi.

Consideriamo il caso in cui W & la componente restante tramite estrazione di un
ideale pseudo-primario §. Prendiamo un primo minimale p; di I contenuto in vV con
dimensione dim(p;) = d(V, ) e sia q; 'ideale pseudo-primario ad esso associato.

Dimostriamo per assurdo che q1 = q. Se i due ideali fossero distinti, allora lo sarebbero
anche i loro radicali p; e v/q. Per questa ragione sappiamo che p; contiene il prodotto
di tutti gli elementi dell’insieme separatore associato a q. Percio V non soddisfa la
condizione di separazione visto che v/V D py, che & assurdo.

Sapendo quindi che q; = @, osserviamo che ogni primo minimale di W e per il Corollario
3.13 un primo minimale di \/(p1, f) con f estrattore associato a p;. Per il Lemma 3.31,
ogni primo minimale di W ha quindi dimensione dim(p;) — 1, e cio ci permette di
concludere che d(V,W) =d(V,I) — 1.

Consideriamo invece ora il caso in cui W & la componente restante della decomposizione
pseudo-primaria di I. Sia p’ un primo minimale di W di dimensione d(V, W) tale che
p’ € V. Per il Corollario 3.8,

VIV = m \/ (P Sp)

peminAss(I)

dove s, ¢ il prodotto di tutti gli elementi dell’insieme separatore di p. Esiste quindi un
primo minimale po di I tale che

\/ (P2, 8p,) VIV Cp/ CVV.

Da cio deduciamo che dim(ps) < d(V, I) = dim(p;) per un certo p; € v/V primo minimale
di W. Per il Lemma 3.31, inoltre, abbiamo che dim(p’)+1 = dim(p2)+1 =d(V,W)+1 <
d(V,I).

Ci rimane quindi soltanto da dimostrare che d(V,W) > d(V,I) — 1. Osserviamo
infatti che i p1 e sp, definiti sopra sono tali che p; C VV e Sp, € VW C \/V, quindi
v/ (p1, 5p;) € VV. Visto che per il Lemma 3.31 tutti i primi minimali di \/(p1, Sp, ) hanno

dimensione dim(p;) — 1. O

Corollario 3.33. Siano V, V' nodi componente di Treq. Se vV C V7 allora wtd(V) <
wtd(V").

Dimostrazione. Sia p un primo minimale di I tale che p C v/V di dimensione d(v,I),
percio dim(V') < dim(V') e per ipotesi d(V',I) > dim(p) = d(V, I). Da questo otteniamo
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che d(V',I) — dim(V’) > d(V',I) — dim(V) > d(V,I) — dim(V). Dal Teorema 3.32
otteniamo la disuguaglianza cercata. ]

§3.2.3 Calcolo di una decomposizione primaria minimale

In conclusione a questa sezione, presentiamo una modifica del precedente Algoritmo
3.14. L’algoritmo descritto di seguito calcola una decomposizione primaria minimale di
un qualsiasi ideale proprio di K[z]; piu in particolare, restituisce tutte le componenti
irridondanti della decomposizione derivata da Tieq.

Algoritmo 3.34 — DecomposizionePrimariaMinSY (1)

Input: Un ideale I = (f1,..., fr) € K[z].
Output: Se I # K[x] restituisce un insieme di coppie (q;,p;) in cui i q; sono gli
ideali primari della decomposizione primaria di I e i p; sono i relativi primi associati.
Se I = K[z] invece restituisce (0, 0).
1: if 1 € I then

return (0,0);
H + Klz], W « {I}, U + 0;
while H # I do

V' < nodo non-componente di W con la profondita pesata piu bassa;

W= WA{V]

Y <« figli del nodo V;

if esiste nodo componente Q € ) tale che H € () then

U+ {Q}uU, H+— HNQ;

W« {V € Y|V & un nodo non-componente che soddisfa la condizione di
separazione} U W;

._.
S

11: return U,

[
Teorema 3.35

I’Algoritmo 3.34 restituisce una decomposizione primaria minimale di I.

.

Dimostrazione. Per la Proposizione 3.28 e il Corollario 3.30 sappiamo gia che i nodi
componente di T,eq formano una decomposizione primaria le cui componenti hanno
radicali a coppie distinti. Rimane quindi da dimostrare che nessuno di essi & ridondante.
Usando la notazione interna all’algoritmo, dimostriamo che per ogni nodo componente di
Tred, la condizione H € V & equivalente all’irridondanza di V. E chiaro per la definizione
di ridondanza che se V ¢ irridondante allora non contiene H.

Dimostriamo quindi il viceversa per induzione su wtd(V).

Se wtd(V') = 2 allora per il Teorema 3.32 vale dim(V') = d(V, I), percio esiste un primo
minimale pgy di I contenuto in v/V che ne ha la stessa dimensione, e quindi vV = pg, e
quindi V non e ridondante.

Se wtd(V') > 2, allora sappiamo che per tutti i nodi componente U che hanno profondita
pesata strettamente minore di wtd(V') vale l'ipotesi induttiva. Inoltre, per questa
ragione, H & contenuto nell’intersezione di tutte le componenti primarie ) di I tali
che wtd(Q) < wtd(V), dato che esse sono ridondanti rispetto alla decomposizione gia
calcolata a tale punto dell’algoritmo. Per il Corollario 3.33 abbiamo quindi che per ogni
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p € Ass(I), con p C V'V, si ha wtd(q(p)) < wtd(V). Allora H C I s7. Daltra parte, dato
che V-2 H, allora V 2 I s, e per il Teorema 3.19 abbiamo che V' non ¢ ridondante. [
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