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Prefazione

L’universo di Analisi Matematica 2 & meraviglioso, ma al contempo bisogna fare attenzione.
Riportiamo a tal proposito una citazione del nostro mentore, grande esperto dei viaggi
intergalattici:

”Detta cosi sembra che da una variabile a spazi di Banach tutto funziona un po’ uguale.
In parte € vero e bisogna riconoscere quello che funziona senza fatica, pero poi si capisce
che una funzione a pit variabili, gid in due variabili, puo essere piuttosto complicata. Se
uno € costretto a scendere li é come nei... capito... Un conto é quando con [’astronave
fiuvvuuuy uno guarda dall’alto un pianetino, allora siamo tutti bravi poi se invece
bisogna scendere dove ci sono ahhhhh mostri orrendi no, giusto, quindi questo per dire
che in generale e quando uno scende...”

Siamo consapevoli che un esploratore dilettante potrebbe ora spaventarsi quindi ricordate:
DON’T PANIC, anche gli autori della Guida Galattica per gli Analisti sono impanicati.
I1 nostro team di scrittori scelti (poveracci capitati a caso al corso Analisi Matematica 2
dell’UniPi) & stato incaricato di descrivere i pianeti, i pericoli e le meraviglie di quest’uni-
verso, sotto l'illuminante guida dei professori Pietro Majer e Nicola Visciglia.

A soccorrerli, i compagni di corso che con correzioni e annotazioni hanno portato alla
luce le trappole piu infami di quest’universo e vi garantiranno la sopravvivenza in questa
avventura.

Non ci resta quindi che augurarvi... BUON VIAGGO!
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Capitolo 1

Spazi e Strutture

1.1 Strutture di Spazi

1.1.1 Spazio Topologico

Definizione 1.1.1 - Spazio Topologico
Uno spazio topologico & una coppia (X, 7), dove X insieme e 7 famiglia di sottoinsiemi di
X con le proprieta:

1. 0, X er
2. se A,Bertallora ANBer

3. data una famiglia {A;}ier C7Tsiha |J A; €71
el

Definizione 1.1.2 - Spazio di Hausdorff
Uno spazio di Hausdorff & uno spazio topologico (X, 7) per cui:

Ve,ye X,z #y JA Berttaleche ANB=0: x€AyeB

Definizione 1.1.3 - Aperto e Chiuso
Sia (X, 7) spazio topologico. Allora:

e A € 7 si dice aperto della topologia.
e C' C X tale che X \ C € 7 si dice chiuso della topologia.

Definizione 1.1.4 - Parte Interna
Sia (X, d) spazio metrico con S C X. Allora il massimo aperto tra gli inclusi in S ¢ la
parte interna di .S. In particolare:

int(S)=5=[J A
ACS
aperto

Definizione 1.1.5 - Chiusura
Sia (X, 7) spazio topologico con S C X. Allora il minimo chiuso tra quelli che contengono
S e la chiusura di S. In particolare:

S=[)¢C
CDoS
chiuso

9



10 CAPITOLO 1. SPAZI E STRUTTURE

Definizione 1.1.6 - Denso
Sia (X, ) spazio topologico con S C X. S si definisce denso se S = X.

Definizione 1.1.7 - Intorno
Sia (X, 7) spazio topologico con U C X e z € X. U ¢ un intorno di x se A € 7 tale che
re€ACU.

Osservazione 1.1.1 - Caratterizzazione Aperti
Sia (X, 7) spazio topologico. Posso caratterizzare gli aperti:

AeT <« A eintorno di ogni suo punto
Definizione 1.1.8 - Sottospazio Topologico

Sia (X,7x) spazio topologico con Y C X. Y & spazio topologico con la topologia di
sottospazio:

v ={ANY | Aapertodi X}

Definizione 1.1.9 - Finezza
Siano 11 e T topologie dello stesso insieme X. 71 si dice piu fine di 75 se e solo se 71 D T».

Definizione 1.1.10 - Base di una Topologia
Sia (X, 7) uno spazio topologico. B C 7 ¢ una base della topologia se:

VAer3IB CB: A= U F
FepB’

Definizione 1.1.11 - Prodotto di Topologie
Siano (X1, 71) e (X2, 72) spazi topologici. La topologia prodotto ¢ I'insieme X7 x X5 con

la topologia definita:

1. come la topologia meno fine che rende le proiezioni m : X1 X Xo — Xj e mo :
Xl X X2 — XQ continue.

2. date By e By basi di X7 e X3 rispettivamente,
{Bl X Bo ‘ B € Bl,BQ € BQ}

¢ una base della topologia.

Definizione 1.1.12 - Connessione
Sia X spazio topologico. Allora:

e X non e connesso < 3 Aj, Ao aperti non vuoti disgiunti tali che:

AiUAs =X

e X & connesso < X e () sono gli unici chiusi e aperti

e X normato & connesso < X € connesso per spezzate
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1.1.2 Spazio Metrico

Definizione 1.1.13 - Spazio Metrico
Uno spazio metrico & una coppia (X,d) dove X & un insieme e d : X x X — R & una
funzione distanza tale che:

1.Vz,ye X: d(z,y) >0 e dz,y)=0cz=y
2. Ve,ye X+ d(z,y) =d(y,z)
3. Va,y,z€ X d(z,y) <d(z,z) +d(z,y)

Definizione 1.1.14 - Palla Aperta
Sia (X, d) uno spazio metrico. Siano z € X e r € [0; +oo], allora la palla aperta di centro
T e raggio r é:

B(a,r) = {y € X | d(z,y) <1}

Definizione 1.1.15 - Aperto Metrico
Sia (X, d) uno spazio metrico. Sia A C X. A si definisce aperto metrico per (X, d) se:

Vre Ade>0]| B(z,e) C A

Definizione 1.1.16 - Sottospazio Metrico
Sia (X, dyx) spazio metrico. Sia Y C X. Allora (Y, dy) & sottospazio metrico di (X,dx)
dove la distanza dy = dx|yxy.

1.1.3 Spazio Normato

Definizione 1.1.17 - Seminorma

Sia V spazio vettoriale. Una sua seminorma ¢ una funzione | - || : V' — [0; +00] tale che:
1. || - || positivamente omogenea. Yz € V, A € K:
Azl = [A]- [|]
2. || - || subadditiva. Vx,y € V:

[l +yll < =]l + |yl

Definizione 1.1.18 - Norma e Spazio Normato
Sia V' uno spazio vettoriale con una seminorma || - ||. Allora || - || ¢ una norma se:

lz]| =0 & x=0
In questo caso, (V,| - ||) € uno spazio vettoriale normato.

Definizione 1.1.19 - Prodotto Scalare
Un prodotto scalare per lo spazio vettoriale V' € una funzione ¢ : V x V' — R che sia:

e simmetrica: Yo,y € V: o¢(z,y) = ¢(y,x)

e bilineare: Vx1,x2,y1,y2 € V,A € R:

(w1 + Aw2,y1) = d(w1,y1) + Ap(T2, 91)
d(w1,y1 + Ay2) = d(w1,y1) + Ap(71,92)
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e positiva: Ve € X ¢(x,2) >0

Definizione 1.1.20 - Finezza
Siano || - |[1 e || - |2 norme di uno spazio vettoriale E.
Allora sono equivalenti:

L[|+ [y & pit fine di [ - [|2
2.4d: (E,| -|1) = (E,| - |]2) & continua!

3. 3c<O0taleche |zl <c-|z|1 VzreE

Vedere la Definizione 1.4.2.
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1.2 Proprieta di Spazi

1.2.1 Rapporto tra topologici, metrici e normati

Proposizione 1.2.1 - Metrico € Topologico
Sia (X,d) uno spazio metrico. X ¢é in modo naturale uno spazio topologico con gli aperti
definiti dalla metrica.

Proposizione 1.2.2 - Normato € Metrico
Sia (V,||-]|) uno spazio normato. V' ¢é in modo naturale uno spazio metrico con la distanza:

Yo,y eV d(z,y) = |z —yl

1.2.2 Caratterizzazione tra topologici e metrici

Sia (X, d) spazio metrico. Si possono definire nozioni topologiche in spazi metrici tramite
una caratterizzazione sequenziale. In particolare:

Definizione Spazio Topologico Spazio Metrico
V{z1} C C convergente
ax € X allorax € C

C' chiuso X \ C aperto

- VYU intorno di x

-
xesS vale UN S %0 3 {xr} C S tale che z, — =
i i " 1n.torno di f(@ V{zy} convergenti a x
f continua in x 3V intorno di x allora f(zy) > £(x)
tale che f(V) CU k
. : =
X compatto Y ricoprimento aperto V{zr} C X convergente

3 sottoricoprimento finito | 3 {xy;} C {zx} convergente

1.2.3 Completezza

Definizione 1.2.1 - Successione di Cauchy
Sia (X, d) spazio metrico. Una successione {z,} € X ¢ di Cauchy se:

Ve>0 INeN: Vpg>N d(zpzg) <e

Proposizione 1.2.3 - Proprieta delle Successioni di Cauchy
Valgono le sequenti proprieta:

1. {zp} converge = {x,} € di Cauchy.
2. {zn} & di Cauchy = {z,} é limitata.

3. {zn} & di Cauchy e ha sottosuccessione {xy, } convergente
= {x,} converge, allo stesso limite di {xy, }.

4. f:(X,dx) — (Y,dy) é uniformemente continua e {x,} é di Cauchy = {f(x,)} ¢
di Cauchy in'Y .

Dimostrazione. Dimostriamo le proprieta in ordine.

1. Sia {x,} successione convergente, x,, — x. Allora per ogni € > 0, per definizione di
limite per una successione, esiste N € N tale che d(x,,z) < § per ogni n > N.
Allora per tale N vale che: d(zy,zp,) < d(zy,z) + d(zm, ) < € per ogni n,m € N.
Cioe la successione ¢ di Cauchy.
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2. Sia {z,,} di Cauchy. Allora per € = 1 per definizione esiste N € N tale che:
Vn,m >N  d(xp,zm) <ec=1
Cio significa che dato il numero reale R = max ({d(zy,zx) |0 < k < N}U{1}) vale:

e per ogni k < N: x, € B(wy, R) per scelta di R come distanza massima dei
primi N elementi della successione da xp

e per ogni n > N: z,, € B(zn,1) C B(zy, R) per la proprieta di successione di
Cauchy

e segue che {z,,} C B(zy, R) cioe la successione ¢ limitata.

3. Dimostro che se x,, — Z per k — 400, allora z,, —+  per n — +o0.
Infatti dato € > 0, esistono:

e K € N tale che d(zy,,T) < 5 per ogni ny > K
e N € N tale che d(2y, %) < § per ogni n,m > N

da cui prendendo il massimo M = maxz{K, N} vale: per ogni n > M e per ny > N:

d(zp,z) < d(xp, 2n,) + d(2n,,T) <e

4. Nelle ipotesi della proprieta, sia € > 0. Considero n > 0 tale che w(n) < . Tale
numero esiste perche w & infinitesima in 0. Allora per definizione di successione di
Cauchy esiste N € N tale che d(z,,x,,) < n per ogni n,m > N. Allora per ogni
h,k > N vale:

d(f(zn), f(zr)) < w(d(zn, zy)) <w(n) <e

da cui la tesi.

Definizione 1.2.2 - Spazio Metrico Completo
Uno spazio metrico (X, d) ¢ completo se tutte le successioni di Cauchy in X convergono.

Definizione 1.2.3 - Spazio di Banach
Uno spazio normato (E, || -||) che sia completo come spazio metrico, ¢ detto spazio di
Banach.

Proposizione 1.2.4 - Proprieta della Completezza
Valgono le sequenti proprieta:

1. se (X,d) ¢ spazio metrico compatto, allora é completo
2. (X1,d1) e (Xa,d2) sono spazi metrici completi < X1 X Xy € spazio metrico completo

3. Siano (X,d) é spazio metrico completo e Y C X. Allora: Y chiuso <Y é sottospazio
metrico completo

4. Siano S un insieme e (E, || -||) spazio di Banach.
Allora B(S,E) ={f:S = E | |f|lco,s < +00} €& completo

Dimostrazione. Dimostriamo le proprieta in ordine.
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1. Sia {z,} C X successione di Cauchy.
Dato che X & compatto, per la Caratterizzazione 1.2.2 vale che {z,,} ha una sotto-
successione convergente. Allora per la Proprieta 3, la successione {z,} converge allo
stesso limite della sottosuccessione convergente.
Dunque, valendo la proprieta per tutte le successioni di Cauchy, X ¢ completo.

2. Per definizione di distanza prodotto?, si deduce subito che:
{(zn,yn)} C X1 x Xy di Cauchy < {z,} C X; e {y,} C X5 di Cauchy
Ma allora, se X7 e X9 completi, allora per n — +oc:

T, > T € X,
yn%g€X2

Segue banalmente che (z,,y,) — (Z,y) per n — +0o. Analogamente per I'implica-
zione opposta.

3. Usiamo la Caratterizzazione di chiuso 1.2.2.
(=) Se Y ¢ chiuso, allora per caratterizzazione di chiuso se una successione {z,} CY
converge a & € X, allora £ € Y. Presa una successione di Cauchy di Y, essa e di
Cauchy in X completo. Allora, convergendo in X, converge nel sottospazio Y.
(<) Sia Y completo. Allora, se {z,} € Y & convergente in X completo, ¢ anche di
Cauchy in X (quindiin Y'). Per completezza di Y, allora x,, — Z € Y. Il sottospazio
Y verifica la caratterizzazione di chiuso.

4. Useremo la Proposizione 1.2.5. Sia {f,} C B(S, E) successione di funzioni tale che

+o0o +o00o

> |l fulloo < +00. Proviamo allora che Y f,, converge rispetto a || - ||oo,s-

n=0 n=0

Considerando la convergenza puntuale, costruiamo F' € B(S,FE) a cui la somma

convergera. In particolare per ogni x € S si osserva che || fr(2)||g < || fnllco,s, quindi
la seguente serie converge assolutamente in E:

+oo
S ful) = Fla)
n=0

Definendo con questo metodo la funzione F' in ogni punto di S, dimostriamo che
appartiene a B(S, F):

+00 +o00
IF(2)oos < D Ifal@)lle < D [Ifall < 400
n=0 n=0

Resta da dimostrare usando la norma || - ||o,5 che:

n
an—>F per n — 400
k=0

Si vede in particolare che:
n
F=> 1
k=0

2La distanza prodotto si pud scegliere tra le distanze prodotto gia note, tra di loro equivalenti.

= 1> S

k>n

<Dl = o(1)

00 k>n

o
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“+00
per n — 400 in quanto la serie ) ||fnllco converge in E.
n=0
Dunque per ogni successione convergente in B(S, E), il limite sta in B(S, E') quindi

lo spazio & completo.
|

Lemma 1.2.1 - Convergenza per Serie
Sia E spazio vettoriale. Ogni {x,} C E si puo scrivere:

n—1
Ty = X0+ E (Tig1 — x3)
=0
Allora vale che:
+oo
{zp} é convergente < (xiy1 — ;) € convergente
i=0

Dimostrazione. Banalmente, data la scrittura in somma di x,, valgono l'implicazione
doppia: se il termine a sinistra converge, lo fa quello a destra e viceversa. [

Proposizione 1.2.5 - Completezza per Serie
N too
Sia (E,|| - ||) spazio normato. E completo se e solo se ogni serie Y x, assolutamente
n=0
(normalmente) convergente é convergente.

Dimostrazione. Dimostro le due implicazioni separatamente.

+oo

(=) Sia E uno spazio normato completo e la serie Y ||z, || < +oo assolutamente conver-
n=0

gente.

Considerando le somme parziali assoluta e non:
n
on = 2 [zl
k=0
n
Sn = Z Tk
k=0
dalla convergenza assoluta si sa che o, converge in R completo, quindi {0, } di Cauchy.

Ne segue che anche {s,} ¢ di Cauchy. Infatti siano e > 0 e N € N tali che |0, — 04| < €
per ogni p > q > N. Allora:

p p
lsp = sqll = || D k|| < D llawl =lop—ogl <e
k=q+1 k=q+1

cioe la definizione di successione di Cauchy. Essendo {s,} di Cauchy in E completo, &
convergente.
(<) Sia E uno spazio normato tale che ogni serie assolutamente convergente, converge.
Proviamo che F & completo.
Sia {z,,} una successione di Cauchy, provo che essa converge in E. Essendo di Cauchy, in
particolare posso considerare una successione di indici ng < n; < ng < ... tali che per ogni
keN:

Hxnk-i,-l - xnkH < 27]6
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Per costruire questa successione, basta considerare e, = 2% per ogni & € N. Per
definizione di successione di Cauchy, prendo nj tale che per ogni p > ny:

”xp - xnkH < €k
Tali ny sono la successione cercata. A questo punto:

—+oo “+00
Z ||xnk+l - ‘rnk” < Z =2 < 400
k=0

k=0

cioe la serie converge assolutamente.

Per le ipotesi su E, allora la serie converge semplicemente e per il Lemma 1.2.1, anche
la sottosuccessione {xy, } converge. Dato che {x,} di Cauchy ha una sottosuccessione
convergente, converge in F. |

Proposizione 1.2.6 - Condizione per Completezza in Lineari
Siano E, F spazi normati, sia in particolare F' completo. Allora L(E,F) é completo.

Dimostrazione. Consideriamo la palla B = Bg(0,1) e la mappa restrizione:

j:L(E,F)— B(B,F)
T — T‘B

Tale mappa j ¢ lineare iniettiva e isometria con I'immagine (immersione isometrica):

1Tl 2,y = [ Tllco,

Se dimostro che I'm(j) € un chiuso di B(B, F') (spazio completo per la Proposizione 4),
allora Im(j) & completo, quindi per isometria L(E, F') & completo.
Sia in particolare {1,,} C L(F, F') una successione di mappe lineari tale che:

§(Tn) = Tl ™ f
dove f € B(B, F). Dimostro che f € Im(j).

Definiamo la mappa:
x
7(0) = el -7 ()

e verifico che ¢ lineare e controimmagine di f tramite j.

e T ¢ lineare in quanto per x,y € E e per a € K:

() = sl - £ (257 ) = allell- £ (%) =aTt@)
Inoltre:

T4y ) T+y
T +) =l +oll -/ () = i o+ ol Tolo (22 )

= dim_flo+yl T () = im0 + Tl

. Yy
— i el T ( )-+Hyn ( )
WL, El Tl
— lim ] - TB( )+wn ms(y)
WA El Tl

= lalls (%57) +1ols (5 ) =@ + 70
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e j(T) = f infatti per ogni x € B:

. . 3 x
1) = Jip Tolate) = i o) = i o) (137
. x S
~ tim || f <W> = T(2) = T|5(2) = J(T)(x)
per cui effettivamente f € Im(j), segue la tesi. |

1.2.4 Compattezza
Proprieta Topologiche

Definizione 1.2.4 - Compattezza (Heine-Borel)
Sia X spazio topologico. Allora X & compatto se per ogni ricoprimento aperto di X, esite
un sottoricoprimento finito.

Definizione 1.2.5 - Numerabile Compattezza
Sia X spazio topologico. Allora X ha la proprieta di numerabile compattezza se per ogni
ricoprimento aperto numerabile di X, esite un sottoricoprimento finito.

Definizione 1.2.6 - Proprieta di Lindelof
Sia X spazio topologico. Allora X ha la proprieta di Lindel6f se per ogni ricoprimento
aperto di X, esite un sottoricoprimento numerabile.

Definizione 1.2.7 - Proprieta di Bolzano-Weierstrass

Sia X uno spazio topologico.

Definisco x € X punto di accumulazione per A C X se per ogni intorno U di x vale che
|UNA| > R.

Allora X ha la proprieta di Bolzano-Weierstrass se ogni sottoinsieme infinito ha punti di
accumulazione.

Definizione 1.2.8 - Compattezza Sequenziale
Sia X spazio topologico. Allora X & sequenzialmente compatto se ogni successione in X
ha sottosuccessioni convergenti.

Definizione 1.2.9 - I-Numerabile (A;)
Sia X spazio topologico. X & I-numerabile se ogni suo punto ha un sistema fondamentale
di intorni numerabile.

Definizione 1.2.10 - II-Numerabile (Az2)
Sia X spazio topologico. X e II-numerabile se ha una base numerabile per la sua topologia.

Definizione 1.2.11 - Separabile
Sia X spazio topologico. X & separabile se esiste un sottoinsieme denso numerabile.

Proprieta Metriche

Definizione 1.2.12 - Spazio Totalmente Limitato
Sia X uno spazio metrico. Allora X ¢ totalmente limitato se equivalentemente:

e Ve > 0 esiste una famiglia finita di palle di raggio € che ricopre X:

X= |J Blaie)

i=1,...,n
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e V& > 0 esiste una e-rete finita3.

Compattezza in Metrici

Lemma 1.2.2 - Equivalenza Proprieta
Sia X uno spazio topologico. Allora sono equivalenti:

e X compatto secondo Heine-Borel
e X ha proprieta di Lindelof e proprieta di numerabile compattezza
Dimostrazione. Banale, segue direttamente dalle definizioni. |

Lemma 1.2.3
Sia X spazio topologico. Allora:

e X ha proprieta di Bolzano-Weierstrass
e X ha proprieta di numerabile compattezza

Dimostrazione. Sia X con proprieta di numerabile compattezza, sia A C X infinito.
Consideriamo 'insieme dei punti di accumulazione di A (derivato di A):

DA = [ AF

FeF(A)

dove F(A) = {F C A, F finito}. Infatti: = € D(A) £L VU € I(x), |UN A| > Ry ciod
YU € I(z), YF C A finito U N (A\F) # 0 cioe VF € F(A) , x € A\F dunque se e solo se
re () A\F.
FEF(A)
Se A C X ¢ infinito (senza perdere generalitd numerabile) allora D(A) = () A\F
FEF(A)

intersezione di una famiglia di chiusi {A\F} pe F(a), numerabili (se A ¢ numerabile lo
anche F(A))

%

o’

A\FlﬂA\Fgﬁ'”ﬂA\FkQA\(FlLJ-"UFk)#@

Viceversa: sia X con proprieta di Bolzano-Weierstrass; sia {Cy, }ren una famiglia numera-
bile di chiusi con proprieta dell’intersezione finita. Senza perdere generalita, Ciy1 C Cj

(basterebbe considerare C}, = (| C}). Abbiamo due casi:
JCk

1. C e stazionario, allora

() Cr = Cro #0

k>0

2. Cj non ¢ stazionario, senza perdere generalita Cy11 # Cy VEk.
Sia z, € C;\Ck—1, allora {z}}r>0 € un insieme infinito (sono tutti differenti).
Sia z* punto di accumulazione per {zj}i>0. Allora z* € C) = C}, (ogni intorno di
x* contiene almeno un x; con j > k dunque z; € Cj, e allora 2* € ()5 Cr # 0

3Una e-rete corrisponde all’insieme dei centri {z;} delle palle di raggio ¢ che ricoprono X nella versione
precedente della definizione.
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Lemma 1.2.4
Sia X spazio topologico. Allora:

Sequenziale compattezza = Bolzano-Weierstrass
Se X ¢ I-numerabile, allora:

Sequenziale compattezza <= Bolzano-Weierstrass
Dimostrazione. Dimostriamo i punti separatamente.

e SC = BW: sia X sequenzialmente compatto. Sia A C X infinito, sia a : N — A
iniettiva, cioe {ay}ren C A con ay distinti. Sia ap; — a* € X (j — o0). Allora a*
¢ punto di accumulazione: ogni intorno di a* contiene zy; definitivamente, dunque
infiniti punti di A.

e A} + BW = SC: sia X I-numerabile con proprieta di Bolzano-Weierstrass. Sia
{zk}ren una successione in X.

1. {zk}ren € finito: ¢’ una sottosuccessione costante (principio dei cassetti) e
quindi convergente.

2. {zy}ren € infinito: sia 2* punto di accumulazione di {xy }ren. Sia {B,} base di
intorni numerabile e decrescente di z*. Sia Vj, k; € N tale che x;, € B; e (per
induzione) in modo che kj1 > k;j. Allora Vi > j,xy, € B; C Bj e Vj xy, € B
definitivamente in i: dunque zy, — x*.

Questo conclude la dimostrazione. |

Lemma 1.2.5
Sia X spazio topologico. Allora:

I-numerabile = Lindeldf e Separabilita
Sia X spazio metrico. Allora:

Lindelof = Separabilita = Il-numerabile

Dimostrazione. 1. Sia X II-numerabile. Sia A un ricoprimento aperto di X. Sia B una
base numerabile di aperti (# () di X. Sia:

B'={B e B|3A € Atale che BC A}
e per ciascuno dei B € B’, sia Ag € A tale che B C Ap. Allora la famiglia:
A" = {Ap}pep

¢ una sottofamiglia numerabile di A ed ¢ ancora un ricoprimento di X (se z € X,
allora 9A C A tale che x € A (A & ricoprimento) ed 3B € B tale che z € B C A).
Inoltre, sia VB € B, xp € B. Allora la famiglia {xp}pep € un sottoinsieme nu-
merabile denso: ogni aperto non vuoto contiene un B € B che contiene xp come
elemento.
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2. Sia X metrico e Lindelof. Sia B™ un ricoprimento numerabile di palle di raggio %
(estratta dalla famiglia delle palle di raggio %) Facciamo questo Vn € N;. Allora
I'insieme dei centri di B ¢ una %—rete, e I'unione di questi per n > 1 & un insieme
denso (& L-rete Vn > 1).

Inoltre, sia y € X numerabile denso e sia:

1
Bz{B(q,n> :yEYmENJF}

allora B ¢ numerabile, ed ¢ una base. Infatti dato A aperto di X, sia a € A. Vale
a € B(yq, n%) C A pur di prendere d(a,y,) € n—la sufficientemente piccoli.
Allora si ottiene 'aperto A come unione di aperti della base:

-Usled)

Questo completa la dimostrazione. |

Lemma 1.2.6
Sia X spazio metrico. Allora:

Bolzano-Weierstrass = Totale limitatezza = Separabile
Dimostrazione. Dimostriamo le implicazioni in ordine.

e BW = TL. Facciamo la contronominale: sia X non totalmente limitato, allora
d e > 0 tale che X non possiede e-reti finite. Possiamo definire induttivamente una
successione (zx)ren € X tale che:

xp € X\ U B(zj,¢)
0<j<k
cioe d(xp,z;) > ¢, V0 < j<k.
Allora I'insieme infinito {zy }reny non ha punti di accumulazione. Dunque X non ha
proprieta di Bolzano-Weierstrass.

e TL = S sia F, una % — rete finita Vn > 1. Allora |J F,, & numerabile denso.
n>1

Citazione 1. Che cosa ho appena dimostrato scusate? QOgni tanto mi succede di
entrare in un loop...

Teorema 1.2.1 - Compattezza in Metrici
Sia (X, d) spazio metrico. Allora sono equivalenti:

1. Compattezza secondo Heine-Borel
2. Numerabile compattezza
8. Proprieta di Bolzano-Weierstrass

4. Compattezza sequenziale
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5. Completezza e Totale limitatezza
Dimostrazione. Riportiamo le implicazioni mancanti.

e SC = Completo Gia visto: se (xj) € successione di Cauchy in X sequenzialmente
compatto, ha una sottosuccessione convergente (zy,) e allora xj, stessa converge allo
stesso limite.

e TL = ogni successione ha una sottosuccessione di Cauchy. Sia X spazio metrico to-
talmente limitato. Sia (x)ren una successione in X. Sia (z(k,1)) una sottosucces-
sione di (z) che stia tutta in un’unica palla di raggio 1 (lo posso fare perche vi & un
ricoprimento finito di palle di raggio 1, e una di esse contiene xj; per infiniti indici,
sempre per principio dei cassetti). Iteriamo: sia (z(k,2)) una sottosuccesisone della
(z(k,1))i che stia tutta in una unica palla di raggio 1. Per induzione: Vn3z(k,n)
successione che sta in una stessa palla di raggio % e z(k,n + 1) & sottosuccesisone
di z(k,n). Allora la successione x(k, k) € una sottosuccessione di (zy) tale che ¥n

appartiene definitivamente a una palla di raggio < % cioe e di Cauchy.
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1.3 Spazi piu importanti

1.3.1 Spazio R

Definizione 1.3.1 - Prodotto Scalare Standard
Un prodotto scalare ¢ una funzione (-,-) : R" x R” — R dove:

n
Vo,y €R": (my) =D miys
=1

Proposizione 1.3.1 - Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz
Sia (-,-) prodotto scalare di R™. Allora Vx,y € R":

(2,9)* < (z,2) - (y,9)
Ne esistono tre dimostrazioni:
1. Dimostrazione “scema”, quadrato scalare.
0< (@ yz—(z-2)y)’ = (z-y)*(x-2) =2z -y)* (@ )+ (- 2)°(y - y)
=(z-2)*(y-y) ~ (@ -2)(z-y)’ = (@-2)[(z-2)(y-y) — (z-y)*]
Qui si distinguono 3 casi:

(a) (z-z)# 0 quindi il tutto & > 0 e dunque (z - z)(y - y) > (z - y)?
(b) (y-y)# 0, allora scambio x & y e mi riduco a (a)
(¢) (z-z) = (y-y) =0 allora anche x - y = 0 perche 0 < (v £ y)? = £2(z - )

2. Dimostrazione “furba”.
0<(z+ty)?=(z-2)+2 -yt+(y-yt* VtecR

che ¢ un polinomio di grado 2 in ¢ reale e quindi ha discriminante < 0 perche e una
parabola in ¢ a grafico non negativo (ovvero ha 0 o 1 soluzioni). Dunque:

(- y)? = (z-2)(y-y) <0

3. Dimostrazione ”Identita di Lagrange”. In R™, segue dalla seguente identita:

(Z xf) (Z %2) - <Z(%‘yi)2> = (wiy; — z5i)* > 0
=1 =1

i=1 i<j
dove I'ultima disuguaglianza segue dal fatto che si stanno sommando dei quadrati.
Mostriamo come ottenere l'identita. Infatti si ha:

n

D (- xm)? = (@y] — zivirsy;)

1<j 1,7=1
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Si osserva che se ¢ = j i termini si annullano, dunque:

n n
@3y —wiwiyy) = > (@Y — miwgyy) + > (@Fy; — wiyl)+
ij=1 i<j i=1
+ Z(:U?y? — TiYiT;Yj)
i>j
= Z(iﬂgy? — Tiyiry;) + Z(%Qy? — TiYiTjYj)
i<j i>j

Il primo e il terzo elemento sono uguali a meno di scambiare il nome degli indici,

dunque:
> @y} — myiayyy) + (@] — migiayy;) =
i<j i>j
= 2(3712?/32 — wyigy; + Y — wyriy) = Z(xiyi — zjyi)°
1<J 1<j

Definizione 1.3.2 - Norma Standard
Sia R™ spazio vettoriale con prodotto scalare standard (-, -). Si definisce la norma standard:

2]l = [lzllz = vz, z)

Definizione 1.3.3 - Norme Hdolderiane
Sia R™ spazio vettoriale. Una classe di norme di R™ puo essere definita per 1 < p < 4o00:

1
S fwil)” 1<p< oo
Il = max {|z;|} = +o0
i<i ’ P
Teorema 1.3.1 - Equivalenza delle norme || - ||,
Le norme || - ||, della Definizione 1.5.3 sono equivalentsi.
Dimostrazione. |

Proposizione 1.3.2 - Disuguaglianza di Holder
Siano x,y € R"™ e (-,-) un prodotto scalare. Allora ¥p,q € [1,400] tali che % —I—é =1 vale:

| 9)] < Nlzllp + [lyllq

Dimostrazione. Serve prima mostrare la seguente disuguaglianza elementare (Disugua-
glianza di Young): per a > 0,b >0 e p,q €]1, 0]

al b
ab < — + —
P q

Dimostrazione 1 di Young. Noto una questione di convessita

Citazione 2. Qui fanno le nozze coi ficchi secchi, tutti vogliono tornare in presenza
e poi non fanno niente!
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Poiche il logaritmo e una funzione concava noto che:

poop 1 1

log (a + > > —log aP 4+ —log b? = log(ab)
p q p q

da cui la disuguaglianza |

Dimostrazione 2 di Young. Considerando la funzione 2P~! noto che

aP a
— —/ 2P Ydx
b 0

b
bq:/ yq_ldy
q 0

che rappresentano rispettivamente la parte verde e quella blu dell’immagine:
INSERISCI IMMAGINE

e graficamente si vede la disuguaglianza. |

Riprendiamo con la dimostrazione della Proposizione 1.3.2.
Si applica la disuguaglianza precedente coordinata per coordinata

- a P |yl 1 1
S s}j\xir\yﬂs}j( T ):quz+uyug
i=1 i=1 iz N P 1 p 4

Se x 0 y sono nulli non c¢’e nulla dimostrare. Poiche x,y # 0 posso normalizzare e dunque

(z-y)| =

posso applicare la disuguaglianza trovata a ﬁ e Hyqu in luogo di x e y, ottenendo:
. 1 1
(z-) :< x Ly >S+:1
zllpllylly — \ll=llp Mylle/) ~ P aq
cioe la tesi. [

Proposizione 1.3.3 - Disuguaglianza di Minkowski
Sia (R, || - ||p) un spazio normato. Allora Vx,y € R":

[+ yllp < llzllp + [lyll

Dimostrazione. Supponiamo p €]1, col:

n

n
e+ yllp = Jai + il - o+ wilP ™ <D (il + Jyil) - | + P!

=1 i=1
n ‘ n
e R o e T Lo S 7 I P S ] L
=1 i=1
1 1
<l - (Zm + yn“’“p) + [yl - (Zm + y»@l)p)
=1 i=1

-1

P

n
= ([l=[lp + lyllp) - (Z | +yi|p) = (lzllp + 1yllp) - ||z + wll5™
i=1

Se z + y = 0 non c’e nulla da dimostrare, altrimenti si divide e ottengo la disuguaglianza
voluta. |
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Osservazione 1.5.1
Siano x € R™ e p € [1,+0o¢], con (+,-) prodotto scalare. Vale:

(z,y) = max (,5)

[zl = m =m
: 20 ||yl

ax
lyll,<1

Dimostrazione. [ |

1.3.2 Spazio delle Successioni

Definizione 1.3.4 - Norma della Successione
Sia x = xj;eny C R una successione. Allora definisco una classe di norme come:

“+o00o %
(2 |xi|p> 1 <p<too
zll, = =1
sup{ |z |} p =400
€N

Definizione 1.3.5 - Spazio delle Successioni
Definisco lo spazio delle successioni £, come:

tp(R)={z €eRY | [lzll, < +oo}

1.3.3 Spazio delle Lineari Continue

Proposizione 1.3.4 - Caratterizzazioni Lineari Continue
Siano (E,|| - ||g) e (F,|| - ||r) spazi normati. Sia L : E — F una mappa lineare.
Allora sono equivalenti:

1. L limitata localmente in almeno un punto xg €
2. L limitata sulla palla unitaria chiusa, cioé:

Vi€ E||zllp <1 3CeRY||Lallp <C

3. L e Lipschitz

Dimostrazione. e 1 = 2: se L ¢ localmente limitato in xg significa: 3C > 0 ed de > 0
tale che ||Lz||p < C Vz € B(xzg,¢). Allora L & limitata anche in ogni palla di raggio
€; in particolare di centro 0, infatti

B(0,¢) = B(xg,€) — xo

L(B(0,2)) = L(B(xo,¢)) — Lag

(il traslato di un limitato & limitato). E allora anche L(B(0,1)) & limitato:

B(0,1) = éB(O,g) L(BO1) = éL(B(O,e))
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e 2=3: Sevale |[Lz|| < C V||z|| <1 allora L & C—Lipschitz: Yu,v € E (u # v)

u —v
|wu—LwF=an—va:HLQW‘”W>H
Tu— ol
= ol 2 ()|
Tu— ol
< Cllu— vz

ossia L & C'—Lipschitz
[

Definizione 1.3.6 - Spazio delle Lineari Continue
Siano (E, | - ||g) e (F,]| - ||F) spazi normati. Definisco lo spazio normato delle lineari
continue come l'insieme:

L(E,F)={L: E — F lineari e continue} = {L : E — F tale che ||L||z(g r)y < +o0}
dove (definita la palla B = Bg(0,1)) la norma &:

1Ll (.7 = [ Ll 5llo, 5 = sup || L ||
zeB



28 CAPITOLO 1. SPAZI E STRUTTURE

1.4 Continuita

Definizione 1.4.1 - Continuita puntuale
Siano X, Y spazi topologici. La mappa f : X — Y si dice continua in g € X se:

V U intorno di f(z¢) 3V intorno di x tale che f(V) C U

Definizione 1.4.2 - Continuita funzionale
Siano X, Y spazi topologici. La mappa f: X — Y si dice continua se equivalentemente:

e f continua in ogni punto x € X
e V Aapertodi Y, f71(A) & aperto di X

Proposizione 1.4.1 - Composizione di Continue
Composizione di funzioni continue é ancora continua.

Dimostrazione. Siano XY, Z spazi topologici. Siano f: X — Y e g:Y — Z funzioni
continue.

Voglio dimostrare che go f : X — Z & continua. Sia xg € X, definisco yp = f(z¢) e poi
20 = 9(Yo)-

Per continuita di g in yp, per ogni W C Z intorno di zp = ¢(yo) esiste V' C Y intorno di
yo tale che g(V) C W. Inoltre, per continuita di f in xg, esiste un intorno U C X di xg
tale che f(U) C V.

Ma allora, per ogni W intorno di z esiste U intorno di xq tale che (go f)(U) C g(V) C W,
cioe g o f continua in xg. [ |



Capitolo

Teoremi su Spazi

2.1 Serie di Neumann

Teorema 2.1.1 - Serie di Neumann
Siano (E, | -||) spazio di Banach e H € L(E) tale che ||H|| < 1. Allora I — H invertibile

e vale che:
—+o00
-1 _ ;
=> i
j=0

oo

Dimostrazione. Si osserva subito che la serie geometrica > H7 & normalmente convergen-
i=0

te. Infatti, per submoltiplicativita della norma, ||H7|| < ||H|]” per ogni j € N.

1
]
§:||H|<§:||H|| !HH 00

Allora si ottiene™:

OO .
Dato che lo spazio L(E) e completo, allora », H? converge.
§=0
Ora, per continuita della funzione moltiplicazione a sinistra, posso fare il passaggio al
limite:

+
n(y )= (J;%ZH]%J;%HZHJ
= 1 Hj+1 — Hj+1 — Hj —

da cui segue subito che:

(I—H)(ioHJ) —1

j=0

Analogamente si dimostra che i due termini commutano. Dunque I — H ¢& invertibile con

“+oo
-1 _ ZHj
7=0

inversa:

!Usiamo 'ipotesi 0 < ||H|| < 1

29
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Corollario 2.1.1.1 - Addendum a Serie di Neumann
Nelle ipotesi del Teorema 2.1.1, la condizione ||H|| < 1 non é necessaria. La tesi é vera
se 3m € N tale che ||[H™|| < 1.

Dimostrazione. Dalla serie di Neumann segue subito che I — H™ = Y H™ ¢ invertibile.
=0
Inoltre vale il prodotto:

[—H™ = (I-H)(mz_lHj)
=0

da cui si deduce che I — H ¢ invertibile (se il prodotto di 2 fattori e invertibile, allora i
fattori sono invertibili per le formule del rango). Posso allora scrivere:

a-m = (S mw)u-m = (S w) ()
j7=0 k=0
+oo m-—1
_ mk+j | _ n
- k=0 ( 7=0 o ) nz—()H

Resta da dimostrare che la sommatoria risultante converge. Ma (usando la notazione
precedente dove n = mk + j):

“+o00 m—1 )
Z||H“u< S wEmEnEr = (3 EmE) (3 1))
0<k<o0 0<j<m k=0 =0

m—1

1 ( .
= e (YD IHI) < oo
L= [[H™] 2

per cui la serie converge in £(E) completo. [
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2.2 Teorema di Baire

Teorema 2.2.1 - Teorema di Baire con Aperti
Sia (X, d) uno spazio metrico completo. Siano A; C X una famiglia numerabile di aperti
densi.

Allora () Aj ¢ denso.
jEN
Teorema 2.2.2 - Teorema di Baire con Chiusi
Sia (X,d) uno spazio metrico completo. Siano F; C X una famiglia numerabile di chiusi
tali che int(Fj) = 0.
Allora int( U Fj) =0.
jeN
Dimostrazione. Dimostriamo il Teorema di Baire con i chiusi.
Supponiamo per assurdo che non sia vera la tesi, cioe in particolare che int( U F j> # (.
JEN
Allora per definizione di aperto in un metrico, esistono zo € X e rg > 0 tali che B(xq,79) C
U B
jeN
Per ipotesi, int(F1) = 0, quindi B(z,r0) € Fi. Ne segue che esiste x1 € B(zo,r0) \ Fi.
Essendo F chiuso, esiste 71 > 0 tale che la palla B(x1,71) ha le proprieta?:

° B(:L‘l,rl)ﬂFl =0
° B(xl,v“l) g B(x[),r())

o <

Per le stesse ragioni, reitero la costruzione appena fatta per ogni indice k£ € N. Cioe trovo
xp € B(zg—1,75-1) \ Fx—1 e rr > 0 tali che:

1. B(zg,rp) N Fr =0
2. B(xg,mt) € B(2p_1,751)
3.1, < ;%

Ora, osservo che le palle B(zy, k) sono incluse I'una nell’altra per costruzione (il punto
2). Cio mi dice che per ogni k € N vale che: zj, € B(xk, k) per ogni h > k.
Segue che la successione dei centri {x} ¢ di Cauchy perche:

d(xh,:ck) <rp < 72“*2
e in particolare per ogni € > 0 esiste k € N tale che 5—2 < €.

Dato che X e completo, segue che z, — T per k — +o0, con T € X.

Inoltre, essendo le code della successione {xy} contenute in ogni palla chiusa B(xy,ry) per
costruzione, segue che € B(xy,ri) per ogni k € N.

Per il punto 1 e per ogni k € N:

T € B(xp—1,r5-1) C B(wg,78)
e dato che B(zg,ry) N Fr, =0, T € ch per ogni k.

Assurdo, perche per ipotesi Z € B(xo,79) € | Fj. [
jeN

2La terza condizione servira per ottenere la successione di Cauchy tramite i centri.
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2.3 Teoremi di Immersione

Definizione 2.3.1 - Completamento
Siano (M, d) spazio metrico e (M, d) spazio metrico completo. 3
La mappa j : (M,d) — (M,d) si dice completamento se j ¢ isometria e j(M) denso in M.

Teorema 2.3.1 - Immersione di Fréchet - Kuratowski
Ogni spazio metrico (M, d) si immerge isometricamente in (E, || -||) spazio di Banach. In
particolare’, E = Cg(M).

Dimostrazione. L’idea fondamentale & usare la funzione distanza d per immergere M nello
spazio delle funzioni continue limitate Cp(M).
Bisogna pero distinguere 2 casi:

e M ha ”diametro finito”, ossia la funzione distanza & superiormente limitata. Allora
basta considerare:
©: (M,d) — (Cp(M),] )
T — d(zx,-)

Dimostriamo che & un’immersione isometrica.
E’ iniettiva perche se d(z, ) = d(y, ), allora valutando in y ottengo che:

d(z,y) =d(y,y) =0 <= =z=y
E’ un’isometria in quanto:

perche per ogni u € M per disuguaglianza triangolare:

per cui a sinistra posso considerare il valore assoluto e prendendo il sup ottengo:

ueM
ld(z,-) = d(y, )l < d(2,y)

e in particolare per u = x ho 'uguaglianza:
ld(@,-) = d(y,)llsc = d(z,y)

e M non ha ”"diametro finito”. Allora consideriamo per xzg € M fissato:

Jao t (M,d) — (Cp(M), |- [lso)
T —  d(x,-) —d(xo,)

In particolare j,(x) ¢ limitata per ogni = € M in quanto per il caso precedente:

1Gzo ()]0 = lld(2, ) = d(z0, )]0 < d(,0)

Ora si conclude con una dimostrazione analoga, in particolare 'isometria deriva dal
fatto che:

G0 () = Jao ()00 = lld(@,-) = d(y; )]l = d(z,y)

3Indicheremo con Cg lo spazio delle funzioni ”bounded”, ovvero limitate.
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Segue la tesi. ]

Corollario 2.3.1.1
Ogni spazio metrico si include come sottoinsieme denso in uno spazio completo.

Dimostrazione. Lasciata come esercizio, segue dalla costruzione ”alternativa” dell’immer-
sione di Frechét, nello spazio delle successioni di Cauchy in X metrico.

Alternativamente, basta considerare come spazio in cui il metrico si immerge la chiusu-
ra di j(M). Infatti per proprieta della chiusura, il limite di ogni successione di Cauchy
(convergenti nello spazio di Banach totale) sta in j(M). |

Teorema 2.3.2 - Estensione per densita di funzioni uniformemente continue
Siano (X, dy) spazio metrico e (Y,dy) spazio metrico completo. Sia D C X denso ed
f: D —Y uniformemente continua (con modulo w ).

Allora 3! F : X — Y estensione continua di f. Inoltre, F ¢é uniformemente continua
con modulo w.

Dimostrazione. Definiamo F(x) = f(x) per ogni € D. Preso x € X, consideriamo una

successione {dp }neny C D tale che d,, fmare

Allora definiamo F(z) = lim F(dy). Verifichiamo che:
n—+o0o
e il limite esiste perche {d,,} converge, quindi ¢ di Cauchy. Per continuita uniforme
{F(dy)} e di Cauchy nello spazio Y completo. Segue che il limite esiste.

e presa un’altra successione {d),} C D che converge a x, considero {di,d},ds,d},...}
successione. Essa converge sempre ad x. Ma allora:

{F(dl)vF(d/1)7F(d2)7F(d/2)7}

¢ convergente e per unicita del limite segue che lim F(d,) = lim F(d}).
n—-+o0o n—-+oo
e [ ha lo stesso modulo di continuita di f. Sia § > 0. Dati xg,21 € X tali che
d(zg,x1) < 4, allora siano {d,} e {d),} successioni in D che convergono rispettiva-
mente a g e x1. Allora osservo che (essendo tutte le successioni di Cauchy posso
passare ai limiti delle distanze):

d(F(xo),F(:cl)):d< lim F(d,), lim F(d;)) = lim d(F(dn),F(dy,))

n—-+oo n—-+oo n—-+oo

< lim w (d(dy, dy,)) = w(d(zo, 1)) < w(6)

n—-+0o0o
per cui F' ha modulo di continuita w.
Segue la tesi. ]

Teorema 2.3.3 - Unicita del Completamento

Sia (M,d) spazio metrico. Esiste j : (M,d) — (M,d) completamento di M a M spazio
metrico completo.

Allora j € unico a meno di isomorfismi.

Dimostrazione. Supponiamo che esistano due completamenti per lo spazio metrico M:
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(M,d) —"— (M, d)

(M%Ch)

Sappiamo che M & denso in M; e M. Applichiamo quindi il Teorema di Estensione 2.3.2
per estendere rlspettlvamente jo2 e j1 alle isometrie ¢ e :

(M,d) —— (Ml, dy) (M,d) —— (Mza do)
L \ P
J2 N g1 v
(Ma, d2) (M, dy)
In particolare sappiamo che: jo = ¢ o j1 e j1 = 1 o jo. Vogliamo provare che:
Yoo =idy
ot =idy,

Vediamo la prima delle due relazioni. La seconda e analoga. Si osserva che id i € Yo
estendono entrambe per densita la mappa ji:

(M, d) —* (M, d,) (M,d) —— (Ml,dl)
\ i idMl \ } o
J1 < J1 <
(M, dy) (My,dy)
Per unicita dell’estensione per densita, allora 1 o ¢ = idy, . |

Proposizione 2.3.1 - Estensione di normati
Sia (E, ||-||g) spazio normato. Essendo metrico, ha un completamento come spazio metrico
K.

Allora estendendo la norma, E ¢ normato.

Dimostrazione. Consideriamo la norma || - || e 'immersione j : E < E. Dato che E &
un denso di E posso applicare il Teorema di Estensione per Densita 2.3.2 e si ottiene:

1
||N g
R

dove || - [/ 5 E — R risulta essere la norma dello spazio completo E. [



24. TEOREMA DI MAZUR - ULAM

2.4 Teorema di Mazur - Ulam

Definizione 2.4.1 - Mappa Affine
Siano F, F' spazi normati. Sia f : E — F una mappa, si dice affine se:

1. f(x)=Lx+v doveve FelLeL(EF)

2. fte+ (1 =t)a') =tf(x)+ (1 —t)f(2') con z,2’ € E et € 0,1]

3. f (“”‘5‘”,> =1f(x)+3if(@@) conz,a’ €FE

Proposizione 2.4.1
Le definizioni di mappa affine sono equivalenti.

Dimostrazione. Vediamo 4 implicazioni.

35

e (1 = 2): & banale e segue dalla linearita di L. Infatti per ogni z,2’ € E e t € [0,1]:

fltr+(1—t)a’) = v+L(ta+(1—t)2") = t(v+Lx)+(1—t)(v+ L") = tf(x)+(1—t) f(2))

e (1 < 2): supponiamo che f abbia la proprieta 2. Allora vediamo che:

¢ una mappa lineare (verifiche per esercizio).

e (2 = 3): banale, calcolando per ¢t = %

e (2 <« 3): reiterando la definizione 3, vale la proprieta per tutti i ¢ € D i razionali

diadici in [0, 1]. Ma dato che D ¢ denso in [0, 1], si ottiene la tesi.
Abbiamo cosi dimostrato 1’equivalenza.

Teorema 2.4.1 - Teorema di Mazur - Ulam
Siano E, F spazi normati. Sia f: E — F isometria. Allora f é affine.

Dimostrazione. Basta provare che Vz,2’ € E vale la proprieta:

P55 = 3@+ )

Consideriamo la seguente quantita che chiamiamo ”deficienza affine” rispetto a xz, x’:

def(f) = Hf (mﬂ) _f@) + @)

2 2

e proviamo che ¢ nulla per ogni z,2’ € E.
Osserviamo che data una f isometrica:

(55) - b

1
2

ef(9) <37

2
[l — a']]
- 2

x—2x

2

z—2a

2

1

2

1,(xz+a 1, ,
o (57 -0
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Definiamo la riflessione che scambia f(z) e f(z') come:

p: E — E
y — fl@)+f)-

Questa € un’isometria, quindi posso definire una nuova isometria:

f=1"opof

con la proprietd che f(z) = 2’ e f(2') = z. Ma allora calcoliamo:
def<f):'f<w+2w’>_f<x> + ) Hf(H) 2%

:‘f_l(f()+f( < : >> x+m

22 (s gy 1 (252)) -5 ((x?))H

Z'f(:v)+f(rv’)—2f< )H

_sz(w);f(x’) f(x—l-:n)H e

[lz—="]|

Ma deve valere anche per f la proprietd def ( f ) <

Supponiamo per assurdo def(f) > 0. Reiterando la costruzione di f si ottiene una
successione di isometrie dove fy = f ed fryr1 = fx per ogni k > 0. In particolare:

def(fiv1) = 2def(fu) = - = 2 def(f)

Ma allora per un k sufficientemente grande si otterrebbe che:

, in quanto anch’essa ¢ isometria.

|z — =]

def(fi) >

che & un assurdo. Segue che def(f) =0, da cui la tesi. |
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2.5 Teorema delle Contrazioni

Definizione 2.5.1 - Contrazione
Sia (M, d) spazio metrico. Sia T : (M,d) — (M, d) una mappa k-Lipschitz con k < 1.
Allora T & una contrazione.

Teorema 2.5.1 - Teorema delle Contrazioni
Sia (M,d) spazio metrico non vuoto e completo. Sia T : (M,d) — (M,d) una k-
contrazione. Allora:

1. T ha un unico punto fisso: 3z e M |T(Z)=2
2. Vxog € M, x,, = T"(x0) converge a T

Dimostrazione. Dimostriamo 1'esistenza del punto fisso con il punto (2).
Siano xg € M ed n € N. Considerando n < p < ¢:

d(xpv xq) = d(l‘pa l‘pH) + d(fﬂpﬂa $p+2) +eee d("EQ*la fL‘q)

qg—1 q—1
=Y d(@iwia) = Y d(T(w0), T (x9))
i=p i=p
g—1 ‘ foo e
= : k‘zd($0,l'1) < d(ZL‘Q,$1) Zk‘l = 1_ kd(l’o,l‘l)
i=p i=n

quindi la successione {zy, }nen € di Cauchy perché k < 1.

Essendo M completo, x, "z e M. Inoltre, dato che per n — +o0:

Ty —> T
T(xy) =y, — T
segue dalla continuita di 7' che T'(Z) = Z. Segue direttamente il punto (2) e I'esistenza nel

punto (1).
Manca "unicita del punto fisso. Supponiamo che & = T'(Z) e che § = T'(y). Segue che:

cioe per k < 1: d(z,y) = 0. Allora z = y. |

Corollario 2.5.1.1 - Stime di Convergenza
Seque dal Teorema 2.5.1 che:

1. d(z,x,) < k"d(Z, z0)

2.VeeM d(z,z) < pd(z,T(x))
Dimostrazione. 11 punto (1) segue (nella notazione del Teorema 2.5.1) da:

d(Z, xn) = d(T"(Z), T"(z0)) < k" d(Z, xo)
Il punto (2) si prova osservando che d(z,z) < d(z,T(x)) + kd(Z,z). Segue dalla k-
lipschitzianita e dalla disuguaglianza triangolare:
d(z,x) < d(z, T(x)) + d(T(x), ) = d(T(z), T(x)) + d(T(x), x)
< kd(z,z) +d(T(x),x)
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Corollario 2.5.1.2 - Caso Affine

Sia (E,|| - ||) una spazio normato. Sia T : E — E con T(x) = Lz + v contrazione affine,
cioe Le L(E),||L|<1leveE.

Allora il punto fisso sara x = (I — L) .

Dimostrazione. Sia xg = 0. Ma allora:
r1 =¢C

o= Lc+c
x3=L%*c+ Le+c¢

n .
Ovvero in generale: 7"(0) = >  L’/c. Al limite quindi ritroviamo la Serie di Neumann.
j=0

Infatti:
T(x)==x = (I-Lx=c

per cui:

too
r=I—-L)te= ZL]C
=0

Corollario 2.5.1.3 - Generalizzazione

Nelle ipotesi del Teorema 2.5.1, sia T non una contrazione, ma In € N tale che T"
contrazione.

Allora T ha un unico punto fisso in E.

Dimostrazione. Supponiamo che il punto fisso sia & = T™(Z. Osserviamo che:
T™(T(x)) =T(T"(%)) = T (%)
Ma allora T'(z) € punto fisso di 7. Per unicita segue che T'(Z) = Z. Segue la tesi. [

Corollario 2.5.1.4
Nelle ipotesi del Teorema 2.5.1, sia C C M un chiuso T-invariante (cioé T(C) C C) non
vuoto, allora T € C.

Dimostrazione. Sia xy € C. Dato che I'insieme & T-invariante, segue che x,, = T"(xg) € C.
Ma {x, }nen C C converge al punto fisso Z. Per chiusura di C segue che z € C. |

Teorema 2.5.2 - Teorema delle Perturbazioni Lipschitziane dell’identita
Sia (E,|| - ||) uno spazio di Banach, sia A C E un aperto.
Sia g : A — FE k-Lipschitziana con k < 1. Allora la mappa f = id + g verifica i fatti:

f(A) aperto in E, localmente: Va € A,¥r > 0 tali che B(a,r) C A allora f(B(a,r)) D
B(f(a),(1 = k)r).

1.
2. f:A— f(A) é un omeomorfismo bilipschitziano, precisamente:

lip(f) <14k e lip(f~") < L

Dimostrazione. Dimostriamo i punti separatamente.
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1. Siaa € A ed r > 0 tali che B(a,r) C A. Proviamo che:

f(B(a,r)) 2 B(f(a), (1 - k)r)

ovvero: per ogni p € B(f(a),(1 — k)r) esiste € B(a,r) che risolve f(x) = p.
Riscrivo la tesi come:

(I=k)r=lp—fla)l =lp—a+gla)l

Considero la mappa y N p — g(y) che & Lipschitz di costante k sulla palla B(a,r),
infatti:

[¥(x) =Wl = llp = 9(z) —p+ 9l = llg(y) — 9(@)[| < kllz —y]

Prendiamo y € A tale che ||y — al| < r:

[¥(y) —all = llp = g(y) —all = [|p — (a + g(a)) + g(a) — g(y)||
<lp—(a+g(a))l+lg(a) + 9l <A —k)r+kr=r

Allora la palla B(a,r) & t-invariante. Applicando il Corollario 2.5.1.4% esiste = €
B(a,r) tale che x = p — g(z) e si conclude.

2. Siano z,7’ € A. Allora:

lz — 'l = llz + g(z) — (2" + g(a")) + (9(2") — g(2))]
< (=) = f@)I + lg(z) — g(a)]]
< |[f(@) = f@) + Kl — 2]
da cui segue che || f(z) — f(2')]| > (1 — k)||lx — 2'||. Ovvero f ¢& iniettiva.

Quindi & ben definita la mappa bigettiva f~!: f(A) — A. Chiamiamo y = f(z) e
y' = f(2’). Allora dalla disuguaglianza precedente:

ly—=yIl ==k - 1))
cioe: )
I y) — ) < Tl =l

per cui f~1e 1ik—Lipschitz.

Osservazione 2.5.1
Nelle ipotesi del Teorema 2.5.2, se A = E allora f(A) = E.

4& per questo che in tutta la dimostrazione vengono considerate le palle chiuse
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Capitolo 3

Calcolo Differenziale

3.1 Differenziale di Fréchet

3.1.1 Definizione

Definizione 3.1.1 - Funzione infinitesima in xg
Siano F, F' spazi normati, sia f : A C E — F. Si dice che f ¢ infinitesima in xg punto di
accumulazione di A se lim f(x) = 0.

T—rT0

Definizione 3.1.2 - o piccolo
Siano f,g: AC E — F.
Si scrive f = o(g) per x — xg quando f(x) = ||g(x)| - o(1).

Definizione 3.1.3 - Differenziabilita secondo Fréchet
Siano E, F' spazi normati e {2 C E aperto, g € {2. Una funzione f : ) — F e differenziabile
secondo Fréchet se e solo se 3L € L(E, F) :

f(@) = f(zo) + L(z — o) + o(z — x0) (3.1)
In particolare, se tale L esiste, € unica.

Definizione 3.1.4 - Differenziale di Fréchet
Sia f : Q C E — F una funzione differenziabile in z¢ € Q. Sia L € L(E, F) come nella
Definizione 3.1.3, esso si chiama differenziale di Fréchet e si indica: D f(xg)

Definizione 3.1.5 - Classe C*
Siano F, F' spazi normati e 2 C E aperto. Sia f : ) — F differenziabile in ogni punto
x € Q. E’ ben definita:

Df:Q — L(E,F)
x+— Df(x)

Allora f si dice di classe C! se e solo se Df ¢ continua:
CHQF)={f: Q> F|Df eC’Q,L(E,F))}
Per induzione, definisco:
CFQ,F)={f:Q— F|Df e C* 1}

41
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3.1.2 Proprieta di Calcolo

Proposizione 3.1.1 - Somma

Siano E,F spazi normati e Q C E aperto. Sia A € R e xg € Q. Siano f,g : Q@ = F
funzioni differenziabili in xg.

Allora f 4+ Ag é differenziabile in xg, con:

D(f + Ag)(zo) = D f(zo) + ADg(zo) (3.2)

Dimostrazione. Siano f e g come nelle ipotesi. Allora per x — xq:

f(z) = f(zo) + L(z — o) + o(z — z0)

g(z) = g(xo) + M(z — x0) + oz — o)
Se considero la funzione f + Ag ottengo lo sviluppo per © — xq:

(f+Ag)(x) = f(z) + Ag(z) = f(xo) + L(x — x0) + Ag(0) + AM (z — x¢) + o(x — x0)
= (f +Ag)(zo) + (L + AM)(z — wo) + o(z — z0)

da cui per definizione di differenziale ho proprio che:

D(f 4+ Ag)(xo) = L+ AM = Df(xo) + ADg(xo)

Proposizione 3.1.2 - Composizione
Siano E,F,G spazi normati e U C E, V C F aperti.

o f:U — F funzione differenziabile in xo € U, dove Im(f) C V.
e g:V — G funzione differenziabile in yo = f(xg) € V.
Allora g o f é differenziabile in xg, con:
D(f o g)(zo) = Dg(f(x0)) © D f(z0) (3.3)
Dimostrazione. Siano f e g come nelle ipotesi. Allora in xg € X:
f(x) = f(xo) + L(z — x0) + o(x — x0)
9() = 9(yo) + M(y — yo) + o(y — o)
Se considero la funzione g o f ottengo lo sviluppo per x — xq:
9(f(2)) = g(f(xo) + L(z — x0) + o(x — x0))
=g(f(xo)) + M(L(x — ) + o(x — wo)) + o(L(;U — ) + o(x — aco))
In particolare, vedo che in norma:
1M (o(z — o)) || < [M] - [l = ol - 0(1) < o[l — 2o}
e valutando 'ultimo termine:
lo(L(z — 2o) + o(z — o)) || < [|L(z — @0) + o(z — zo)|| - o(1)
< LI - [l = ol + o(1) ]|z — woll| - o(1)
< O([lz = xol[) - o1) = o[z — o))
allora concludo lo sviluppo iniziale:
9(f(2)) = g(f (o)) + M (L(z — zo) + o(x — 20)) + o(z — x0)

da cui la tesi. [ |
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Proposizione 3.1.3 - Inversione

Siano E, F spazi normati, sianoU C E eV C F aperti. Sia f : U — V un omeomorfismo
differenziabile in xo € U, con D f(xq) invertibile e con inversa f~1 continua.

Allora f=1:V — U ¢ differenziabile in yo = f(xo), con:

Df~H(yo) = [Df(x0)] ™" (3.4)

Dimostrazione. Innanzitutto, considero senza perdere generalita! zog =0 e f(z¢) = 0.
Allora posso scrivere lo sviluppo in xy = 0 come:

f(z) = Lz + ||z]lo(1) per x — 0
Inoltre, sia g = f~!, denoto y = f(x). Posso riscrivere lo sviluppo come:
y="Lg(y) + llgm)llo(1)  per?y —0

Cioe applicando L~! da entrambi i lati:

9(y) = L'y +llgw)llo(1)  pery —0 (3.5)
Per ottenere la formula della definizione di differenziale, resta da vedere che:
lg()llo(1) = llyllo(1)  pery —0 (3.6)

Basta dimostrare che ||g(y)|| < C||ly|| dove C' € R costante. Dalla equazione 3.5, passando
in norma:

law)ll = |27y + lg@llo)| < 12711+ gl + lg@llo(1)

e manipolando la disuguaglianza, per y — 0:

[
lg(y)] < To(l)

Allora, provata I'uguaglianza 3.6, posso scrivere:
9(y) = L™y + lg(w)llo(1) = L™y + [lyllo(1)

cioe la tesi, in quanto Dg(y) = L. |

lyll = OM)lyll — Cllyll

Osservazione 3.1.1 - Differenziale di Lineare
Siano FE, F' spazi normati, L € L(E, F). Allora L ¢ differenziabile Yz € E, in particolare
DL(xy) = L.

Osservazione 3.1.2 - Differenziale in Spazi Prodotto
Siano F, Fy, F5 spazi normati, sia U C F aperto e xg € U. Sia f : U — F} x F5, allora
sono equivalenti:

e f & differenziabile in xg
e 7, o f e TR, o f sono differenziabili in xg
In particolare, considerando la norma prodotto:
[(v1, v2) ||y x , = maz{||vr]| 7y, Jo2]l 7, }
sono linearmente isometrici gli spazi:

E(E, F1 X Fg) l) ,C(E,Fl) X E(E,Fg)

!Tramite una traslazione basterebbe considerare ¢(z) = f(z — x0) — f(x0) che lascia il differenziale
invariato
230 che y — 0 in quanto f & omeomorfismo per ipotesi.
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3.2 Differenziale Parziale

Definizione 3.2.1 - Derivata Direzionale
Siano F, F' spazi normati con Q2 C F e xg,v € E. Sia f: Q — F.
Se esiste, la derivata sut € Rin 0 di f(z¢+tv) si dice derivata direzionale di f in direzione
v. Si indica: J
O f(x0) = af(% + tv) (3.7)

Osservazione 3.2.1
Nelle ipotesi della Definizione 3.2.1, se f ¢ differenziabile in zq allora:

Ouf(z0) = Df(20)[v]

Definizione 3.2.2 - Derivata Parziale
Sia E spazio normato e 2 C R™ aperto. Sia f : Q@ — E. Le derivate direzionali lungo i
vettori della base canonica di R™ sono le derivate parziali di f. Siindica Vi =1,...,n:

d
0if(x) = @@17 ey T, by T 1y vey T - (3.8)
Definizione 3.2.3 - Gradiente
Sia f : R™ — R. Allora il gradiente di f e&:
V() = grad(f(«)) = (01f(2), .. 00 (x)) (3.9)

Proposizione 3.2.1
Sia f:R" — R differenziabile in x € R™. Allora data {e;}i=1,..n la base canonica di R":

9if(x) = Df(x)[ei]

Inoltre, dato v € R™ ho:

n

Df(z)[v] = Df(x) [Zn: Uiei] => (Ui : 5’z‘f(33)>
=1

i=1
Proposizione 3.2.2
Sia f: R™ = R differenziabile in x € R™. Sia v € R", vale che:
Df @] = (V@) -v)

Allora Df(x) € una forma bilineare nel duale di R™.

Definizione 3.2.4 - Matrice Jacobiana
Sia f : R™ — R™ differenziabile in x € R™. Allora Df(z) é rappresentata da un’applica-
zione lineare R™ — R™ chiamata matrice Jacobiana di f in z, cioe:

Tp(@) = [01f(@) | 0af(2) | | Onf ()]

Definizione 3.2.5 - Differenziale Parziale

Siano E1, Fs, F' spazi normati, Q C E; x Es e sia (z9,yo) € €.

Data lapplicazione f : Q — F, sia  — f(-,y0) applicazione differenziabile in xj. Tale
differenziale ¢ il differenziale parziale nella prima variabile:

D1 f(z0,y0) = D[f(-,90)](z0)

Analogamente il differenziale parziale nella seconda variabile e:

Dy f(x0,90) = D[f (w0, ")](yo)
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Osservazione 3.2.2
Nelle ipotesi della Definizione 3.2.5, se f ¢ differenziabile in (x0,yo) allora per ogni h €
FEi,k € Ey:
D1 f(zo,y0)[h] = D f(z0,y0)[(h,0)]
D5 f(z0,y0)[k] = D f(z0,40)[(0, k)]
cioe:

Df(xo,y0)[(h, k)] = D1f(z0,y0)[h] + D2f(z0,y0)[K]
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3.3 Teoremi sui Differenziali

Teorema 3.3.1 - Teorema del Differenziale Totale
Siano Ey, Ea, F' spazi di Banach, 2 C Ey x Ey aperto e (xg,yp) € Q. Sia f: Q — F tale
che:

1. 3Dy f(x0, yo)

2. per ogni (z,y) € Q esiste Daf(z,y) e in particolare l'applicazione (x,y) — Daf(z,y)
é continua in (o, yo)

Allora f ¢ differenziabile in (xo,yo) e vale:

D f(xo,y0) = D1f(z0,y0) o mE, + Daf(x0,y0) © TE,

Dimostrazione. Siosserva subito che posso scrivere la tesi f differenziabile in (xg, yo) come:

f(@o+h,yo + k) = f(x0,40) + Df (w0, yo)[(h, k)] + o(l|(h, K)]]) (3.10)

per (h,k) — (0,0). Per ipotesi ho che per (h, k) — (0,0):

{f(:vo +h,y0) = f(0,y0) + D1 f (w0, y0)[h] + o(||h]])
f(zo,y0 + k) = f(z0,%0) + Da2f (0, yo)[k] + o(||k]])

Usiamo queste nozioni per ottenere? I’equazione 3.10:

f(xo+ hyyo + k) — f(zo,90) — Df(wo,90)[(h, k)] = (x) =

= f(wo + hyyo + k) — f(zo,90) — D1f(x0,y0)[h] — Daf(x0,y0)[K]

= f(zo+ h,yo + k) — f(zo + h,yo) + f(wo + h,y0) — f(z0,%0)—
— D1f(20,y0)[h] — Da.f(x0, yo)[K]

= {f(zo+ h,yo + k) — f(zo + h,y0) — Daf (w0, yo)[k]} + { f(z0 + h,yo)—
— f(z0,90) — D1f(z0,y0)[R] }

= [f(@o + h,yo + tk) — tDa f (0, y0) k] zé + {f(zo + h,yo) — f(x0,y0)—
— D1 f(wo,y0)[h]}

Passando alle norme:

G| < ||[f (@0 + hyyo + th) — tDa f (0, 90)k] o || + ||/ (zo + h, yo)—

— f(z0,y0) — D1f (o, yo)[h]||

< OSgpl | D2f(zo + h,yo + tk)k — Da f(zo0, yo)k| + o(||R]])
<t<

< S | D2 f (w0 + h,yo + tk) — Do f(z0,y0)|l - [|k|| + o(||]])
< o(|[l + (&)
cioe la tesi. [ |

Corollario 3.3.1.1
Nelle ipotesi del Teorema 3.3.1, vale che:

Dy f(z,y) e Dof(x,y) sono continui <  f e CHQ,F)

3Ci spiace tantissimo per le formule chilometriche, ¥TEX non ce la fa...
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Dimostrazione. Le ipotesi del Teorema 3.3.1 sono verificate per ogni punto (xg,yo) € .
Quindi f € C'. |

Proposizione 3.3.1 - Interpretazioni di D2 f(zx)
Siano E, F spazi normati. Siano Q C E e xg € Q. Sia f: Q — F differenziabile 2 volte
in xo. Si possono dare diverse interpretazioni® a D?f(xo): Yu,v € E:

1. D?f(xo)[u,v] = 0y Osf(x + tu + sv)‘szo‘tzo

2. D?f(=o)[u,v] = f(z +utv) = flz+u) = flo+v) + fz) +o([[ul* + [lv]]?)
Dimostrazione. Dimostriamo le due interpretazioni separatamente:
1. Per ogni u,v € E vale che per definizione:
Osf(x + tu + sv) = D(x + tu + sv)[v]
quindi per valutare s in O:
Osf(z +tu+ sv)| _, = Df (x4 tu)[v]
Sostituendo allora:

0 (0sf(x +tu + sv)) [s=0 = D(Df)(2)[u, v] = D* f(z)[u, v]

2. Considero la differenza, e vedo che & un o(||ul|? + ||v||?)

[ flatu+v) = flz+u) = flz+v) + fz )—D2f( )[u, vH =

= ||[f(z +u+tv) — fz+tv) —tD*f(z } H

<081;p |(Df(x + u+ tv) — Df(x—i—tv)— D(Df(x))[u])v||

§0S<1£1HDf x+u+tv)— Df(x+tv)— D(Df)(z uH |l

=OS<121<>1HD Df)(@)[u+tv] = D(Df)(x)[tv] = D(Df)(z)[ul+

+o(l[ull + [[oI)]] - vl
= o(llull + [[o]1) - llo]l = o((llull + llv[l)*)

Teorema 3.3.2 - Simmetria del Differenziale Secondo
Siano E, F spazi normati. Siano Q C E e xg € Q. Sia f: Q — F differenziabile 2 volte
in xg. Allora D?f(z0) & simmetrico:

Yu,v € E:  D?f(x0)[u,v] = D*f(x0)[v, u]

Dimostrazione. Per 'interpretazione 2 della Proposizione 3.3.1, si ha che per ogni u,v € F,
per (u,v) — (0,0) vale la proprieta:

D? f(2)[u, v] = D* f(2)[v, u] = o((llull + [lv])?)

in quanto tutti i termini si cancellano.
Da cio segue subito la tesi, per definizione di differenziale secondo. |

4Viene usata la notazione: D?f(xo)[u,v] = [sz(:z:o)[u}] [v].
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Teorema 3.3.3 - Inversione dell’Ordine di Derivazione (Schwarz)
Siano Q CR x R aperto ed f: Q — (E,| - ||) una funzione tale che:

1. 301 f, 0201 f in Q, con 001 f continua su (xg,yo) € 2
2.VreR: (l‘,yo) eQ d0of
Allora 3 0102 f (0,Y0) = 0201 f (0, Yo)-

Dimostrazione. Definiamo la funzione ausiliaria w : Rt — RT come:

w(r)=sup [|0201f(x,y) — 0201 f(x0, o)l

lz—zol|<r
ly—yoll<r

Ed in particolare, osserviamo che w infinitesima per r — 0 in quanto 0201 f € continua in
(0, yo) per ipotesi. Proviamo allora che:

‘ O2f(x,90) — Oa.f (w0, yo0)

Tr — X
che segue dalla disuguaglianza: per ogni (z,y) € € tali che |z —xzo| <7 e |y —yo| < r vale:

‘ f(x,y) _f(:CayO) f(-TO,y) —f(l‘o,yo)

- — 0201 f (20, y0)
(z —20)(y — vo) (z —20)(y — vo)

Infatti a quel punto per y — yo si risolve 'equazione 3.11. Dimostriamo la disequazione

3.12:

— 0201 f (w0, 90) || < w (|2 — 0]) (3.11)

< w(r) (3.12)

1f(x,y) — f(@,90) — f(z0,y) + f(z0,y0) — (. — 20)(y — y0)0201 f (w0, Y0)|| =
= ||[f(t;y) — f(t,50) — t(y — ¥0) D201 f (z0, y0) 1= ||

(%)
< |z — o - ‘ SUI‘)< 01f(t,y) — O1f(t,y0) — (¥ — y0)P201 f (0, yo) ||
t—xo|<r

= |z —xg|- sup
[t—zo|<r

[01f(t,8) — 80201 f (20, t0)] 5=},

(%)

< |z —wo| - [y —yol- < | SUI|> 10201 f (¢, 8) — D102f (x0, y0)|| = w(r)
t—xo|<r
[s—yo|<r

dove in (*) & stato usato il Teorema del Valor Medio. Segue la tesi. |

Definizione 3.3.1 - Matrice Hessiana

Siano €2 C R™ aperto e f : 2 — R una funzione differenziabile 2 volte in x € ). Esiste
quindi D?f(z) € L2, (R" x R" R) forma bilineare.

Per il Teorema 3.3.3 si definisce la matrice Hessiana, che rappresenta D?f(z) in M, (R):

oif(z) Oeaf(z) ... Onnif(z)
0 r) O ) ... Opof(x
H () = 1,2;f( ) 2,221‘"( ) ,2;f( )
81,nf($) agmf(.%) 8n7nf(.7})

dove 9;, f(z) = 8;0; f ().
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Teorema 3.3.4 - Limite sotto Segno di Derivata
Siano E,F spazi di Banach. Sia 2 C E aperto connesso. Siano f, : Q@ — F una
successione di funzioni tali che:

1. {fn(xo)} converge in F' per almeno un xy € )

2. Dfy, : Q — L(E,F) convergono a g : Q — L(E,F) uniformemente e localmente,
cloé:
n—-+00

VacQ3r,>0: HDfn—gHoo,B(ama) 0

Allora:
1. fn convergono a f:Q — F localmente uniformemente.
2. f e differenziabile, Df = g.

Commento 1. Disperazione degli autori

Sedetevi. Preparatevi l'acqua calda per una camomilla.

Fatto? Bene. Prendete il telefono e mettete la modalita aereo, non sia mai che qualcuno
vi importuni proprio ora che vi accingete a questa dimostrazione.

Vi servira concentrazione per capire le righe e righe di formula che sequiranno.

Ma vi prego non ce ne vogliate, B'TEX non ¢ molto clemente con la lunghezza delle formule,
abbiamo fatto il meglio che potevamo con tutti questi a capo.

Dimostrazione. Dimostriamo i punti separatamente.

1. Proviamo che f,(z) convergente per ogni x € B(a,r,) C  se e solo se f,(a) con-
vergente. Affinche valga l'equivalenza, vediamo che la differenza f,(z) — f,(a) €
una successione di Cauchy. Allora la convergenza di una successione implica quella
dell’altra. Per p,q — +o0:

[(fp() = fp(a)) = (fo(x) = fa(a)|| < [[Dfp = Dfollco,B(asra) - Iz — all
< HDfp - Df‘]Hoo,B(a,ra) *Ta = 0(1)

Quindi {f,(z) — fn(a)} & di Cauchy e converge. Ma allora gli insiemi:
A={x € Q| fu(x) converge} e B={z € Q| fn(x) non converge}

sono entrambi aperti in quanto se a vi appartiene, allora tutta la palla B(a,r,) vi
appartiene. I due aperti sono tra di loro complementari in {2 connesso. Inoltre per
I'ipotesi (1), A # 0 quindi A = Q. Ovvero le funzioni convergono puntualmente per
ogni x € ).

Dimostriamo che lo fanno localmente uniformemente, cioe¢ uniformemente sulle palle

B(a,ry). Prendendo li_)m delle precedente espressione, essendo tutte operazioni
q—00

continue, si ha:

I(fp(x) = fp(a)) = (f(2) = f@)] < 1D fp = gllos,B(ara) - [l = all

Inoltre vale che:

1fp(2) = F) < I fpla) = f(@)]l + [ fo(2) = f(2) = frp(a) + f(a)l
< |l fpla) = f(@) |+ 1D fp = 9llc,Blagra) * Ta
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e passando al  sup
z€B(a,rqa)

1fp = fllo,Blara) < [1fp(@) = F(@) + [[Dfp = glloc,Blasra) “ Ta

che prova la convergenza uniforme locale.

2. Vediamo che f e differenziabile con D f = g per ogni a € €). In particolare vediamo
che la seguente quantita ¢ o(||z — al|) per x — a:

1f(x) = fa) = g(a)[z — all| < |If () — fla) = fp(z) + fp(a)ll+
+ 1 fp(2) = fpla) = Dfpla)lz = a]l| + | D fp(a)[x — a] = g(a)[z — d|
1fp(2) — fp(a) = Dfp(a)lx — al|

[ = all

S[|Dfp_g||c>o,B(a,7‘a) + +

+ [|1Dfp(a) - 9(a)||] = = all
[ fo(x) = fpla) = Dfp(a)[x — al|

[ = af
[ = af

< [2||Dfp - gHoo,B(a,Ta) +

Segue, riscrivendo la disuguaglianza, che per ogni p € N:

1/ (2) = f(a) = g(a)[z — d]]|

lz = all

< 2HDfp - g||oo,B(a,7”a)+
o Wp(@) = fo(a) = Dfp(a)e — dl]

| = all

passando allora ad ing all’ultimo termine:
pe

1/ () = f(a) — g(a)[z — a]|

[ = af

< 2||Dfp - g”oo,B(a,ra) +0

e dato che per p — +o00 si ha || D f, — gllo,B(a,r.) = 0(1) per cui si ottiene la tesi.
|
Commento 2. Amen.

Definizione 3.3.2 - Integrale in Spazio di Banach
Siano (E,| - ||) spazio di Banach e f : [a,b] — (E,| - ||) continua.
Definisco per notazione:

b
| st =) - g(a)
dove ¢’ = f esiste per il Teorema 3.3.4.

Definizione 3.3.3 - Diffeomorfismo
Siano FE,F spazi di Banach, U C E e V C F aperti. La funzione f : U — V ¢
diffeomorfismo se:

e f continua, differenziabile e invertibile

o ! differenziabile
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Se f~1 & CF, allora f & C*-diffeomorfismo.

Teorema 3.3.5 - Inversione Locale

Siano E,F spazi di Banach, Q C E aperto, xog € Q. Sia f : Q — F di classe C' con
Df(xo) invertibile in xg.

Allora f e diffeomorfismo locale in xg.

Dimostrazione. Sia per ipotesi L = Df(zo)~! € L(E, F). La mappa
(Lo f):xw Lf(x)

ha differenziale LD f(x) che in z = x¢ & 'identita.
Consideriamo la palla U = B(zg,r) C €, su cui banalmente vale che:

Lf(z) =2+ (Lf(x) —x)
dove in particolare D(Lf(xz) —x) = LD f(z) — I. Prendendo la norma, per r — 0:
ID(Lf () — )|l = [LDf(x) = I]| = o(1)

perche la funzione LD f(x) — I & continua in xy dove vale I. Ma allora la mappa =
Lf(x) — x ha costante di Lipschitz [[LDf — I||oc B(zo,r) sulla palla B(zg,7). Prendiamo
7 > 0 abbastanza piccolo cosi [|LDf — ||, B(zg,r) < %

Allora per il Teorema delle Perturbazioni 1-Lipschitz 2.5.2 'immagine di U tramite Lf(x) =
x+(Lf(x)—x) ¢ aperta in F ed in particolare L f ¢ omeomorfismo tra U e la sua immagine.
Dato che L & omeomorfismo (in quanto applicazione invertibile) allora applicando I'inversa
ad Lf omeomorfismo si ottiene che f ¢ omeomorfismo tra U e la sua immagine f(U) = V.
Applicando la formula per il differenziale dell’inversa (la Proposizione 3.1.3) vale che
f~1:V = U ¢ differenziabile con:

Df ') = [Df(f ()]
5

Vale di pit: f~! € C'. Infatti Df~! & composizione di continue®:

v 2% mepin@er) 9SS LR E)
f7'y) — D) +— D))

-1

~

Ll

|4
Y

Definizione 3.3.4 - Luogo di Zeri e Grafico

Siano F, F, G spazi di Banach, 2 C E x F aperto. Sia f: Q — G.

Il luogo di zeri di f &: Z(f) = (z,y) € Q|f(z,y) =0.

Z(f) ¢ il grafico di f come funzione da z in y nel punto (xg,yo) € Z(f) se 3,5 > 0 ed
Ju: Bg(zo,e) — Br(yo, ) tali che, equivalentemente:

e graf(u) = Z(f) N (Be(zo,€) x Br(yo,9))
o V(z,y) € Bp(xo,e) X Br(yo,9) : (x,y) € Z(f) & y = u(z)

Teorema 3.3.6 - Funzione Implicita

Siano E,F,G spazi di Banach, Q C E x F aperto. Sia f : Q — G in classe C'. Sia
(zo,y0) € Q tale che f(xo,y0) =0 e Daf(xo,y0) € L(F,G) invertibile.

Allora:

5 . . N . . . o . N . . . . .
°L’ultima freccia & continua in quanto I'inversa matriciale € una funzione continua nei coefficienti della
matrice.
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e 1 U intorno aperto di xg, 3V intorno aperto di yo tali che U x V C
e Ju:U — V diclasse C* tale che: {f =0} N{U x V} = graf(u)

In particolare, la funzione u ¢ tale che

Ve eU: {Du(m) = —[Daf(z,u(x))]~" o D1 f (z,u(x))
f(z,u(z)) =0

Dimostrazione. Consideriamo la mappa:

D : Q — Ex G
(z,y) +— (2, f(2,9))

che & C'! in quanto le componenti sono C.
Verifichiamo che D®(xq,yo) € invertibile come mappa E x F' — E x G. Per (x9,yp) €
ed (h,k) € Ex F:

D®(xo,yo)lh, k] = (h, D1f(z0,v0)[h] + D2f(zo0,y0)[k])

Indichiamo i differenziali parziali come L = D f(zo,yo) ed M = Dy f(xo,y0). Allora:

D®(xo,y0) = E ]\OA

e con semplici calcoli si ottiene che l'inversa sara:

_ 1 0
D(I)(SUOvyO) ! = |:_M—1L M_1:|

Applichiamo il Teorema di Inversione Locale: esistono W e V intorni aperti di zg ed yo
rispettivamente tali che ®(IW x V) sia aperto e @y xy diffeomorfismo.
Definiamo allora il dominio U della funzione u come:

U={z€E|(z,0) € (W xV)}
ed indicando con wg : E X F' — F' la proiezione, definiamo per ogni x € U:
u(z) =7 (7' (2,0))
Perché cosi per costruzione vale:

flz,y) =06 ®(x,y) = (£,0) & (z,y) € ' (2,0)
Sy="7p (<I>_1(x, 0))

Dimostriamo ora che u € C'(U, F) perché composizione di mappe C*:

U 2% oUxV)CUxG *. ExF & F
T — (x,0) — & Yz,0) — 7p(®1(x,0))

Calcoliamo quindi il differenziale di w. Partiamo dalla funzione g(x) = f(x,u(x)) che per
definizione e la mappa nulla. Differenziando allora:

0= Dg(x) = D1 f(x,u(x)) + Dof(x,u(z)) o Duz)

e riscrivendo:

Du(x) = =Daf(x,u(x))~" o Dy f(w, u(x))

ovvero la tesi. [ |
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Corollario 3.3.6.1 - Caso di R"
Sia f:Q CR" = R di classe C*. Sia x € ) tale che V f(x) # 0, in particolare suppongo

per Vf = (alf, ceny 82f) che O f(z) # 0.
Allora per R* = R ! x R con U intorno di R* !, Ju : U — R tale che:

Je>0: {f=01N(Ux]an—e,an+¢[)=graf(u)
Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 3.3.6. |

Esempio 3.3.1

Consideriamo la funzione il cui luogo di zeri € la sfera 20
n-dimensionale: 7 N

f R — R =

(1. 2n) — 224422 -1

Allora in Figura 3.1 si puo osservare cosa si intende

. . . . Fi d1: E io di funzi
per funzione implicita locale della sfera. igura 3 SETIPIO O Hnzione

implicita per la sfera S2

Teorema 3.3.7 - Teorema di Dini
Sia F € CY(Q,R) dove Q C R? aperto. Sia:

F(xo,y0) =0 e Oy F(x0,y0) #0

Allora il luogo di zeri di F' in un intorno di (xo,yo) € il grafico di una funzione u nella
variabile x.
Piu precisamente:

{(z,y) | F(z,y) = 0} N ([zo — a,z0 + a] X [yo —b,yo +b]) =
={(z,y) |z € [xo —a,z0 + a] ey = u(x)}
Ed inoltre u € CY([xg — a,zo + a],R) dove:

Oy F (2, u(x))

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 3.3.6. |

Definizione 3.3.5 - Funzione omogenea
Sia || - || spazio normato. Prendiamo f: E\ {0} — R. Allora f si dice p-omogenea se per
ognit>0edz e E\{0}:

ftz) = t7f(x)

Teorema 3.3.8 - Teorema di Eulero
Sia f: E\ {0} — R differenziabile. Vale I’equivalenza:

f ép-omogenea <  Df(x)[z] =pf(x) per ogni x € E \ {0}

Dimostrazione. (=): sia f(tx) =P f(x) per ogni x € E e t > 0. Allora:

& ft)le] = pt* ™ (2)

Vedendo la derivata direzionale come la derivata della funzione f o~y dove v: R — E ¢ la
retta y(t) = ta:
Df(tx)[z] = ptP~ f(x)
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e scelto ¢t = 1 si ottiene 'implicazione.
(«<): supponiamo che per ogni z € E'\ {0}:

Df(x)[x] = pf(x)

Cio significa banalmente che anche per ogni ¢ > 0:

Df(ta)[ta] = pf(ta)

Allora si ottiene:

tDf(tx)[z] = pf(tz)

5 (F(t)) = 2D (t2)fa] = pt7 F (1)

() p? S () = 0

d <f(t:c))t2p:0

dt \

ovvero si ottiene che £ S;,x) e costante. Valutando in ¢t = 1:

fltz) _
22 = @)

cioe la tesi. [ |
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3.4 Polinomio di Taylor

3.4.1 Definizione

Definizione 3.4.1 - Polinomio di Taylor per curve

Sia (E,| - ||) spazio di Banach, sia f: I CR — (E,|| - ||) una funzione derivabile n volte
inxy el
I1 polinomio di Taylor di centro xg e ordine n sara:
n
F®) (2
L0, ) = 3 T o g
k=0

Proposizione 3.4.1 - Proprieta
Nelle ipotesi della Definizione 3.4.1, valgono le sequenti proprieta:

1. Tp(z,z, f) = f(z)
2. alTn(l',l’O, f) = Tn—l(%xm f(l))

3. 0Th(x,xo, f) = m(iﬂ — x0)"

n!

Dimostrazione. Le identita seguono dal calcolo diretto delle quantita. |

Definizione 3.4.2 - Polinomio di Taylor per Normati

Siano FE, F' spazi normati, sia f : @ C E — F una funzione differenziabile n volte in
xo € .

Il polinomio di Taylor di centro x( e ordine n sara:

Tu(a, w0, f) = 3 22D f o) — wol*
k=0

Notazione 8.1 - Multi-indice
Un multi-indice ¢ « € N™ dove o = (g, ..., iy ). In particolare si denota:

m
e la somma: |af; = ) «a;

i=1
e lesponente: z® = z{! - ...z
o il binomiale: () = 5 = 5% = () (50) - (T )

Proposizione 3.4.2 - Polinomio di Taylor con Multi-indice
Sia f: U CR"™ = R differenziabile n volte in xg € U. Allora:

Tu(w,a0, /)= 3 — 0% f(wo) (@ — 70)°
laji<n

Dimostrazione. Per semplicita di notazione, completiamo i calcoli combinatorici pensando
a polinomi in k& x m variabili, che indichiamo con la famiglia di variabili {x;;} ;e In

Jjelm]
particolare, vogliamo calcolaref:

H Za:” = Z Hmi,j(i)

i€lk] \j€[m] j:lk]—[m] \i€[k]

b1l trucco & pensare all'indice j che varia come ad una funzione 5 : [k] — [m)].
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nel caso particolare in cui per ogni ¢ € [j] si ha z; ; = ;. Infatti allora:

ool =11 2 =)= > (=

j€lm] ic[k] \je[m] J:[k]=[m] \i€[k]

PN DIIEL ED IR

aeN™ j:[k]—[m] lali=m
lahi=k \ =1 (1)|=cq V I

Si puo ripetere lo stesso conto formale con la valutazione della mappa lineare L € L’g ((]Rm)k )

m
nel punto [z]*¥ dove z = 3" zje;. Si ottiene che:

7=1
k
k
k
L[x] =L ijej = ... = Z (a>La'15a
jElml |l =k
dove in particolare L, = L[e®] = L[e{", ..., e%m] & un vettore.

Considerando L = Df, si ottiene che L* = 0% da cui segue la scrittura, con h = x — x¢:

Tu(eo + a0, )= 3 0" (o)

laf1<m

ovvero la tesi. [ |

3.4.2 Stime del Resto per Curve

Siano (E, || - ||) spazio di Banach e f: I CR — E derivabile n volte in z¢ € I.

Proposizione 3.4.3 - Stima di Peano
Se 3 ") (), allora per x — g:

1B (, o, f)I| = of|x — z0]")

Dimostrazione. Si dimostra per induzione, come nel caso scalare, usando il Teorema del
Valor Medio vettoriale.
Nel caso n = 1 osserviamo che per la definizione di derivata si scrive:

1R (@, z0, £l = [Lf(2) = f(@0) — f'(w0)(x — o) || = o]z — wol])

Trovato che la tesi & vera per n = 1, si reitera il procedimento con n > 1: infatti possiamo
scrivere per Teorema del Valor Medio:

[1Bn(z, 20, Il = [If(2) = Tu(z, 0, /Il < |z — 20| sup || f(z) = Tn1(z, 20, )]

t€[zo,x]
e per ipotesi induttiva allora si ottiene:
1R (2, 0, )| = |2 — ol - o[ — x0|" ™) = of|z — xo[")

cioe la tesi. [ |
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Proposizione 3.4.4 - Stima di Lagrange
Se 3 f( 40 () Vo € I, allora:

z—xg|m L
R0, Pl < sup (1700 - G
T0,T

Dimostrazione. Siusa il Teorema del Valor Medio nella variante di Cauchy, con le funzioni
f(t) = Tu(z,t) e g(t) = |x — t|**!. Infatti si trova che:

t=x M ‘ (n+1)
[ CR ST [YER0) = A S Tl _ o Il
|z — x|+ |z = tliZE,  ~ tefwon) |+ D@ =" iezgq (n+1)!
da cui la tesi. [ |

Commento 3. Come aiuto mnemonico per la definizione di ¢ nella prossima Proposizione
basta ricordare che la sua derivata n-esima si deve annullare in xg, in modo da avere
Tn_]_(l', Zo, 90) = Tn(xu Z0, 90)

Proposizione 3.4.5 - Variazione di Lagrange 1
Se 3 ) (z) Vx € I, allora:

1Rn(a, o, Il < sup || f™(t) = f) (o)

te[xo,z]

|z—z0|™
’ ’ n!

Dimostrazione. Sotto le ipotesi piu deboli, applichiamo la stima precedente con n — 1 alla
funzione:
£ (20)

n!

p(z) = f(z) -

che & derivabile n volte in xg.
Infatti osserviamo che:

(x — x0)"

B @) ()

o (x —x0)" = Ty—1(x, x0, f)

Tn—1(z, o, ) = Tn(@, w0, ) = Tn(w, z0, f)
per cui:
R, 20, f) = F(2) = Ta(, 30, f) = 9(2) = T (2,50, 9) = R (2,0, 0)
Applichiamo la stima di Lagrange a R, _1(x, zg, @) per ottenere:

. n
| R (2, 0, f)|| < sup |z —@o|”
te[xo,l‘]

1) = £ (o)

n!
questo conclude. |

Proposizione 3.4.6 - Variazione di Lagrange 2
Se 3 f=(z) Ve e I e3 f(xy), allora:

_ n—1
| R0, ) < sup (7 D0) — £ (o) — (8 — 0) f o) | - E— 2L
telzo,x] (n - 1)

Dimostrazione. Utilizziamo la stessa idea della Variazione precedente. Definiamo:

(1) ( (n) (1

p(r) = f(z)
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Quindi analogamente otteniamo che R, _o(x,z0,¢) = Ry(z,x0, f) ed in particolare ¢ &
derivabile n — 1 volte:

P D) = fU0 () = f 7 (o) — fE — o)

quindi applicando la stima di Lagrange a ¢:

x — xo|? L
|Ra(z—zo)| < sup [FOD () — £ (o) — (¢ — o) fO (o)) - £ =20l
te(zo,z] (n 1)'

ovvero la tesi. [}

Proposizione 3.4.7 - Stima Integrale
Se f e C™1, allora:
Yot (@ —0)"
R, (x — x0) :/ (@) dt
20 n!

Dimostrazione. Segue direttamente dalla proprieta del polinomio di Taylor:

(n+1)
021G 70, ) = T g
Infatti a quel punto:
Rn(z — 20) = = Tu(@,x0) = [Tn(a, 1)]i25,
x f (n+1) "
/ T, (z,t)d n'()(x —t)
che ¢ la tesi. [

3.4.3 Stime del Resto per Normati

Siano FE, F' spazi normati, sia f : Q C F — F una funzione differenziabile n volte in
xo € .
Le seguenti Proposizioni si riconducono direttamente alle stime per curve, prendendo:

vt — f(zo+t(z — x0))

Infatti si osserva che:
dk &
%f(mo +t(x —x0)) = D"f(x0 + t(x — x0))[x — x0, - -+ , & — X0]
= Dkf(xo +t(x — ) [z — mo]k

e con questa scrittura dei differenziali D* con curve, si ottengono i prossimi risultati.

Proposizione 3.4.8 - Stima di Lagrange
Se 3 D" L f(x) V € Q convesso, allora:

|l — @™+

n - < Dn+1 ]
1B = 20)ll < 10" flloor =5

Proposizione 3.4.9 - Variazione di Lagrange 1
SeID"f(x)Vr € Q e D"f(x) continua in xo, allora:

x — xo|["
[ Bule = 20)]| < |10 ~ D" fao)]lcin - 12— 0]
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Proposizione 3.4.10 - Variazione di Lagrange 2
Se 3 D" f(z)Vz € Q e 3 D" f(xy), allora:

[ BRn (2 — o) < sup 1D f(8) = D" f(20) — (y — 20) D™ f (20) | e 02
Yy

|z — o™

(n—1)!

99
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3.5 Ottimizzazione di Funzioni

3.5.1 Punti di Minimo

Definizione 3.5.1 - Valore di Minimo e Punto di Minimo
Siano S C R" insieme e x € S, sia f: S — R:

e z ¢ punto di minimo di fse: f(x) < f(y)VyeS

e f(z) & in tal caso valore di minimo (o minimo)

3.5.2 Caratterizzazione di Minimo

Siano E spazio di Banach e Q2 C F aperto. Sia f: Q — R.

Proposizione 3.5.1 - Proprieta Necessaria 1
Se xg € Q & un punto di minimo allora:

VveE Oyf(xg) =0
purché 0, f(xg) esista.

Dimostrazione. Infatti

00T (@0) = - f(ao + )iz = 0

in quanto ¢t = 0 ¢ punto di minimo locale per f(zo + tv). |

Proposizione 3.5.2 - Proprieta Necessaria 2
Se xg € Q & un punto di minimo ed f ¢ differenziabile 2 volte in xq (cioé 3 D?f(xg) €
L2 (E x E)) allora:

VYoeE D*f(xo)|v,v] >0

ovvero D% f(xq) ¢ positiva.

Dimostrazione. Infatti per ogni v € E:

2
D2 (o)l v] = o3 f (o + )iz > 0

poiche ¢t = 0 &€ minimo di f(x¢ + tv) definita in un intorno di 0, | — ¢, £[. [

Proposizione 3.5.3 - Proprieta Sufficiente
Sia xg € Q ed f e differenziabile 2 volte in xg.
In particolare Df(xo) = 0; D?f(xq) bilineare simmetrica e definita positiva. Allora:

AB(zg,r) C Q tale che x¢ € unico punto di minimo per f‘B(xo "

Dimostrazione. Infatti: Yo € E,|lv|| < r dallo sviluppo al secondo ordine con resto di
Peano:

Flao+v) = f(zo) + D (wo)o + 3 D* f(zo)lv, 0] + ol ol]?)

> fwo) + 5ol + o(llol) = (o) + (5 + (1)) [[v]

Percio esiste r > 0 tale che B(xg,7) C Qe Vr,0 < ||v|| < r vale f(xg+v) > f(xo), cioe xg
¢ I'unico punto di minimo di f|p(z, »)- |
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Osservazione 3.5.1

In particolare queste proprieta sono analoghe al Principio Variazionale di Fermat (vedi
Analisi Matematica 1).

Le ipotesi di queste proposizioni si trovano allora in contrasto con le ipotesi del Teorema di
Weierstrass: una richiesta del primo principio e 2 aperto, mentre nel secondo {2 compatto.
Il prossimo metodo, sotto ipotesi di € chiuso, c¢i da informazioni su massimi/minimi su
99 (dove Fermat & applicabile solo su €2).

Proposizione 3.5.4 - Caratterizzazione variazionale degli autovettori/autovalori
di matrici simmetriche reali

Sia A € MS™™(R), definiamo il quoziente di Rayleigh Vx € R™\{0}:
(Ax - x)

9a() = (x-x)

Questa € una funzione 0-omogenea. Risulta la sequente proprieta.
Una coppia (v,\) € (R™\ {0} x R) é una coppia di autovettore/autovalore di A se e solo
se & una coppia punto critico/valore critico di qa.

Dimostrazione. Infatti: g4 € differenziabile ovunque, anzi C*°; Va € R™\{0}

Vate) = v (WD) - o) Ve ) = ()9

ma V(Az - ) = 2Ax infatti, visto che A & simmetrica:

(A(x+h)-(x+h))=(Az-2)+ (Ax - h) + (Ah-z)+ (h- h)
= (Az - )+ 2(Az - h) + ||h|)?

cioe V(Azx - x) = 2Ax. In particolare per A = I,V (x - x) = 2z, dunque:

(u-xz)Ar — (Az - x)x 2
Vaa(z) =2 = (Az —qa(z) - )
(2 - x)? ]2
che & nullo se e solo se Ax = qa(z) - x, cioe se e solo se x & autovettore e ga(z) il

corrispondente autovalore.
In particolare, ogni A € M;?(R) ha autovalori reali; il minimo e il massimo sono:

ming4(x) = min (Ax-x) e maxqa(x) = max(Ax -z
min g (z) ||x||=1( ) max g (z) ||x||:1( )

Osservazione 3.5.2

Dopo di che si osserva che se u & autovettore di A = AT allorau® = {x € R" : z-u = 0} ¢ un
sottospazio A-invariante” e allora la decomposizione in spazio ortogonale R” = (Ru) & u™*
& A-invariante e gli autovalori di A sono quelli relativi a v e quelli di A1 : ut — ut

3.5.3 Metodo dei Moltiplicatori di Lagrange

Definizione 3.5.2 - Sottovarieta Differenziabili
Sia (E, || -||) uno spazio normato, sia M C E. M si dice sottovarieta differenziabile di F
di classe C"™ se Vp € M:

7

r-u=0=2-du=0==(z  Au) = (Az - u) cioe Az € u*
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e JU intorno di p in F.
e 1 [y, Fy spazi normati.

e Jp:U = ¢(U) diffeomorfismo di classe C™ dove p(U) aperto di Fy x Fy tale che
p(UNM) = oU)N (F1 x{0}).

Osservazione 3.5.3
Nelle ipotesi della Definizione 3.5.2 Dp(p)~(Fy x {0}) non dipende dalla scelta del
diffeomorfismo ¢.

Figura 3.2: Diverse parametrizzazioni

Dimostrazione. Sia 1) : V — (V') un altro diffeomorfismo locale tale che esistano F] e F}
spazi normati tali che:

Y(V M) =y(V)N(F x{0})
Siano senza perdere generalith U = V (a meno di prendere U N V). Ma allora & ben
definito il diffeomorfismo:

Yol p(U)N (F1 x {0}) — ¢(U) x (F] x {0})

Quindi segue che:

Dy~ (p) [F] x {0}] = Dy~ (p) [D(¥ 0 ™) (0 (p))[F1 x {0}]
=Dy~ (p) o D(¢ )(90 p))IF1 x {0}]
= Dy~ (p) o DY (p )ODw He@)[Fr x {0}]
= Do~ (p(p))[F1 x {0}]
ovvero la tesi. [}

Le seguenti definizioni sono ben definite grazie all’Osservazione 3.5.3.

Definizione 3.5.3 - Spazio Tangente T, M
Lo spazio Fy x {0} si chiama spazio tangente a M di p. Si indica T),M.

Definizione 3.5.4 - Fibrato Tangente T'M
Il fibrato tangente di M e:

T™= | |T,M=|]{p}xT,M)CExE
pEM peM

Proposizione 3.5.5
Siano E, F spazi normati, 0 C E aperto. Sia u: Q — F un diffeomorfismo C™.
Allora T' = graf(u) € una sottovarieta differenziabile di E x F. Inoltre:

Tz u(ygraf(u) = graf(Du(z))
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Dimostrazione. Basta definire un’unica carta locale:

p: OxF — QxF
(x,y) — (w,y—u(x))

Allora, per ogni (z,u(x)) € I si calcola che:

Tasu(@nl = D¢~ (z,u(@)))[E x {0}] = graf(Du(z))
ovvero la tesi. |

Fatterello 3.5.1
Sia E spazio normato, 2 C E aperto. Sia M C Q sottovarietd differenziabile C™. Sia
aperto di E'. Considero ¢ : Q — Q' diffeomorfismo C™. Allora:

o M' = p(M) ¢ sottovarieta differenziabile C™ di E’

eVpeM: T,

@(p)%o(M) = Dyp(x) [TPM]

Dimostrazione. Segue dagli stessi calcoli fatti nell’Osservazione 3.5.3. |

Proposizione 3.5.6 - Grafico di funzione & sottovarieta

Sia Q@ C R™ aperto. Sia g : Q — R¥ una mappa C™ tale che ¥z € g (p) allora
Dg(z) : R® — RF surgettiva. Allora g='(p) ¢ una sottovarieta di R™ di classe C™.
Inoltre, per ogni x € g~ 1(p) lo spazio tangente ¢ dato da:

T.g9 ' (p) = ker Dg(x)

Dimostrazione. Lasciata per esercizio: rimandiamo alla discussione sui grafici di funzione
come sottovarieta con il Fatto 8.2.1. |

Teorema 3.5.1 - Metodo dei Moltiplicatori di Lagrange
Sia Q C R™ un aperto. Siano fo € CY(Q) la funzione "obicttivo” e le funzioni "vincolo”
fiy e fr €CHQ). Sia X = {z € Q|fi(z) = ... = fr(z) = 0}.

Se x* € ¥ ¢ un punto di minimo per fO‘E allora:

Vfo(z*), V fi(z¥), ...,V fr.(z¥)
sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. (di Ennio de Giorgi)
Approssimiamo il problema di minimo vincolato con problemi di minimo libero con op-

portune penalizzazioni®: consideriamo per ogni k¥ € N la funzione g, : @ — R tale
che
T
gi(@) = folz) +|le =2 + kY fi(z)? (3.13)
i=1

Sia R > 0 tale che B = B(z*,R) C Q e sia z; punto di minimo di gy su B (c’& per il
Teorema di Weierstrass). Seguono 3 passi.

8]idea & di costruire la g; dove guardo le f; (z) quando sono # 0, questo porta, prendendo i quadrati,

ad un aumento della quantita. Si vuole dunque calcolare il minimo di gr in seguito alle penalita
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1. Dico che gi(zy) € limitata. Sia z* € B. Allora:
3.13
min fo(@) < folzr) < gr(wr) < gr(@®) = fo(z™)

Quindi esiste una successione (k;).cn tale che per j — 4o00:
33

{xk].—>§€B

gkj(a:k].) —ceR

2. Dico che & € 3. Osserviamo:

0 <k fo(xkj) < gk (wr;) < gr; (2%) = fo(a")

=1

Quindi dividendo per k; segue che:

0<Zf Tk, ) *fo( 970

Ma per continuita, da zp;, — &, segue allora anche

=1

]—>oo
cioe f;(§) =0 per ogni i =1,...,7. Segue che £ € ¥.
3. Dico che & = x*. Infatti:

fo(any) + llan, — 211 < g, (2r,) < gk, (&%) = fo(z*) < fo(€)

Passando al limite per j — 400 si trova che:

fol©) + 1€ =¥ < fo(§)
e quindi che || — z*|| = 0, ovvero § = z*.

Commento 4. Quindi la {xy}i stessa converge a z*.
Cio seque dalla proprieta di Urysohn: se ogni sottosuccessione arbitraria di {xy}r ha una
sotto-sottosuccessione convergente a x*, allora la successione {xy}y converge a x*.

[e]
In particolare: gli {x}} sono minimi che appartengono a B = B(z*, R) definitivamente (in

quanto xx — x*), quindi vale (definitivamente) che:
ng (CCk) =0

per definizione di xj come punti di minimo di g;. Deriviamo I’equazione 3.13:

Var(z) = Vo(z) + 2(x — 2%) +2kal )V fi(z)
=1
ottenendo cosi una combinazione lineare dei V f;(x). Valutandolo per z = xj & nulla si
ottiene: .
0= Vor(zr) = Violzw) + 2w — %) + 2k Y filzr) V filp)

i=1
Cambiamo notazione per i coefficienti dei vettori nella combinazione lineare definita per
keN:
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e si definisce \g i = 1 per V fo(zy).
e si definisce \; , = 2k f;(xy) per V fi(xy) (dove i =1,--- 7).

Cosl la combinazione lineare si puo riscrivere:

Z Alkafz(l'k) = —2($k — w*)
=0

Per passare al limite & — +o00, bisogna normalizzare in quanto per definizione dei coeffi-

. . k—+
cienti A; 2 400,

r

Dividiamo per \/1 +4k2 3" f2(xy), cioe la norma di (Ao, A1k, ... Ark) € R™TL Cosi

=1
facendo: .
N 2 Tk — z*) & +
> XiwVfila) = 2ok 87) ki o(1)
— K
=1
con:
r ~
> ikl =1 (3.14)
i=1
Rifrasando, vuol dire che la successione di vettori (A x, ..., Arg)p € 5" compatto?. Quindi
a meno di sottosuccessione, (Agf,...,Ark)r converge a una (r + 1)-upla non nulla di
coefficienti (Mg, ..., A,) (che ha norma euclidea = 1 per continuita della funzione norma).

In conclusione: .
Z /\1sz($*) =0
i=1

che & una relazione di dipendenza lineare fra V fy(zo),V fi(zo),...,Vfr(zo). Questo
dimostra la tesi. |

Commento 5. La sequente dimostrazione alternativa utilizza il fatto che l’insieme X si
parametrizza come sottovarieta differenziabile, dove {Vgi(xo),...,Vgr(x0)} generano lo
spazio ortogonale al tangente. Dato che gy ha minimo in xo € X per f|s, le coordinate di
Vo che identificano lo spazio tangente dovranno annullarsi (per le proprieta dei punti di
minimo).

Dimostrazione alternativa. Distinguiamo la notazione dalla dimostrazione precedente.
Sia Q C R™, siano {go, g1,...,g-} € C*(2,R) mappe tali che:

zo €% = \{g: =0}
i=1

e che xg € minimo di gol|y.

Se Vgi(zg), ..., Vgr(zo) sono linearmente dipendenti, abbiamo finito.

Supponiamo quindi che Vg (zg), ..., Vgr(z¢) siano linearmente indipendenti. Equivalen-
temente, cio significa che data la funzione:

g: R* —» R"
&z — (91($),---,gr($))

9Per S” C R""! si intende il bordo della sfera r 4+ 1-dimensionale, che ha come equazione proprio
I’equazione 3.14.
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vale che il suo differenziale e surgettivo in x:

Vgi(zo) O0191(z0) ... Ongi(zo)
Jg(z0) = : = : :
VgT(xO) 8lgr('r0) v angr(xO)

Siamo quindi nelle ipotesi della Proposizione 3.5.6: il luogo di zeri di g ¢ (localmente in
xo) una sottovarieta.

Consideriamo un caso elementare prima di generalizzare (ovvero la sottovarieta ”rad-
drizzata”): sia f : Q — R mappa C'. Sia xo € R” tale che (x0,0,...,0) € R” & un punto
di minimo sull’insieme R* x {0}. Ovvero:

zo,0,...,0) = min T
(o ) z€(RFEx{0})NQ /(@)
Ma allora, essendo zg € R un punto di minimo per la mappa f(-,0,...,0) : R¥ — R:

0if(zg) =0 Vi=1,...,k
cioe in termini di differenziali:
Vf(z0,0,...,0) L (RFx{0})
Useremo questa proprieta con la sottovarietd parametrizzata in RF x {0}.

Torniamo al caso generale, ovvero Y. sottovarieta differenziabile di R” ed ¢ € ¥ punto
di minimo per la mappa C*:
go : COQ—R

Consideriamo la mappa ¢ : U C R™ — R"” della definizione di sottovarieta differenziabile.
Ci riconduciamo dunque al caso precedente dato che (X NU) C R* x {0}:

V(foe p(zo) L (R¥x{0})
In particolare il termine a sinistra, valutato in qualsiasi h € R"™:
(V(f o ) (p(x0)) - h) = D(f o o~ ") ((w0))[h] = Df (o) [Dp~" (p(o))[R])
= (Vf(z0) - Do~ (p(0))[h]) = (Dp(w0)[V f(x0)] - h)
ovvero si ottiene che:
Dy(0)[V f(z0)] = V(f o o™ (p(wo)) L (R"x {0})
e applicando Dy(z¢)”:

Vf(@(xo)) 1 Tcp(mo)(Rk X {0})
ciot in termini di appartenenza: V f(¢(20)) € (L) (RF x {O}))L
Ma dato che X = ¢g~1(0) per la Proposizione 3.5.6 lo spazio tangente si definisce:
Ty, X = kerDg(x) = Span (Vgi(zg), ... ,Vgr(:po))J‘
Quindi ho la tesi in quanto:

Vf(xo) € (T;BOE)L = Span (Vgi1(xg), ..., Vgr(xo))

quindi {Vgo(z0), Vgi(xo), ..., Vgr(z¢)} non sono linearmente indipendenti. [
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3.6 Complessificazione

Osservazione 3.6.1 - Restrizione ai Reali

Sia E uno spazio vettoriale su C. In particolare, esso € anche spazio vettoriale su R con
la restrizione degli scalari sui reali. Denoto questa restrizione con Ej.

Vi & un endomorfismo j : Ey — Ejy tale che j(z) =iz VYV € Ey.

Tale endomorfismo e radice quadrata di —id : Fy — Ejy.

Definizione 3.6.1 - Spazio vettoriale Complessificato
Sia Fy uno spazio vettoriale su R. Il suo complessificato e:

dim(E)
Ec=C®r FE = Z QL | a; € C,bv; € E
=1
=EXE dove i - (z,0) = (0,x)

Definizione 3.6.2 - Applicazione Lineare in senso Complesso
Siano E, F' spazi vettoriali reali. Un’applicazione L : E¢ — Fg si dice lineare in senso
complesso se e solo se:

e [ : E — F ¢ lineare in senso reale
e [ e j commutano

Definizione 3.6.3 - Norma Complessa
Sia E spazio complesso. L’applicazione || - || : E — [0, +00) ¢ una norma complessa di E
se:

e || || &€ norma su Ej
eVAEC, z€E: |l =z ||z

Definizione 3.6.4 - Funzione Differenziabile in senso complesso
Siano F, F' spazi normati complessi, sia 2 C E aperto.
L’applicazione f : Q — F' si dice C-differenziabile in zg € {2 se per o — zq:

dL e Le(EF): f(x) = f(wo) + Lz — o) + o(z — x0)

Osservazione 3.6.2
Nelle ipotesi della Definizione 3.6.4, sono equivalenti:

o f & C-differenziabile

o f e R-differenziabile e Loj =joL
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Capitolo 4

Equazioni Differenziali

4.1 Esponenziale in L(F)

In questo capitolo lavoreremo sempre con spazi normati completi. Quando si trovera
indicato lo spazio F, considereremo quindi uno spazio di Banach.

4.1.1 Definizione

Definizione 4.1.1 - Esponenziale sui Lineari
Sia E spazio di Banach. Sia A € L(F), si definisce:

+o0 AP

eap(A) = et = Z —

n!
n=0

4.1.2 Proprieta

Proposizione 4.1.1 - Convergenza in Norma
La serie esponenziale definita é normalmente convergente. VA € L(E):

H€A|| < ellAll

Dimostrazione. Osserviamo che per A, B € L(FE) vale che | AB]| < ||A]| - ||B]|. Quindi per

k € N ho [|A*|| < ||A||*. Segue che:

+oo

3 A I
k! !

k=0

+oo
A
> Hk _ i
k=0

Proposizione 4.1.2 - Scrittura al limite
La serie esponenziale ha una scrittura al limite:

lim <I+ é>n =l
n

n—-+4o0o

Dimostrazione. Dato per esercizio: ricalcare la dimostrazione dell’esponenziale complesso.

Proposizione 4.1.3 - Continuita e Differenziabilita
L’applicazione exp : L(E) — L(E) definita dall’esponenziale é continua e differenziabile.

69
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Dimostrazione. Sia Br = B(0, R) C L(E). Denotiamo le somme parziali s, = Y ;_, Ak—f.

Vediamo che s,, — e uniformemente per n — +o0:

400 k 400 k n+1
A A A
lezp = splloo,Br =sup || > [ <sup > ” l' < sup (””‘em)
R z k! (n+1)!
k=n+1 k=n+1
Rn+1
< ot o) pern o oo

Quindi per ogni R > 0: exp & limite uniforme (sulle palle Br) di s,, continue. Segue che
exp ¢ una funzione continua.
La differenziabilita ¢ lasciata per esercizio: trovare Dexp(A)[H]. [

Proposizione 4.1.4 - Curva Esponenziale
Sia A € L(E). Si definisce la curva:

’y:tb—>etA

FEssa e derivabile, con derivata:
(etA)/ — AetA

Dimostrazione. Siano le funzioni delle somme parziali:

sn(t) = Ft’“
k=0

Esse hanno derivate:

) =D Gyt = A s
k=1

Osserviamo che sui limitati [—R, R] C R le funzioni appena definite convergono uniforme-
mente (in modo analogo alla dimostrazione della Proposizione precedente):

sn(t) ar e sh(t) = Asp_1(t) "E AetA

per cui essendo s,,(t) continue, lo & il loro limite e4.
La derivabilita segue direttamente usando il Teorema del Limite Sotto Segno di Derivata

con {s/,}. [ ]

4.1.3 Regole di Calcolo

Proposizione 4.1.5 - Commutazione e Somma
Siano A, B € L(E) che commutano, cioé AB = BA. Allora:

AeP =eBA ed edel = eBeA = AtB

Dimostrazione. Dato che A ¢ B commutano ¢ banale osservare che:
" Bk " ABF . BkA " Bk
(TR T - ()
k=0 k=0 k=0 k=0

ma allora passando al limite n — 400 si ottiene che Ae? = eBA.

Consideriamo 'equazione differenziale u'(t) = (A+ B)u(t) e vediamo che e*4et? ed e/A+5)
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la risolvono. Allora, dato che per t = 0 valgono entrambe I, devono coincidere per unicita
della soluzione:
(etAetB)’ — AetAetB + A BetB — (A+ B)etAetB

e pure
(et(A+B))/ — (A~ B)et(AJrB)

Infine, segue subito per commutativita della somma matriciale:

ot AtB — t(A+B) _ H(B+A) _ tBtA

Proposizione 4.1.6 - Coniugazione

Siano A € L(FE), P € GL(E). Allora:
exp(PAP™Y) = Pexp(A)P~!

Dimostrazione. La coniugazione & un omomorfismo di algebre ed & un’applicazione conti-

n
nua. Per cui applicando la coniugazione alle somme parziali s, (4) = 3 4
k=0

Ps,(A)P~! =s,(PAP™Y)
Facendo il limite per n — +o00, grazie alla continuita della coniugazione ottengo la tesi. W

Proposizione 4.1.7 - Diagonale a Blocchi
Siano Ey, Ey spazi di Banach. Siano Ay € L(E1) e Ay € L(E3).
Definisco:

A 0
A1@A2=[ ! ]

o (4.1)

Allora:  exp(A; & Az) = exp(A1) & exp(As2)

Dimostrazione. Consideriamo A = A1 @& Ay e B = By & By matrici con blocchi rispettiva-
mente di stesse dimensioni. Allora

e A+ B=(A1+B1)® (A2 ® Bo)
e AB = (A1B1) ® (A2B3)

per cui le operazioni usate nella serie esponenziale preservano la forma a blocchi. Segue
la tesi. |

Proposizione 4.1.8 - Blocchi di Jordan
Considero la matrice nilpotente di dimensioni m X m:

0o 1 0 --- 0]
0

N = 0
: 1
_O 0_
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Allora per t — +00 ho che:

tm—l

etN — m]\/m—l(l +0(1))

Sia A € R, allora dato il blocco di Jordan B = A + N :
otB — oA ptN

e per t — +00:

LBy _ [t Ny tren ™!
e[| =[] - [le"" || = e s (1+0(1))

(m—1)!'(

Dimostrazione. Calcoliamo la serie esponenziale per ¢t N, con t — +oc:

+oo k m—1 k
N N
tN __ k _ k
M= =2t
k=0

k=0
r t2N2 tmlemfl T
1 tN T ... W
tm—2 N
0 1 tN =) e
=1: -. - - : =t —0A1 1

o oy (1 (1)

: - " tN

o ... ... 0 1 ]

da cui segue la tesi (le altre osservazioni sono implicazioni dirette). |

Corollario 4.1.0.1
Sia B blocco di Jordan di dimensione m x m. Allora per t — +oo:

1B =0(1) < Rex<0
e =0(1) < Rex<0 oppure ReA=0Am=1

Dimostrazione. Segue direttamente dalla Proposizione precedente. |
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4.2 Equazioni Differenziali Ordinarie Lineari

4.2.1 E.D.O. Lineari a Coefficienti Costanti

Definizione 4.2.1 - E.D.O. a Coefficienti Costanti
Un’equazione differenziale ordinaria a coefficienti costanti e:

u'(t) = A-ult)

dove Iapplicazione lineare ¢ A € L(E) e la funzione u : I C R — E ¢& derivabile su tutto
1.

Osservazione 4.2.1 - Caso R™

Nel caso E = R"” I’equazione differenziale della Definizione 4.2.1 equivale al sistema:

Ull =a1,1U1 + -+ a1pun

/
Uy = Ap,1U1 +---+ Qp nUn

Definizione 4.2.2 - Problema di Cauchy Omogeneo
Il problema di Cauchy omogeneo associato a questa E.D.O. a coeflicienti costanti e trovare
u: I CR — FE derivabile, tale che Vt € I:

u'(t) = A-u(t)
u(to) = wo
dove A € L(E) e dove ug € E.

Teorema 4.2.1 - Esistenza e Unicita della soluzione
1l problema di Cauchy della Definizione 4.2.2 ha una unica soluzione:

u(t) = 104 Ly

Dimostrazione. Sia u(t) soluzione al problema di Cauchy omogeneo. Moltiplico I'equazione
differenziale per e *4 e si ottiene che:

0=e "/ (t) — e M Au(t) = e M (t) — Ae u(t) = (e_tAu(t))/
Ma allora e *4u(t) & costante sull’intervallo in cui & definita I. Segue:

e_tAu(t) = e_tOAu(to) = e P04y,

per cui riscrivendo u(t) = e(t=t0)A 0 si ottiene la formula della soluzione per il problema
di Cauchy.

Essa ¢ unica perché potrei riapplicare lo stesso procedimento ad ogni soluzione v(t) del
problema di Cauchy. [ |

Definizione 4.2.3 - Problema di Cauchy Non Omogeneo
Il problema di Cauchy non omogeneo associato a questa E.D.O. a coefficienti costanti e
trovare u : I C R — E derivabile, tale che Vt € I:

{u’(t) = A-ult) +b(t)
u(to) = Up

dove A€ L(E),be C(I,E) e dove up € E.
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Teorema 4.2.2 - Esistenza e Unicita della soluzione
1l problema di Cauchy della Definizione 4.2.3 ha una unica soluzione:

t
u(t) = e7104 Ly, —i—/ et=)4p(s)ds

to

Dimostrazione. Sia v : I — E soluzione di classe C'. Con lo stesso argomento del caso
omogeneo, si ottiene:

e 4 (u'(t) — Au(t)) = e~ b(t)

per cui: /
(e7Au(t)) = e (1)

Integrando la funzione:

t
e Hu(t) = etoyg +/ e~*4b(s)ds

to

per cui 'unica scrittura della soluzione sara:

t
u(t) = 104y, +/ =94 (s)ds

to

Proposizione 4.2.1 - Casi Particolari
Sia A € Myuxn(C). Ho 3 casi, ognuno con 3 proposizioni equivalenti.
Caso A

1. Le soluzioni di u'(t) = A(t) - u(t) sono o(1) per t — 400

2. !4 = o(1)

3. Spec(A) C {z € C|Re(z) < 0}
Caso B

1. Le soluzioni di u'(t) = A(t) - u(t) sono O(1) per t — 400

2. et = o(1)

3. Spec(A) C {z € C|Re(z) < 0} e Spec(A) NiR ¢ semisemplicet
Caso C

1. Le soluzioni di v' = Au sono limitate in R

2. sup ||| < +oo
teR

3. Spec(A) C iR e Spec(A) é semisemplice

Lo spec(A) si definisce ”semisemplice” se V A € spec(A) si ha Mgeom (A) = Marg(N)
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Dimostrazione. Dalla decomposizione in forma di Jordan della matrice A, ovvero per
P e GL(n,C):
”
A=P |P\In, + Np,)| P!
j=1

dove I, e la matrice identita di dimensione m; ed N, la matrice nilpotente di dimensione
m; con coefficienti non-nulli 1. Per le proprieta dell’esponenziale allora:

,
24— p | et | P
=1

dove per la Proposizione 4.1.8 vale che per t — +o00:

et = o+ o)

Mostriamo in particolare che:

tA

e (1) & (2): scriviamo la matrice e** evidenziando le colonne:

et = [ur(t)] . .. [un(t)]

dove quindi u;(t) = e'“[e;] sono le soluzioni dei problemi di Cauchy:

u(0) = e;
quindi |letd| = 1I£1Ja<xn{uj (t)} € o(1)/O(1)/limitata se e solo se lo € la soluzione, che

u ()
possiamo scrivere come u(t) = :
un(t)

e (2) & (3): vediamo i 3 casi separatamente, applicando il Corollario 4.1.0.1:

1. ||e*]| = o(1) per t — +o0 se e solo se per ogni blocco di Jordan vale He)‘jtetNmJ | =
o(1) cio equivale Re\; < 0 per ogni 1 < j <.

2. ||letA|| = O(1) per t — o0 se e solo se per ogni blocco di Jordan vale Hekitem’"i | =

O(1) cio equivale a " Re\j < 0 e se Relj = 0 alloram; = 1" perogni1 <j <r.

3. |let4]| & limitato se e solo se per t — 400 vale che:

{He”‘\l =0(1)
le=* 4] = O(1)

Ma cio succede se e solo se Re(£\;) < 0, ovvero se e solo se spec(A) C iR. Main
questo caso per il punto (2): m; = 1 per 1 < j < n, ovvero A ¢ diagonalizzabile.

Segue la tesi. |
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4.2.2 E.D.O. Lineari a Coeflicienti Variabili

Definizione 4.2.4 - E.D.O. a Coefficienti Variabili
Un’equazione differenziale ordinaria a coefficienti variabili e:

u'(t) = A(t) - u(t) + b(t)

dove la funzione u : I C R — E & derivabile su tutto I, b € C°(I,E) e il cammino
A€ C I, L(E)).

Definizione 4.2.5 - Problema di Cauchy
Il problema di Cauchy legato alla E.D.O. lineare a coefficienti variabili & trovare u : I C

R — E tale che:
u'(t) = A(t) - u(t) + b(¢)
u(to) = Up

dove ug € F.

Lemma 4.2.1
Sia v € CY(I, E) soluzione di u'(t) = A(t) - u(t). Allora:

u(t) A0 Vtel oppure wu(t)=0Vtel

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che il luogo di zeri di u € un aperto in I. Infatti,
dato che I & connesso e che {u # 0} = u~((—o0,0) U (0, +00)) & aperto, deve per forza
valere che {u =0} =1 o {u =0} =0, ovvero la tesi.

Sia tg € {u = 0}. Sia J C I intorno di ¢y ed intervallo tale che:

[ ] | Alloe,s < 1

(condizione che viene verificata da qualche J in quanto A & continua e localmente limitata).
Ma allora per ogni t € J vale che:

u(t) = u(t) — u(ty) = / u'(s)ds = / A(s)u(s)ds

to to

quindi per il Teorema del Valor Medio integrale:
lu()]] < [t —tol - [|Allco,s - [ttlloo,s

Passando quindi al sup:
ted

[wlloo,s < TT1- 1 Alloo, 7 - [ttlloo,s

ma per ipotesi avevamo |J| - ||a||s0,s < 1 per cui deve per forza valere ||u|o,s = 0 ovvero
J C {u = 0}. Quindi {u = 0} & aperto. [ |

Teorema 4.2.3 - Unicita della soluzione
Due soluzioni del Problema di Cauchy 4.2.5 coincidono sull’intersezione dei loro domini.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Lemma 4.2.1: date infatti u, v soluzioni dello stesso
problema di Cauchy su uno stesso dominio I, allora la funzione u — v : I — R risolve il
problema omogeneo.

Per il Lemma, v — v = 0 su tutto I in quanto (u — v)(tg) = up — ug = 0, cioé u e v
coincidono. |
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Proposizione 4.2.2 - Operatore di Transizione
Sia A € CO(I,L(E)). Allora esiste W = Wa € C%I x I, L(E)) tale che:

o csista W € CV(I x I, L(E))

W (t,s) = A(t) - W (L,
e per ogni t,s € I vale Wt s) ) (*) (t5)

W(s,s) =idg
Dimostrazione. Costruiamo l'operatore W (¢, s) con la Serie di Peano-Baker.
Consideriamo la successione {v; }ren € C°(I x I, L(E)) definita per induzione come:

{’Uo(t 3) idE

vgr1(t, ) = fA Yog (T, s)dT

+o0
Definisco allora Wx(t,s) = > vi(t, s).
k=0
Proviamo che la serie &€ normalmente convergente sui compatti J x J C I x I dove J

intervallo chiuso limitato. Sappiamo che:

W[t 5) :/: /;k /ST“..-/STQ A() A1) - A(m)dmdrs . . dry

Quindi:
[oKlloc,7x.s < h ||A||'§O’Jd7-1d72 . .dr
- HAH 1d7’1d7’2 .dry,
— ||A||oo |t ;' ’ < HA”k: \ﬂk
da cui segue che:
[Walloo,sxs < io W — Al < Lo

k=0

Ma allora la serie di funzioni continue converge uniformemente sui compatti a W4 che
apparterra a C°(I x I, L(E)).
Inoltre, si osserva subito che 0jvg41(t, s) = A(t)vk(t, s) quindi:

m+1 m
o [Z vk(t,s)] = ZA(t)ka t,s) kaﬂ t,s)
k=0

e per il Teorema del Limite Sotto Segno di Derivata per m — 400 si ha la convergenza
uniforme sui compatti. Segue che:

W (L, s) = AW (L, s)
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Teorema 4.2.4 - Esistenza della soluzione nel caso omogeneo
Considero il Problema di Cauchy omogeneo:

u'(t) = A(t) - u(t)
u(to) = uo
Allora la sua soluzione sara u(t) = W (t, to)[uo].

Dimostrazione. Dato 'operatore di transizione W definito nella Proposizione 4.2.2, si
verifica subito che:

u'(t) = W (t, to)[ug] = A(t) - W (t, to)[uo) = A(t)u(t)

e che:
u(to) == W(to,to)[Uo] == ldE[UQ] = Up

dunque la funzione u(t) cosi definita risolve il Problema di Cauchy omogeneo. |

Proposizione 4.2.3 - Proprieta dell’operatore W4
L’operatore di transizione W definito nella Proposizione 4.2.2 ha le sequenti proprieta:

1. O1Wa(t,s) = A(t) - Wal(t,s) Vt,sel

W(s,s) =1idg Vsel

W(t,s) W(s,r)=W(t,r) Vi,s,rel

Wi(t,s) - W(s,t)=1idg Vt,sel

FEsiste il differenziale parziale: 0sWa(t,s) = —Wal(t,s) - A(s) Vit,sel

L’operatore W4 ¢ di classe C1(I x I, L(E))

NS v e

Se E & uno spazio di dimensione finita, allora W_ 7 = WXT
Dimostrazione. Dimostriamo le proprieta separatamente.

1. Segue direttamente dalla Proposizione 4.2.2, in quanto ¢ una proprieta richiesta nella
costruzione dell’operatore W4.

2. Come al caso precedente, ¢ una proprieta richiesta nella costruzione di W4.

3. Osserviamo che fissato s € I, sia W(t,s) - W(s,r) che W(t,r) risolvono la stessa
E.D.O. lineare v/(t) = A - u(t).

4. Consideriamo ug € E e fissiamo r,s € I. Allora u(r) = W(r,s)[ug] ¢ soluzione
(unica) del problema di Cauchy:

u(s) = ug

Sia allora u; = u(r) = W(r,s)ug]. Osserviamo che v(s) = W (s, r)[u1] ¢ soluzione
del problema di Cauchy:
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quindi per unicita, so che © = v, quindi in particolare:
W (s, )W (r,s)[uo] = W(s,r)[u1] = v(s) = u(s) = ugp

Dato che vale per ogni uy € E, segue che W (s,r)W(r,s) = idg.
Segue che W (t,s) = W (s,t)~!

5. Osserviamo subito che W (s,t) ¢ differenziabile per il punto (4) (dato che idg e
differenziabile). Sia la composizione di mappe:

inuv

s — Wi(s,t) — W(t,s)
Ricordiamo che l'operatore inv(L) : L —— L~' & C* e il suo differenziale? &

Dinv(L)[H] = —L'HL".
Si ha dunque:

d

%W(t’ s) = iian(s,t) = Dinv(W (s,t))[01W (s,1)]

ds
= —W(s,t)" - A(s) - W(s,t) - W(s, 1) = =W (s, t)"" - A(s)

che ¢ la tesi.

6. Per il Teorema del Differenziale Totale 3.3.1 (con il Corollario 3.3.1.1) dato che
LW a(t,s) e W a(t, s) sono continui, segue che Wa(t, s) € CL.

7. Consideriamo la seguente uguaglianza:
OWA(t,s) t = 0 Wa(s,t) = —A(t) - Wa(s,t)
da cui segue direttamente, trasponendo:
[0Wa(t,s) "] = 0Wa(s,t)T = —AT(t) - Wa(s, )T = —AT(t) - Wa(t,s) T

Ma allora, dato che 9;Wa(s,t)T = —AT(t) - Wa(t,s)™T, 'operatore Wx(t,s)™ ' &
soluzione del sistema u/(t) = — AT (t)u(t) per cui:

Walt, 5)_T =W_yr(t,s)

cioe la tesi.

Teorema 4.2.5 - Esistenza della soluzione nel caso non omogeneo
Considero il Problema di Cauchy non omogeneo:

{u’(t) = A(t) - u(t) + b(t)

u(to) = uo

Allora la sua soluzione sara u(t) = W (t,to)[uo] + ft b(T)dr.

*Deriva dal fatto che (L+H) ' = (L""(I+ L 'H)) = (I+ L~ 1H) L' =T—-L7'HL ' +o(H) per
la serie di Neumann.
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Dimostrazione. Considerando la E.D.O. riarrangiamo i termini e moltiplichiamo per W (¢, 7):
W(t,7)u (1) — A(T)W (t, T)u(T) = W(t, 7)b(T)
Ma il termine a sinistra ¢ nella forma di derivata 9;:
Or W (t, 7)u(r)] = W(t,7)b(7)

quindi integrando sull’intervallo [s, t] vale:

t
W (t,t)u(t) — W(t,s)u(s) = / W (t,7)b(T)dr
ovvero, sapendo che W (t,t) = idg, si puo scrivere:
t
u(t) = W(t, s)up +/ W (t,7)b(T)dr

in modo che u(s) = uy. [

Osservazione 4.2.2 - W4 costruito in una variabile
Sia il punto iniziale ¢ty € I fissato. Allora V¢,s € I posso costruire W (t, s) come funzione
in una variabile:

W(ta S) = W(tvtO) : W(S?tO)_l
Infatti, basta usare le proprieta 3 e 4 della Proposizione 4.2.3:
W(tv S) = W(tv tO) ’ W(t07 5) = W(tv tO) ’ W(Sa tO)_l

Proposizione 4.2.4 - Mappa W
Considero la mappa:

W:C%I,L(E)) — C°I x I,L(E))
A— Wy

Tale mappa ¢ C* da (C°(I, L(E)), || - [loo.s) @ (COI x I, L(E)), || - |loorx1)-
In particolare, si ha che

DW(A)[H] = tWA(t,T) ~H(T) - Wa(r, to)dr

to

Dimostrazione. Cerchiamo una scrittura per il differenziale di W. Considerata la matrice
A, consideriamo la perturbazione H. Allora possiamo scrivere la Formula delle Variazioni
a Costante Arbitraria:

W asar(t, s)uo = (A(t) + H(E)Was s (t, s)uo = AOYWarr(t,s) + HOWarm(t, s)

considerando u(t) = Wayn(t, s) allora si riscrive proprio:

u'(t) = A(t)u(t) + b(t)

Quindi per il Teorema 4.2.5, ’equazione differenziale ha soluzione:
w(t) = Warsi(ts) = Wa(t, s) / Wat, 7)b(r)dr

Aty s) / Wat, T)H(T)Watrp(T,s)dr
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Sostituendo nell'integrando il termine W, g (7, s) con la formula stessa si ottiene:

Warm(t,s) = Wal(t,s) / Wa(t, 7)H(T)Ws(T,s)dT+

/ / Wat,o)H(T)Wa(r,0)H(0)Warg(o, s)dodr

Vogliamo vedere che 'ultimo termine ¢ o(1) in norma || - [|oo,/x J:

/ Wa(t,o)H(T)Wa(r,0)H(0)Watn(o,s)dodr

<P AIWallesus - IWarnll - 1 HllZ 150 = OUIH|?) = o(|IH])
Quindi si ottiene che: DW(A)[H] = fs Wa(t, 7)H(T)Wa(r,s)dr. [ |

Lemma 4.2.2 - Sviluppo di det(I + H)
Sia H € M(n,C). Per H — 0 vale:

det(/+ H)=1+1trH + o(H)
Dimostrazione. Usando lo sviluppo di Leibnitz di det(I + H) si trova:

det([—l—H):ngn HI—i—le :ngn H M(Z—i-hwz))
i=1

oc€ESh ocES i=1

= [[+hio) + OUHI?) =1+ ) b + O(| H|P?)
i=1 i=1
=1+ tr(H)+ O(|H|?) = 1+ trH + o(||H|))

Teorema 4.2.6 - Formula del Determinante Wronskiano
Sia A € CO(I, M(n,C)). Per ognit,s € I definisco w(t,s) = detW(t,s).
Vale la sequente proprieta:

{atw(t, s) = trA(t) - w(t, s)
w(s,s) =1
Si ottiene allora che:
wlt,s) = ol trA(T)dr
Dimostrazione. Sia § > 0. Posso scrivere la derivata parziale di W(t,s) nella prima
variabile come:
W(t+9d,s)=WI(t,s) + 01 W(t,s) -6+ 0(0) =W(t,s)+0A)W(t,s) + o(6)
= (I +5A(t) +0(9)) - W(t,s)
Passando ai determinanti allora:
det (W(t+0,s)) = det (I +3A(t) + 0(9)) - det (W(t,s))
= (14 dtr(A(t)))det (W(t,s)) + o(9)
grazie al Lemma 4.2.2. Nella notazione introdotta nel Teorema:
w(t+9,s) =w(t,s)+ dtr(At)) - w(t,s) + o(9)
che ¢ la definizione di derivata parziale: dyw(t, s) = tr(A(t)) w(t, s). [
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Commento 6. Al caro lettore verra da chiedersi: ”cosa mi significa sta roba?”

Ce lo siamo chiesti pure noi. Dopo una approfondita ricerca (sequita da crisi esistenziale
e pausa di riflessione) il metodo derivante da questo Teorema effettivamente puo tornare
utile per la soluzione di E.D.O. della forma:

y' () + a)y' () + b(t)y(t) = f(t)

Per approfondire si rimanda alla Sottosezione 4.4.3.

4.2.3 E.D.O. Lineare a Coeflicienti Periodici

Considereremo in questa Sezione 4.2.3 E = R" oppure C", distinguendo i due casi ove
necessario.

Definizione 4.2.6 - Sistema con soluzione periodica
Sia A € CO(R, L(E)) un cammino T-periodico. Consideriamo il sistema:

u'(t) = A(t) -u(t) =3 ut) = W(t,0) - u(0)
Esso ammette una soluzione periodica se esiste xg € E tale che:
xo = u(T) = Wu(T,0)[xo]
cioe equivalentemente 'operatore Wy(¢,0) ha autovalore 1.

Osservazione 4.2.3 - Sistema equivalente
Nella pratica, invece di esprimere la soluzione con W4 (¢, 0), si puo descrivere una soluzione

di:
X'(t) = A(t) - X(t)
X(0) € GL(n,C)

dove X € C¥(R, M(n,C)).
Data tale soluzione, allora X (¢) = W (¢,0) - X (0) ed ¢ invertibile V¢ € R (in quanto X (0)
e W (t,0) invertibili). Il particolare, posso scrivere le soluzioni di u/(t) = A(t) - u(t) come:

u(t) = X(t) - uo
e la condizione di periodicita, definita nella Definizione 4.2.6, diventa:
X(T) - up = X(0) - ug

cioe 1 & autovalore di X (0)~!. X (7).
A conferma di questo, X (0)~!- X(T) e W(T,0) sono coniugate:

X))t X(T) = X(0)"! - W(T,0) - X(0)

Osservazione 4.2.4 - Periodicita di W (t,s)
Nelle ipotesi della Definizione 4.2.6, vale che per ogni t,s € R:

Walt+T,s+T)=Wyult,s)
Infatti entrambe risolvono l’equazione differenziale 0,W (t,s) = A(t) - W (¢, s):

OWHt+T,s+T)=At+T) Wit+T,s+T)=Al) - Wit+T,s+7T)

3Per quanto visto nella Sezione 4.2.2, il sistema equivale alla seconda scrittura.
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quindi per unicita della soluzione di u'(t) = A(t)u(t) entrambe sono 'unico operatore di
transizione.
In particolare, sfruttando questa proprieta, per m € N:

W (mT,0) = W(mT,(m — 1)T) - ---- W(T,T) - W(T,0) = W(T,0)™

La condizione di periodicita per W (mT,0) ¢ che abbia autovalore 1. Data l'uguaglianza
W (mT,0) = W(T,0)™, equivalentemente W (T, 0) ha autovalori che sono radici m-esime
dell’'unita.

Definizione 4.2.7 - Matrice di Monodromia
Definisco come Matrice di Monodromia del sistema X'(t) = A(t) - X (t) come:

Mr(X) = X(0)™"- X(T) = X(0)~" - Wa(T,0) - X(0)

Fatterello 4.2.1 - Invertibili come Esponenziali in C"
Ogni matrice M € GL(n,C) é l’esponenziale per una matrice L € M(n,C).

Dimostrazione. Considero la forma di Jordan? per la matrice M:

M=P| P N1+ %ij) .p!
1<j<r J
dove P € GL(n,C).
Allora senza perdere generalita si restringe lo studio ai singoli blocchi diagonali: proviamo
che una matrice nella forma I + N con N = 0 (cioe N nilpotente) si puo scrivere in forma
esponenziale.
Definisco per z € C il polinomio Q(z):

3

-1
Zk

k
=0

Q(z) =
k

ossia come polinomio di Taylor di log(1 + z) all’ordine n — 1, cioe:
log(1+2) = Q(z) + O(z")

da cui:

+oo k
zZ QZ n
R Dk A FEE 8
k=0

dove H(z) & una serie di potenze in z.
Considero allora Q(z) come polinomio di N, definisco L = Q(N):

el =eQWN) =4 N+ N".H(N)=I+N
ossia la tesi. [

Proposizione 4.2.5 - Scrittura per Soluzioni fondamentali in C™
Sia X (t) € GL(n,C) soluzione fondamentale dell’equazione X'(t) = A(t) - X(t). Essa si
PUO Tiscrivere come:
X(t)=P(t)- P
dove P(t) e T-periodica e B € M(n,C).

4Uso la notazione di matrice diagonale a blocchi definita in 4.1.
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Dimostrazione. Per il Fatto 4.2.1, esiste B € M(n,C) tale che e’® = My matrice di
monodromia del sistema X'(t) = A(t) - X (¢). Allora:
B = My =X(0)"' X(T)
X(0)=X(T)-e 1B

Posso allora considerare ’esponenziale e'? al variare di ¢t € R.
In particolare, definisco il cammino P(t) € GL(n,C):

Pt)=X(t)-e P VteR
Con questa definizione, si dimostra che P(t) ¢ T-periodica, infatti:
P(0) = X(0) = X(T)-e 1P = P(T)
che & proprio la condizione di T-periodicita. |

Fatterello 4.2.2 - Invertibili come Esponenziali in R™

Per ogni matrice M € GL(n,R), M? ¢ l’esponenziale per una matrice L € M(n,R).

Ne seque una discussione analoga a quella della Proposizione 4.2.5: data X (t) € GL(n,R™)
soluzione fondamentale del sistema X'(t) = A(t) - X (t) allora é possibile scrivere:

X(t) = P(t)-etP
dove P(t) e 2T-periodica e B € M(n,R).

Dimostrazione. Chi ben comincia, ¢ a meta dell’opera...

Citazione 3. E’ solo una ”curiosita” per il lettore.

..ok, iniziamo sul serio.
No, scherziamo, lasciata per esercizio. |

Proposizione 4.2.6 - Proprieta di Mr
La matrice di monodromia My del sistema u'(t) = A(t) - u(t) ha le sequenti proprieta:

1. W/ (t) = A(t) - u(t) ha soluzione T-periodica < My ha autovalore 1.
In particolare, ha k soluzioni indipendenti se l’autovalore 1 ha molteplicita geome-
trica k.

2. u/'(t) = A(t) - u(t) ha soluzione mT-periodica < My ha come autovalore una radice
m-esima dell’unita.
In particolare, ha k soluzioni indipendenti se gli autovalori radici m-esime dell’unita
hanno molteplicita geometrica totale k.

3. My é coniugata a W(T,0).
Dimostrazione. Dimostriamo i punti separatamente.
1. La soluzione u(t) = Wx(t,0)[zg] & T-periodica se e solo se:
u(T) = Wa(T,0)[xo] = zo

ovvero se la matrice W4 (7, 0) ha autovalore 1.
Se vi sono k soluzioni T-periodiche distinte, allora ci devono essere k autovettori con
autovalore 1: la matrice W4 (7, 0) ha autovalore 1 con molteplicita geometrica k.
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2. Sela soluzione u(t) = Wa(t,0)[xo] ¢ mT-periodica, per il punto precedente W (mT', 0)

ha autovalore 1.

Osservando che W(mT,0) = W(T,0)™, allora W (T,0) ha autovalore che ¢ radice

m-esima dell’unita.

Come nel caso precedente, se ci sono k soluzioni mT-periodiche, allora gli autovalori

radici m-esime dell’unita hanno molteplicita totale k.
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3. Sia X (t) soluzione dell’equazione differenziale X'(t) = A(t) - X(¢). Allora vale che:

X(T) = Wa(T,0)X(0)
e moltiplicando a sinistra per X (0)~! si ottiene:
Mr = X(0)"'X(T) = X (0)"'W4(T,0)X(0)

ovvero la matrice W4(7,0) ¢ coniugata a Mr.

Definizione 4.2.8 - Moltiplicatori di Floquet

Gli autovalori di M7(X) (o equivalentemente del coniugato W4 (T,0)) vengono chiamati

moltiplicatori di Floquet.

Proposizione 4.2.7 - Casi Particolari

Sia A € COU(R,L(E)) un cammino T-periodico. Ho 3 casi, ognuno con 3 proposizioni

equivalents.
Caso A

1. Le soluzioni di u/(t) = A(t) - u(t) sono o(1) per t — +oo

2. [|IX@) = o(1)

3. Spec(Mp(X)) C{z € C||z] <1}
Caso B

1. Le soluzioni di u/'(t) = A(t) - u(t) sono O(1) pert — +o00

2. [ X@)] = 0()

3. Spec(Mp(X)) C{z € C||z] <1} e Spec(Mp(X)) N{|z| =1} ¢ semisemplice®
Caso C

1. Le soluzioni di u/'(t) = A(t) - u(t) sono limitate su R

2. |IX () |loor < 400

3. Spec(Mp(X)) C {z € C||z| =1} e Spec(Mp(X)) & semisemplice
Dimostrazione. Vediamo le implicazioni:

e (1) & (2): & banale, X(t) & proprio® la soluzione del sistema u'(t) = A(t)u(t).

e (2) & (3): lasciata per esercizio.

Lo spec(A) si definisce "semisemplice” se V A € spec(A) si ha mgeom(N) = Maig(A)

SPerché sprecare inchiostro per delle implicazioni ovvie? Mah, in nome del senso estetico, ora la

Proposizione 4.2.1 e questa sono simmetriche!
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4.3 Equazioni Differenziali Ordinarie

In questa Sezione 4.3, considereremo (FE, || ||) spazio di Banach, con particolare attenzione
per £ =R".

4.3.1 Definizione di E.D.O.

Definizione 4.3.1 - Equazione Differenziale Ordinaria
Sia ) C R x F un aperto. Un’equazione differenziale del primo ordine in forma normale,
si definisce come:

u'(t) = f(t,u(t))
dove f:Q — F e l'incognita e u: R — F.
Un’equazione differenziale di ordine k si definisce come:

u® (1) = Flt,u(t), v (t), ..., u* D (1))

Proposizione 4.3.1 - Riformulazione ad E.D.O. di primo ordine
Considero 'equazione differenziale di ordine k:

u® () = ft,u(t),d @), ..., u* D @)

Essa si puo ricondurre ad un’equazione di primo ordine sullo spazio E¥~1. Considero
infatti x(t) € E*~1 come:

u(t)

- |
a1 (t)
Allora lequazione differenziale si puo scrivere x'(t) = F(t,x(t)) dove:
u(t) uD(t)
P =F || “O |2 u?(2)
ub=D(t) Pt ut), i 1), . utD (1))

Affronteremo quindi il caso delle E.D.O. di primo ordine, da cui si pud ricavare poi un
metodo di soluzione generale.

Definizione 4.3.2 - Soluzione Locale
Una soluzione locale dell’equazione '(t) = f(t,u(t)) definita come sopra & una funzione
u: I — FE dove I C R intervallo aperto ed u derivabile su I. In particolare deve valere:

graf(u) CQ
u'(t) = f(t,u(t)) Vtel

Osservazione 4.3.1 - u' continua
Dato che f ed u continue, allora u'(t) = f(t,u(t)) composizione di continue, quindi &
continua. Segue che u € C*.

Osservazione 4.3.2
In generale, le soluzioni possono non ricoprire interamente il dominio di f, ossia R x E.
Ad esempio, prendiamo per 2 C R x R:

flt,2() =1+ (t)?



4.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 87

Allora una soluzione a questa equazione ¢ z(t) = tan(t — ¢) con ¢ € R, infatti:

1

f(t,z(t)) = f(t,tan(t —c)) = 1 +tan®*(t — c) = peT o

= (tan(t —c)) = 2/(t)

ovvero il dominio di x(t) sara il solo intervallo Jc — §,c + Z[.

Definizione 4.3.3 - Problema di Cauchy
Il problema di Cauchy per un’equazione differenziale ordinaria di primo grado e:

{u’(t) = f(t,u(t))
u(to) = xo

dove (tg,z9) € Q e l'incognita e u: I € R — F con tg € I.

4.3.2 Teorema di Cauchy - Lipschitz - Picard - Lindelof

Definizione 4.3.4 - Ipotesi di Lipschitz (IdL)
Sia 2 C R x E aperto. La funzione f : Q — FE soddisfa le ipotesi di Lipschitz se f e
continua e per ogni (tg,zg) € Q esistono L,e,d > 0 tali che:

o [to—6,t0 + 6] x B(xo,e) CQ
e per ognit € [to — 0,0 + (5] e per ogni x, 2’ € B(xo, ) vale:
1f(t,2) — f(t,2')]| < Lfjz — 2|

Equivalentemente, f soddisfa le ipotesi di Lipschitz se e solo se:

e f continua

e f localmente’ Lipschitziana nella seconda variabile

Osservazione 4.3.3 - Condizione sufficiente per Ipotesi di Lipschitz
Se f € CY tale che Dy f € C? allora f soddisfa le ipotesi di Lipschitz.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema del Valor Medio. |

Osservazione 4.3.4 - Caso f lineare
Sia Q = I x E C R x E aperto. Sia A € C°(I, L(E)) cammino continuo. Sia f:Q — E
dove f(t,x) = A(t) - x.
Allora per ogni J € I chiuso, z,2’ € E:
1f(t,2) = f(t, 2] < [JA®)]|oo,s - [l — 2]

ovvero f soddisfa le ipotesi di Lipschitz.

Proposizione 4.3.2 - Caso di dimensione finita
Sia f: Q CRx E — E una mappa che soddisfa le ipotesi di Lipschitz. Sia K C Q un
compatto tale che per ognit € I sia convesso®:

Ky={z€E|(tz)eK}=j(K)

Allora f‘K e Lipschitziana nella seconda variabile.

"Per ”localmente” si intende in un intorno di (tp,z0) € R x E, non solo in un intorno della seconda
variabile zg € F
8Consideriamo in particolare j; : E — R x E immersione tale che ji(z) = (¢, x)
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Dimostrazione. Per la proprieta di Heine-Borel per i compatti, K ¢ ricoperto da un insieme
finito di aperti {J; x B;}[*, dove J; =]t; — &;,t; + 6;[ e B; = B(x;,¢€;) e sui quali vale che:

flaxp;, € Li—lipschitziana nella 2% variabile

perche sotto ipotesi di Lipschitz f € localmente lipschitziana nella seconda variabile.
Ma allora f|x ¢ L-lipschitziana con L = max L;. Infatti per ogni (t,z) # (t,2') € K

1<i<m
. . . p— / N .
consideriamo il vettore v = ﬁ Cosl posso definire la curva-segmento:
. /
a: [0z -2} — K

s —  (t,x + sv)

che localmente appartiene allo stesso aperto J; x B; per qualche 1 < i < m. Ma allora:

a: [0,z —2|] — E
s — f(t,x + sv)
& una mappa L-lipschitz. Ne segue che f & L-lipschitziana nella seconda variabile. |

Osservazione 4.3.5

Nel caso E = R"” la Proposizione 4.3.2 ¢ particolarmente rilevante.

Supponiamo f : 2 C R x R™ — R" soddisfi le ipotesi di Lipschitz. Sia (tg,zg) € Q.
Allora (data la natura dello spazio normato R") esistono ¢, > 0 per cui i compatti sa-
ranno nella forma:

K= [to —5,t0+(5] X E(I‘o,é‘)

Pilt in generale, data g € C%(a,b],[0,+oc]) si
potranno considerare compatti nella forma:

]va

K={(t,z) e Q| telab]el|zr—xo <g(t)}

come disegnati nella figura a lato.

Proposizione 4.3.3 - Unicita locale della soluzione sotto IdL
Sia (E,|| - ||) uno spazio di Banach. Sia Q@ C R x E aperto ed f : Q@ — E funzione che
soddisfa le ipotesi di Lipschitz. Allora due soluzioni locali ui e us del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))

u(to) = X0
coincidono in un intorno di tg.

Dimostrazione. Siano dalle ipotesi di Lipschitz: § > 0 e ¢ > 0 ed L costante di Lipschitz
per la seconda variabile.

Consideriamo quindi J = [ty —d,to +d] e B = B(xg,¢), con J x B C  in modo che f| ;x5
sia L-lipschitziana.

Date u; ed ug soluzioni del problema di Cauchy, senza perdere generalita (a meno di
prendere § piu piccolo) si vuole che ui(J) C B e ug(J) C Beched- L < 1.

Ma allora, siccome uq (tg) = u2(ty) = xo:

t

U1(t)—U2(t)=/ () (1) = u5(7)) dTZ/ (f(Tua(7) = f(7,ua(7)))) dr

to to
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Ma allora, siccome (7,u;(7)) € J x BperogniT € Jei=1,2:
[ur(t) —up (@) < [t —to| - L+ lur — ugloo,s < 0L - [Jur — uglloo,s

Prendendo il sup si ottiene che:
teJ

[ur — u2lloo,s < 6L[Jur — uzl|oo,s
e siccome 0L < 1 allora ||u; — u2|co,7 = 0. Cioe u; = ug su tutto J. [ |

Corollario 4.3.0.1 - Uguaglianza sull’intersezione di domini
Nelle ipotesi della Proposizione 4.3.3, date due soluzioni uy e ug, esse coincidono sull’in-
tersezione dei loro domini:

I = dom(uy) N dom(us)

Dimostrazione. 11 corollario segue dal fatto che J = {t € I|uy(t) = ua(t)}:
e J ¢ aperto, in quanto intorno di ogni suo punto.

e J ¢ chiuso in quanto luogo degli zeri di u;(t) — u2(t) = 0 (w1 — u2 € una funzione
continua, quindi la controimmagine di {0} chiuso, ¢ chiusa).

Allora, essendo I un compatto, I = J. |

Corollario 4.3.0.2 - Soluzione Massimale
Nelle ipotesi di Lipschitz, un problema di Cauchy ha soluzione massimale, data per inclu-
sione sul dominio.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Corollario 4.3.0.1. |

Teorema 4.3.1 - Esistenza e Unicita della soluzione sotto IdL
Siano E| || - || uno spazio di Banach e Q2 C R x E. Siano:

o (to,zp) € Q2
e 5,e>0 e siano J = [to—é,to+5] e B = B(wo,¢) tali che J x B C
o [:Q — E una funzione L-Lipschitz su J x B nella seconda variabile
® 0 [[fllcxn <€
Allora il problema di Cauchy:
{u’(t) = J(t,u(®))
u(ty) = xo
ha una soluzione unica u : J — E.

Osservazione 4.53.6 - Enunciato pit debole
La dimostrazione del Teorema diventa piu semplice supponendo che §L < 1. Questo rende
pero il risultato pit debole.

Dimostrazione. Riformuliamo la tesi come un problema di Punto Fisso, osservando I’equi-
valenza tra:
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1. il problema di Cauchy:

{u'(t) = f(t,u)

u(to) = xo
2. il problema di Punto Fisso, indicando Bs, = C°(J, B) = B(zq,¢) C C°(J, E):

u € By

{u(t) = w0+ [} f(7,u(r))dr

Infatti:

e 2=1: se u € C°J,B) = By risolve il problema (2) allora la funzione u'(t) =
f(t,u(t)) & continua (composizione di continue) quindi u € C1(.J, B) e vale

t
u(to) = wo + t f(ru(r))dr = w0

cioe u risolve (1).

e 1 = 2: se u risolve il problema (1), vale che:

u(t) = u(to) +/ o' (7)dT = 30 + t f(r,u(r))dr

to

ed inoltre u(J) C B. Supponendo che entrambe le proprieta vengano verificate, u
risolverebbe (2). Dimostriamo I'inclusione u(J) C B. Se per assurdo esistesse t* € .J
tale che ||u(t*) — zo|| > €. Senza perdere generalita, sia t* € [to,to + [. Possiamo
considerare:

t1 = min {t € [to,t"] | [Ju(t) — zol| = €}

che esiste perché u continua e I'insieme di cui prendiamo il minimo ¢ chiuso non
vuoto.
Allora per ogni 7 € [to, t1] vale che (7,u(T)) € J x B quindi

W/ (7)] = £ (7, u(r)] < [ flloc,sxB
Ma allora, per il Teorema del Valor Medio per Curve:

e = [lu(ty) —u(to)| < [tr —tol - sup [Ju'(7)[| <0l flloc,sxm <€
TE[to,tl]

che & assurdo (I'ultima disuguaglianza vale per ipotesi).

Dimostriamo che vi ¢ un’unica soluzione al problema (2) di Punto Fisso. Consideriamo la
mappa:
T: Bs = Boo(z0,6) — C%J,E)
v — Tv

dove per ogni t € J:

Tou(t) = xo —|—/ f(r,v(r))dr

to



4.3. EQUAZIONI DIFFERENZIALI ORDINARIE 91

Allora osserviamo che T'(By,) € By in quanto se v € By, allora per ogni (7,v(7)) € J x B
vale che || f(7,v(7))|| < ||f]loo,7xB € allora:

t
| flloo,7x BAT
to

<

oo, F
<[t —to| - [ flloc,sxB <0 [flloc,sxB <

ITo(t) = 2olloo.5 = ]

t f(r,v(r))dr

quindi passando a lim sup:
teJ
1Tv — @o|oo,s < €

cioe Tv € Byo.
Si conclude allora in diversi modi:

1. assumendo l'ipotesi L < 1, risulta che T' € una contrazione di costante dL rispetto
alla norma || - ||,7. Infatti per ogni v,w € By e per ogni t € J:

ITo(t) — Tw(®)| < / ((r,0(r)) — f(r,w(r))) dr

to
<t =tol- L [lv = wlloo,s < 6L[Jv — wl|oo,s

passando a sup:
teJ
[T = Twlloo,s < OL - |Jv = wlloo,s

cioe T & § L-lipschitziana. Il Teorema delle Contrazioni garantisce 1’esistenza e 1'uni-
cita della soluzione al problema del Punto Fisso (e quindi al problema di Cauchy).

2. nel caso generale, dimostriamo che esiste m € N tale che T™ sia contrazione su By,.
Questo basta per dare l'esistenza e unicita della soluzione al problema di Punto
Fisso.

Siano v,w € By, t € J ed n € N. Dimostriamo che:

LTL
IT"0(t) = T w(®)ll < —5 [t = tol™ - v — wlloo,s

per induzione su n € N:

e n = 0: & banale in quanto [|v(t) — w(t)|| < |[v — w|eo,s

e n > (: supponiamo che la disuguaglianza valga per n — 1. Allora:

|T™0(t) — T (®)] = / (F(r, T o(r)) — f(r T V() dr

to

< [ s — £ 1 () dr

¢
<L- HT"ilv(T) — T"ilw(r)HdT
to

< - — to|"d
= (n_ 1>|HU wHOO,J /t() |T 0’ T

" [t—to| B
= WHU - w||oo,J/0 s"ds

n
< — It = to["flv — wllc,s
n.
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Passando a sup:
ted
oL)"™
7~ Tl < O o — )

e per andamento asintotico di (57,—:!)71 esiste m € N tale che

Allora T & contrazione e questo conclude la dimostrazione.

SL)™
OL < 1.

4.3.3 Caratterizzazione di Successioni Massimalmente Definite

Proposizione 4.3.4 - Estensione di Dominio delle soluzioni (limiti)
Sia u :)a,b|— E una soluzione del problema di Cauchy:

u'(t) = f(t,u(t))
u(ty) = xo

dove f: Q CR x E — E soddisfa le ipotesi di Lipschitz.
Supponiamo che 3 };ir% u(t) = x tale che (b,z) € Q.
—

Allora esiste § > 0 tale che u ammette un’estensione propria ad una soluzione con dominio
la,b+ 0l

Dimostrazione. Sia v una soluzione locale del problema di Cauchy:
v = f(tv U)
v(b) ==z

dove v :]b — §,b+ §[— E. Definiamo quindi la funzione uy :]a, b+ 6[— E tale che:

] u(t) a<t<b
w(?) { o(t) b<t<b+0

Per costruzione u, € continua su |a,b + d[ ed v, € continua su ]a,b[ e su |b,b + d[. Vale
inoltre che v/ (t) = f(t,u(t)) per ogni t € Ja,b+ 6[ \{b}. Per ipotesi esiste il limite:

lim o () = lim f(t,u(t)) = f(b, @)

t—b

in quanto sia per il limite sinistro che destro u/(t) e v/(t) sono continue. Quindi per il
Principio della rimozione di singolarita per funzioni derivabili u, € derivabile in ¢ = b con

u'(b) = £ (b, u(b)). |

Proposizione 4.3.5 - Estensione di Dominio delle soluzioni (successioni)
Sia u :]a,b|— E una soluzione del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))
u(ty) = o

dove f: Q CR x E — E soddisfa le ipotesi di Lipschitz.
Supponiamo che 3 {ty}ren Cla, b[ tale che:

ot —b e u(ty) —=z
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o (byz) e

Allora esiste § > 0 tale che u ammette un’estensione propria ad una soluzione con dominio
la, b+ 0l

Dimostrazione. Per la Proposizione 4.3.4 basta provare che esiste %in% u(t).
—>

Siccome f & continua, ¢ localmente limitata in (b,x) € : esiste &g > 0 tale che per

R =1[b—eo] X B(z,e0) € Q vale ||f|loo,r = M < 0.

Supponiamo per assurdo che non esista il limite %in% u(t) o che lin% u(t) # x. Equivalente-
— t—

mente, cio significa che esiste £ > 0 tale che per ogni k € N:
u(lte b)) ¢ Blx,e) (4.2)
e si puo supporre senza perdere generalita che 0 < &€ < g¢. Definiamo:
t, = min {t € [t, b[ | lu(t) — x| = €}

ben definito in quanto € un insieme non vuoto per 1’osservazione 4.2.
Quindi per ogni t € [t, t;] vale che ||u(t) — z|| < e percio:

I/ O = £ < 11l oy B0y < 1 lloe.r = M
Ma allora per k — +oc:
Ju(ty) — ultp)ll < (& — tr) M = o(1)
e al contempo:
luty) = ulti)ll = ulty) — 2l + [z = u(@)] = € # o(1)

che ¢ un assurdo. Segue che esiste il limite 1in% u(t) = x e questo conclude. |
4>

Proposizione 4.3.6 - "Fuga dai Compatti”
Sia u :]a,b|— E una soluzione massimale del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))
u(to) = X0

dove f: QQ C R x E — FE soddisfa le ipotesi di Lipschitz. Sia K C § un compaitto.
Allora Ja, B tali che a < a < 8 < b tali che:

(t,u(t)) ¢ K Vitela, b\ [a,f]

Dimostrazione. Supponiamo che la tesi sia falsa.

Esisterebbe una successione {t;}reny C |a, b] convergente ad a o b (supponiamo che con-
verga a b, I'altro caso € analogo) tale che {(tx, u(tx))}ren C K.

A meno di estrarre una sottosuccessione, per compattezza di K supponiamo che:

(te, u(ty)) "25° (b,2) € Q

Ma allora per la Proposizione 4.3.5 il dominio di definizione della soluzione u non e
massimale, assurdo. |
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B G »)

4.3.4 Dipendenza dai Dati Iniziali

Teorema 4.3.2 - Dipendenza continua da u(tg) = xo
Siano Q C R x E aperto e f € C°(Q, E) una funzione che soddisfi le ipotesi di Lipschitz.
Sia u : I — E soluzione del problema di Cauchy:

{u’(t) = f(t,u(t))
u(to) = o

estat; € I,tg <ty
Allora esistono p > 0 e ¢ > 0 tali che per ogni problema di Cauchy:

V'(t) = f(t,v(t))
v(to) = Yo
lzo — yoll < p

ha soluzione massimalmente definita v : J — E tale che:
o t1eJ

° ”U — u|’oo7[t0,t1] <c- HxO - yOH

Osservazione 4.3.7
In altre parole, perturbando il dato iniziale xy del problema di Cauchy, la soluzione varia
in modo continuo e localmente Lipschitziano.

Dimostrazione. Possiamo ricoprire il compatto graf(u|y,,)) (compatto in quanto imma-
gine continua di [tg, 1] compatto) con un numero finito di aperti della forma {J; x B, }icr
dove per ogni i € I vale che J; x B; C Q e che f|j,«xp, sia L;-lipschitziana (per Ipotesi di
Lipschitz).

Sia a questo punto®:

€= min d ((t,u(t)) , 2\ U(Jz X Bz))

to<t<t
- el

Allora definisco:
T. ={(t,z) € [to,t1] x E'| ||z —u(t)|| < e}

9Considero la distanza d punto-insieme che si vede essere continua.
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Per costruzione allora 7. C J(J; x B;) C .
i€l
Ponendo L = max L; otteniamo che f|7. & L-lipschitziana nella seconda variabile. Inoltre
S
osserviamo che f € limitata su 7. da:

M = toult I >
toley, 1f(tu@)l +eL = || flloo,r

Dimostriamo che le richieste del teorema sono soddisfatte ponendo:

{p =c- e_L(tl_tO)

¢ = el(ti—to)

Sia yp € E tale che ||xg — yo|| < p e consideriamo la soluzione massimale v :]a,b[— E del
problema di Cauchy:

v'(t) = f(tv(t))
v(to) = Yo
Dico'® che graf (v“to’b[) ¢ T.. Infatti se per ogni ¢ € [to,b] valesse che (t,v(t)) € Ty,

allora:
[0" @O = I fE @)l < M
cioe vl ») sarebbe M-lipschitziana quindi esisterebbe %irrll) v(t) e per la Proposizione 4.3.4
4>

la soluzione v non sarebbe massimale.
Ci sono due alternative su come graf (v\[to,b[) possa uscire:

1. graf(v) si allontana da graf(u) piu di €, ovvero esce lateralmente da 7.
2. graf(v) esce alla fine del "tunnel”, ovvero raggiunge il tempo ¢;.
In altre parole, esiste t € [tg, b] tale che (¢,v(t)) # T, cioe:
L Jut) — o) > =
2. t>1
In particolare sia:
t» = min{t € [to, b[ | [[u(t) —v(@)|| = e} U{t:}

il primo istante in cui graf(v) esce da Tv.
Per costruzione ty < t, < t; ed in particolare noto che se t, < t; per continuita della
soluzione v vale per forza che:

lu(te) —v(t)| =<

Vediamo che questa uguaglianza ¢ assurda, allora per forza t, = t; (ovvero ci troviamo
nel caso (2)).
Definiamo 7 = ||u(tg) — v(to)||. Per ogni t € [tg, t.] vale:

[u(®) = v(@®)]| < [lulto) = v(to)|| + [lu(t) = v(t) = u(to) + v(to)]

[ 6o —myar| s [

<r+ [ ||W(r) =2 (7)|dr
to to

:’[“—'—

=r+ 1 (7 u(r)) = f(r,o(r)lldr <7+ L/t [u(r) = o(7)]|dr

gvvero il grafv per tempi > to uscird dal ”tunnel” 7Tk.
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Definiamo ¢(t) = ftz |lu(7) — v(7)||dT. Allora questa funzione risolve il sistema:

¢'(t) <7+ Lo(t)
¢(to) =0
Moltiplicando per il fattore derivante et la prima disequazione del sistema si ottiene:
—tL

02 et (0~ L) ~re " = etto] + [] = [ (o0 + )]

uindi la funzione e~ + =) e decrescente su [tg,¢.| quindi in particolare per ogni
indi la funzi L (o(t 7)ed t to,t indi i ticol i
t € [to, t.]:

e th (¢(t) + %) < e_toL%

cioe riscrivendo:
r+ Lo(t) < eL(t—to),.

Ma a questo punto vediamo che:
lu(t) = ()| = ¢ (t) < 7+ Lo(t) < H0)p < 700 — ¢
e per t = t, la disequazione diventa:
u(ts) —v(t)| <e

che € un assurdo per costruzione di t,. Quindi t, = t;. Ma allora:

L(trto)HxO —yoll = ¢l|lzo — yol|

||’LL - /UHOO,[to,tﬂ S €
ovvero la tesi. [ |

Definizione 4.3.5 - Flusso o Soluzione Generale
Sia u/(t) = f(t,u(t)) una E.D.O. che soddisfa le ipotesi di Lipschitz (dove f: Q — E).
Sia 2 C R x R x E sottoinsieme dove VY (t1, 1, zp) € = vale che:

e u: I € R — F soluzione massimale del problema di Cauchy:
u'(t) = f(t u(t))
u(to) = xo
etiele (to,l’o) €
La mappa £ : = — E definita come:
&(t1,to, o) = u(ty)
si chiama flusso o soluzione generale.

Definizione 4.3.6 - Mappe 74 e 7*
Nelle ipotesi della Definizione 4.3.5, definisco per ogni (¢g, zo) € 2

T (to, z9) = inf (dom(u)) € [—o0, +o0]
7*(to, z0) = sup (dom(u)) €] — oo, +]
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Osservazione 4.3.8 - Proprieta di £
Valgono in particolare le seguenti proprieta:

o {(t,t,x) =x perogni (t,z) € Q
o {(t2,t1,8(t1,t0, 20)) = &(t2, L0, o)
Dimostrazione. Seguono dalla definizione di &. |

Teorema 4.3.3 - Teoremi sulle mappe 7. e T
Considero le ipotesi della Definizione 4.3.5. Allora 2 ¢é aperto e il flusso £ : Z — E € una
funzione continua nella prima e terza variabile. Inoltre:

o 7, :Q — [—00,400[ € semicontinua superiormente
* \ . . . .
o 7 : Q) =] — oo, +00] € semicontinua inferiormente

Dimostrazione. La continuita di £ : 2 — € nella prima variabile segue dal fatto che le
soluzioni ai problemi di Cauchy sono continue, nella terza variabile dal Teorema 4.3.2.
Dimostriamo la semicontinuita inferiore di 7* vedendo che per ogni ¢ € R si ha {7* > ¢}
aperto.

Sia (tg,z0) € {7" > ¢} C Q. Consideriamo t* € R tale che max(c,ty) < t* < 7*(to, z0),
allora la soluzione massimalmente definita al problema di Cauchy con dati iniziali u(tg) =
xo sara ben definita su tutto [to,t*].

Per il Teorema 4.3.2, esiste p > 0 tale che per ogni yy € B(xo, p) la soluzione massimale v

al problema di Cauchy:
{v’ = f(t,v)

v(to) = Yo
¢ tale che t* € dom(v). In altre parole, [to,t*] x {to} x B(zo,p) C Z. Con un analogo
argomento per T, si ottiene che esiste 7. (tg) < t. < tp. Quindi:

[t«, "] x {to} x B(zo,p) € E

Inoltre, sappiamo che ty € [ts,t*]. Per continuita di ¢ nella prima variabile esiste e > 0
tale che:

£(Jto — €,t0 + €, to, 20) € B(£(to, o, 20), p) = B(x0, p)

Ma allora osservo che per ogni (t) €]to — ¢,to + €| le soluzioni dei problemi di Cauchy:
u'(t) = f(t,u(t)) v(t) = f(E (1))
u(t) = xo v(to) = &(to, 1, o)

coincidono ed in particolare coincidono i loro domini: dom(u) = dom(v). Ma per il
Teorema 4.3.2, in particolare t, € dom(v), quindi t* € dom(u).
Per cui per ogni ¢ € [ty — €, to + €] vale che

£, ] x {T} x B(xo,p) C E

Quindi in particolare:
[ts, t¥]X]to — €,t0 + €[x B(zo,p) C = (4.3)

Ma allora per ogni (¢1,z1) €|tg — €, to + e[x B(wo, p) vale che 7%(t1, 1) > t* > ¢, ovvero:

Jto — &, t0 + e[xB(xo, p) C {7* > c}
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Questo implica che {7* > ¢} ¢ intorno di ogni suo punto (tg, xg), ovvero {7* > c} & aperto.
Con un ragionamento analogo si vede che 7, € semicontinua superiormente.

Osserviamo che in questo modo abbiamo dimostrato = € un aperto.

Cio segue sempre dal fatto che per (t1,%0,z9) € Z si possono scegliere t,,t* € R affinché
Te(to) <t < t1 <t* < 7*(tp) ed €, p > 0 tali che:

[te, t"]X]to — €,t0 + €[xB(x0,p) C =
con lo stesso risultato di prima 4.3. Cosi = ¢ intorno di ogni suo punto, aperto. |

Osservazione 4.3.9
La dimostrazione potrebbe sembrare a prima lettura molto contorta. Tuttavia un’idea
utile per motivare i passaggi puo essere pensare al fatto che:

"E aperto” e 77% 7, semicontinue inferiore e superiore rispettivamente”

sono nozioni equivalenti. Entrambi i fatti, poi, sono giustificati interamente dai risultati
del Teorema 4.3.2. Riportiamo una rappresentazione di questo insieme nella Figura 4.1.

SeMIcONT.  \N¥eR ofe
a7 OwsT) SMT

Figura 4.1: Rappresentazione di = in modo che sia aperto.

Teorema 4.3.4 - Dipendenza Differenziabile dai Dati
Sia Q CR x E aperto e sia f : Q — E tale che:

feC (), E)
Dof € CY(Q, L(E))

Allora f soddisfa le ipotesi di Lipschitz e il flusso & : = — E ¢ una funzione C*.

Dimostrazione. Per il Teorema del Differenziale Totale 3.3.1 ¢ sufficiente provare che che
siano continui:

1. esiste 0:€ € C°(Q, E)
2. esiste 02¢ € CO(), E)

3. esiste D3¢ € C%(Q, L(E))
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Infatti vediamo che:

1. dalla definizione di £ segue che 01&(t,s,z) = f(t,&(t,s,x)) quindi per continuita
della composizione:

(t.5,0) — (t,€(E s,2)) = f(t,E(E5,2))
anche 01 e continua.

2. supponendo che valgano (1) e (3), prendiamo l'identita valida per ogni terna (¢, s, ) €

—
—
—

x =€ (s,1,E(t, s, 2))

Denotiamo per t, x fissati: u(s) = £(t, s, z). Ma allora l'identita si riscrive:

x = &(s,t,u(s))

Siccome per il punto (3) la funzione ¢ ha differenziale nella terza variabile continuo
(cioe invertibile), per il Teorema della Funzione Implicita 3.3.6 si ottiene che u € C.

3. proviamo che esiste D3(t, s, z) € GL(E).
L’idea e ricondursi ad una E.D.O. lineare a coefficienti variabili. Infatti supponendo
che esista il differenziabile nella terza variabile, partiamo dall’identita:

81§(t, 8, .13) = f(t,f(t, va))

Differenziando in = (assumendo che i differenziali parziali commutino 0y D3 = D30;)
segue:
81D3‘£(t1 S, ':U) = D381§(t7 S, .CC) = D2f(t7 §(t7 S, .1‘)) © D3§(t> S, l’)

e dato che {(t,t,z) = x, allora D3{(t,t,z) = Ig.
Ma allora formuliamo un problema di Cauchy la cui soluzione sia proprio il differen-
ziale Ds(t, s, x). Indichiamo A(t) = Daf(t, (¢, s, x)), allora:

Il ”candidato” differenziale & Ds{(t, s, x) = Wa(t, s), Voperatore di transizione che
risolve il problema di Cauchy.
Dimostriamo che Wy(¢, s) verifica la definizione di differenziale, ovvero per y — :

§(t,s,y) = &(t, s, ) — Walt, s)ly — =] = ofllx — y]))

Chiamiamo z(t) = £(t, s,y) — &(t, s, ) — Wal(t,s)ly — x]. Allora:

2(t) = f(t,&(t, s,y) — f(t,&(t,5,2)) — AW)Walt, s)|y — ]
= A(t) [£(t, s,y) — &(t, s,2) = Walt, s)[x —yl] + f(t,£(t, 5,9))—
— f(&(t s, @) — A(t) [€(t, s, y) — &(¢, 8, 2))]
= A(t)z(t) + h(t)

dove:

h(t) = f(tvf(ta Say)) - f(t,f(t, S?‘T)) - A(t) [f(t, S7y) - f(tv 87:1:)]
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Per la Formula di Variazione con Costante Arbitraria:

t
z(t) = / Wa(t,7)h(T)dr
S
per cui passando alla norma:

2N < [t = 8] - [IWalloo s, x[s.8) - 1Pl 5.1

Concludiamo provando che ||A|| (s, = o(||z — y]|), denotando i punti X = £(¢, s, )
eY =¢(t,s,y). Perogni T € [s,t]:

ht) = f(t,Y) = f(t, s, X) — A [Y - X]
=f(tY) = f(t, X) = Do f (t, X)[Y — X]

Si applica il Teorema del Valor Medio!! alla funzione f(t,-) tra X ed Y:
[B(T)[| <lI€(T,s,y) = &(7,5,2)|| - sup [[D2f(r,&(T, s, 2)+
0<A<1
+ )‘[5(7—? S, y) - ‘5(7—7 S, .le)] - DQf(Ta 5(7—7 S, 1‘))) H

Passando alla norma || - [|o 5.4, dato che Dy f € C?:

||h‘”oo,[s,t} < ”g('vsvy) _E('asa'r)Hoo,[s,t] © Sup |’D2f(',§(‘,8,$)+
35
+ A[S('v&y) - f(-,S,x) ) - DQf(‘ag("va))H
= O(lly — z[) - w(lly — 2l) = o(lly — =)

che implica la tesi.

11 TVM applicato all’operatore X — F(X) — LX siscrive come:
[F(Y) - F(X) - LX) = X]| <Y - X||- JSup IDF(X +A(Y — X)) - L||
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4.4 Esercitazioni su E.D.O.

4.4.1 E.D.O. a Variabili Separabili

Definizione 4.4.1 - E.D.O. a Variabili Separabili
Una E.D.O. a variabili separabili ¢ del tipo:

ft, ) = h(t) - g(x)

Fatterello 4.4.1 - Metodo di Integrazione
Sia lo spazio di Banach'® E = R.
Un metodo utile per risolvere il problema di Cauchy relativo alle E.D.O. a variabili sepa-

rabili
{a‘c = h(t) - g(a)
x(to) = xo
e utilizzare la sequente identita:
z q t
/xo Fs)ds = \ h(s)ds

In particolare, € possibile ricavare informazioni qualitative sulle soluzioni del problema di
Cauchy o, individuando delle primitive, trovare la soluzione stessa al problema.

Dimostrazione. Divido la discussione in 2 casi:

e il caso g(xp) = 0 & banale. Infatti allora z(t) = xo costante ¢ soluzione:
&= h(t) - g(x) = h(t) - g(0) = 0

e se gwg) # 0, allora almeno in un intorno I di xg la funzione g non si annulla. In
questo intorno si puo allora dividere per g(x):

b= h(t) - gla(t))
x(to) = X0
g(x) #0 Veel

Posso dividere 'equazione differenziale per g(x(t)) e ottengo:

e integrando rispetto a ¢ ottengo:

/ S = / hls)ds

Basta ora fare la sostituzione 7 = x(s) e si ottiene la tesi in quanto il termine a
sinistra diventa:
/t i(s) /m(ﬂ dr
ds = —
to 9((5)) w0 9(7)

12Questa condizione & necessaria in quanto & necessario il buon ordinamento dello spazio.
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4.4.2 Equazioni di Bernoulli

Definizione 4.4.2 - Equazione di Bernoulli
Un problema di Cauchy legato ad un’equazione di Bernoulli & della forma:

{y’ = a(z)y + b(x)y"
y(zo) = yo
dove a € [0, 400).

Fatterello 4.4.2 - Metodo di risoluzione

Da un’equazione di Bernoulli é possibile ricondursi ad una E.D.Q. lineare con il metodo
sequente.

Il caso y(xg) = 0 ha come soluzione banale y(x) = 0 costante.

Se y(xzo) # 0, allora y non si annullerd in un intorno I di xo. In questo caso é lecito
dividere per y* l’equazione di Bernoulli:

y _ a(z)
Y - yafl

e se chiamo z = —— ottengo ’equazione differenziale lineare:
y

+ b(x)

/

o a(z)z + b(z)

4.4.3 Metodo del Wronskiano

Quanto segue non & stato visto nelle lezioni.

Consideriamo 'equazione differenziale non omogenea del secondo ordine:

y' (1) + a)y' () + b(t)y(t) = f(t)

Caso Omogeneo

Consideriamo il problema omogeneo:

y' () + a)y'(t) + b(t)y(t) =0 (4.4)

risolvibile come una E.D.O. lineare a coefficienti variabili nella forma:

()= (2 =% o] (2) = a0-(2)

Tramite P'operatore di transizione Wy(t,tp), si ottiene che:

() = e ()

Scrivendo esplicitamente 1’operatore di transizione'? e il vettore iniziale come:

vi(t) Uz(f)] (y(t0)> <61>
W t, t — =
)= [ 200 v(t0)) = e
allora la soluzione del problema omogeneo ¢ data da:

y(t) = c1v1(t) + cova(t)

130sserviamo che in questo caso particolare la prima riga sara data dalle derivate degli elementi della
seconda, in quanto la seconda riga descrive 3’ e la prima descrive y. Quando 1'operatore di transizione ha
questa forma, ovvero la i-esima riga & data dalle derivate i-esime della prima, esso si chiama Wronskiano.
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Caso Non Omogeneo

Supponiamo di aver risolto I’equazione omogenea associata, ottenendo la soluzione:
y(t) = cro(t) + cova(t)
Vogliamo trovare una soluzione del tipo:
y(t) = cr(t)or(t) + ca(t)va(t)

per cui si otterrebbe che la derivata e:

y'(t) = cr(t)vy(t) + i (H)vi(t) + ca(t)va(t) + ch(t)va(t)

scegliere ¢1(t) e c2(t) in modo che:

0= & (H)or(t) + (b ()

Possiamo®*

per cui allora:
y'(t) = c1(t)vi(t) + ca(t)va(t)

e derivando ulteriormente:

y'(t) = i (O)or(t) + cr (o () + (H)vh(t) + ea(t)vy (1)

Se questa fosse una soluzione all’equazione differenziale, allora (ometto 'argomento ¢ delle
funzioni per alleggerire la notazione):

f@) =y" +alt)y +b(t)y
= ) + v + chvy + oy + a(t) (erv] + cavh) + b(E) (crv1 + cov2)
= vy + dhvh + e (V] + a(t)vy + b(t)vr) + e (vy + a(t)vh + b(t)v2) = cjv] + cyuy
dove l'ultimo passaggio & giustificato dalla definizione di v; e di vy come soluzione dell’e-

quazione 4.4.

Allora possiamo determinare le funzioni ¢ () e ca(t) come soluzione del sistema:
¢ (t)vi(t) + &y (t)ve
(o (t) + c5(t)va(t) = f(t)

RSN m~

ovvero con Cramer:

{é@w——ﬂw;a&
ch(t) = f(t) 2

con w(t,ty) = detW(t,to) determinante Wronskiano. Allora la soluzione generale sara:

=—v1 /f Tt0d+v2 /f Tto

Dal Teorema 4.2.6 si pud sostituire w(r,tg), osservando che trA(t) = a(t):

(1) &T
/f exp( [, ()d)dT—H}Q /f expf ()ds)d

Non chiedeteci perché, funziona e basta.
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4.4.4 E.D.O. con Teorema di Dini

Supponiamo di voler risolvere il seguente problema di Cauchy:

A(x,
{y’ = By
y(o) = Yo

Dico che se la forma differenziale A(z,y)dx — B(z,y)dy & esatta (nell’intorno di (zg, yo))
e se F(x,y) ¢ una sua primitiva tale che F'(zg,yp) = 0, allora si pud applicare il Teorema
di Dini 3.3.7 ’equazione differenziale si scrive come segue:

y/ _ _8zF($ay)
8yF(37=y>

e quindi y(x) in un intorno di xg non puo che essere la funzione implicita associata a F'
nelle vicinanze di (xg, yo).

Caso in cui Adx — Bdy non & esatta

(che si verifica <= non ¢é chiusa se mi restringo in un intorno di (zg, o))

In questo caso potrebbe essere utile ricorrere alla tecnica del fattore integrante.

Data la forma Adxz — Bdy posso trovare M (z,y) tale che AMdx - BMdy ¢ esatta? Se ci
riesco e se F' & una sua primitiva locale, allora il luogo di zeri risolvera 3’ = é—% = %

Per capire se M che renda la forma M Adx — M Bdy esatta (localmente)!® ¢ equivalente

a capire se trovo M tale che
Oy(MA)+0,(MB) =0 < O0,MA+ MOo,A+0,MB+ M0, B=0

(questa e quella che si chiama una forma del trasporto). Vediamo ora una serie di casi
particolari:

dipende solo da x. Dico che in questo caso trovo un fattore integrante
M = M(x). Infatti se scelgo M dipendente solo da z allora 1’equazione per M
diventa:

. %AE&UB

MyA+ 0, MB+ M,B=0 <= 9,M =M (W)

e (ByAJrBzBdT)
quindi posso scegliere M = e ‘20 B

° W dipende solo da y. Sto assumendo qui A(xg,yo) # 0. In questo caso cerco

M = M (y). Quindi ’equazione su M si riduce a:
OyMA+ MoyA+ M0,B =0

o (9yA+oxB
quindi posso scegliere M (y) = e fzo( A dT)

15Commento su chiusura min 28 da scrivere lezione 30/03
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4.4.5 Studio di Soluzioni globali e non

Proposizione 4.4.1 - Condizioni sufficienti per Soluzioni globali
Sia f(t,x): R x E— FE tale che:

L& 2)]| < A®) + B(t)[«]

dove A, B € C(R,R).

Allora le soluzioni di & = f(t,x) sono globali su R.

Dimostrazione. |

Definizione 4.4.3 - Soprasoluzioni e Sottosoluzioni
Sia un’equazione differenziale y = f(x,y) e sia z(x) una funzione definita su un intervallo

I. Allora:

e z & una soprasoluzione dell’equazione differenziale quando:

2(x) > f(z, z(z)) Veel

e z ¢ una sottosoluzione dell’equazione differenziale quando:

2(z) < f(x, z(x)) Veel

Teorema 4.4.1 - Confronto sottosoluzioni e soprasoluzioni

Considero un’equazione differenziale y = f(x,y) che soddisfi le ipotesi di Lipschitz.

Siano z(x) una soprasoluzione e w(x) una sottosoluzione definite su un intervallo I. Segue
che:

o Se z(xg) > w(zog) per un certo xo € I allora:

z(z) > w(z) Vzeln]|zg,+oo)

o Se z(xo) < w(xo) per un certo xg € I allora:

z(z) < w(x) Ve ln(—oo,mx)

Dimostrazione. Trattiamo il caso z(xo) > w(zp). L’altro caso sara analogo.
Per ipotesi vale che:

da cui facendo la differenza:

Inoltre possiamo considerare senza perdere generalita I intervallo compatto. Infatti se
fosse I illimitato, potremmo suddividere l'intervallo in sottointervalli compatti, verificare
la tesi e ottenere in questo modo che la disuguaglianza vale su tutto I.
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Allora per compattezza di I, la Lipschitzianita di f nella seconda variabile ¢ globale (e
non solo locale, come garanticono le ipotesi di Lipschitz). Scriviamo allora:

w(ao) — () < 0

{w(az) —2(z) < L-|w-—2z|

Ora per concludere usiamo il seguente lemma, con u(z) = w(x) — z(x), da cui segue subito
la tesi. [

Lemma 4.4.1
Considero il sistema, per I intervallo e xg € I:

w(x) < L-|u(z)] Veel
u(zg) <0
Allora u(x) <0 per ogni x € I N [xg, +00).

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista Z > x( tale che u(z) > 0.
Allora sicuramente esisterebbe & € [xg, Z) tale che u(§) = 0 e posso garantire che:

{z € [20,Z] | u(z) =0} #0

Posso allora trovare 21 = maz{z € [0, Z] | u(z) = 0}. Ma allora per z € [z, 7] il valore
assoluto della condizione 1 scompare, e rimane il sistema:

u(z) < Lu(z) Ve x,]
u(zy) =0

Per cui si ottiene moltiplicando per e~1*:

e L (z) < e Lu(x)

da cui:
d

dt

e per monotonia, confrontando gli estremi:

(e_L$u(:U)) <0

e Lou(z) < e Fu(zy) =0
da cui ho un assurdo perche per ipotesi u(Z) > 0. [

Teorema 4.4.2 - Lemma di Gromwall
Supponiamo che y : [xg,x1] — R sia continua e soddisfi la condizione:

M@§A+B/E®%

per ogni x € [xg,x1] e dove A, B > 0.
Allora per ogni x € [xo, x1] vale la stima:

y(x) < AeBE)
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Dimostrazione. Considero la funzione ausiliaria:
Fx)=A+ B/ y(s)ds
zo

Allora in particolare vale che F’'(x) = By(z). Ma per ipotesi, abbiamo che:

{M@gRFm
F(Jio) =A

da cui moltiplicando per e 57 la prima disuguaglianza si ottiene:
e PTF(2) < Be P*F(2)

che riscrivo:

{jt(e_B”:F(x)) <0
F(l’o) =A

e per monotonia, agli estremi risulta:
e BrR(z) < e B4

da cui ottengo che F(x) < AeB@=%0)  Visto che, per ipotesi, y(z) < A+ B ffo y(s) ds =
F(x) si ha la tesi. [

Corollario 4.4.2.1
Sia lo spazio di Banach X. Supponiamo che:

If(z,9)llx < Clz) + D(x) - [lz] x

dove C, D : R — R™ funzioni continue.
Allora ogni soluzione di y(x) = f(z,y) é definita globalmente su R.

Dimostrazione. Proviamo che le soluzioni sono definite globalmente sulle semirette a de-
stra. Fatto questo, basta ripetere ’argomento per la soluzione y(—x) della corrispettiva
equazione differenziale (si nota che l'ipotesi resta verificata) per ottenere la tesi.
Supponiamo per assurdo che esista * > 0 tale che li(m) lly(z)|lx = +o0.

T—(x*) ™

Allora posso definire C* = ][cgla)iC(a:) e D* = %aﬁD(:c) per cui:

1f (@, y(2))llx < C(z) + D(@)[ly(z)|x < C* + D*[ly(x)[|x
Posso d’altra parte scrivere la versione integrale di y = f(x,y(z)) come:
o) <u0)+ [ fs.ue)ds
e passando alle norme, per ogni z € [0, z*]:
ly(@) [l < [ly(O)] + /Ox 1/ (s, y(s))llds < [y (0)]| + /Oz (C™ + D ly(s)lx)ds

< (ly(©)] + C*2*) + D* /0 *lly(s)lds
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che soddisfa le ipotesi del Lemma 4.4.2 per cui per ogni x € [0, x*]:
ly(@)]| < (ly(O)]| + C*a*)eP™
e passando al superiore:

sup ly(@)[| < ([y(0)]| + C*2*)e”™™ < +oc

z€[0,x*

da cui ho un assurdo. Dato che non esiste tale x*, allora la soluzione ¢ definita su tutta la
semiretta destra. |

4.4.6 Stabilita dei Punti di Equilibrio - Teoria di Lyapunov

Definizione 4.4.4
g si dice punto di equilibrio per x = f(z) se z = z¢ & soluzione

Definizione 4.4.5 - Punto di Equilibrio Stabile
Sia 2* € R? uno zero di f : R? — RY, Si dice che 2* & un punto di equilibrio stabile (per
tempi positivi) se per ogni € > 0 esiste 0 > 0 tale che la soluzione del problema di Cauchy:

{x’(t) = f (2(t))

0

soddisfa la condizione: sup ||z(t) — z*|| < € se ||zg — x*|| < d.
t>0

Osservazione 4.4.1
Il Teorema 4.3.2 di Dipendenza Continua dai dati iniziali ci garantisce che per ogni 7" > 0
fissato, per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che:

sup ||z(t) —z*|| <e se |zo—z*|| <o
te(0,T)

Tuttavia questo non basta, in quanto § = d(e,T") dipende da T e potrebbe succedere che:
5(e,T) "=5%0

Definizione 4.4.6 - Punto di Equilibrio Asintoticamente Stabile
Il punto di equilibrio z* si dice asintoticamente stabile se & un punto di equilibrio stabile
per cui:
lim z(t) =z~
t——+00
Definizione 4.4.7 - Funzionale di Lyapunov
Sia f : R — R? tale che f(2*) = 0. Si chiama funzionale di Lyapunov una qualsiasi

funzione V : BY(z*,r) — R* tale che:
1. V(z) =0 se e solo se z = z*
2. per ogni x € B(z*,r) vale che VV(z)- f(z) <0

Teorema 4.4.3 - Funzionale di Lyapunov =- Stabilita
Se esiste un funzionale di Lyapunov associato ad f con z* punto di equilibrio, allora z* é
stabile.
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Dimostrazione. Supponiamo senza perdere generalita che z* = 0. Fissato € > 0 introdu-
ciamo la quantita:
me = min V(x)

llz]l=e

dove l'ipotesi (1) per il funzionale di Lyapunov implica che m. > 0.
Per continuita in 0 del funzionale V'(z), possiamo considerare § > 0 tale che valga:

me
\%4 < —
V) =5

Considerato il sistema per il problema di equilibrio dato da:
(t) = f(x(t))
z(0) = xo

osserviamo che data la soluzione z(t):

%V(w(t)) = VV(x(t)) - &(t) = VV(2(t)) - f(x(t)) <0

Quindi la funzione V(z(t)) ¢ decrescente in ¢, inoltre abbiamo che se ||z(0)| < § allora
V(x(0)) < 5. Da questo segue che:

me

V(z(t)) < - ber ogni t >0 (4.5)

Quindi per forza viene rispettata la condizione di equilibrio, ovvero:
()] <e
in quanto se ad un istante ¢ > 0 valesse ||z (t)|| = ¢, allora per costruzione:

V(z(t)) = min V(z) = m.

llzll==
il che contraddice la proprieta 4.5. |

Teorema 4.4.4 - Funzionale di Lyapunov =- Stabilita Asintotica
Sia V' un funzionale di Lyapunov associato a x* ed f che soddisfi per ogni x # x*:

VV(z)- f(z) <0
Allora x* ¢ asintoticamente stabile.

Dimostrazione. Come nel Teorema precedente, assumiamo senza perdere generalita che
xz* = 0. Dobbiamo provare che lim ||z(¢)| =0 se ||z(0)] <T.
t——+oo

Dalla dimostrazione del teorema precedente segue che esiste 7 > 0 tale che (per r > 0):

[z <7 = ¥Vi>0 fz@)] <

N3

Voglio dire che questo 7 soddisfa la condizione iniziale per la stabilita asintotica.
Supponiamo per assurdo che esista un x(0) € B;(0,7) tale che x(t) 25 0. Esiste una
sottosuccessione monotona {t;}ren tale che ||z(tx)|] > d9 > 0 per ogni k € N (questo

perche la successione z(¢) dovrebbe stare frequentemente fuori da una palla B(0, dp)).



110 CAPITOLO 4. EQUAZIONI DIFFERENZIALI

Ma allora dimostriamo di pil1, ovvero che questa disuguaglianza vale su tutto R™: deve
esistere g > 0 tale che:
Vt>0 lz(t)] > eo (4.6)

Infatti dal Teorema precedente V (z(t)) € decrescente, quindi esiste tli+m V(z(t)) ed in
—+00

particolare che il limite & # 0 in quanto, a meno di sottosuccessione, per costruzione di
{t.}ren possiamo supporre che x(t;) — T # 0 e quindi che per ipotesi'®:

V(z(tx)) — V(Z) # 0

Questa supposizione & giustificata dal fatto che se esistesse una sottosuccessione {f;} con
tr — +oo tale che lim xz(tx) = 0, allora varrebbe:
k—+o0

V(z(ty)) — 0

Ma per unicita del limite avevamo che V (z(#;)) — V(Z) # 0, contraddizione.

Ne segue che non c’¢ sottosuccessione {tx} C {tx} tale che x(f;) — 0. Ma allora {t;}
¢ definitivamente fuori da un certo intorno B(0,£p) di * = 0. Abbiamo provato la
disuguaglianza 4.6.

Con questa proprieta concludiamo: abbiamo infatti provato che:

r
0 < o)l < 2
Consideriamo la quantita:

m= max VV(x):f(x)<0

co<[lzl|<5

Allora osserviamo che:

SV((t) = YV (1) - Falt) <m <0

per cui si ottiene:

0 < Via(t) = V((0) + /0 Ly (a(s)ds < V() + mt oo

che & assurdo. Ovvero lim ||z(¢)|| = 0 come volevamo. [ |
t——+o00
Teorema 4.4.5 - Stabilita Asintotica e Jacobiano
Sia x* punto di equilibrio per x' = f(x). Se si ha che
Spec (Jf(x*)) C {z € C| Rez < 0}

allora x* ¢ asintoticamente stabile.

Dimostrazione. Supponiamo senza perdere generalita che z* = 0 ed indichiamo A =
J£(0). Per ipotesi allora:
Spec(A) C {z € C| Rez < 0}

Scrivendo lo sviluppo di Taylor al 1° ordine:
f(x) = f(0) + Az + o([z]]) = Az + o([|]))
Cerchiamo un funzionale di Lyapunov V(z) che abbia la forma:
V(z) = (Px,x)
dove P € Sym(d x d) e tale che:

161 ipotesi che V(2) = 0 se e solo se = z* = 0.
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L. (Pz,z) > eolz|?
2. per ogni x # 0 vale VV(z) - f(z) <0

In questo caso si avrebbe che VV (z) = 2Px, pertanto la condizione di stabilita asintotica
del Teorema 4.4.4 diventa:

(2Px, Az + o(||z]])) <O V x € By(0,7) \ {0}
In realta basta trovare una matrice P simmetrica tale che esista dy > 0 per il quale:
(Px, Az) < =6z
in modo che, per ||z] << 1:
(2Pz, Az) + (P, o||z[])) < —260]|z[|* + o([l])) < —do]|z]?

Abbiamo ricondotto la ricerca del funzionale di Lyapunov giusto ad un problema matri-
ciale: per ogni matrice A tale che Spec(A) C {z € C | Rez < 0} esiste una matrice
simmetrica P > 0 tale che:

(P, Ax) < —bo]z|?

Vediamo che le richieste vengono tutte soddisfatte dalla matrice:
+o0o
P= / A" et A gt
0

T
A etA

infatti:

e P € Sym(d x d) perche l'integrando e ¢ simmetrico.

e P > 0 poiché:
< tAT 1A, x> = <etAx,etAx> = HetAxH2 >0

e Vediamo che:

+o00 T +o0
(Px,Ax) = / <etA etAa:,Am> dt = / <etA33, etAAx> dt
0

oo d
:/ <etAa: AetAx>d / <etAx —( tAx)> dt
A dt
1 +o0 t “+o00 1
5 [ (el de = g [ = e

da cui si ottiene la proprieta cercata con §y = 5
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Capitolo 5

Teoremi di Densita

5.1 Equicontinuita e Ascoli-Arzela
Seguono ora 3 definizioni equivalenti di equicontinuita.

Definizione 5.1.1 - Insiemi Equicontinui di Mappe tra Metrici (1)

Siano (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici.

Un insieme A C Y si dice equicontinuo se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che per ogni
xz,7' € X e per ogni f € A vale:

dx(l‘,x/) <) = dY(f(x)vf(x,)) <e€

Definizione 5.1.2 - Insiemi Equicontinui di Mappe tra Metrici (2)
L’insieme A definito come sopra € equicontinuo se la mappa valutazione

val: Y¥XxX — Y

(f,z) — [f(2)
& uniformemente continua su A x X rispetto alla distanza' d. + dx.

Definizione 5.1.3 - Insiemi Equicontinui di Mappe tra Metrici (3)
Nelle ipotesi precendenti, tutte le f € A hanno stesso modulo di continuita.

Proposizione 5.1.1
Le definizioni appena enunciate sono equivalents.

Dimostrazione. Infatti:
1= 2: Vf, f e A,Va,2' € X:

dY (Ual(fa 33,)’ val(f, ZL‘))

dy (f'(2"), f(z)) < dy (f'(2'), f(a")) + dy (f(a"), f(2))
< doo(fa f/) + dY(f(x,)v f(:l? )

Se vale (1), questa quantita si puo rendere minore di ogni preassegnato € > 0 con la sola
condizione:

opportuno

{doo<f, f<sé

dx(z,2') <§
2=3Sewal: A x X =Y & uniformemente continua ha un modulo di continuita w:

dy (f'(z"), f(z)) < wldoo(f, f') + dx (x,27))

!dove, supponendo senza perdere generalitd dy limitata, poniamo deo(f, g) = sup dy (f(z), g(x))
rzeX

113
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In particolare se f = f’:
dy (f(z), f(2')) <w(dx(xz,2')) VfeAVr,2 €X

3 = 1 Dato £ > 0 poniamo 0 > 0 tale che w(J) < e.
[ |

Lemma 5.1.1 - Convergenze in Equicontinui
Siano (X,d) spazio metrico e (E,|| - ||) spazio normato. Sia f, : X — E una successione
di funzioni equicontinue® con modulo di continuita w. Allora:

1. lUinsieme C ={z € X | fp(z) & di Cauchy} é chiuso in X.

2. se [ converge puntualmente a f : X — E, allora f é w-continua (cioé equicontinua
a {fn}) e il limite é uniforme sui compatti.

Dimostrazione. La tecnica € sempre quella di aggiungere e togliere termini misti.

1. Sia z € C. Sia c € C. Per p, q € N voglio vedere che f,(z) ¢ di Cauchy:

1fp (@) = fo@)I| < [1fp(x) = fp(O + [1fp(e) = fa()l + [ fo(e) = fo(2)]
< 2w(d(z, ) + [ folc) = fo()]]

allora per ogni ¢ > 0 esiste 6 > 0 tale che w(d) < £. Siccome z € C allora esiste

¢ € C tale che d(z,c) < 0. Dato ¢, essendo f,(c) di Cauchy, Ing € N tale che
Vp,q > ng valga || fp(c) — fy(c)|| < §. Ma allora per ogni p,q > ng vale che:

1fp(z) = fo(@)l| <&

quindi # € C: ovvero C = C.

2. Vo, € X eVn eN
1fn(@) = fu(@)] < w(d(z,2"))
e per n — oo

If (@) = f(@)] < wld(z,2"))

cioe f & w-continua. Verifichiamo che f, — f uniformemente sui compatti.

Sia K C X compatto, senza perdere generalita f = 0 su K (in quanto basta consi-
derare g, = f, — f, allora g, — 0 puntualmente ed ¢ equicontinua su K).

Sia x € K tale che | fx|loo,x = ||fk(zk)|| (ovvero xj realizza il massimo di fx|x).
Per compattezza esiste una sottosuccessione Zp; convergente a ¥ e K

13y @) < Wy (DI [y (27) = Sy ()|
< Sy (DI + w(d(a®, zr;)) = o(1)  per j — 400

Quindi, per argomento di Urysohn, || f,(z,)|| — 0 cioe || fnllco,x — O.

Teorema 5.1.1 - Teorema di Ascoli-Arzela
Siano (X, d) spazio metrico compatto e (E,| - ||) spazio di Banach.
Sia A C (CU(X,E),| - |los). Allora A ¢ compatto se e solo se:

2Ossia I'insieme {f,} & equicontinuo
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1. A é chiuso
2. A é equicontinuo

3. esiste S C X denso tale che per ogni x € S l’insieme

A(x) = {f(z) | f € A} = val(A x {z})

¢ relativamente compatto® in E.
(Oppure, una condizione pit forte (3.a) ¢ A(X) = val(A x X) é compatto)

Dimostrazione. =: Sia A compatto. Allora:
1. A & chiuso (un compatto di uno spazio di Hausdorff ¢ sempre chiuso).

2. siccome val : C(X,E) — E ¢ continua (verifica per esercizio) per il Teorema di
Heine-Cantor & anche uniformemente continua, quindi A & equicontinuo.

3. vale addirittura (3.a): siccome val & continua e A x X ¢ compatto (prodotto di due
compatti), 'immagine A(X) = val(A x X) & compatto.

<: Per questa implicazione, usiamo il Lemma 5.1.1.

Sia A C C°(X, E) con le proprieta (1),(2),(3). Proviamo che A & sequenzialmente compat-
to. Sia (fn)nen una successione in A. X & compatto quindi separabile e dato che S C X,
S & separabile. Sia {sj}ren un sottoinsieme numerabile denso C S, ovvero {s}reny = X.
Facciamo allora un argomento diagonale: esiste sottosuccesione di { f; }+ che indico { fi1}x
tale che {fy 1(s1)}x converge (semplicemente perche {fx(s1)} € A(s1) relativamente com-
patto).

Esiste analogamente una sottosuccessione { fr2}r di {fk1}r che converge valutata in s.
Costruisco similmente Vn{ fj ,, }; convergente in s,.

Piu formalmente: per induzione segue che esiste una successione di sottosuccessioni con-
secutive { fxn} tale che:

{fen+1}i € sottosuccessione di {fi}
{fen(sn) i converge per k — +oo (da A(sy) relativamente compatto)

dunque fj, converge nei punti si,...,s,. Allora la (f ;) € definitivamente sottosucces-
sione di ciascuna (fy) e quindi converge puntualmente su tutto 'insieme {sy, }nen.

A questo punto per il Lemma 5.1.1, essendo le fi equicontinue e puntualmente convergenti
su tutto X, convergono uniformemente e il limite appartiene a A (che era chiuso). |

Dimostrazione alternativa per A = C,,. Siano (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici.
Siano {z;h<j<m € X, {yi}1<i<n C Y, rispettivamente una é—rete di X e una e—rete di

Y finite. Sia w un modulo di continuita, e
Co:={f: X =Y |w— continua}
Ora Va € [n|™ (a multiindice) sia
Sa ={f € Cu 1 dy (f(2)), Ya(j)) <€ Vj € [m]}

perche ogni f € C,, appartiene a S, per qualche a € [n]™.

3Un insieme & relativamente compatto se la sua chiusura & compatta. Se X & spazio metrico completo
(esercizio) allora Y relativamente compatto < Y totalmente limitato
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ovvero l'insieme delle funzioni continue f : }
X — Y che passano a distanza < e dai punti % /¢ [
individuati con il multiindice « (funzioni co- = 7\
me nella Figura 5.1). Allora: T' ‘*
hd L] -
Co= |J S« X
agn]m

Figura 5.1: Esempio di una funzione f € S,

Osserviamo che S, ha ”diametro” finito, maggiorato da 2(e + w(d)) perche se f,g € S, e
r € X, d(x,xj) <0 per qualche j € {1,...,m}.

d(f(x),g(x)) < d(f(x), f(25)) + d(f(2), Yag) + d(Ya), 9(25)) + d(g(x5), 9(x))
<w(d(z,z;)) +e+e+w(d(z,z;)) < 2(c +w(d))

Se scelgo fo € Sa,Va € [n]™ ho trovato una n—rete finita, con n = 2(¢ + w(d)), precisa-
mente di < n™ elementi.

Di conseguenza se (X, dx) e (Y, dy) sono spazi metrici totalmente limitati e w ¢ un modulo
di continuita, anche C,, C C(X,Y) & totalmente limitato. Inoltre & completo per il Lemma
5.1.1. Segue la dimostrazione dell’implicazione <= di 5.1.1 con ipotesi (3.a) considerando
Y = A(X) compatto. [ |
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5.2 Semicontinuita

Definizione 5.2.1 - Topologia della Semicontinuita inferiore
La topologia della semicontinuita inferiore su R & data dagli aperti:

Tinf = {]Cv +OO] ’ ce E} U {@}

Osservazione 5.2.1 - Compattezza in Ting
Un insieme C' C R non vuoto ¢ compatto in 7y¢ se e solo se ha minimo.

Definizione 5.2.2 - Semicontinuita inferiore
Sia f : X — R dove X & spazio topologico. f € semicontinua inferiore se € continua
rispetto a Tiur su R.

Definizione 5.2.3 - Semicontinuita inferiore sequenziale
Sia f: X — R. E semicontinua inferiore sequenzialmente se lo ¢ rispetto a 7. Cioe se
per ogni xp — x*:

liminf f(zx) = f(xs)

k—o0
Proposizione 5.2.1
Siano f : X — R semicontinua inferiore (sequenzialmentet) ed X spazio topologico
compatto (sequenzialmente). Allora f ha minimo.

Dimostrazione. f(X) & compatto in (R, 7,¢) che & non vuoto visto che X stesso ¢ non
vuoto e quindi ha minimo.

Sia {z}reny C X una successione minimizzante: f(xy) — inf f(X). Per compattezza
sequenziale si puo assumere senza perdere generalita che xp convergente in X a un punto
¥ e X.

Allora per 'ipotesi di semicontinuita inferiore sequenziale:

inf f = lim f(xp) = lminf f(zx) > f(z¥)
k—00 k—o00
quindi z* € minimo. [ |

Proposizione 5.2.2
Sia {fx : X — R}xea una famiglia di funzioni semicontinue inferiori. Allora l'inviluppo
superiore f(x) = sup fy € semicontinua inferiore.

AEA
Dimostrazione. Infa@i: A C R ¢ tale che sup A > ¢ se e solo se esiste a € A tale che a > c.
Quindi per ogni ¢ € R e per ogni x € X:

sup faz) >c <= FAeA:filz)>c
AEA

cioe
{ilelg fr> c} = )\LejA{f,\ > c}

che e aperto di 7. [ |

4La proposizione vale equivalentemente nel caso sequenziale.
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5.3 Lunghezza di Curve e Hopf-Rinow

Definizione 5.3.1
Si dice suddivisione, o partizione, di un intervallo [a, b] una n-upla finita di numeri reali
a=2z1 <x3<..<z,=D>esiindica P € Pla,b].

Definizione 5.3.2 - Lunghezza di curve in metrici

Sia (X, d) spazio metrico. Siano v : [a,b] = X una curva e P = {x3}}_, € Pla,b] una
suddivisione.

Definiamo la lunghezza parziale di v su P come:

(v, P)=>_d(y(xx), (zr-1))
k=1

La lunghezza della curva ~ allora é:

I(v,[a,b]) = sup I(v,P)
PePla,b]

Proposizione 5.3.1 - Proprieta
Valgono le sequenti proprieta:

1. additivita: siano a < ¢ < b numeri reali e v : [a,b] — X una curva. Allora:
L(y; [a, b]) = U(v; [a, ]) +1(7; [e, b))

2. invarianza per riparametrizzazione: sia o : [a,b] — [c,d] una funzione bigettiva
monotona tra intervalli e sia 7 : [e,d] — (X, d). Allora:

l(7 ©a, [CL, b]) = l(ryv [C’ d])

3. scrittura con limite: supponendo v € C°([a,b], X), allora:

1(77 [avb]) = |IL1|IEOZ<77P)

dove |P| = ming d(zg, Tx41)

4. scrittura con integrale: supponendo v € C([a,b],E), dove (E,| - |) spazio
normato. Allora:

b
1(7,[a,8]) = / (@) |de

Dimostrazione. Per le relative dimostrazioni si consiglia di riguardare i propri appunti di
Analisi 1, sperando che non siano gia stati bruciati |

Proposizione 5.3.2 - Continuita del funzionale lunghezza rispetto all’intervallo
Siano v € C([a,b],X) e L =1(v,]a,b]). Allora il funzionale:

[a,b] —> [0, L]
r  — (v, ]a,z])

é continuo e crescente su [a,b].
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Dimostrazione. La crescenza € ovvia.
Proviamo che & continua (a sinistra) in b: Sia L' < L = {(v, [a,b]). Proviamo che esiste
b < b tale che (v, [a,b']) > L'

DISEGNO
Per definizione esiste P € Pla, b] tale che

n—1

L'<Y d(y(wr), y(zx-1)) = €3, P) = d(3(20-1),7(b))
k=1

(si puo sempre prendere P in modo che I'ultimo addendo, d(vy(z,-1),7(b)) sia piccolo,
perche v € continua in b) E poiche il termine a destra ¢

(v, P\{b}) < £(v, la, zn-])
si & trovato b’ := z,_; tale che L' < I(v,][a,b]). Cid prova la continuita in b. Allora
considerando 7|4 ¢ si ha che & continua a sinistra in ogni ¢ € [a, b]. Considerando
Yz —=0b—a+z) € C(a,b], X)

(ripercorre v alla rovescia) si ha che ¢ continua a destra la x — (v, [z, b]); poiche

(v, la, z]) = €y, [a, b]) — £(v, [, b])

anche x — ((v, [a, z]) & continua a destra. [ |

Proposizione 5.3.3 - Continuita del funzionale lunghezza rispetto a v
1l funzionale:
C([a,b],X) — [0,+00]
gl — (v, a,0])
¢ semicontinuo inferiormente rispetto alla convergenza uniforme (e sequenzialmente semi-
continuo inferiore rispetto alla convergenza puntuale.)

Dimostrazione. Immediata dalla definizione:

U(v,[a,b]) = sup L(v,P)
PePla,b]

n
ed inoltre la funzione v — ¢(~, P) = > d(y(zk),y(zk—1)) & continua e, come ricordato,
k=1

inviluppo superiore di funzioni semicontinue inferiori & semicontinua inferiore.

Osservazione 5.5.1

In altre parole 7 : [a,b] — X continua di lunghezza L si puo riparametrizzare su [0, L + 1]
(o [0,L + ¢]) in modo che sia 1—Lip o anche riparametrizzare su [0, 1] in modo che sia
(L +1)-Lip

Teorema 5.3.1 - Teorema di Hopf-Rinow

Sia (X, d) spazio metrico compatto e siano xg,x1 € X collegati da un cammino di lunghezza
finita. Allora esiste un cammino di lunghezza minima tra quanti collegano xg e 1.

In altre parole, se l'insieme

010711 = {’7 € C([Ov 1]7X) ‘ ’7(0) = o , ’7(1) =Ie l(’Y? [07 1]) < OO}

é non vuoto, allora il funzionale "lunghezza” v — (7, [0,1]) ammette minimo in Cyy 4, .
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Dimostrazione. Per ipotesi esiste una curva continua fra zg,x; di lunghezza finita L.
Allora:

inf £(~,[0,1])= inf  £4(7,[0,1]) =% inf  £(~,[0,1
bl 0,00 =l 01D =0 il (3,[0,1)
£(~([0,1)<L lip(y)<L+1

e 'estremo inferiore € un minimo perché la funzione & semicontinua inferiormente e perché
I'insieme {7 : [0,1] — X | lip(y) < L + 1} & compatto per Ascoli-Arzela. La curva che
realizza il minimo & quella cercata. |

°E un insieme pilt piccolo che ha lo stesso estremo inferiore: stiamo infatti prendendo le stesse curve
ma riparametrizzate per essere L-Lipschitz (sappiamo che ogni curva con lunghezza finita pud essere
riparametrizzata per 1’Osservazione 5.3.1).
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5.4 Polinomi di Bernstein

Definizione 5.4.1 - Polinomi di Bernstein
Sia f :[0,1] — C una funzione. Il suo polinomio di Bernstein di ordine n € N ¢:

.50 =3 (1)1 (£) ey

k=0

5.4.1 Costruzione euristica

Partendo dall’operatore derivata, dove I C R intervallo:

D: CYI) — C%)
foo—f

si puo considerare la sua approssimazione discreta D,, definita:

f (e +a) - (*5e)

Dpf(x) =

3=

Si puo riscrivere questa approssimazione usando altri operatori lineari ”traslazione” e
"moltiplicazione” definiti su C® — CR:

e in particolare si ottiene:

Dy =nbums (7‘% - I) (5.1)

A questo punto, si possono definire i polinomi di Bernstein tramite una successione in
neN:
Bof = f(0)
By f(0) = f(0) (5.2)
DB, =B, 1D,

ed in particolare, usando l'operatore di valutazione: ev,(f) = f(x):

evy By = evyg = evg By,
DB, = B, 1D,

Citazione 4. Naturalmente se volete questoo... é un divertimento!

Ecco, quasi sempre quello che si fa in una trattazione &, per risparmiare tempo, sem-
plicemente cacare li la formula dell’operatore di... del polinomio di Bernstein e do-
po studiarne le proprieta e va benissimo, insomma. Pero dato... wvisto che stamo

matematici vogliamo capire cosa ¢’¢ dietro!

Vediamo come le relazioni di ricorrenza di parentesi portino alla formula di B,. Dalla
terza equazione del sistema 5.2 si ha, per f € C°([0,1]) (essendo B, f(0) = f(0)):

Buf(x) = £(0) + /0 " B Dof(t)dt
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e per induzione € quindi un polinomio in x di grado < n. Quindi in particolare coincide
con il suo polinomio di Taylor in 0 di ordine n.
Iterando abbiamo che:

DB, = B, 1 - Dp_pi1----Dp_1- Dy
Ora, valgono le proprieta tra operatori:
Ta+b = TaTh
dab = 0a0p
Tabp = (517_17',155 < 0pTa = TapOp
dove D'ultima &: f(z) — f(z + ab) = f (b(§ + a)).

Citazione 5. E’ quello che ci dice come si scambiano... come diciamo... cosa succede
quando la dilatazione incontra una traslazione per strada e dice: ”Buongiorno, buon-
giorno!” e poi "Uh!” un treno col corridoio stretto... va bene. Il... si! La dilatazione
mette la mano nel portafoglio della traslazione e "FIU”, e ab come non ¢ rimane solo
con a. Va bene.

Dalla scrittura dell’equazione 5.1 si riscrive:

Du=n(rs —1)ous
n—1 n
Dimostriamo per induzione su n che possiamo scrivere:

k
Dn,kﬂ...Dn_an:(n—k—i—l)...(n—l)néﬂ (Tl—[>

n

e moltiplicando la formula a sinistra per:

Dy x=mn—k)0nr1 <Tﬁ —I)

si trova: o -
Dy (Do -+ DaoiDy) = nl(n = 1) .. (0= K)Sucis <Tﬁ - I) b (T% . I)k
=nn—1)...(n— k)dn;ﬁ;lénT—k (7'% — I) (7'% — I)k

=nn—1)...(n —k)dn-s (7'1 - I)k+1

n

n

Citazione 6. Quindi c’¢ questo abominio, va bene...

Quindi per calcolare la derivata abbiamo che:

D*By = By Dot - Dn = o B o (T% _ I)
Dalla definizione ricorsiva 5.3, By f ha grado 0 quindi, ricorsivamente, dato che DB, =
Bp_1D, ha grado n — 1, B, ha grado n. Quindi il polinomio di Taylor di ordine n in 0 di
B, f & proprio B, f perche D*B,f =0 per k > n e si ha:

ev, B, = ev J:—Dan = ey, [ z* <n> B, p0n—x (71 — 1 ]
0 LZ:O k! 012 k WOnZE ( 0 )

k=0
dove stiamo indicando evq : f — T),(z,0, f) il funzionale valutazione in 0 ed invece x & un
parametro. Dato che evgBy = id e evgd, = id:
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Citazione 7. Ora si semplifica tutto magicamente...

et =3 ()2 (1) | -

k=0

Citazione 8. A questo punto dico (in falsetto) TOP!! e allora...

...per la formula del binomio di Newton:

n

= e [I+CB (71 - I)}n = valy [am-; +(1—x)I
= ey [Z <Z> (1 - :r)nkaj]
k=0
Da qui viene 'espressione per B, f:
(g nke(F
Buf@) =" (7)ot 0o (5
k=0

cioe B, f € una combinazione convessa dei valori di f nei nodi 0, %, R

Citazione 9. Volendo ora ci siamo divertiti ma se volessimo fare in modo piu stan-

dard...

Proposizione 5.4.1 - Proprieta di B,
Valgono le sequenti proprieta:

1. Doperatore By, verifica le proprieta definite da 5.3.

2. By, ha valori sulle funzioni polinomiali di grado < n e non aumenta il grado di tali
polinomi.

3. si verifica per i monomi 1, x e 2% che:

B,1=1

B,x==x

Bpa?=(1-1)22+2
4. Doperatore B,, ¢ positivo per funzioni f : [0,1] — C:

f>0 = B,f>0

e lineare:
f >g9 = an > Bphg

5. in norma degli operatori || - ||: ||Bn| =1

Dimostrazione. Dimostriamo i fatti separatamente.
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1. Segue dalla costruzione appena fatta dei polinomi di Bernstein, in particolare dal
fatto che B, f & il suo polinomio di Taylor di grado n. Infatti a quel punto, il
differenziale D" B,, ¢ proprio nella forma cercata.

2. Segue sempre dall’osservazione precedente.
3. Calcoliamo separatamente questi polinomi.

e B,1 =1 ¢ banale.

e Derivando il polinomio Byx si ottiene:
(Bpz) = Bn,_1Dpx =B, 11=1

ed in 0 vale 0. Per cui B,z = .

e Derivando il polinomio B,z? si ottiene:

(Buz®) = Byt (Dna®) = nB,—

() ()
oo o)

quindi come nel caso precedente, conoscendo il punto iniziale segue:

1
Bpx? —(1—)m2+x
n n

4. Segue direttamente dalla definizione del polinomio di Bernstein.

S

5. Dato f € C([0,1],R) tale che | f||co < 1segue che || By, f|lco < 1. Maallora || B, f|loc <
Il flloo, ovvero || By|| < 1. In particolare, ||B,1|| = 1 quindi la norma dell’operatore &
proprio 1.

Teorema 5.4.1 - Teorema di Bernstein

Gli operatori B, : C'(I) — C°(I) di Bernstein convergono puntualmente all’identita. In
altre parole, per ogni f € C*(I) si ha che Bnf — f uniformemente per n — +o00.
Precisamente, dato w modulo di continuita concavo® per f e dato € I:

(@) — Buf(z)| <w ( M)

cioé
15 = Buflles < (572

Dimostrazione. Sia f € C°(I,R) con modulo di continuita concavo w; sia z € T

[f(x) = Bnf(x)| = |f(2)Bnl = Bnf(z)|

B () (o

-1 (%) \ (})ata—ar <

<
k=0

6Si pud sempre considerare senza perdere generalitd un modulo di continuitd concavo.
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per subadditivita della norma ed w modulo di continuita:

=3 (o= E) (-t
=0

per la disuguaglianza di concavita della funzione concava’ t — w(v/1):

k
r— =
n

e |2
_ — k(1 — p)n—k

(##) < w an <Z>

k=0

I’espressione sotto radice € il polinomio di Bernstein della funzione:
t— |z —t|> = 2% — 2tz + 12

calcolato in @ (x & parametro). Cioe®:

1 1-
2°By1 — 22B,(x) + By (2?) = 2* — 22° + (1 - > 2yt _l-2)

(@)~ Buf(a)] < ( (‘”“;‘”))

e prendendo” il sup si ha:
z€[0,1]

Dunque:

Hf - an”oo <w <2\1/ﬁ>

che ¢ infinitesima per n — 4o00. |

Osserviamo che il Teorema di Bernstein segue dal fatto che per p € {1,z, 22} si puo
vedere che B,,p — p uniformemente. Questo fatto puo essere generalizzato con il seguente
teorema.

Teorema 5.4.2 - Teorema di Korovkin
Siano Ly, operatori lineari positivi su CO(I) tali che per p € {1,z,2?} valga:

L,p — p wuniformemente
Allora per ogni f € C°(I) vale che:

L,f — f wuniformemente
cio¢ L, — I puntualmente come mappe C°(I) — C°(I).

Commento 7. (dire essere lineare positivo implica essere continuo come abbiamo gid
osservato). Questo prova il teorema di Bernstein, considerando B, come operatore, che
effettivamente & lineare positivo

Tlo === 5)°

8La notazione (z) indica la funzione identica.
9Usiamo il fatto che z(1 — z) < % per z € [0,1].
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Dimostrazione. Sia f € C°(I), sia € > 0 e Va € I, sia m, € R tale che valga:

pa(z) = fla) + £+ me(z —a)® > f(z) Vzel

Basta per esempio prendere \ /\)
f(x) = fla) — €

Ma = 088 (x —a)? ﬁ\/ £
r#a

Perché abbiamo massimo? Perche una funzione conti-

nua che su a assume valore —oo e dunque anche se non o
¢ continuo Weierstrass si applica lo stesso l'esistenza  p. gura 5.2: Rappresentazione gra-
del massimo. fica di p,

Vale allora che:
0 <pala)— fla) =< 2

quindi ¢’¢ un intorno U, di a in I tale che

0 < pg(a) — f(a) < 2e Vx € U,

Per Heine-Borel vi sono a1, as,...,an € I tali che U,,,...,U,, ricoprono I compatto.

II-llo

Poiche ogni p,; € un polinomio di grado < 2, Lpps; — pa,; j = 1,2,...,m e quindi
Lnpa; < pa; +¢
definitivamente (Vn > ng,j = 1,2,...,m) Inoltre essendo f < p,, anche
Lynf < Lnpa; < pa; +€

definitivamente, quindi
L,f < min 4+e< f+2e+
nf < 1§j1§ Pa; +€ < E+e

dove l'ultimo < segue perche Vo € I vi & un jgy tale che x € Uaj0 € Pay, < f(x) + 2e.
Lo stesso argomento applicato alla funzione — f dice che L, f > f — 3¢ definitivamente, e
quindi

|Lnf — f]| <3esul

cioe | Lnf — flloo,r < 3¢

Teorema 5.4.3 - Teorema di Temple
Sia f:]0,1] = R convessa. Allora la successione By f ¢ decrescente.

Dimostrazione. Sia f :[0,1] — R convessa; n € N.

Si osserva che Vk = 1,...,n vale che:
k—1 k k
n n+l n
e quindi il termine centrale si puo scrivere come combinazione convessa dei due estremi:'?
k k k—1 n+1—-k k
e . _|_ . —
n+l n+1 n n+1 n

10Se ho a < ¢ < b posso scrivere ¢ come combinazione convessa: ¢ = 2=Sq 4+ £=2p
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Applichiamo la disuguaglianza di convessita per f

k k k—1\ n+l—k [k
f<n+1>§n+1’f< n >+ n+1 f<n>

questo ¢ valido anche per k = 0 oppure £ = n + 1. Moltiplico per (" +

(n+1! .
kl(n+1—k)!"

) =
(e ) =G) o (5) ()« ()

Moltiplico per (1 — z)"*'=* sommo per k =0,1,...,n + 1:

Bni1f(z) S xBnf(x) + (1 — 2)Bnf(x) = Buf(z)

5.4.2 Interpretazione Probabilistica

Possiamo dare un’interpretazione probabilistica ai polinomi di Bernstein e al teorema di
Bernstein.

Polinomi di Bernstein

Siano f € C°(I), n € N\ {0} e wy,...,w, variabili aleatorie di Bernoulli di parametro!!

€ [0,1]. Posso identificare il cammino randomico composto da n passi di lunghezza %

n
_ Wk
=D

n

come:

Teorema di Bernstein

Il Teorema di Bernstein puo essere allora interpretato come la Legge Debole dei Grandi
Numeri, ossia: per ogni € > 0 vale che per n — +oc0:

o[ (E2) o

k=1

>£] —0

Hcioe tale che Plw; = 1] =z
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5.5 Teorema di Stone-Weierstrass

Teorema 5.5.1 - Teorema di Dini

Sia X topologico compatto, e sia { fi}ren successione monotona di funzioni continue fy :
X — R

Supponiamo fr — f puntualmente. Allora la successione converge uniformemente a f.

Dimostrazione. Senza perdere generalita, consideriamo f(x) = 0 per ogni € X. Suppo-
niamo fi(z) > 0 ed fr11 < fr per ogni k € N.
Fissato € > 0, dato x € X esiste n, € N tale che:

fna () <€

e vale di piu, vi ¢ un intorno U, di x tale che f, (y) < € per ogni y € U,. Per com-
pattezza, esistono zi,...,x, tali che U,,...,U,, ricoprono X. Ma allora per N =
maz(ng,, ..., Ny, ) vale:

In(z) <e

per ogni x € X. Dato che questo vale per ogni ¢ > 0, allora f, — f uniformemente. N

Definizione 5.5.1 - Algebra di funzioni
Un’algebra di funzioni sul campo K e sull’insieme S & un sottospazio vettoriale A C K¥
tale che:

fagEA = ngA

In particolare I'algebra ¢ unitaria se la funzione costante 1 € A.

Notazione 5.1 - Max e Min
Siano a,b € R. Allora denoto:

aVb=maz(a,b) =1
aAb=min(a,b) = 3(a+b—|a—b|)

Definizione 5.5.2 - Reticolo
Un reticolo di funzioni reali sull’insieme S & un sottoinsieme R C R tale che per ogni
fi9 € R:

fvg, fAhgeR

Proposizione 5.5.1
Ogni R-algebra di funzioni limitate, chiusa uniformemente, ¢ un reticolo.

Dimostrazione. Sia'? A C B(S,R) un’algebra di funzioni chiusa per || - ||oo,s-

E sufficiente provare che per ogni f € A si ha |f| € A.

Siccome per ogni & > 0 vale che | f| = $|df|, basta verificarlo per f € A tali che || f|lo < 1.
Sia {pn} C zR[x] una successione di polinomi convergente uniformemente su [0,1] a /z.
Ma allora p, o f2 € A (perché A & algebra, quindi chiusa per le operazioni + e -) e converge
uniformemente a \/f2 = |f|. Infatti, siccome {f2(s): s € S} C [0,1]

1m0 F2 =1 fllloo.5 = suP [pa(f*(5)) = [F()I] < sup |pa(t) = VI = [Ipn = V/]loo o1
ses te[0,1]

dunque p,o f? unif |f| e siccome A & chiuso uniformemente si ha |f| € A. Segue la tesi. W

2Tndichiamo B(S,R) Iinsieme delle funzioni f : § — R limitate (bounded).
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Proposizione 5.5.2
Un reticolo R di funzioni continue su uno spazio compatto X é uniformemente denso in
C(X,R) se ogni “problema di interpolazione'® su 2 punti” ha soluzione.

Dimostrazione. Sia X compatto, R C C(X) reticolo con la proprieta di risolvere il pro-
blema di interpolazione su 2 punti.

Sia f € C(X) ee > 0. Per ogni z,y € X esiste | | Y
una funzione g, , € R tale che: ///m \///\ L\// —[\]— + ¢
-\ p
f(Z) < gx,y(z) < f(Z) +e // \/ o

.‘

valga per i punti z = x e per z = y, quindi per
conservazione del segno (f continua) anche in un
intorno Uy, di {z,y}.

Dato che X compatto, per ogni x fissato vi sono yi,...,ym € X tali che {Usy, }1<i<m sia
un ricoprimento finito di X. Consideriamo la funzione:

9z = Gzan V Jzye VoV Gry, € R

Ora, per ogni z € R ¢’¢ un indice j, tale che z € U, ,, . Per definizione di g, allora per
ogni z € X:
f(2) < g2(2)
Inoltre, considerando l'intorno aperto di z definito V, = (] Uy, osserviamo che
i=1,....m
9z(2) < f(z) + € per ogni z € V.
Facendo variare il punto fissato x € X otteniamo che {V, },cx € un ricoprimento aperto
di X.
Per compattezza esistono xy,...,z, taliche X = |J V.
=1

i=1,...,n
Definiamo allora la funzione:

9= Gz1 NGz N NGy
Per costruzione, g € R ¢ tale che per ogni z € X:
f(z) < g(x) < fz) +¢
da cui segue che R & uniformemente denso in C(X). [

Definizione 5.5.3 - Insieme Separante
Un insieme di funzioni F C K® & separante se:

Vs,s' e Sdistinti I feF:  f(s)# f(s)

Definizione 5.5.4 - Completamente Regolare
Sia X topologico. X si dice completamente regolare se per ogni € X ed F C X chiuso
tale che z ¢ F esiste f € C(X) per cui:

flz)=1 flr=0

3Formalmente, il problema si pud definire: per ogni x,y € X distinti e per ogni a,b € R esiste f € R
tale che f(z) =aed f(y) =0
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Definizione 5.5.5 - Spazio di Tychonoff
Sia X spazio topoogico. X si dice di Tychonoff se & completamente regolare e Hausdorff.

Teorema 5.5.2 - Teorema di Stone - Weierstrass
Sia A un’algebra chiusa e separante di funzioni continue su uno spazio compatto X .
Allora vale una delle sequenti:

1. A=C(X)
2. esiste vg € X per cui A = My, ideale massimale definito:

Mz ={f € C(X) | f(x0) = 0}

Dimostrazione. Sia X spazio compatto e sia A un’algebra chiusa di C'(X) e separante.
Quindi un reticolo per la Proposizione 5.5.1 (quindi X ¢ T5). Vi sono 2 casi:

1. Non vi ¢ alcun zero comune delle f € A:
VeeX3IfeAlf(x)#0

Allora ogni problema di interpolazione su due punti ha soluzione in A. Infatti dati
x # 1y in X, siccome A & separante esiste f € A tale che f(z) # f(y).

Inoltre, si puo prendere f in modo che f(x) # 0, f(y) # 0. Posso farlo perche per
esempio se fosse f(z) = 0 (quindi f(y) # 0) posso usare invece di f, f + g con
g € A tale che g(z) # 0 ed € > 0 abbastanza piccolo affinché f + g non si annulla
ne in x ne in y e ha valori diversi in z e y.

L’insieme di coppie {(u(z),u(y) : u € A} C R? & uno spazio vettoriale. In particolare
gli elementi (f(z), f(y)) e (f2(z), f?(y)) sono linearmente indipendenti:

flx)  f)]| _ 2() — f2(z — flx — flx
dee| L) T | = 10100 - P@10) = F0F 00~ ) #0

dunque lo spazio generato dai due vettori & tutto R?: come dire che ogni problema
di interpolazione su {x, y} ha soluzione. Allora, per la Proposizione 5.5.2, A ¢ denso.
Dato che & chiuso, A = C(X).

2. Vieun zg € X zero comune a tutte le f € A (che & anche 'unico, altrimenti l’algebra
non sarebbe separante).
In questo caso la mappa:
+: RxA — R+ A
Af) s At
¢ un omeomorfismo lineare con inversal:
R+A — RxA
g > (9(x0),9 — 9(20))

Questo implica che R+.4 C C(X) & completo perche!® lo @ Rx A (a cui & omeomorfo).
Quindi & chiuso; ¢ un’algebra; separa i punti (gia lo faceva 4 e A C R+ .A), contiene
le costanti dunque cade nel caso precedente: R + .4 = C'(X). Segue che:

A=M, ={feC(X): f(xg) =0}

che €& un ideale massimale.

MDato che f(zo) = 0 per ogni f € A, c’¢ solo una possibilita per A, dato un elemento dell’immagine
della funzione +.
5essendo R completo e A chiuso
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Proposizione 5.5.3 - Ideali massimali di C(X)
Sia X compatto. Allora gli insiemi M, con x € X sono gli unici ideali massimali di
C(X).

Dimostrazione. Osservo che innanzitutto che gli insiemi M, con x € X sono tutti massi-
mali, in quanto sono iperpiani di C'(X).

Viceversa sia M ideale massimale di C'(X), dimostro che vi € uno zero comune a tutte le
funzioni di M. Se cosi non fosse, per ogni x € X considero g, € M tale che g,(y) = 0
per ogni y € U, intorno di x. Per Heine-Borel vi sono x1,...,z, tali che U,,..., Uy,
ricoprono X. Definisco allora:

9=0z+ "+,

e osservo che g(x) > 0 per ogni z € X. Allora & ben definita % € C(X) reciproco. Ne
segue che g € M e g invertibile, ovvero M = C(X), assurdo. |

16 Consideriamo C(X) come spazio vettoriale delle funzioni continue X — R. Denotando f = 1 la
funzione costante ad 1, si pud scrivere C(X) = My, @ span{f} (verificando che ogni funzione g € C(X)
si pud decomporre nella somma diretta, dato che g — g(zo) € Ma,). Ma dimSpan{f} = 1 quindi Mg, &
un iperpiano.
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5.6 Conseguenze

5.6.1 Sulla convergenza dei Polinomi di Bernstein

Definizione 5.6.1 - Norma || - ||cr
Consideriamo lo spazio C"(I). Allora si definisce la norma:

£ ller = 11 Flloo + 1F P loo + -+ 1F 7 oo

Proposizione 5.6.1 - Convergenza B,
Sia f € C"(I), allora risulta che per n — 400 ed in norma || - ||cr:

Buf — f

cioe il Teorema di Bernstein implica il Teorema di Weierstrass'” .

Dimostrazione. Se f € C"(I), risulta che B, f ey f dove per ogni g € C" vale:

lgller = 19lloe + 19 llse + - + 119 ]|os

quindi migliora non tanto la velocita di convergenza, quanto la qualita della convergenza.
Si era osservato che se A,, — A puntualmente, A, € L(E, F), E, F spazi normati e C,, —
C puntualmente € L(F,G) e C, sono limitati (||C,|| < K) allora anche C,A, — CA

puntualmente; infatti

|CrApv — CAv|| < ||Cr A — CrAv|| + ||CrAv — C Av||
< NCalll Anv — Av|| + [|Cr(Av) = C(Av)|| = o(1)

Nel nostro caso: DB, = B,_1D, e D, : CY(I) — C°I) sono lineari, convergono
puntualmente a D : C*(I) — C°(I). Infatti Vf € C1(I) e Yz € I:

e+ 5) — f(rte)

Dnf(x) = = f'(&)

S|=

con =1y < ¢ < 21y 4 1 quindi [z — ¢ < L e se w & modulo di continuita di f € C°(I)

I1Duf = s <0 (7

cio¢ D,, — D puntualmente su C*(I).
Quindi: Vf € CY(I)
Dan = Bn—anf |%>0 f/

B,f —
cioe nf H-Ilf e piu in generale, se f € C"(I),r € N,
(an)/ — f/
D*Buf = By Dy g1 - Duf 5 g8
dunque se f € C"(I) la successione By, f converge a f nella norma || - ||¢r:

(Bof)® Mo ¢®) e k= 0,1,...,r

"I polinomi sono un insieme denso su C°([a,b]), || - [|co,[a.b)-



5.6. CONSEGUENZE 133

Vale anche il viceversa:

Proposizione 5.6.2
1l Teorema di Weierstrass implica il Teorema di Bernstein.

Dimostrazione. Infatti dico che B,, f M f per ogni polinomio f, per induzione su deg(f):
e degf < 0: allora f e costante, ovvero B, f = f.

e degf > 0: dato che (B, f) = B,—1D,f, siccome degD, f = degf — 1, per ipotesi

induttiva, per ogni f polinomio abbiamo che (B, f) g f.
Siccome B, f(0) = f(0), per il Teorema di Limite sotto il Segno di Derivata, B, f —
f. Ovvero B, f — f uniformemente per ogni f polinomiale.

Gli operatori B,, come applicazioni C°(I) — C°(I) sono una successione equicontinua
(sono 1-Lipschitz in quanto ||B,|| = 1 Vn). Quindi I'insieme:
{f € C°(I): B,f converge in || - ||}

¢ chiuso in C°(I) (applicando il punto (1) del Lemma 5.1.1), ma contenendo 'insieme dei
polinomi, denso per Weierstrass, & tutto: B, f converge Vf € C°(I). 1l limite B,, — L &
uniforme sui compatti quindi & sequenzialmente continuo. Dato che L & I'identita quando e
valutato sull'insieme dei polinomi (che & un insieme denso), & I'identita su tutto C°(I). M

Definizione 5.6.2 - Polinomi di Bernstein Vettoriali
Sia (E, || - ||) spazio di Banach. Possiamo definire formalmente gli operatori B, D e D,

per curve:
f:00,1] — E

Osservazione 5.6.1
Valgono tutti i risultati gia dimostrati nella Sezione 5.4 (a meno della positivita di B,,).
5.6.2 Sul Teorema di Stone-Weierstrass

Sia X spazio topologico compatto ed A C C(X,R) un’algebra chiusa.
Consideriamo il seguente insieme (che individua una relazione di equivalenza per i punti
di X):

Ry = {(:L“,x') EXXxX|flx)=f@@"Vf G.A}

e la proiezione al quoziente (compatto per continuita di 7):
m: X — X/Ry
Per costruzione dell’insieme R 4, per ogni f € C(X,R) vi e f: X/R 4 — R tale che:
f=Ffor
Si puo allora definire 'algebra:
A={geC(X/Ra)|gome A}
Vi & quindi I'isomorfismo algebrico:

T

A
o

™

SN

—
— g
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che & anche isometria dato che!8:

7 = max |g(7(z))| = max =
7 (6 = g (o) = e 1o(0)] = Lol

Inoltre vale che:

1. A chiuso in C(X), infatti A chiuso in C (X) completo, quindi A completo, da cui
segue per isomorfismo A completo, chiuso.

2. A separante per costruzione.

Si pud applicare il Teorema di Stone-Weierstrass: A ¢ I'ideale generato da 1 € C (X/R4)
o un ideale massimale di C(X/R4).

Corollario 5.6.0.1 - Corollario di Stone-Weierstrass (reale)
Sia X spazio compatto, A C C(X,R) algebra chiusa. Allora vi é una partizione F in
chiusi di X tale che valga una delle sequenti:

1. A={f e C(X,R) | flc costanteV C € F}

2. esiste un chiuso Cy € F tale che:

A={feC(X,R) | flc costanteV C € F e f|c, =0}

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalla discussione precedente, considerando F come
I'insieme delle fibre della funzione 7 (ogni fibra infatti corrisponde a f~!(x) chiuso, dove
x € R):

1. se A= C(X/R4) allora ¢ soddisfatto il caso (1).

2. se A = M,, ideale massimale di C(X/R4) con zg € X, allora ¢ soddisfatto il caso
(2) dove Cy = f~1(xp).

Corollario 5.6.0.2 - Corollario di Stone-Weierstrass (complesso)
Sia X spazio compatto, A C C(X,C) algebra chiusa uniformemente, separante ed autoco-
niugata'®. Allora vi é una partizione F in chiusi di X tale che valgano:

1. A=C(X,0C)
2. esiste x € X tale che A = M,

Dimostrazione. Dato che I'algebra ¢ autoconiugata posso scrivere (definito I'insieme Ag =

{feAlf="r}):
A= Agr + iAr

dove in particolare:

1. Ag ¢ un’algebra: se f,g a valori reali allora f + g, f - g a valori reali.

2. Ar ¢ separante: dati z,2’ € X elementi distinti, esiste f € A separante tale
che f(z) # f(«'). Allora Ref(x) # Ref(z') oppure Imf(x) # Imf(a'), dove
Ref,Imf € Ag.

Questo vale perche 7 & surgettiva.
19Un’algebra ¢ autoconiugata quando per ogni f € A vale f € A o equivalentemente Re(f) € A.
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3. Ar ¢ chiuso in C(X,R): visti come spazi vettoriali vi & un isomorfismo lineare
A Ar x Ar. Dato che A ¢ chiuso, & completo. Allora Ar x Agr completo, per cui
Ar = Ar x {0} completo (e chiuso).

Applicando il Corollario 5.6.0.1, segue che:
1. Ag = C(X,R) per cui A =C(X,C)
2. Ag = MNC(X,R) cioe A =M
che ¢ la tesi. |

Teorema 5.6.1 - Teorema di Miintz-Szasz
Sia I = [0,1]. Data una successione non negativa () tale che Ao =0 e Ay — 400 vale
che:

+o00
Span(xz™ | k € N) ¢ denso in C([0,1],R) se e solo se > i = +o0
k=1
Dimostrazione. (Golitschek, 1980)
Sia ¢ > 0. Mostriamo che x? € span(z**). Allora nella chiusura vi sono tutti i polinomi
(che sono sottoinsieme denso in C(]0, 1], R), quindi la chiusura & tutto C([0,1],R)).
Consideriamo la successione {@,} C C(I,R) definita per ricorrenza:

Qo(x) = 21
Qn(2) = (A — Q)2 [} Quor (Bt~ ndt

Citazione 10. successione tirata fuori dal CAPPELLQO!!

Allora seguono 2 considerazioni:

e vale la scrittura (con ag, € R):

n
Qn(x) =27 — Z g
k=1

Infatti per induzione:

— n = 0: banalmente verificato.
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— n > 0: per ogni termine t* dell’espressione di Q,,—1 (ovvero dall’ipotesi induttiva
per a = g oppure a = A\g, 1 < k < n) vale:

1
(An - q)x)\n / tat_l_/\ndt = (An - Q)CCCM [ta_)\n]i = ()\n — q)C(i)\n o I‘a)

1
a—An°

2,1 < k <r (con coefficienti = 1 per z9).

con C' = Quindi per ipotesi induttiva, @), &€ combinazione lineare di =4 e

e vale la stima:

1
@) < Pl 1Qu s [t

T

1 q
< A= dl - 1Qn-1lloos— (1 = 2*) < 1= =1 | Qn-tlloos
An An
quindi [ Qnllos < |1 = 1| 1Qn-1]l ed essendo | Qolloc = 1:
s q
HQRHO@ < H 1-— )\‘ = 0(1) per k — oo
k=1 k
Passando all’inverso: . .
-1 q
k=1
+o0
e per l'ipotesi > /le = +00, quindi
k=1
g\ " q 1
1-=] > 14— > — =
H( >\k> _H<+/\k>_qz/\k >
1<k<n 1<k<n 1<k<n
A >q Ak>q Ak>q

Allora 29 = Y7 agn2™ + Qn(x) dove perd [|Qnlle — 0. Segue che:

n
Il
g ap ™ N gl
n—oo
k=1

cioe z? € Span{xz** : k > 0} rispetto alla norma | - ||co- [ ]
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5.7 Esercitazioni e Applicazioni

5.7.1 Equicontinuita

Definizione 5.7.1 - Famiglia Equicontinua
Siano (M, dps) uno spazio metrico e (X, | - ||) spazio di Banach. Una famiglia di funzioni
F C C%M, X) si dice equicontinua se per ogni € > 0 esiste § > 0 tale che:

sup || f(z) — f(y)llx <e sedy(z,y) <d
fer

Definizione 5.7.2 - Famiglia Puntualmente Equicontinua

Siano (M, dps) uno spazio metrico e (X, || - ||) spazio di Banach. Una famiglia di funzioni
F C C°M, X) si dice puntualmente equicontinua se per ogni * € M e & > 0 esiste
0 =d(e,x) > 0 tale che:

sup || f(x) — f(y)llx <e sedy(z,y) <o
fer

Proposizione 5.7.1
Valgono le sequenti proprieta:

1. una famiglia equicontinua é puntualmente equicontinua.
2. una famiglia puntualmente equicontinua non é necessariamente equicontinua.

3. dato (M,d) compatto, allora F C C°(M,X) ¢ equicontinua se e solo se & puntual-
mente equicontinua.

Dimostrazione. [ |

5.7.2 Teorema di Peano

Teorema 5.7.1 - Teorema di Esistenza di Peano
Sia f: R™ — R™ una funzione continua. Sia xo € R™. Allora il problema di Cauchy:

{u%t) = f(u(t))
u(0) = xo

ha soluzione locale (in generale puo essere non unica,).
Inoltre per v > 0, definiamo B = B(0,r,R") ed f € C°(B,R"™) tali che:

al| fllB 4o <7

Allora il problema di Cauchy formulato precedentemente ammette u € C°([—a,a],R™)
soluzione.

Dimostrazione. Sia {f;};j>0 una successione di mappe f; : R® — R" localmente lipschi-
tziane e convergente uniformemente a f su B (per esempio, con f; mappe polinomiali).

Si puo fare in modo che || fj||co,8 < || fl|oo, - Basta usare, invece delle funzioni f;, le mappe

gj = m}:%f] che hanno norma uniforme [|g;||co,B = || /o0, B-

Siccome f; U f anche d'};'hi} —1leg; U f. Per il Teorema di Esistenza 4.3.1, il problema
di Cauchy:

uj = fj(u;)
u;(0) =0
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ha un’unica soluzione u; € C1([—a, a],R™).
Le funzioni u; sono equicontinue, anzi equilipschitziane dato che:

1 lls0, < 1 filloo < 11 flloo

Per il Teorema di Ascoli-Arzela 5.1.1 I'insieme ¢ compatto quindi vi € una sottosuccessione

H'”oo,[fa,a]

uniformemente convergente, sia essa {u;};en tale che u;  —="" wu ed in particolare:

”'Hoo,[fa,,a]
wj = flu;) =" f(u)
Per il Teorema di Limite sotto Segno di Derivata, segue che u ¢ derivabile, con v’ =
im f(uj) = f(u).
J—r+oo

Infine, risolve u(0) = lim wu;(0) = xo.
J—+o00

Citazione 11. E un fenomeno di prostaferesi. Perché cosa vuol dire prostaferesi?
Vuol dire aggiungo e tolgo!

5.7.3 Pennello di Peano

Citazione 12. Del caro nonno Peano, che si fa la barba alla mattina con il suo bel
pennello...

Bisogna fare alcune osservazioni che ci serviranno piu tardi.

Fatterello 5.7.1 - Intersezione numerabile di compatti
Sia X uno spazio di Hausdorff. Data una successione decrescente {Cilren di compatti

connessi non vuoti, allora () Cy é compatto, connesso e non vuoto.
keN

Dimostrazione. - [ |

Definizione 5.7.3 - Valore Aderente
Siano X e Y spazi topologici e sia D C X denso. Data la funzione S : D — Y, diciamo
che y € Y ¢ valore limite (o aderente) di S per d — z € X con d € D se e solo se per ogni
Uel(x)eV e I(y) vale che:

VNnSDONU)#0

Equivalentemente, cio significa che, definito:

lim $(d) = () S(On0)
deD Uel(x)
vale che y € lim S(d).
d—x
deD

Fatterello 5.7.2 - Valori aderenti in spazi A;
Siano X eY spazi topologici I-numerabili. Allora, nelle ipotesi della definizione precedente,
y & valore aderente ad S se e solo se esiste {di}ren C D tale che per k — 400:

d}c — X
S(dg) —y
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Fatterello 5.7.3
Siano X eY spazi normati, sia D C X un denso convesso. Sia S : D — Y continua e
compatta®®. Allora per ogni x € X :

ggaﬁijs<pm3<%;>>

deD k>1

e compatto, connesso e non vuoto.
Dimostrazione. Segue direttamente dal Fatto 5.7.1 |

Pennello di Peano

Definiamo questi insiemi. L’intervallo I = [—a, a], i numeri reali r, R > 0 tali che aR <,
la palla B = By (0,7;R") e lo spazio di Banach E = C%(I x B,R"), definiamo:

D={feC% x B,R") | ||fllixs < R, Lipschitz nella seconda variabile}
D ={f € C°(I x BiR") | | fllsc,1x < R} = B(0, I; E)

Dal Teorema di Cauchy-Lipchitz ¢ definita una mappa S : D — C°(I,R") ponendo
S(f) = u dove:

Osserviamo che D & convesso per definizione ed S & una mappa compatta: infatti S(D)
¢ un insieme di curve equilipschitz (di costante R), tutte nulle in 0. Dunque S(D) e
relativamente compatto per il Teorema di Ascoli-Arzela 5.1.1.

S(D) continua: se fi, — f in D, allora S(fx) a meno di sottosuccessioni converge (per
compattezza di S(D)) a una soluzione di:

{u:ﬂhm (5.4)

che essendo unica, e proprio S(f). Allora S(fx) — S(f) per 'argomento sequenziale di
Urysohn.
Dunque per ogni f € X vale che l'insieme lim S(g) &€ compatto, connesso e non vuoto per

g—f
geD

il Fatto 5.7.3.
Vediamo che questo insieme & proprio il Pennello di Peano, dove fissata f € E:

Lt
P=<uecCI,R") ‘ u risolve il sistema { f(tu)
u(0) =0

Il fatto che lin} S(g) C P, ovvio e gia vista: dal Teorema 3.3.4, infatti dal sistema:
g—
geD

{ﬂk = gr(t, ux)
uk(()) =0

20Per mappa compatta si intende una mappa che manda insiemi limitati in insiemi relativamente
compatti (la cui chiusura & un compatto).
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si ha che:

II-llo

up —u = gr(t,ug) |%>° ft,u)
e dato che u — 1, ne segue che u verifica 'equazione differenziale @ = f (¢, u).
Per finire, dobbiamo provare che lin} S(g) 2 D, cio¢ ogni soluzione u € C(I,R") del
g—

geD
problema di Cauchy 5.4 si puo ottenere come limite uniforme di soluzioni a problemi

approssimati. In altre parole, 3{gx}r C D tale che le soluzioni uy : I — R™ di

{ﬂk = gr(t, ur)
ug(0) =0

convergono uniformemente alla soluzione w : I — R".

Dunque: sia u soluzione del problema 5.4, sia (fx)r € D successione di mappe continue
e convergenti uniformemente ad f (per Teorema di Weierstrass possiamo considerare fj
polinomiali) nello spazio C*(I x B,R™). Allora la successione di soluzioni {u} & tale che:
u — u e U — . Definisco:

gr(t, ) = fi(t,z) + i (t) — fr(t, ug(t))

Allora per definizione di g:
Wi (t) = gr(t, uk(t))
uk(O) =0
ciod uy = S(gr) e gu(t.x) =5 f(t,x) + a(t) — F(H(u(t)) = f(t,2).

Le mappe {gx} sono Lipschitz quindi a meno di normalizzazione (per avere ||gi|lcc < R)
vale che {gx} C D. Abbiamo quindi 'inclusione cercata, ovvero:

P = lim S(g)
g—f
geD

Quindi il Pennello di Peano ¢ un insieme compatto, connesso e non vuoto.



Capitolo 6

1-Forme Differenziali

6.1 1-Forma differenziale

Definizione 6.1.1 - 1-Forma differenziale
Siano FE spazio di Banach e Q C E aperto. Sia E* = L(E,R).
Una 1-forma differenziale ¢ una mappa continua w : Q — E*.

FEsempio 6.1.1
Sia f € CY(Q,R). Allora il suo differenziale df : Q — E* & una 1-forma differenziale.

Definizione 6.1.2 - 1-Forma differenziale esatta
Una 1-forma differenziale w : Q — E* & esatta se esiste f € C1(Q,R) tale che w = df.
In tal caso, f si dice primitiva di w.

Definizione 6.1.3 - 1-Forma differenziale chiusa
Sia w € C1(Q, E*) e sia z € Q. Notando che Dw(z) € L(E, E*) =2 L*(E x E), se Dw(z) &
simmetrico allora w si dice 1-forma differenziale chiusa.

Osservazione 6.1.1 - Esatta = Chiusa
Per il Teorema 3.3.2, segue dalla definizione che w esatta = w chiusa.

141
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6.2 Integrale di Linea

Definizione 6.2.1 - Integrale di Linea per C*

Siano una 1-forma differenziale w : Q@ — E* dove 0 C FE aperto e una curva v €
C1([a,b], ).

L’integrale di linea di w lungo v & definito:

[o= [ty

Proposizione 6.2.1 - Additivita rispetto al dominio
Nelle ipotesi della definizione 6.2.1, sia ¢ € |a,b]. Allora:

/w —/ w+/ w
¥ a,e] Ye,b]

Definizione 6.2.2 - Integrale di Linea per C! a tratti

Siano una 1-forma differenziale w : Q@ — E* dove Q C E aperto e una curva' v €
CH17([a, b], Q) tale che la derivata sia discontinua in {z; < z3 < ... < x,_1}. Siano zg = a
ed x, = b.

L’integrale di linea di w lungo v & definito:

[ - Z [ s

Proposizione 6.2.2 - Invarianza per riparametrizzazione
Sia o : [¢,d] — [a,b] una funzione C* tale che o(c) = a e o(d) = b. Sia 7 : [a,b] — Q una

funzione C'. Allora:
[
Yoo v

Dimostrazione. Basta infatti scrivere:

Proposizione 6.2.3 - Condizione necessaria per w esatta
Se w é esatta, allora Uintegrale di linea dipende solo dagli estremi della curva su cui st
integra.

Dimostrazione. Sia w = df. Allora:

wE)F®] = df (VO)F®)] = (fF(1 (1))

da cui per Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale:

b
Fr() — () = / (FOr(8))) dt = / 5
a vy

'Per funzione in C*T" si intende una funzione derivabile tale che la derivata sia discontinua in un
numero finito di punti.
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Analogamente accade per curve C! a tratti, in quanto si ottiene lo stesso risultato con
una somma telescopica. [ |

Proposizione 6.2.4 - Condizione necessaria/sufficiente per w esatta
Sia w € CY(Q, E*). Se per ogni v € CHT7([a,b],Q) vale che fvw dipende soltanto da ~(b)
e y(a), allora w é esatta.

Dimostrazione. Siaw € CY(Q, E*) tale che fv w dipende solo da y(a),y(b), Vv € CY¥([a, ], Q).
Senza perdere generalita, supponiamo ) connesso (= per archi), perche in caso basta re-
stringersi alle sue componenti connesse e trovare li delle primitive. Ha senso definire per

xg,x € (2
T
[l
T ¥

con qualunque v € CL"([a,b],Q) con y(a) = z0,7(b) = z. Fisso 79 € Q e definisco

f(x):= fo w.
Sia z € Q2 con B(z,r) C Q,r > 0. Sia h € E,||h|| < r. Per la proprieta di additivita per
giustapposizione di cammini:

f(g;+h):/:Jrhw:/:w-k/:%w:f(x)-k/:ﬁw

Se scriviamo la definizione di differenziale per f:

1

1
flx+h)— f(zx) —w(z)h = /0 w(z + th)[h])dt — ; w(zx)[h]dt

1
= / (w(z +th) —w(x))[h]dt
0
da cui segue che in norma, per h — 0:

[f(x+h) = f(z) —w(@)h]] < sup [w(z+th) —w(@)|| - [[Al] = of[|A])

0<t<1

ovvero df = w.

Definizione 6.2.3 - 1-forma differenziale conservativa
Sia w 1-forma differenziale. Si dice conservativa se per v cammino chiuso qualsiasi:

/sz
.
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6.3 Caso di 1-forme su R"

In questa sezione denotiamo E = R"™.

Useremo il fatto che £ = E* tramite prodotto scalare. Considerando la base canonica di
E data da: (ey)}_; si puo definire una base per E* data da (dxy)j_, dove:

< dxzp,ep > = 5k,h = (ek . eh)
cioe sono i funzionali che ritornano la k-esima coordinata del vettore valutato.

Scriviamo ora una 1-forma w € C%(Q, E*), con Q C E, nella base duale:
w(x) = Z ax(x)dzxy,
k=1

dove a; € CO(Q, R).
Per I'isomorfismo E = E* alla 1-forma w(z) corrisponde una mappa F € C°(Q, E):

F(x) = Z ax(x)eg
k=1

ed in particolare si puo riscrivere la valutazione di w in termini di prodotto scalare, come:

Proposizione 6.3.1 - Condizione di chiusura
Sia w € CO(Q,E*) una 1-forma. w ¢ chiusa se e solo se per ogni i,7 =1,... ,n:

&-aj = 8jai
Dimostrazione (Mager). Dalla Definizione 6.1.3, segue che w € chiusa se e solo se:
Dw(z) = |Oww(x) | Oaw(z) | ... | Opw()

€ simmetrico.
Per la corrispondenza vista sopra, possiamo scrivere le derivate parziali:
diai(x)
Oiw(x) = 8ia?(w)
81'0/7.1(55)
e allora sostituendo:
Oay(x) ay(x) ... Opai(x)
Dio(ar) = 81a?(x) 8ga.2(3:) 8na?(x)
81a;l(x) 8261,.1(:6) ana;(:v)

che € simmetrica se e solo se per ogni ¢,7 =1,...,n:

&aj = 8ja¢
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Dimostrazione (Visciglia). [

Definizione 6.3.1 - Omotopia

Sia X spazio topologico. Diciamo che due cammini vp,71 € C%([a,b], X) sono omotopi
a estremi fissi (quindi A = vy(a) = v1(a) e B = v9(b) = ~1(b)) se esiste una funzione
v :[0,1] X [a,b] — X continua tale che:

e 7(0,t) =0(t) e v(1,t) =1 (t) per ogni ¢ € [a,b].
o A=~(s,a) e B="(s,b) per ogni s € [0, 1].
Definiamo lo spazio dei cammini continui da A in B come Cy4 g([a,b], X).

Lemma 6.3.1
Sia g € C°([0,1] x [a,b],R) con derivata nella prima variabile:

d1g € C°([0,1] x [a,b],R)

Allora la funzione definita dall’integrale per ogni s € [0,1]:

b
J(s) = / g(s,t)dt
e derivabile, con derivata:

b
J'(s) = / Drg(s, t)dt

Dimostrazione. Usando il solito sviluppo, per s,r € [0, 1]:

b b
I = ()~ (=5 [ dngls.)de = [ lorit) = gls.8) = (7 = 9)orgls,
L’integrando si stima con il Teorema del Valor Medio:

l9(r,t) = g(s,t) = (r — s)O1g(s, )| = |(g(r, 1) — rD1g(s, 1)) — (9(s,t) — s(Org(s,1))]

= |[g(r,t) — 0019(s,t)|g=s| < |r —s| sup [O1g(o,t) — D1g(s,t)]
a<t<b

o€[s,r]
= o(|r — s|) per r — s
perche, per esempio, se w € modulo di continuita di 0yg, la quantita si maggiora con:
Ir—s| —w(|r—s|)

per cui si ottiene la condizione di derivabilita per J. |

I risultati del Lemma si possono generalizzare.

Proposizione 6.3.2
Sia g € C°(U x [a,b],E) con differenziale nella prima variabile D1g € C°(U x [a, b], E).
Allora la funzione definita dall’integrale per ogni s € [0,1]:

b
J(s) = / g(s,t)dt
e differenziabile:

b
DJ(s) = / Dug(s, t)dt
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Dimostrazione. Dimostrazione per esercizio. |

Proposizione 6.3.3 - Invarianza integrale per Cammini omotopi

Sia w € CYQ,E*) chiusa e v € C?([0,1] x [a,b],Q) ad estremi fissi, con y(s,a) = A e
v(s,b) = B per ogni s € [0, 1].

Allora integrale di w lungo il cammino (s, -) é costante al variare di s € [0,1].

Dimostrazione. Deriviamo rispetto ad s l'integrale di linea lungo (s, -):

[==] (s, 1)) Ot

Riconosco di essere in situazione dove posso applicare la Proposizione 6.3.2:

b b
% ( [y )Z / 05 (w(7)[0]) dt = /a (Dw((s,1)) (057, 07] + w((s, 1)) dt

w
(87')

Siccome v € C? possiamo scambiare 'ordine di derivazione nel secondo addendo per
il Teorema di Schwarz e nel primo possiamo scambiare Js e 0y per l'ipotesi di w chiusa.
Quindi:

b
o.( [ w)= [ wutmlon.on+wmasa)d
7(37‘) a

b
- / O (W) [05]) dt " [y (s, )0 (s, )1,

Ma poiche y(s,a) = A e v(s,b) = B Vs, vale che 957v(s,a) = 0s7v(s,b) = 0. Quindi:

Oy (/ w) =0
7(57')

Si conclude che f,y(s NG € costante in s. |

Corollario 6.3.0.1
Di conseguenza, per w € CY(2,E*) chiusa possiamo definire fvw anche per qualunque

v € C%Ja, b], ) ponendo:
/'y /’y
0

con vy cammino C*([a,b],Q) qualsiasi, con vy € B(v,e) € CYz([a,b], ).

Dimostrazione. Infatti: CY5([a,b], ) & aperto in CY5([a,b], E), quindi vi & € > 0 tale che
B(77 E) c C%B([aﬂ b]? Q)

Per densita? vi ¢ almeno un g € B(v,¢) di classe C2, quindi ¢ ben definito f% w.

Se 41 & un altro cammino C? con 7;(a) = A, v1(b) = B e tale che ||y — 71|/ < €, allora
possiamo confrontare f% we f% w via omotopia di classe C?:

H : (s,t) —> sy1(t) + (1 — s)y0(t)

Poiche cid definisce una funzione localmente costante Cxp([a, b, 2) — R essa ¢ costante
sulle componenti connesse di Cap([a,b],€2) cio¢ per cammini omotopi a estremi fissati
A, B (nello spazio C?). Abbiamo quindi la tesi. |

2Facciamo riferimento all’Osservazione 6.3.1.
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Osservazione 6.3.1

La densita di C?([0,1],E) in (C°([0,1],E), || - |ls) si prova usando i polinomi di Bernstein
a valori vettoriali.

Un altro modo & approssimare con curve a immagine® di dimensione finita e usando allora
il Teorema di Weierstrass.

3Ve lo lasciamo (palesemente) come esercizio.
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Capitolo 7

Teoria della Misura

7.1 Definizioni sulla Misura

Definizione 7.1.1 - o-additivita e o-subadditivita
Sia a: £ CP(X) — R. Allora « si dice:

e o-additiva se per ogni E € £ e per ogni partizione numerabile F C £ di E vale:

FeF

e og-subadditiva se per ogni E € £ e per ogni ricoprimento numerabile F C £ di F
vale:
a(E) <> a(F)
FeF

Esempio 7.1.1
Sia X un insieme, {cg}zex C [0, +00]. Allora per ogni S C X:

alS) = an; € [0, +o0]

zeSsS

definisce una funzione o-additiva su P(X) (cio segue dall’associativita generalizzata).

Esempio 7.1.2 B
Sia X = [a, b] intervallo in R e si consideri I'insieme:

Z=A{lc,d[|a<c<d<b}
Sia f : [a,b] — [0, +oo[ una funzione crescente e continua a sinistra. Definiamo:

a: I — R
[e,d[ — f(d)— f(c)

definisce una funzione o-additiva su Z.

Dimostrazione. Proviamo che per intervalli {Jx}o<r<m C F vale I'additivita.

m

1. Se {J1,...,Tm} sono una partizione di Jy, allora a(Jp) = > a(Jk).

k=1
Infatti 'uguaglianza si riduce a una somma telescopica. Ordinati gli estremi degli

149
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intervalli come ag < -+ < am, con Ji = [ak_1, axl:
o U Tk | = a(J) = flam) — f(ao)

k=1,...m
m m
=2 (Fla) = flax-1) = 3 ol

k=1 k=1

2. Se {J1,...,Tm} sono disgiunti tali che |J Jx C Jp allora:
k=1,....m

Za Ti) < ()
k=1

Infatti ogni Jj, € uguale a qualche [a;_1, a;[ e quindi la conclusione viene da (1).

3. Se {J1,...,Tm} ricoprono! Jy allora i a(Tx) > ().
k=1

Infatti se ag < a1 < -+ < a, sono gli estremi dei Jr, ordinati in modo crescente, la
partizione {[aj_1, a;[}1<j<n dell'intervallo [ag, a,[ raffina la famiglia {7 }1<k<m cioe
ogni [aj_1,a;| & contenuto in qualche Jj. Anzi:

T= U leinal
[aj—1,0;[CTk
allora segue 'additivita:

Yooa@m= >, >, ala-1,q)

1<k<m 1<k<m [a;_1,a;[C Tk

> allaj-1.a5) = ()
1<j<n t.c. Ik
laj—1,a;[CTk

\Y]

Proviamo ora la o-additivita su Jy intervallo. Sia J = [c,d[ ripartito in una famiglia
numerabile di {Jk = [ak, bk[}kGN-

Sia € > 0. Per continuita a sinistra di f, esiste d’ < d tale che f(d') > f(d) —
Similmente, per ogni k € N esiste a} < aj tale che f(a}) > f(a)) — 2 Fe. Dunque vale
che:

a(le,d']) = a(le,d]) -
e per ogni k € N:
a([ay, bi[) < a[ag, bx[) +27"

1Cid equivale a dire: Jp C

TCs
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Poiche {]aj,, bx[},cy € un ricoprimento aperto di [c, d'] compatto, vi ¢ un m € N tale che
m m

U Jay, bk 2 [, d'] quindi anche |J [a},bx[ 2 [c, d'[. Allora:

k=1 k=

1
a([e,d]) < a([e, d]) Z [, bk[) Z ([ak, br|) ZZ_ke +e
k=1

k=1 k=1
o0
Za [ak, bi]) + 2¢
k=1

Essendo € > 0 arbitrario:

Nk

a(le,d]) < > a(lak, be])

=
Il
—

m

D’altra parte, per il punto (2), si ha che per ogni m € N vale a([c,d]) > > a([ax, bi[) €
k=1

quindi vale la per m — +o0:

a([a/ﬁ ka

NE

a(fe, d) =

el
Il
—

dato che valgono le due disuguaglianze, otteniamo la tesi. |

Dimostrazione. o-additivita con induzione transfinita
La prima parte della dimostrazione si fa in diversi modi.

e Modo 1: Se J = [e,d][ € J ¢ ripartito in una famiglia numerabile d’intervalli
{la,d'[},c 4 dove A & linsieme degli estremi sinistri ed ¢ bene ordinato dall’ordi-
namento indotto da R.

Infatti: se B < A,() # B si ha ¢ < 8 :=inf B < d. Quindi § € [a,d’[ per qualche
a € A. Siccome [ ¢ inf B, vi sono elementi di B in [3,d[ e quindi 8 = a perche
18,d'[C [a,d’] e 'unico elemento di A in [a,d'] & a.

e Modo 2: copiare da Punis: VEDERE

e Conclusione della dimostrazione: allora la tesi:

a(le,d]) = Z o[z, JZID

TEA

segue per induzione transfinita sull’insieme ben ordinato A’ = A U {d}

a(le,d]) = Z o[z, 1’/[)

€A
z<a

vale Va € A’. Supponiamo che valga per ogni a € A minore di b € A’. Infatti:

— seb=csiriducea () =>) =0

— se b = d’ per qualche a, vale I'ipotesi induttiva per a < b e quindi

a(e,b]) = alle al) + a(fa, ) = 3 alfe,o’]) + alfa,d]) = 3 alle, ]

T€EA €A
r<a z<b
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—se b > ¢ b # 2'Vo € A allora b & limite di una successione crescente {a,} di
elementi di A. Allora

a(le, b)) = f(b) = f(e) = lim f(an) = f(c)
= lim Y afz,2']) =Y a(z,2'])

n—00
T€A z€
r<an x<b

Segue la tesi. |

Definizione 7.1.2 - o-algebra
Una o-algebra di un insieme X ¢ un insieme A C P(X) tale che:

e per ogni A € A vale che A € A

e per ogni F C A numerabile vale che |J A€ A
AeF

Definizione 7.1.3 - o-algebra generata

Dato un insieme X e una famiglia &€ C P(X) esiste la minima o-algebra contenente &.
Essa ¢ la o-algebra generata da &, si indica: 0. A(E).

Definizione 7.1.4 - o-algebra boreliana
Dato uno spazio topologico X, la o-algebra dei boreliani ¢ quella generata dagli aperti
della topologia di X.

Definizione 7.1.5 - Misura
Una misura m su X spazio topologico € una funzione o-additiva a valori in [0, +00], definita
su una o-algebra A di X:

m: A— [0, +o0]

La terna (X, .4, m) si dice spazio di misura.
Definizione 7.1.6 - Misura Esterna
Una misura esterna m su X spazio topologico & una funzione o-subadditiva a valori in

[0, 4+00], definita su P(X):
m: P(X) — [0, +o0]

Definizione 7.1.7 - Spazio di misura completo
Uno spazio di misura (X, A, m) si dice completo se per ogni A € A di misura nulla? e per
ogni B C A segue che B € A.

Definizione 7.1.8 - py-misurabilita secondo Carathéodory
Sia u : P(X) — [0,+400] una misura esterna su X topologico. Allora A € P(X) &
p-misurabile secondo Carathéodory se per ogni S € P(X):

p(S) = p(S N A) + u(S N A%)

Definizione 7.1.9 - Atomo
Sia (X, A, m) uno spazio di misura. Un atomo ¢ un insieme misurabile A tale che:

e m(A) >0

2Un insieme si dice di misura nulla se m(A) = 0.
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0
e per ogni B C A vale che m(B) =

m(A)
Seguono le definizioni per uno spazio di misura:

e non-atomico: non ha atomi.

e puramente atomico: A & la o-algebra generata dai suoi atomi.

7.1.1 Fatti base sulle Misure

Sia (X,.4, m) uno spazio di misura. Valgono i seguenti fatti generali.

Proposizione 7.1.1 - Monotonia
Siano A, B € A tali che A C B. Allora m(A) < m(B).

Dimostrazione. Segue direttamente dalla o-additivita:

m(B) = m(A) +m(B N A%) > m(A)

Proposizione 7.1.2 - o-subadditivita
Sia A € A ed (Ar) C A un ricoprimento numerabile di A. Allora esiste un raffinamento
(A},) di (Ag) che é partizione di A. In particolare:

+00 +oo
m(A) =) m(4}) < m(Ay)
k=0 k=0
Dimostrazione. Sipone A = Ay \ U, 4; in modo che gli A} siano disgiunti e ricoprano

A. Segue allora la tesi. [ |

Proposizione 7.1.3 - Regolarita esterna
Sia (Ag) C A successione tale che Ay, C Agyq per ogni k € N. Allora:

m (U Ak> = supm(Ag)

keN keN

Dimostrazione. Consideriamo per notazione A_1 = (). Allora si osserva che:

U 4Ae = [ ] (Ar\ Ax—n)

keN keN
da cui segue che:

m (U Ak) = Zm(Ak \ Ap_1) = sup Zm(Ak \ Ar—1)

keN kEN meN;

= sup m <|_| A \Ak_l) = sup m(Ap)

meN E—0 meN
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Proposizione 7.1.4 - Regolarita interna al finito
Sia (Ar) C A successione tale che A O Agyq per ogni k € N. Sia inoltre m(Agy) < +oc.

Allora:
m (ﬂ Ak> = élelgm(Ak)

keN

Dimostrazione. Segue subito dalla regolarita esterna enunciata prima, infatti:
m ([’1<Ak> +m (fh)\ r}Ak> ::n1@40)
keN keN

essendo < 400 e per regolarita esterna

m (ﬂ Ak) =m(A4g) —m (U Ao\Ak) =m(Ag) —supm | | ) Ao\Ax

keEN keN neN 0<k<n
= inf [m(A4p) —m U Ao\Ag | | = inf m(Ag)
neN neN
0<k<n
[ |

Teorema 7.1.1 - Teorema di Severini-Egoroff
Sia (X, A, 1) spazio di misura tale che u(X) < 4o00. Se f, — f quasi-ovunque, allora per
ogni € > 0 esiste A € A tale che u(A;) < e e fn, — f uniformemente su X \ A..

Dimostrazione. Omessa. [ |
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7.2 Costruzione di Misure

7.2.1 Funzioni d’insieme — Misure Esterne

Proposizione 7.2.1 - Esistenza della massima misura esterna

Sia a: € CP(X) — [0, +00] una funzione di insieme su X.

Allora esiste la massima misura esterna tra quante sono < « su £. FEssa si chiama “misura
esterna prodotta da ” e denotata o.

In particolare, vale che:

o estende a« &« é o-subadditiva

Dimostrazione. Se p : P(X) — [0,00] € una misura esterna e uls < «, allora per ogni
S € P(X) e per ogni (Ey)pen C € ricoprimento® di S:

u(S) <Y u(ER) <Y alBy)
keN keN

dove la prima disuguaglianza ¢ per subadditivita di u e la seconda perche ple < o. Quindi:

u(S) < a*(S) ;= inf {Z a(Ey) | (Ek)ken C € ricoprimento di S} U {+o0}
keN

e il membro destro definisce una funzione di insieme a* che ¢ o-subadditiva.
Verifica immediata con il solito ”giochetto” di €27%. Supponiamo {Si}ren € P(X) e

SC U Sk
keN

e se un Sk ha a*(Sk) = +o0, non c’¢ nulla da provare: a*(S) < > a*(Sk).
k=0

e altrimenti sia ¢ > 0. Per ogni k € N esiste {E}, j}jen E-ricoprimento di Sy, con:

o0

> a(Bry) < a*(Sk) +2
Jj=0

e allora {Ej, ; }x j)en2 € un E-ricoprimento numerabile di S tale che:

a*(8) <D alBry) => [ D a(BEry)
k.j

keN \jeN
< Z a*(Sk) + Z 27 ke < Z a*(Sk) + 2¢
keN kEN keN

allora essendo e arbitrario:

a*(S) < 3 0*(Sp)

keN

Infine: se a*|¢ = a, allora in particolare a & o-subadditiva visto che lo & o*.

Viceversa: se a ¢ o-subadditiva (in quanto misura esterna), per ogni A € £ e per ogni

{E}} un E-ricoprimento numerabile di A vale: a(A) < > «a(F%), quindi a(A) < a*(A),
neN

e d’altra parte: o*(A4) < a(A) (perche o*|¢ < a). Ma allora o = a*|g ovvero o* estende

. [ |

3Questo a patto che esistano. Infatti se S € P(X) qualsiasi, non & detto che esista un ricoprimento di
S dato da elementi di €. Nel caso in cui non esistesse poniamo a*(S) = +oo
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7.2.2 Misure Esterne — Misure

Proposizione 7.2.2 - Costruzione m* da m misura
Sia (X, A,m) spazio di misura ed m* : P(X) — [0,4+00] la misura esterna associata ad
m. Sia S € P(X). Allora esiste* S* € A tale che S C S* e m*(S) = m(S*).

Dimostrazione. Infatti nella definizione di m™*:
m*(S) := inf {Z m(Ayg) | (Ag)ren A — ricoprimento di S}
k=0

Possiamo limitarci a ricoprimenti fatti con un unico A € A. Infatti, dato {Ag}reny un

A-ricoprimento di S, l'insieme A = |J Ay sta in A (o-algebra) ed & tale che m(A) <
keN

[e.°]
> m(Ag). Quindi in questo caso:
k=0

m*(S) = ,lerglfsm(A)
AcA
Ma allora:
e se m*(S) = +oo basta prendere S* = X.

e altrimenti sia {4, },en € A, con A,, O S Vn, una successione minimizzante. Allora:

S*::ﬂAnQS

neN

e per monotonia m(S*) < m(A4,) Vn. Dunque:

m(S") < inf m(An) =m*(5) < m*(57) = m(5)

percido m*(S) = m(S*).

Proposizione 7.2.3 - Scomposizione
Sia (X, A,m) spazio di misura e A € A. Per ogni S € P(X) vale che:

m*(S) =m*(SNA)+m*(S\ A)
Si dice che A taglia bene ogni S € P(X)”.

Dimostrazione. Sia A € Aed S € P(X). Sia S* O S un coperchio misurabile di S. Poiche
S C(S*NA)U(S*\A) allora:

m*(S) <m*(S*NA)+m*(S\A) =m(S*NA) +m(S*\A) = m(S*) = m*(S)
quindi sono tutte uguaglianze (ricorda che m*|4 = m). |

Osservazione 7.2.1
Questa proposizione implica la m*-misurabilita degli elementi in A (vedi Definizione 7.1.8).

46" non & unico. Un insieme con tale proprietd & chiamato coperchio misurabile.
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Teorema 7.2.1 - o-algebra da misura esterna
Sia p: P(X) — [0, +00] una misura esterna. Allora:

1. Ay ={A € P(X) tali che A é u-misurabile} é una o-algebra.
2. M’Au e una misura completa.

Dimostrazione. Dalla definizione ¢ immediato che se A € A, anche A® € A, e chiaramente
fe A

Verifichiamo che se A,B € A, anche AU B € A,. Per ogni S € P(X), usando la
p-misurabilita di A con SN (AU B) € P(X) si ottiene:

w(SN(AUB))=pu(SN(AUB)NA) +u(SN(AUB)NA°) =u(SNA)+ u(SNA°NB)
Allora:

pu(SN(AUB)) +u(SN(AUB)Y) =u(SNA)+u(SNA°NB) + u(SN A N BY)
=p(SNA)+ p(SNA%) = u(S)

dove le ultime uguaglianze seguono poiche A, B € A. Dunque AU B € A,,.

Per vedere che A, ¢ una o-algebra basta provare che contiene le unioni numerabili disgiunte

di suoi elementi: se (Ag)ren € Ay allora |J Ap = || (Ax\ U A;). Prendiamo {Aj }reny C
keN keN i<k

n
A,, disgiunti. Per ricorsione su n € N per le unioni finite vale: (J Ay € A,. Allora per
k=0
n n
ogni S € P(X) segue la p-misurabilita p (5’ n Y Ak> = > u(SNAg).
k=0 k=0
Osserviamo che

u(5)=u<Sﬁ LnJAk> +M<S\ Oz%) >§:M(SﬂAk)+#<S\ Uz‘h:)

k=0 k=0 k=0 keN

che e vero per ogni n € N. Quindi:

p(8) = Y n(S N AR +p <5\ U Ak>
k=0

keN
C
> (Sﬂ U Ak) +pulsSn (U Ak:) > pu(S)
kEN keN
dunque sono tutte uguaglianze, cioe u(S) = u <Sﬂ U Ak> + <Sﬂ (U Ak)c), cioe
kEN keN
U A € AN'
keN
La o—additivita segue ponendo S = |J Ag, in quanto osserviamo:
keN
" (U Ak> = u (U AmAk> +p <U A\ Ak> = n(4)
keN k=0 keN keN keN k=0

e questo dimostra che p A, © una misura.
Infine, (X, Ay, i|a,) ¢ uno spazio di misura completo: infatti se A € P(X) ha misura
esterna nulla (cioe p(A) = 0) si ha che per ogni S € P(X) vale:

p(S) < p(SNA) + p(S N A%) = u(SN A% < u(S)
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e quindi A € A,. Per ogni B C A, u(B) < pu(A) = 0 quindi si puo allora riapplicare il
ragionamento appena fatto, quindi B € A,. [

Proposizione 7.2.4
Sia o : € — [0, 4+00] una mappa o-subadditiva e sia &* la misura esterna. Allora A € P(X)
e o -misurabile se e solo se per ogni S € &:

a*(8) > a*(SNA) +a* (SN AY)

Dimostrazione. Sia A € P(X) verificante la proprieta per ogni S € £. Proviamo che
verifica la proprieta per ogni S € P(X). Sia S € P(X).

e Se a*(S5) = 400 non c¢’e nulla da dimostrare.

e Se a*(S) < 400, sia e > 0. Sia {Ek}ren C € un ricoprimento numerabile di S tale
che °:

a*(S)+e> > alBy)
k=0

e quindi per o-additivita e vista ’arbitrarieta di e:

=N (B 2 Y o (ErnA) + ) a*(Bi\A)
k=0 k=0 k=0

> a(S) > a* (SN A) + a*(S\A)

in quanto SNAC J (ExnNA)eS\AC | Ep\A.
keN keN

Teorema 7.2.2 - Teorema di Estensione di Misure (Carathéodory)
Sia o : € = [0, +00] una funzione di insieme. Allora o*| 4. estende a se e solo se:

1. o é o-subadditiva

2. per ogni A, B € £ vale che o*(B) > a*(BN A) + a*(BN AY)

Citazione 13. E’ una dimostrazione abbastanza tecnica che non richiede grandi idee.
E’ solo difficile ricordarsela, ma quelli sono affari vostri!

Dimostrazione. Se o*| 4. estende «, valgono le due condizioni dell’enunciato.
Se valgono le due condizioni, si & visto® che a*|¢ = a e che £ C Ayx. [ |

7.2.3 Misure sugli Intervalli

Ricordiamo dall’Esempio 7.1.2 che dati f : [a, b] — [0, +oo[ crescente e continua a sinistra
ed Z ={[c,d[| a < ¢ < d < b}, si pud definire una funzione « : Z — [0, +-00]:

a([e,d]) = f(d) = f(¢)

5 . . oy
°Ricordiamo che essendo a o-subadditiva vale che a*|¢ = «
5Le proposizioni/teoremi precedenti implicano il Teorema.
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che ¢ o-additiva (quindi o-subadditiva).

Vediamo che « verifica anche l'ipotesi (2) del Teorema 7.2.2.

Siano a < ¢; < ¢g < ¢3 < ¢4 < b. Allora indicando I1 = [c1, co[ e I2 = [c3, ¢4] e prendendo
p € R tale che ¢y < p < c3:

“+o00
o (I, U I) = inf {Z a(Ji) | (Ju)ken € T tale che | J Jy 2 LU 12}
k=0 keN

+o0 too
zm%Eyu@m—amm+;%N%ﬂm+WD

k=0

| (Je)ken C T tale che | | Jy 2 Iy U 12}
keN

+oo
> inf {Z a(J}) | (Ji)ken C T tale che U J, 2 Il} +
k=0 keN

400
+ inf {Za(J,’;) | (J¥)ken € T tale che | ] Jj 2 12}
k=0 keN

= a*() + (D)

cioe a* ¢ additiva su I, dunque vale (2) Per il Teorema di Estensione, « si estende ad una
misura completa su una o-algebra contenente 'insieme Z (contenente quindi la o-algebra
dei Boreliani).

Osservazione 7.2.2

Da quanto visto, ogni S C [a,b] ha un coperchio misurabile S* = G5 (dove Gy indica
un’intersezione numerabile di aperti di R).

Basta infatti reiterare la costruzione precedente, ”suddividendo” ogni insieme S interse-
candoli con aperti.

Osservazione 7.2.3 - Caratterizzazione misurabili
Ogni insieme S che ¢ a*-misurabile ¢ della forma S = S* \ N dove:

e S* = G5 e un coperchio misurabile

e NN & un sottoinsieme boreliano di misura nulla

Definizione 7.2.1 - Quasi-anello
Una famiglia &€ C P(X) si dice quasi-anello di parti di X se per ogni A, B € &:

e AN B & unione numerabile disgiunta di elementi di £.
e A\ B ¢ unione numerabile disgiunta di elementi di £.

Se denotiamo Y& la collezione di sottoinsiemi di X che sono unioni numerabili disgiunti
di elementi di £, allora in un quasi-anello si ha AN B € X&, A\B € €.
Nota Bene: Non e detto che questi insiemi stiano in £

Osservazione 7.2.4
Poiche per famiglie di insiemi disgiunti {E;}ien € {Fj}jen vale:

<QEJH yﬂ = |EnE)

i?j
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in un quasi-anello £, se A € X e Be€ X siha ANB € X€.
Poiche inoltre (L;E;)\C = U;(E;\C), se C € &€ si ha anche A\C € &, e quindi anche
AUuC =(A\C)U(ANC) € XE.

Con il seguente risultato, si vuole indebolire la richiesta di avere una o-algebra del
Teorema di Estensione di Misure 7.2.2: basta una funzione d’insieme o-additiva su un
quasianello.

Proposizione 7.2.5 - Condizione sufficiente per Estensione
Sia o : € — [0,400] una funzione o-additiva su £ quasi-anello. Allora valgono le
condizioni del Teorema 7.2.2.

Dimostrazione. Vogliamo innanzitutto mostrare che o g-additiva & anche o-subadditiva.
Siano A € £ e {A;}en tali che A C UjenAy. Per I'osservazione precedente, per ogni k € N
si hanno famiglie di insiemi disgiunti {EF};en € € e {FF}ien C € tali che per ogni k € N

Aen | A4 ) =[] Ef

i<k iEN
AN (A4 | =7
j<k ieN

allora
Ap=| |EBfUF)

€N
A= JanaJa)=JanUapna= || Ef
keN j<k keN j<k (i,k)EN2

cosi per la o-subadditivita:

a(A)= Y aEH< D aEN)+aF) =D (B +alF) = a(A)

(i,k)EN2 (i,k)EN? keN ieN keN

Abbiamo dunque la condizione (1) del Teorema 7.2.2, mostriamo che vale anche (2), ossia:
a(B) > a*(BNA)+a*(B\A) per tutti A, B € £.

a(B) =" a(Ep)+ ) a(F) = a (B + > o (Fr)

keN keN keN keN
> o* (BN A) + a*(B\A)

Corollario 7.2.2.1 - Misure Finite sui Boreliani
Vi € una bigezione tra:

{ f+la,b] = [0, +oc] } +— {Misure su boreliani di |a, b[}

crescenti continue a sinistra

fm(x) = m([a, z[)
f

m
a* estensione di

a: e, d[ = f(d) = f(c)

F
—
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Osservazione 7.2.5
La funzione f,,(z) = m([a,z[) € continua a sinistra sempre; a destra lo & nel punto z( se
e solo se m({zo}) =0

lim m([0,z[) =m < ﬂ [a,x[) = m([a, zo])

+
=T £>20

che ¢ uguale ad m([a, zo[) se e solo se m({zp}) = 0.

7.2.4 Misura di Lebesgue (pt.1)

Definizione 7.2.2 - Misura di Lebesgue
La misura sui boreliani di R estesa da f(z) = z viene chiamata misura di Lebesgue; la
indicheremo m(A) = |A].

Definizione 7.2.3 - Misura esterna di Lebesgue
Sia A C R. Definiamo la misura esterna di Lebesgue come:

—+o00
|Ale = m*(A) = inf {Z |Z;| ‘ {I; }ien ricoprimento di A con intervalli}
1=0

oppure considerando intervalli disgiunti {I; };en:

|Ale = inf {|U| | U D A aperto}

7.2.5 Misura Prodotto

Siano (X, A, ) e (Y, B,v) due spazi di misura. Consideriamo il prodotto cartesiano X xY
con la o-algebra prodotto A® B = £.
Definiamo la funzione d’insieme:

A & — R
Ax B +— u(Ayv(B)

Fatterello 7.2.1 - A\ & o-additiva
Siano A, A, € A e B, By, € B dove k € N tali che: Ax B= || Ay X Bg. Per ognixz € A

keN
B= |_| By,

keN
Apdx

vale che:

quindi valutando nella misura v, per ogni x € A

v(B) = Z v(By)
A

che riscritto per ogni x € X :

xa@r(B) = Y xa,(By)

keN
Apdz
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In particolare, consideriamo le somme parziali della sommatoria al membro a destra: sono
funzioni misurabili’ non negative, per cui applicando il Teorema 7.4.1, si integra rispetto
ad X :

u(Aw(B) = 3 u(A)v(By)

keN

Questo dimostra la o-additivita.

Fatterello 7.2.2 - £ & un quasi-anello
Siano A, A’ € A e B, B’ € B. Allora vale che:

e (AxB)N(A'xB)=(ANnA)x (BNB)
e (AxB)\(AxB)=[Ax(B\B)U[(A\A") x (BN B
quindi £ verifica le proprieta di un quasi-anello.

Ma allora dalla Proposizione 7.2.5 segue che A si puo estendere ad una misura prodotto
1 ® v sulla o-algebra A ® B.

Osservazione 7.2.6
La misura di Lebesgue su R™ & proprio la misura prodotto m @ --- @ m = m®" dove m &
la misura di Lebesgue su R.

7.2.6 Misura di Lebesgue (pt.2)

Proposizione 7.2.6 - Invarianti per la misura di Lebesgue
La misura di Lebesgue & invariante per traslazioni. Siano A C R™ misurabile secondo
Lebesgue e v € R, vale®:

m(A+v) =m(A)

In realta vale di piu, come vedremo nel Corollario 7.2.3.2. Per arrivare a tale risultato,
bisogna prima introdurre A-sistemi e 7-sistemi.

Definizione 7.2.4 - A-sistema
Sia X un insieme. Un A-sistema ¢ un sottoinsieme M C P(X) che verifica:

1. dati A, B € M tali che A C B vale che B\ A € M.

2. se (An)nen € M crescenti per inclusione, allora |J A4, € M.
neN

Definizione 7.2.5 - w-sistema
Sia X un insieme. Un w-sistema ¢ £ C P(X) tale che per ogni A,B € £ vale ANB € €.

Proposizione 7.2.7 - Caratterizzazione o-algebra
Le sequenti affermazioni sono equivalenti:

1. M ¢é una o-algebra.
2. M & un \-sistema ed un mw-sistema.

Dimostrazione. Le implicazioni seguono direttamente dalle definizioni. |

"per le definizioni di questi concetti si veda il paragrafo 7.3
8Ricordo la notazione: A+v = {a+v|ac A}.
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Teorema 7.2.3 - Teorema della Classe Monotona (Sierpinski)
Sia X un insieme. Sia € C P(X) un w-sistema tale che X € £.
Allora il minimo \-sistema generato da € é una o-algebra, che indicheremo \(E).

Dimostrazione. E’ sufficiente provare che A(£) € un m-sistema. Per la Proposizione 7.2.7
dimostro cosi che A(€) & una o-algebra.
Definiamo per ogni A € A\(&):

KA)={BeX&)|ANnBec X&)}
e proviamo che K(A) = A(£). Infatti:
e per ogni A € \(€) per costruzione K(A) ¢ un A-sistema.

e dato che £ & un w-sistema, per ogni A, B € £ segue che AN B € £. Ma allora per
costruzione £ C K (A).

Dato che per ogni A € A(€) l'insieme K(A) & un A-sistema contenente £ e che A(E) e
il minimo A-sistema che contiene &, allora K(A) D A(E). Dato che K(A) C A(E) per
costruzione, vale I'uguaglianza. |

Corollario 7.2.3.1
Sia (X, A) un insieme dotato di una o-algebra e con due misure py e pz. Se py e g
coincidono su un w-sistema € C A, allora coincidono su A(E).

Corollario 7.2.3.2 - Caratterizzazione della Misura di Lebesgue
La misura di Lebesque su R™ é l'unica misura sullo spazio R™ che soddisfa:

e [invarianza per traslaziona.
o m([0,1]") =1, ossia che é normalizzata su [0,1]".

Dimostrazione. Sia m : B(R™) — [0, +00] una misura che rispetta le proprieta enunciate.
Dimostriamo allora che essa ¢ la misura di Lebesgue n-dimensionale.
La dimostrazione si divide in 4 passaggi:

1. Mostriamo che per ogni k € N vale: m ([0, % [n) < k%

Infatti dividendo I'insieme [0, 1] in ”cubi” n-dimensionali di lato %, supponendo che
1 1.
m ([0,£[") > 7=
1 =m([0,1]") > m([0,1[")

B T St IO e .
B k7 k k7 k

1yeyin=1

171
—(b) it 1
e (Jog] ) >

che & un assurdo?.

9Nei passaggi si usa: la disuguaglianza di contenimento (a) e 'invarianza per traslazione della misura

(b).
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2. Mostriamo che m (9[0,1]") = 0. Usando nuovamente i ”cubi” n-dimensionali, per
ogni k € N, osserviamo che:
o in—1 ip
k7 k
per cui data la o-additivita di m misura:

o10,1]" < [0,1]"\ O [illzl,:[x
m (9]0,1") < m([0, 1]") — m 0 [Zlglz[xx[“l;lﬂ

jlz"':jan
i1 seeyin=2

(k—1)"
kn

Dato che questo vale per ogni k& € N, si passa al lim sup:
keN

:1—

k—1)"
m (0[0,1]") <1 — limsup =D 0
keN kn
da cui otteniamo che m(9[0,1]™) = 0. In particolare ne segue 'uguaglianza m([0, 1]") =
m([0,1["). Ripercorrendo quindi il procedimento del punto (1) si conclude che

m ([0, %) = 7=

3. Mostriamo che m H laj,b ]) H |bj—a;| dove |bj—a;| € Q perognij =1,.
7j=1
Dato che le differenze sono razmnah, consideriamo il minimo comune multiplo M dei
n
denominatori di |b; — a;| al variare di j. Possiamo suddividere I'insieme [] [a;, b;]
Jj=1
con ”cubi” n-dimensionali di lato ﬁ Facendo questo, con un procedimento analogo

al punto (1) e ricordando 'uguaglianza m ([0, Hn) = ;%ni

n
m Ha], H‘b — aj
j=1

. ‘s . k—+o0
4. Supponiamo ora che |b; —a;| € R. Allora vi & una successione decrescente b;j  —

b; tale che per ogni j, k valga: |bj, — a;| € Q.
Ma allora per costruzione vale:

n
[Tios.0 = () [Tios e
j=1

keN j=1
quindi per regolarita interna della misura m:

n n

m H[CL], =m ﬂHaj; jk‘ = lim m H[aj’ijk]

5 k—+o00 5
j=1 keN j=1 j=1

= hm H‘bjk a’]’_H|b — aj|

Ma allora m coincide con la misura di Lebesgue sullo stesso m-sistema & quindi coincidono
su A(£) = B(R™). Segue che m & proprio la misura di Lebesgue che quindi ¢ 'unica a
soddisfare le richieste enunciate nel corollario. |
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7.3 Funzioni Misurabili

Definizione 7.3.1 - Spazio Misurabile
Un insieme X con una o-algebra si dice uno spazio misurabile (X, .A).

Definizione 7.3.2 - Funzione Misurabile
Una funzione f : (X,.A) — (Y, B) si dice misurabile se per ogni B € B vale f~(B) € A.

Proposizione 7.3.1 - Topologico — Misurabile
Sia (X, T) uno spazio topologico. X diventa spazio misurabile con la o-algebra dei boreliani

aA(T).

Proposizione 7.3.2 - Criterio di misurabilita di f
Sia f: (X, A) = (Y, B) funzione tra spazi misurabili. Allora:

e linsieme C = {B € B tale che f~1(B) € A} ¢ una o-algebra.
o f ¢ misurabile se e solo se C' genera B come o-algebra.
Dimostrazione. Segue direttamente dalle definizioni. |

Corollario 7.3.0.1
Valgono i sequenti fatti:

o Se f: X =Y éuna funzione continua tra topologici, allora é misurabile.
o f:(X,A) — R ¢ misurabile se e solo se per ogni c € R vale {f <c} € A

Proposizione 7.3.3 - Prodotto Cartesiano
Siano (X1, A1) ed (Xa, As) spazi misurabili. Allora il prodotto cartesiano X1 x Xo si puo
munire della o-algebra prodotto:

Al @ Ay =0 A(E) dove E={A1 xAy| A € A1 Ay € As}
Essa e la minima o-algebra che rende le proiezioni m e mo su X1 ed Xo misurabili.

Dimostrazione. Verifichiamo che A; ® As & proprio M, la minima o-algebra che rende
le proiezioni misurabili. Siano Ay € A; e As € Ay. Allora 771_1(A1) =A;xXoeMe
7T2_1(A2) = X1 X Ay € M. Per proprieta di o-algebra allora A; Ay € M.

Ma allora &€ C M, quindi 0 A(€) = A1 ® Ay = M e per minimalita di M ho 'uguaglianza
(dato che pure A; ® As rende le proiezioni continue). |

Corollario 7.3.0.2 - Misurabilita sulle coordinate
Siano X,Y1,Ys spazi misurabili. Allora f : X — Y1 X Yo ¢ misurabile se e solo se le

coordinate lo sono'.

Dimostrazione. La tesi segue direttamente dalla definizione di o-algebra prodotto. |

Proposizione 7.3.4 - Inviluppo Superiore e limite
Siano fi : (X, A) = R funzioni misurabili, per k € N. Allora:

1. Uinviluppo superiore f(x) = sup fr(z) é una funzione misurabile.
keN

00vyvero se la misurabilita funziona per elementi della o-algebra di Y3 e di Yz separatamente.
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2. le funzioni limsup fi e liminf fi sono funzioni misurabili.
k—+o0 k—+o00

Dimostrazione. 11 punto (1) si ottiene sapendo che per ogni ¢ € R:

{SUpfk < c} = (<

keN EEN

Dato che {frx < ¢} € A, per proprieta di o-algebra l'intersezione numerabile segue che

sup fr < c} € A. Ma allora per il Corollario 7.3.0.1 la funzione sup fi € misurabile. Lo
keN keN

stesso per inf.
keN

Per il punto (2) osserviamo che:

limsup fr = inf <sup fk)
neN

k—+o0 k>n

liminf fi = sup | inf f;
k—+o0 neN \k>n

dato che per il punto precedente tutte le funzioni sono misurabili, allora ho la tesi. |

Definizione 7.3.3 - Limite Superiore di successione di insiemi
Sia { Ay }neny € P(X), si definisce:

limsup(4,) = {z € X | z € A, definitivamente}

Teorema 7.3.1 - Teorema di Borel-Cantelli
Sia {Aptneny C P(X) successione di misurabili in (X, A, u) spazio di misura. Supponiamo

che Y p(Ay,) < 4oo. Allora:
neN
g (limsup(4,)) =0

Citazione 14. E’ sorprendente. A wvolte con delle idee del cavolo si arriva a fare delle
cose sorprendenti!

Dimostrazione. [ |
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7.4 Integrazione secondo Lebesgue

Definizione 7.4.1 - Funzione Semplice
Una funzione semplice f : (X,.A) = R & una funzione misurabile con I'mf di cardinalita

finita, ovvero:
n

f($) = Zci “Xf(x)=c; — ZC "X f(x)=c

i=1 ceR

ovvero f € Span{xa | A € A}.
Denoteremo:

ST ={f:(X,A) — [0, 400 funzioni semplici non negative}

Proposizione 7.4.1 - Misurabilita: successioni di funzioni semplici

Ogni limite puntuale di funzioni semplici (misurabili) é misurabile. Viceversa, ogni fun-
zione f : (X, A) — R misurabile ¢ limite puntuale di funzioni semplici e ogni funzione
misurabile non negativa € limite puntuale crescente di funzioni semplici

Dimostrazione. La prima implicazione segue dalla Proposizione 7.3.4. Per il viceversa,
costruiamo una successione di funzioni semplici.

Si comincia da un’osservazione: dato ¢ € R, si possono definire successioni convergenti a
¢ nel seguente modo:

e se ¢ = +oo allora ¢, = k — ¢ = 400.
e se ¢ = —oo allora ¢, = -k — ¢ = —o0.
e se c € Rallora ¢, = 27%|2F¢c| — ¢

che generalizzando si puo scrivere!!:

cp =27k Pk (cAk)V —k)J

Poniamo:
filw) = 275 |25 ((f(@) AR)V —h)|
dove:
e fi. sono funzioni semplici in quanto [Im fi| < 2k + 1, quindi misurabili
e i — f puntualmente

da cui la tesi. Inoltre se f > 0 allora la successione delle f € crescente |

Definizione 7.4.2 - Integrale di Funzioni Semplici
Siano (X, A, u) spazio di misura e f € St tale che:

n
F= cn xa,
k=1

dove {Ag}r=1,.n € A. Definiamo I'integrale su X di f come:

/ fdp =" cpp(Ag)
X k=1

HRicordiamo la notazione: A & il minimo tra i due termini, V il massimo.
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Verifichiamo la buona definizione: l'integrale non dipende dalla rappresentazione in
somma, di f.
Supponiamo che:

n n’
/
F=Y ckxa, = ¢ xa
k=1 k=1

dove senza perdere generalita Ay = A} ed n = n’. Basterebbe infatti considerare 'unione
di {Ag} ed {A}} con tutte le possibili intersezioni.
Sia ora {Ba}acp(n)) la o-algebra generata da Ai,. .., A, dove per ogni o € P([n]):

“o(04)(0)

In particolare B, sono disgiunti e ricoprono |J Ag, piu precisamente:
k=1,....m

Ai:|_|Ba

a1

Allora:

3

qwmzqummﬁ:§j<Z{ﬁw@
=1

i=1 adi a€P([n]) \i€a
= > (Z CQ) w(Ba) =Y cip(As)
a€P([n]) \i€a i=1

dove la penultima uguaglianza vale perché per i € a vale che ¢; = f|p, = ¢,

Notazione 7.1 - Integrazione su sottoinsieme
Siano (X, A, ) spazio metrico e Y € A. Scriviamo:

LﬂW=Afou

Proposizione 7.4.2 - Proprieta dell’Integrale di Funzioni Semplici
Siano f,g € ST. Allora:

1. wale l'additivita, cioe:

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu

2. lintegrale é positivamente omogeneo: per A > 0

/X/\fd,u:)\/xfdu

3. lintegrale é crescente, se f < g allora

/deu</ngu
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4. wale ladditivita rispetto al dominio. Dati A, B € A disgiunti
fau= [ sau+ [ fin
AUB A B
Dimostrazione. Dimostriamo questi fatti separatamente.
L. scriviamo f = ) cixa, e g = ) djxp,. Allora:
i=0 §=0
f+9="Y (ci+dj)xans,
i€[n]
j€[m]
quindi calcolando l'integrale si ottiene:
[ 9= 3 @+ dpucains)
X :
i€[n]
j€lm]
= Z cz-,u(Ai N Bj) + Z dj,u(Ai N Bj)
i€[n] i€[n]
j€lm] j€lm]
= () + Y diju(By) —/ fdu+/ gdp
icn] j€lm] X X
2. data la scrittura f = ) ¢; x4, segue che:
i=0
[ Asdi =" xciua) = 24 = A [ s
X i=0 i=0 X
3. a meno di prendere un raffinamento, scriviamo f = > ¢ixa, € g = Y. dixa,. Ma
i=0 i=0
allora, dato che ¢; < d; per ogni i =0,...,n:
/ fap="> " cip(Ai) <Y dip(Ai) = / gdp
X i=0 i=0 X
4. siano A, B € A disgiunti. Allora:
fdp = / [ Xxavpdp = / f(xa+xB)dp = / fdu+/ fdp
AUB X X A B
|

Definizione 7.4.3 - Integrale per Misurabili non negativi
Sia f; (X, A, u) — [0, +oo[ funzione misurabile non negativa. Allora:

/fduz sup /cpdu

p<f
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Osservazione 7.4.1

I risultati della Proposizione 7.4.2 si generalizzano ad integrali di funzioni misurabili non
negative.

Questo segue dalla definizione di [y fdu come estremo superiore dell'integrale su funzioni
semplici (per le quali le proprieta valgono).

Osservazione 7.4.2 - Generalizzazione di Sommatoria
Sia X un insieme dotato della misura di cardinalita pu:

card(A) se card(A) < +o00
+00 altrimenti

i) = {

Data f : X — [0, +00], equivalente ad una famiglia di reali non negativi indicizzata su X,

vale che:
> flw)= sup Zf /deﬂ

zeX FeF(X) peF

dove F(X) ¢ I'insieme dei sottoinsiemi di X di cardinalita finita.
Con questa misura, possiamo dare una definizione di sommatorie di famiglie tramite
integrali.

Definizione 7.4.4 - Quasi-ovunque
Sia X uno spazio di misura. Una proprieta vale quasi-ovunque se I'insieme dei punti di X
per cui la proprieta ¢ falsa ha misura nulla.

Proposizione 7.4.3
Sia f: X — [0, 400] una funzione misurabile non negativa. Allora:

1. f nulla quasi-ovunque se e solo se [y fdu = 0.
2. fX fdu < 400 implica f < +00 quasi-ovunque.
Dimostrazione. Dimostriamo i 2 punti separatamente.

1. Se f = 0 quasi-ovunque, per ogni ¢ € ST tale che 0 < ¢ < f segue che ¢ = 0
quasi-ovunque. Ma allora [  @dp = 0. Per definizione di integrale di f segue la tesi.
Viceversa, per ogni n € N\ {0} vale che f > % *X{y>1}- Integrando:

o= fom=o(fre1)

per cui p ({f > %}) = 0 per ogni n. Ma dato che:
1
0= {fz}
neN "

allora vale la tesi.

2. Supponiamo per assurdo che esista A € A tale che u(A) > 0 dove per ogni suo punto
f = 4o00. Allora per ogni n € N:
Pn =N-XA < f

Ma allora:
fd,u > lim sup/ Ondp = limsup nu(A) = 400

n—-+o00 n—-+00
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Definizione 7.4.5 - Funzione Integrabile
Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Una funzione f : X — R si dice integrabile se:

e f & misurabile
® fX | fldu < +o0

Proposizione 7.4.4 - Definizione equivalente
Equivalentemente, sia (X, A, u) uno spazio di misura. Una funzione f : X — R si dice
integrabile se:

f=9—-h

con g,h : X — [0, +00] misurabili non negative con integrale finito.

Dimostrazione. Supponendo che [ |f|du < +o0, allora considerando: f = fi — f_, posso

riscrivere:
Jvridn= [ o prau= [ edur [ fodn< o

per cui g = fy ed h = f_ misurabili ed integrabili.
Supponiamo che f = g—h con g, h misurabili non negative con integrale finito. Ma allora:

/Iflduz/ lg—h\duﬁ/ (|9|+|h|)du=/ |grdu+/ Ihldu < +oc
X X X X X

da cui segue 'equivalenza tra definizioni. |

Definizione 7.4.6 - Integrale per Funzioni Integrabili
Siano (X, A, p) uno spazio di misura ed f : X — R una funzione integrabile. Data la
scrittura f = g — h data dalla Proposizione 7.4.4:

/fdu=/gdu—/hdﬂ
X X X
Osservazione 7.4.3

L’integrale di f non dipende dalla scelta di g, h. Supponiamo che f = g—h = ¢ — h'.
L’additivita dell’integrale di funzioni misurabili non negative'?, sapendo che g+h' = ¢’ +h,

implica:
/gdu—/ hdu:/g’du—/ Wdp
X X X X

Proposizione 7.4.5 - Additivita dell’Integrale per funzioni misurabili non ne-
gative

Sia (X, A, u) uno spazio di misura e siano f,g: X — R misurabili non negative. Allora
vale la proprieta di additivita:

/X(f+g)du=/xfdu+/xgdu

Dimostrazione. Sappiamo dalla Proposizione 7.4.1 che esistono successioni: {¢ freny € ST
e {tr}ren € ST monotone crescenti che convergono rispettivamente ad f e g. Applicando

2yedasi 7.4.5
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il Teorema di Beppo-Levi 7.4.1:

d dy = i dy + i d
/Xfqu/XgM kJ}TOO/X¢kH+k_1>TOO/X¢kN
= lim (¢k+wk)du=/(f+g)du
X X

k—+o00

Corollario 7.4.0.1 - Additivita dell’integrale per funzioni integrabili
Date f,g allora [ f+g9g=[f+[g

Dimostrazione. Date f = f1 — fo e g = g1 — g2 con f;, g; funzioni misurabili non negative
allora:

/f+g=/f1+gl/f2+92:(/f1+/f2)+(/9192):/f+/9

Definizione 7.4.7 - Spazio delle Funzioni Integrabili
Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. L’insieme delle funzioni integrabili su X & uno spazio
vettoriale:

LYX, A p) = LY(X, p) = L1(X)
Proposizione 7.4.6 - Proprieta di £'(X, A, u)
Sia (X, A, p) uno spazio di misura, considero lo spazio LY(X, A, n). Valgono le sequenti
proprieta:
1. la funzione integrale fX, come applicazione LY (X, A, 1) — R & una forma lineare.

2. la funzione || - ||1 definita:

” ’ Hl ﬁl(Xv A7 ,U,) — [07 +OO]
f = 1l = Sx | flde

¢ una seminorma. In particolare ||f|l1 = 0 se e solo se f =0 quasi-ovunque.
3. ¢ ben definito lo spazio normato L' (X, A, u) = LY(X, A, u)/ker| - |1
Dimostrazione. Lasciato per esercizio. |

Definizione 7.4.8 - Spazi LP(X, A, n)
Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Per p € [1,400] si definisce la seminorma:

1l = ( /X \flpdu>p

sullo spazio di funzioni:

LPX A p) ={f: X = R[|fllpx <400}
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7.4.1 Teoremi di Integrazione

Teorema 7.4.1 - Teorema di Beppo Levi

Sia (X, A, u) uno spazio di misura. Siano {fx}ren una successione crescente di funzioni
misurabili non negative, dove fi : X — [0, +o0].

Chiamiamo f il limite puntuale: f = kgrfoo fx- Allora per k — +o0:

/kadu—>/xfdu

Dimostrazione. Dato che per ogni k € N vale fi, < fr+1 < f, integrando si ottiene:

Lh@sAhWMSAMM

Dunque anche la successione degli integrali & crescente quindi:

lim / fudp = sup / Judp < / fdp
k—o0 X

Per mostrare l'altra disuguaglianza (>) basta provare:
VeS8, o< fuale / cpd,u,<sup/ frdp

allora per definizione segue che:

/ fdu = sup / pdp < sup/fkdu
o< f k>0

pesSt

n
Sia p(z) = Y cixa,(xz) < f(z). Basta provare che per ogni i € [n] vale:
i=1

cip(Ai) = / ¢dp < sup / frdp

k>0

dove al posto di sup possiamo anche mettere un lim e poi si somma per ¢ = 1,...,n.
k—+o00

Senza perdere generalita, sia A; = X e consideriamo ¢ < ¢;. Banalmente, per ogni k € N
vale che fr > cX{f,>c). Quindi:

sup/X frdp > /X fedp > e p({fx > c})

k>0

dove per definizione {fi > c}ren € successione di insiemi crescenti per inclusione. Quindi
anche

sup [ S c-supp (> 0) = | Ui ) | = el > eh) = e n(x)
k>0 k>0

perche si & supposto che f > ¢ = ¢;xx dove ¢; > ¢. Allora anche f > ¢;u(X).
Sommando su ¢ = 1,...,n segue:

sup / fedp > / edp
k>0JX X
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Questo vale per ogni ¢ < f per cui passando all’estremo superiore:
¥

/fduz sup / soduésup/ frdp
X pestJX E>0JX

p<f

Avendo le due disuguaglianze, vale 'uguaglianza al limite:

li dy = d
k—l>r—|I—1<>o/kaM /Xfu

Osservazione 7.4.4 - Beppo Levi ”decrescente”

Il Teorema di Beppo Levi continua a valere per successioni di funzioni decrescenti fi >
fr41 = 0 purché [ fidp < +oc.

Infatti basta considerare la successione di funzioni g = f1 — f%.

Lemma 7.4.1 - Lemma di Fatou
Sia (X, A, p) spazio di misura. Considero { fi}ren successione di funzioni misurabili non
negative. Allora:

liminf/ fkd,uz/ liminf frdp
X X k—o0

k——+o0

Citazione 15. Vabbé... se uno non... all’iniz... all’inizio uno come diree non vede
perché la disuguaglianza giusta é questa pero appunto basta subito pensare al caso...
semmai voleste ricordarvelo, al caso di... funzioni...

...s1! Per esempio un altr... un altro caso dove si vede una disuguaglianza stretta é
questo: pensiamo alla caratteristica dell’intervallo [k, k + 1]. Quindi é un intervallo
che... che va all’infinito come una barca... legata male.

%

S s
AN

[ =
° 4 2 3 4 teo /7

N

Rielaborazione artistica della barca legata male.

Dimostrazione. Siano per k € N definite: g = 11>1£ fj. Cosi {gr}ren € una successione di
J>

funzioni misurabili'® non negative, crescente e tale che:

f = liminf f; = sup (inf fj> = sup gg
J—0 k>0 \J=k k>0

13Infatti per la Proposizione 7.3.4 inviluppo inferiore di funzioni misurabili & misurabile.
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cioe la successione {gi} converge crescendo a f = liminf f.
Inoltre V j > k > 0 vale: f; > g e percio:

/fjduZ/ grdp
X X

Dunque posso passare all’estremo inferiore:

inf dy > d
;gk/fgu/xgku
Dato che questo vale V k£ > 0:
lim inf/ fjdp = sup (mf fjdu> gkdu
j—oo Jx k>0
B:L/ sup g )dp = / (hmmffj)
X k>0 X
ovvero la tesi. |

Esempio 7.4.1 - ”La barchetta slegata”
Si osserva che per la successione fr = X[ r41] Per ogni k € N si ottiene la disuguaglianza
stretta:

k—+o00

liminf/ frdp =1
X

/ liminf frdy =0
X

k—o0

Teorema 7.4.2 - Teorema di Lebesgue (Convergenza Dominata)

Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Sia data una successione di funzioni integrabili { fi }ren
che converge puntualmente ad una funzione f : X — R e che viene dominata da una
funzione integrabile non negativa g (cioé tale che valga per ogni k € N: |fi| < g). Allora

per k — —4o00:
/ Sedp — / fdp
X X

Dimostrazione. Applichiamo il Lemma di Fatou 7.4.1 alle successioni'# definite g+ f,, > 0
(che convergono puntualmente a g + f). Allora:

[ (% nau= [ttty = i < timint [ g+ F)dn
X X k—+o00 k—oo X

Usando la linearita di [ € sottraendo il termine |  9dp, si ottiene la catena di disequa-
zioni:

/ fd,ugliminf/ fnd,uglimsup/ fnd,ug/ fdu
X n—oo Jx X X

n—o0

Ma allora 3 nh_g)lo Jx fndp = [y fdp. [ |

14 Applichiamo il ragionamento sia alle funzioni g + f» che alle funzioni g — f, in quanto faremo uso di
entrambe.
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Teorema 7.4.3 - Teorema di Integrazione per Serie
Sia (X, A, u) uno spazio di misura. Data una successione di funzioni integrabili { fx}ren

+oo +oo

tale che > ||felli < +oo, la serie di funzioni Y fr converge u-quasi-ovunque ed in
= k=0

seminorma || - |1 ad una funzione f: X — R integrabile tale che:

/deuzzz::/)(fkdu

Dimostrazione. Consideriamo la funzione misurabile non negativa:

+o00
g(x) =Y | fa(x)]
n=0

+o0o
Essa domina la successione S, delle somme parziali della serie ) f,, ovvero:
n=0

k=0

Applicando il Teorema di Beppo-Levi 7.4.1 alle somme parziali di g si ha:

n n +o0
hp
IRz ngw/;)yfw i Sl = Y el £ o

cioeé g ¢ integrabile: quindi in particolare g(z) < 400 p-quasi ovunque.
—+o00
Allora, per questi x € X dove la funzione & definita, la serie ) f,(x) & assolutamente

n=0
convergente e definisce (u-quasi ovunque) una f misurabile (che si puod estendere a piacere,

per esempio con il valore 0). Per il Teorema di Convergenza Dominata 7.4.2 si passa al
limite sulle somme parziali S, e si ottiene:

/deuzg/xfndu

Analogamente, vediamo la convergenza:

1f = Sull :/X

cioe le somme parziali S,, convergono ad f quasi ovunque ed in seminorma || - ||;. [

> f

k>n

dp — 0

Corollario 7.4.3.1 - L'(X, A, u) & completo
LY(X, A, 1) ¢ uno spazio di Banach: dalla Proposizione 1.2.5 (Completezza per Serie)
seque che lo spazio ¢ completo.

Citazione 16. Ma quindi... domani ¢ Venerdi Santo? ...e noi lo santificheremo!
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Teorema 7.4.4 - Teorema Inverso della Convergenza Dominata

Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia {fi}ren una successione di funzioni integrabili
convergente in norma || - |1 ad f € LY(X, A, u).

Allora vi & una sottosuccessione dominata in LY(X, A, ) e convergente ad f p-quasi-
OVUNQUE.

. . . k—+o00 . .
Dimostrazione. Siccome || f — fn|l1  — 0, esiste una successione strettamente crescente

di indici ng < -+ < ng < gy < ... tale che ||f — fo.ll1 < 27% per ogni k € N (si pud
provare per induzione). Consideriamo la funzione misurabile non negativa:

9(@) = Fao @) + D 1, (@) = fr, 1 ()]
j=1

A questo punto:

e per il Teorema di Beppo-Levi 7.4.1 (detto per serie non negative):
o0
[ i =l + 3 1o @) = fr s @l
j=1

o0
< ol + Y277 #2774 = | fugll +3 < 400
j=1

k
e per costruzione, V k vale: |fn, (2)] = |fno () + > (fn,; (%) — fn;_, (2))| < g(x) ovvero
j=1
la funzione g domina la sottosuccessione { fy, }.
e per il Teorema di Integrazione per Serie 7.4.3, la serie:

fno(x) + Z(fnj (33) - fnj71 (l‘))

o]
J=1

converge quasi ovunque (per gli  dove g(z) < 4+00) ed in norma || -||; ad una f, che
¢ identica ad f quasi ovunque (per unicita del limite in modulo equivalente quasi
ovunque, cio in £1).

Corollario 7.4.4.1
Sia (X, A, 1) uno spazio di misura e sia f: X Xx R = R tale che:

1. f(-,t) : X — R ¢é misurabile per ogni t € R.

2. f(z,-): R — R ¢ continua quasi-ovunque su X .

3. |f(z,t)| < h(z)+c-|t| dovecER ed h € LYX, A, ).
Allora la sequente mappa é ben definita e continua:

LNX A ) — LYX A )
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Dimostrazione. Per la buona definizione della mappa bisogna mostrare che f(z,u(x)) e
misurabile. In effetti se u ¢ semplice:

m
u(z) =) ejxa,
j=1
con (A;)7L partizione misurabile di X. Ma allora:
m
f(x’ u(x)) = Z f(.T, Cj)XAj (CC)

=1

che non e semplice ma ¢ misurabile. Siccome ogni u misurabile e limite puntuale di una
successione di funzioni semplici ¢,,, anche f(x,u(x)) & misurabile in quanto limite p-quasi
ovunque di f(z, ¢n(x)). Resta da verificare che:

/X () dpe < /X h()ldu + ¢ /X (@)l < o0

perche h(z),u(z) € LY(X, A, ). Per quanto riguarda la continuita, essendo £'(X, A, u)
normato, verifichiamo la continuita per successioni. Sia u, — w in || - ||1).

Per il Teorema 7.4.4, esiste una sottosuccessione {u,, } convergente ad u quasi ovunque e
dominata da g € £'. Allora vale che:

e Per l'ipotesi (2), ovvero f(z,t) continua quasi ovunque nella seconda variabile, si ha
che f(x,up, (x)) = f(z,u(x)) puntualmente quasi ovunque

e Per I'ipotesi (3) vale | f(x, un, ()| < h(z) + Cluy, (z)] < h(z) + Cg(z) € L1, ovvero
ogni elemento della successione {f(z, up, (z))} € integrabile.

e Possiamo applicare il Teorema 7.4.2 ottenendo che { f(x, up, (z)) }tof(z,u(x)) in ||-|1.

Dunque: si & provato che Yu, — u convergente in L1, esiste sottosuccessione {u,, } tale
che f(x,un,) — f(x,u(z)) in norma | - ||;. Allora:

f (@, un(z)) — f(z,u(z))
per il solito argomento di Urysohn. |

Teorema 7.4.5 - Continuita della Funzione Integrale
Siano I spazio metrico, (X, A, n) spazio di misura. Sia f : I x X — R tale che:

1. f(t,-) : X — R é misurabile per ognit € 1
2. f(-,z): I — R continua per ogni x € X (o quasi-ogni secondo la misura )
3. |f(t,x)| < h(z) per h € LY (X) e per ogni t,x € I x X

Allora & ben definita e continua ’applicazione:
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Dimostrazione. E’ una conseguenza del Teorema di Convergenza Dominata 7.4.2.

Infatti per la condizione (2), se ho una successione t; — t nell'intervallo I, si ha la
convergenza f(tx,r) — f(t,z) per ogni x € X.

Inoltre, le funzioni f(ty,-) sono misurabili per (1) e dominate in £' dalla funzione h per il
punto (3). Applicando il Teorema si ottiene che per k — +o0:

o(tr) — o(t)
[ |

Proposizione 7.4.7 - Assoluta continuita dell’Integrale di Lebesgue
Sia f € LY(X) con (X, A, ) spazio di misura. Allora per ogni e > 0 esiste § > 0 tale che:

[ 1fldu <<

per ogni A € A tale che u(A) < 9.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che non sia vero. Allora 3¢eg > 0 talecheV k € N:

1

pAL) < gp e / fldp > o
Apg

Introduciamo quindi B, = |J A. Per costruzione B,, 2 By;1, inoltre:
k>n
1 1
1(Bn) < ZN(An) < on  on—1
k>n k>n

Quindi al limite:
n—oo

w(Bn) — 0

Osserviamo ora che per ogni n € N:

€0</ Iflduﬁ/ \fldu
ATL B"l

dove il < vale poiché A,, C B,, per costruzione. Quindi trovo un assurdo se provo che:

n—o0

lim |flde =10
B

Possiamo riscrivere I'integrale. L’ultima equazione ¢ verificata se e solo se'®:

Jggo/x XB,|fldp =0

Detto quindi f, = xp,|f|, ho che |f,| < |f| = f, & dominata da una funzione in £! quindi
concludo se provo che quasi ovunque:

n—oo

fn—0

Ma puntualmente ho che:
n—oo

[ful — 1 fIXPenBn

e abbiamo detto che B, D Bpny1 e u(Bn) = 0 quindi () B,) = 0, ovvero | f,|

n
quasi ovunque. |

n—oo

— 0

5 \ . . . . . . . . . . . . .
1511 trucco & quello di ”scaricare” il dominio variabile dell’integrale su un insieme generico su funzioni,
cosi da applicare tecniche che conosciamo.
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Proposizione 7.4.8 - Convergenza Dominata in Spazi £P
Sia p < +00. Data una successione { fx}ren C LP(X, 1), seque che:

1. se fr —> f puntualmente u-quasi ovunque ed esiste g € LP tale che |fx| < g per
ogni k € N allora:

Il
fo =% f
2. se fr, — f in norma || - ||, allora esiste una sottosuccessione { fi;} C {fix} conver-
gente ad f puntualmente p-quasi ovunque tale che esiste g € LP con ]fkj\ < g per

ogni j € N.
Dimostrazione. Dimostriamo le proprieta separatamente.

1. Sia fr — f puntualmente p-quasi ovunque dominata da g € £P.
Ma allora osserviamo che |fx[P — |f|P e che |fx|P < gP € L! per ogni k € N. Per il
Teorema 7.4.2 allora:

[ Atrdi—s [ 15vdn < [ gdn < -+oo
X X X

quindi fy — f in norma || - ||, ed f € LP.

2. Se fy — f in norma || - ||y, allora |fx — f|P — 0 in norma | - ||;. Per il Teorema
7.4.4 esiste sottosuccessione { fkj} dominata e convergente p-quasi ovunque ad f. In
particolare componendo le funzioni con la radice p-esima, si ottiene la convergenza
e dominanza nello spazio di misura £LP.

Proposizione 7.4.9 - Continuita degli Operatori di Composizione
Siano p,r > 1 e f: X xR — R tale che:

e f(z,:): R — R continua per ogni x € X
o f(-,t): X — R misurabile per ognit € R
o |f(z,t)] < h(z)+c|t|r con he L

LP(X,p) — L7(X,p)

Allora la mappa " o )

e ben definita e continua.

Dimostrazione. Consideriamo una successione {ug}reny C £ che converge in norma || - ||,
ad una funzione u. Allora esiste una sottosuccessione {uy, } jen convergente quasi ovunque
ad u e dominata da una funzione g € LP. Ma allora:

{f(x,ukj (2)) uiryy flx,u(x)) quarsz‘ ovunque )
[ (@, ug; (2)] < h(x) + ¢ |un; (@)|7 < h(x) +c-gle)r € L

Ma allora f(x,u,(r)) — f(z,u(r)) in norma [ - ||, per j — +o0o. Questo prova la
continuita dell’operatore u — f(xz,u(x)).

Inoltre, abbiamo gia osservato che u misurabile implica f(z,u(z)) misurabile. L’operatore
¢ quindi ben definito e continuo. |

Corollario 7.4.5.1 - Omeomorfismo tra LP
Per 1 <p < +oo gli spazi LP sono topologicamente omeomorfi tra loro.
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Dimostrazione. Osserviamo che ogni spazio £P & omeomorfo ad £! esibendo una mappa:

&: LP — Ll
u > |ulPsgn(u)

ben definita e con inversa:
ol. ot — LP
1
v > |v|rsgn(v)

Inoltre, entrambe le mappe sono continue per la Proposizione precedente. Quindi ¢ e
omeomorfismo tra £P e L1, |

Corollario 7.4.5.2 - Completezza LP
Per 1 < p < 400 lo spazio LP(X, u) é completo.

Dimostrazione. Sappiamo che £'(X,p) ¢ completo con il Corollario 7.4.3.1. Dato che
LP(X, ;1) sono omeomorfi a £!(X, 1) completo, sono completi. [

7.4.2 Teoremi di Calcolo

Teorema 7.4.6 - Teorema di Tonelli
Siano (X, A, u) e (Y,B,v) spazi di misura o-finiti's e sia f : X x Y — [0, +00] misurabile
e non negativa rispetto ad A Q@ B. Allora:

1. la sequente funzione & A-misurabile e non negativa:

X — [0, +00]
r = [y flz,y)dv(y)

2. wvale lidentita:

/ / £, y)dv(y)dp(a) = / F (1) ® v)(, )
X JY XxY

Dimostrazione. Definiamo 'insieme:
F={f: X xY — [0, +00] misurabile non negativa | f verifica (1) e (2)}
Questo insieme verifica le proprieta:

1. F & un "cono positivo convesso”: contiene le combinazioni lineari a coefficienti non
negativi di suoi elementi (segue dalla linearita delle condizioni (1) e (2)).

2. F contiene limiti puntuali di successioni crescenti { fy, }nen di suoi elementi, dove
fn < fnt+1 (vale per Beppo-Levi applicato agli spazi X, Y, X xY).

3. F contiene le funzioni caratteristiche di rettangoli:
XaxB(z,y) = xa(z)xs(y) € F

Dividiamo in 2 casi la conclusione:

Uno spazio di misura & o-finito se & unione numerabile di insiemi misurabili con misura finita. Ad
esempio R con misura di Lebesgue non é finito ma & o-finito in quanto unione ad esempio degli intervalli
{[n,n+ 1] | n € Z} che sono spazi di misura finiti.
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e siano X, Y di misura finita. Allora prendiamo & = {S € A® B | xs € F}. Le
proprieta osservate per F dicono che § € un A-sistema:

— se Sy, € Sp41 successione di elementi di S, allora per (2):

Xus, = lim xg,
n—-+oo

— se S,5" € S tali che S C S’ allora dall’additivita e finitezza:
XS — X8 = Xsn\8

Inoltre: S D {Ax B| A€ A, B € B} che & m-sistema, quindi per il Teorema della
Classe Monotonas:

S=A®B

e siano X e Y spazi o-finiti qualunque: esistono {X,} e {Y,} successioni crescenti di
spazi misurabili di misura non negativi tali che:

X:UXn Y:UYn
neN neN

Ma allora consideriamo f : X x Y — [0, +00] misurabile non negativa. Definiamo:
falz,y) = f(x,y)xx, xv, €F per il caso XY di misura finita. Quindi vale il limite
monotono crescente:

flz,y) = lim fo(z,y)
n—oo
e per Beppo Levi si ottiene f € F.

Dato che tutte le funzioni misurabili non negative appartengono a F, vale la tesi. |

Citazione 17. *poggiata la penna* BENISSIMO! Wrummmm wruvuuvum, adesso
bisogna finire rapidamente, eh!

Definiamo per il prossimo Corollario la funzione ”sezione”. Dato lo spazio di misura
prodotto X X Y, per ogni z € X:

jet Y — X XY
y = (2,y)

Corollario 7.4.6.1 - Principio di Cavalieri
Siano X,Y spazi di misura o-finiti. Consideriamo un elemento della o-algebra prodotto
SeA®B. Allora:

(N®V)(S):/Xxyxs(x,y)d(uéév)Z/X/YXs(x,y)dydu

inoltre, possiamo scrivere xs(x,y) = xs, (y) dove Sy = j; 1(S). Dunque si ottiene:

(o)) = [ (S
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Citazione 18. Allora, se S é...
*cade matita in aula™

Se lei si ferma a raccogliere una matita si perde DUFE teoremi con la velocita che ora...

Fatterello 7.4.1 - Applicazione di Tonelli
Per ogni f € LY(R™) wale lidentita:

400
= [ 1= [ il = e

Dimostrazione. Osserviamo che:

/\f )dp(x //+OO X[0,|f(x)] (t)dtdp(z /+OO/X[0|f dp(x)dt

=/0 (e e X | ()] > 1)) dt

Teorema 7.4.7 - Teorema di Fubini
Siano (X, A, 1) e (Y,B,v) spazi di misura. Sia f € LY(X x Y, u®v). Allora:

1. per quasi-ogni x € X ¢é ben definita e integrabile su (X, A) la funzione:
v | Heiv)

2. wvale la seguente identita:

/ / F (@ y)dv(y)du(z) = / F (e y)d(p ® 1) (2, y)
X JY XxY

Dimostrazione. Siccome |f| & integrabile (perche f € £1(X x Y)), ha supporto o-finito
ovvero non ¢ nulla in un insieme X X Yy con X e Y; che sono o-finiti. Senza perdere
generalita consideriamo X = Xpe Y =Y.

Decomponiamo f = fi — f_ ed applichiamo Tonelli alle due funzioni f; ed f_. Ma allora
¢ ben definita e misurabile la funzione del punto (1), in quanto:

s /Y (@ y)ldv(y) < +oo

p-quasi ovunque. [ |

Esempio 7.4.2 - Tonelli non applicabile

Siano X =Y =[0,1] e A = B = "boreliani di [0,1]”. Consideriamo le misure rispettiva-
mente su (X,A) e (Y, B): p misura di Lebesgue e v cardinalita.

Prendiamo A = {(z,z) | € [0,1]}. Allora si osserva che:

/X (/Y XA(%?J)dV(?J)) du(x) = /X ldu(z) = 1

mentre cambiando l'ordine di integrazione:

/Y (/X XA(J?,y)dM(CE)) dv(y) = /YOdV(y) _0

Qui Tonelli non funziona perche (Y, B,v) non ¢ o-finito.
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Teorema 7.4.8 - Disuguaglianza di Volume per Mappe C*
Sia Q C R™ aperto. Sia g : Q2 — R"™ una mappa C' dove E C Q ¢é misurabile. Allora:

\guwrgué;mﬁngndx

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione seguira i seguenti passi:

e ci si puo ricondurre sempre al caso FZ compatto. Infatti se E/ & misurabile, & unione
numerabile di chiusi. A meno di raffinare questa famiglia (per rendere i chiusi limita-
ti), € un unione di chiusi limitati (quindi compatti). Discusso il caso di E compatto,
basta sommare.

e si ingrossa 'insieme graph(g|g) all’insieme:

U graph(g(-+n)) € | J graph (g(z) + Dg(x)h + R(h))
|h|<d |h|<d

dove per l'inclusione si applica la Formula di Taylor al 1° ordine.

e si usa il Principio di Cavalieri per ottenere una disuguaglianza per il volume dell’in-
sieme.

e si passa al limite per 6 — 0 usando il Teorema di Beppo Levi.

Sia quindi £ C ) compatto. Consideriamo:
0<d<min{l|z—vy|||zekE, ye}
Consideriamo un modulo di continuita w per Dg|g, per cui per ogni x € F ed y € §:

1Dg(x) = Dg(y)ll < w (= = yll)

Dalla stima del resto al 1° ordine, V = € FE ed V ||h|| < § (per cui dalla costruzione
x +th € E per ogni |t| < 1):

lg(x +h) — g(x) + Dg(x)h| <[] - Sup 1Dg(x 4 th) — Dg(x)[| <6 - w(d)

Segue da queste disuguaglianze l'inclusione I' C IT” di compatti in R?", dove:

I = {(¢—hg(@)| |nll <5, =€ B} = {(/, g’ + W)| | <3, 2’ € E— h}
I = |€_£ {z} x {g(x) + Dg(z)[6B] + éw(d)B}

con le notazioni!” B = B(0,1) e Es = E+ 6B C Q.
Prendiamo le misure di questi insiemi:

|5B\'W(E9|§\T=L/u”|g%y)ﬂl?+6fﬂdy
g

<17 = [ 1Dg(@)l58) + 50(6) Bl

"In questo caso, E+dB={x=e+6hcQ|ec E, hc B}.
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Per 'omogeneita rispetto alle omotetie, si ha che in dimensione n: |AE| = A\"|E|. Nel
nostro caso, portiamo all’esterno un fattore d:

/ 6Dg(2)[B] + 6w(8) Bldz = 5" / Dg()[B] + w(5) Bldx
Es Es

_ [0B|

=8 /s, [Dg()[B] + w(6) Bldx

Per cui si ottiene la disuguaglianza:

9(E) [Dg(x)[B] + w(6)Bldx

| < —
|B| Jg,

Ora, notiamo che gli insiemi {Dg(z)[B] + w(d)B}4 sono decrescenti per inclusione rispetto
a 0 — 0. Quindi la loro intersezione sara:

U (Dg(@)[B] +w(6)B) = Dy(x)[B]
>0

Essendo tutti questi insiemi compatti, hanno misura finita e possiamo applicare la rego-
larita interna della misura:

|Dg()[B] + w(8) B - X =% | Dg()[B]| - x& = | det Dg(w)| | B - x

per cui integrando si ottiene proprio:

1
9(B)] < iy [ |det Dy(o)] - Bldz = [ |det Dy(a)ds
1Bl JE E
ovvero la disuguaglianza cercata. |

Corollario 7.4.8.1
Nelle stesse ipotesi del Teorema 7.4.8 per u :  — [0, +00] misurabile non negativa vale:

[ ulw)dy < [ ulg@)ldetDy(a)ldz
9(2) Q
Dimostrazione. Dimostriamo il caso in cui v = xg dove S C 2 boreliano. Allora:

WO g = Xgi(s)

Quindi applicando il Teorema precedente ad E = g~1(S):

/ u(y)dy = [S| = |g(g™(5))] < / | det Dg()|dz
g(2) 97 L(S)

- /Q Xo-1(5)() - | det Dg(a)|d = /Q u(g(z))| det Dy(z)|dz

Lo stesso risultato vale per:
e v funzione semplice non negativa, per linearita della formula ottenuta.

e u funzione misurabile non negativa, usando Beppo-Levi con una successione mono-
tona {uy} di funzioni semplici non negative che converge crescendo ad u.

Quest’ultimo punto ¢ la tesi del corollario. |
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Corollario 7.4.8.2 - Teorema di Sard facile
Nelle stesse ipotesi del Teorema 7.4.8 l'insieme dei punti singolari di g:

Z ={z € Q|detDg(x) =0}
ha Uimmagine g(Z) di misura nulla.

Dimostrazione. Segue direttamente dal Teorema 7.4.8, grazie al fatto che |det Dg(x)| =0
per ogni x € Z. |

Teorema 7.4.9 - Cambio di Variabile
Sia Q C R™ aperto, sia g : Q — R™ iniettiva e C*. Allora:

1. per ogni u : R™ — R misurabile positiva vale che:
[ ulw)dy = [ ulgw)ldetDy(a)ldz
9() Q
2. per ogni u : R™ — R integrabile vale che:
[ ulw)dy = [ ulgw)ldetDy(a)ldz
9(22) Q
3. per ogni insieme E C Q) misurabile vale che

9(B)| = /E \detDg()|da

Dimostrazione. Dimostriamo i punti separatamente.

1. Sia Z = {x € Q : detDg(z) = 0}. Allora g induce un diffeomorfismo fra gli aperti:
F=a\z — g@)\9(2)

Per trovare la formula basta restringersi a {2 (a sinistra) ed a g(£2') (a destra).
Si puo quindi assumere Q = ' cioe g : Q = g(2) diffeomorfismo tra aperti.
Sia u : R™ — R misurabile non negativa'®. Per il Corollario 7.4.8.1:

/ ul(y)dy < / u(g(x))|det Dy(x)|dx
9(2)

Q=9~"(9(V)

S/( u(g(g~" (v)))|detDg(g~" (y))l|detDg~" (y)|dy

Q)
/ u(y)dy
()

per la regola di differenziazione di una composizione.

2. Per u € LYR") si applica il caso (1) alle mappe uy e u_. Con la linearitd
dell’integrale fg(ﬂ si ottiene il risultato cercato.

3. Si applica il punto (1) a xg(z).

8Basterebbe che fosse definita solo su €. Senza perdere generalitd, se fosse definita solo su  potrei
estenderla dicendo che & 0 fuori da €.
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Commento 8. Questo Teorema migliora il risultato del Teorema 7.4.8.2: ora sappiamo
che per fare il cambio di variabile non serve un diffeomorfismo ma basta una funzione
iniettiva.

Il prossimo corollario migliora il risultato del Corollario 7.4.8.1: al posto della disugua-
glianza si identifica dove & stata ”persa 'uguaglianza”, nella cardinalita della fibra della
funzione di cambio variabile.

Corollario 7.4.9.1
Sia Q C R™ un aperto, sia g € C*(Q,R"™) ed u : R* — R misurabile positiva o integrale.
Allora:

£~ () uly)dy = / u(g(x))|det Dg(z)|dz
Rn Q

Dimostrazione. Basta considerare il caso dove u € misurabile non negativa.

Rimuovendo l'insieme singolare Z della funzione g, si puo assumere che g sia un diffeo-
morfismo locale: g : Q — g().

Si puo ricoprire Q con una famiglia numerabile {4;};en di aperti su cui g induce un
diffeomorfismo (dove g(A;) aperti):

gla, + Ai = g(4)

Definiamo per ogni ¢ € N gli insiemi B; = A; \ (U Aj). Gli insiemi B; ripartiscono €2,

J<t

") = XemnW)

1€EN

per cui:

Allora per il Teorema 7.4.9 e per il Teorema di Beppo-Levi per serie:

/n#( Yy) dy—/ ngw) dy—Z/ uly)dy
=> / 2))|detDg(z)|dx = /Q u(g(z))|detDg(z)|dx

ieN

Come nel Teorema precedente, se u € integrabile si considera la scomposizione u = uy —u_
e si applica il risultato appena ottenuto alle singole mappe u4 e u_. |

Osservazione 7.4.5
Analogamente alla formula di cambio variabile in una dimensione, possiamo scrivere:

/nd(y,Q,Q)U(y)dy = AU(g(x))deth(x)dx

dove d(y, 2, g) & il grado topologico della terna (y, <, g).

Teorema 7.4.10 - Derivazione sotto Segno di Integrale
Siano I = [a,b] spazio metrico, (X, A, u) spazio di misura. Sia f: I x X — R tale che:

1. f(t,") : X — R ¢é misurabile per ogni t € I

2. f(,x): I =R &C* per ogni v € X (o quasi-ogni secondo la misura p)
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3. |f(t, )|+ |0:f(t,x)] < h(x) per h € LY(X) e per ognit,x € I x X
Allora ¢ ben definita e C' Uapplicazione:
p: I — R
t = [ f(t,x)du(x)
ed in particolare:

_ / Onf (1, 2)dp(x)
X

Dimostrazione. La funzione 0;f : I x X — R soddisfa le condizioni 1,2,3 del Teorema
7.4.5. In particolare per l'ipotesi di misurabilita di 9;f(¢,) notiamo che la funzione:

t+ l,x — flt,x
Ouf(t,x) = lim [+ 5.) = J(t o)

k—oo

=

che € misurabile per ogni ¢t € I. Quindi:

~ [ stta)dnto)
X

¢ C°(I,R). Segue che anche I 5t — [y 8;f(t, z)du(z) & C°(I,R) sempre per il Teorema
7.4.5.

Per il Teorema Fondamentale del Calcolo Integrale, per dimostrare che ¢ € C1(I,R) basta
osservare che V a, s € I:

//atftxdu )dt = /fsycd,u /faa:du

Per vedere l'identita, usiamo il Teorema di Fubini (in seguito verificheremo le ipotesi per
poter applicare Fubini):

/ [ outeyinyn = | / o (t.)itd(a) = [ (£(5.2) = f(a.2))duta)

/fsacdu /fa:vdu

Verifichiamo le ipotesi di Fubini, ossia che 9;f(t,z) € L1(I x X). Per quasi ogni z € X e
tel:

O f(t, x) < h(x)
Inoltre Oy f(t,x) € misurabile anche come applicazione I x X — R. Basta vedere che
O1f(t, x) & integrabile in I x X usando nuovamente il Teorema di Continuita della Funzione
Integrale 7.4.5. Dobbiamo dimostrare che vale la sua ipotesi (1). Denotiamo g¢(t,z) =
Ocf(t,x). Allora ”approssimiamo” t con la successione t,, = % —> t. Per continuita di

g9(- @):
o(t.2) = lim g (WJ:E)

n—-+oo n

ed in questo caso possiamo scrivere:

|nt| B k
9( )= > g o | X[ ey (1)
kEZ
na<k<nb
che & somma finita di funzioni misurabili. Quindi al limite g(¢,x) & misurabile. Ne segue
che g(t,x) verifica le ipotesi del Teorema 7.4.5 ed ¢ quindi integrabile. Si puo applicare
Fubini. |
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7.4.3 Mappe Lipschitz

Fatterello 7.4.2 - Mappe Lipschitz e Misura
Sia f : R"™ = R"™ una mappa Lipschitz (rispetto a ||x]oc = max |z ). Allora vale'® che
i=1,...,n

per ogni B C R":
[f(E)]e < c"|Ele
Dimostrazione. Consideriamo la palla B(z,r) =|x — r,z + r[". Siccome:
f(B(z,r)) € B(f(x),cr) = f(z) +cB(0,r)
passando alla misura:
[f(B(z,7))| < "Bz, 7)]

Consideriamo ora E C R™. Per ogni £ > 0 per definizione di misura esterna esiste un
ricoprimento numerabile con palle: {B(z;,r;)}ien tale che:

> |B(wiymi)| < |Ele ¢
1EN
E C U B(zj,m)

1EN

quindi in particolare:
F(B) C | F(B(wiri) € | (F(@:) + ¢B(0,74))
i€N ieN
Passando alla misura:
[F(B)le <Y |BO, )| < " (|Ele +¢)
ieN
e valendo questo per ogni £ > 0, si ottiene la tesi. |

Esempio 7.4.3 - Controesempio con f continua

Sia g : [0,1] — [0, 1] la funzione di Cantor (continua su ogni intervallo aperto del comple-
mentare dell'insieme C' di Cantor). Sia f(x) = x + g(x). In particolare f : [0,1] — [0,2] &
un omeomorfismo. Pero:

e [C]=0
e siano C} gli insiemi ”parziali” di Cantor, [0,1]\ C = || ([0,1] \ Ck):

keN

IF(O)] = 170, 1] = [0, 1\ C) =2 - ‘f(|_|([07 1]\@))‘

keN

—9_

L] ([0, 1\ Cy)

keN

=2- 0.1\ =1

Fatterello 7.4.3
Sia f localmente Lipschitz. Allora f manda insiemi di misura nulla in insiemi di misura
nulla, manda misurabili in misurabili.

9Tndichiamo con | - |. la misura esterna di Lebesgue.
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Dimostrazione. Dal Fatto 7.4.2, applicando la disuguaglianza segue che se £ C R” ha
misura nulla, allora f(E) ha misura nulla.

Sappiamo che un insieme FF C R™ ¢ misurabile secondo Lebesgue se si puo scrivere nella
forma F = F U N dove:

e F' & unione numerabile di compatti: F = |J C,.

neN
e N ¢ un insieme di misura nulla.
Ma allora, la preimmagine tramite f sara:
f(E)=[f(FUN)=fF)Uf(N uJ fcn

neN

dove f(N) ha misura nulla, f(C),) compatti, quindi misurabili. Segue che f(F) e misura-
bile. [

7.4.4 Mappe Lineari

Sia T' € GL(n,R) mappa lineare invertibile. Possiamo considerare la funzione d’insieme,
dove I =[0,1]:

L: {o— algebra misurabili Lebesgue} — [0, +o0]

7(B)|
E = ()

Essa € una misura, normale sul cubo unitario (£(I™) = 1) ed invariante per traslazioni.
Segue che e la misura di Lebesgue: per ogni F misurabile secondo Lebesgue vale

T(E)| = [T(I")]- |E]

Fatterello 7.4.4 - Misura di I™
Definiamo la funzione:

Allora si vede che ¢(T) = |detT|.
Dimostrazione. Osserviamo subito che per S,T € GL(n,R) vale per linearita che:
o(ST) = |TSUI™)| = |T(SUI™)| = e(T) - [SI")]| = e(T) - (S)

analogamente alla proprieta del determinante det(ST') = det(.S) - det(7T").

Basta quindi studiare 1'uguaglianza su un insieme di generatori del gruppo GL(n,R). Per
la proprieta enunciata, segue la tesi per qualsiasi T' € GL(n,R).

Vediamo dei casi particolari:

(a) Matrici Diagonali: sia T' = diag(r1, 72, ..., ). Allora:

ﬁ 0, ;]
i=1

o(T) = [T(I")] = — | det(T)|

(b) Matrici di Permutazione: sia 7" matrice di permutazione. Allora essa lascia fisso
I'insieme I™:

o(T) = [T(I")] = |I"] = 1 = | det(T)|
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(c) Matrici Ortogonali: sia T € O(n). La trasformazione lascia fissa la palla B(0,1).
Allora:

o) = () =

=1=|det(T)]

(d) Perturbazioni Nilpotenti di I: sia N € L(n,R) matrice nilpotente, cioe N* = 0
(prendiamo tale & € N in modo che sia il pin piccolo naturale per cui succede).
Definiamo?® T'= 1+ N. Vale quindi la stima per m € N:

k—1
" =I+N)"=>" (m> NI = O(m")
=0 N7
Siccome in generale vale la disuguaglianza (che segue dal fatto che T' & ||T'||-Lipschitz):
()| = [T(I)| < [T
Applicandolo alla relazione ottenuta:

eI+ N) = c((I+N)™)m < [T+ N)™|" < mm

Dato che questo vale per ogni m € N e che lim mw =1 segue:
m—+00

cI+N)<1
Analogamente, anche (I + N)~! & perturbazione nilpotente di I. Ne segue che:
c(I+N)1) <1

Per cui: 1 =¢(I) = c(I+ N)-c((I+N)™'). Le disuguaglianze precedenti devono
quindi essere uguaglianze: ¢(I+ N) =1 = |det(I+ N)]|.

(e) Perturbazioni Elementari di I: definiamo una matrice elementare come E; j = (€q5)" ,_,
dove i coefficienti sono tutti nulli a meno di e; ; = 1.
Consideriamo la perturbazione elementare dell’identita, per A € R:

T =1+ AEi,j

Lavoriamo nel caso n = 2, basterebbe altrimenti applicare una permutazione P delle
coordinate (ricordando dal punto (b) che ¢(P) = 1) per ottenere una matrice 1" dove

i=lej=2.

Consideriamo quindi 7" = [O 1] e osserviamo che T'(I?) & un parallelepipedo con
stesso lato di base e altezza, quindi stessa misura di Lebesgue di 12, come in Figura
7.1.

Segue che:

o(T) = [TU")| = " = 1 = | det(T)]|

Basta allora trovare un insieme di generatori per GL(n,R) usando le classi particolari
appena descritte, su cui ¢(T") e det(T") coincidono. Riportiamo 3 conclusioni distinte
(I'ultima lasciata come curiosita):

20Indichiamo T la matrice identita, per distinguerla da I = [0, 1].
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e ]

Figura 7.1: Visualizzazione grafica della trasformazione di T'(1?)

1. Decomposizione ai Valori Singolari: ogni matrice 7' € L(n,R) si decompone nella

forma:
T=U-5-V dove U,V €0(n)
S =diag(o1,...,0n)

ed in particolare {o;}?_; sono i valori singolari di T" e vale:

c(T)=c(U)-c(S)-c(V)=¢(S) = HO'@' = det(S) = | det(T)]
i=1

2. Decomposizione LU: ogni matrice T' € L(n,R) si scrive tramite decomposizione LU
come:

L triangolare superiore
T=L-U-P dove < U triangolare inferiore

P matrice di permutazione

In particolare, si puo scrivere matrici triangolari superiori/inferiori nella forma:

N nilpotent
L=(I+N)-D dove{ nuporente

D = diag(Ly1, ..., Lnn)
ed analogamente per U = D’ - (I + N’). Quindi:
T=(O+N)-D-D'-I+N')-P
ovvero mi riconduco a matrici speciali dei casi (a), (b), (d).

3. Decomposizione con Matrici Elementari: si usano le matrici speciali (a), (e). Si
rimanda al libro ”Principles of Mathematical Analysis” - W. Rudin per la dimostra-
zione di questa decomposizione di matrici.
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7.5 Tecniche di Calcolo e Applicazioni

7.5.1 Tecniche di Calcolo (Integrali Doppi)

Insiemi Normali

Definizione 7.5.1 - Insieme Normale
Sia A C R?. Si dice normale rispetto all’asse y se esistono due funzioni a, 8 : R — R tali
che:

A={(z,y)|la<z <beda(zr) <y < B(x)}
cioé A ha come fibre degli intervalli.

Osservazione 7.5.1
Sia A un insieme normale rispetto all’asse y. Si puo usare il Teorema 7.4.7:

J[ taaizay = [ b ( / f()) f(w,y)dy> di

Inoltre, questi risultati continuano a valere per insiemi normali rispetto all’asse x.

Coordinate Polari

Sia u : R? — R una funzione misurabile non negativa o integrabile. Allora:

27 +oo
//u(x,y)da:dy:/ / u(pcosh, psind) pdpdf
R JR o Jo

Infatti basta considerare il cambio di variabile:
p\ _ [ pcost
9\g) = psinf
p\ _ |cos® —psind
Dyg <9> N Lz’n@ pcost }

e segue subito che: detDg <g) = p.

dove quindi:

7.5.2 Tecniche di Calcolo (Integrali Tripli)
Integrazione per Fili

Sia © C R? un insieme normale rispetto all’asse z, ossia esiste A C R? limitato e o, 3 :
R? — R tali che:

Q={(z,y,2) | (z,y) € Aed a(z,y) < z < f(z,y)}

flz,y, z)dxdydz = ﬂ(x’y)f(a:,y,z)dz dxdy
Q A \Va(zy)

Allora:
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Integrazione per Sezioni

Sia Q C R? un insieme normale rispetto all’asse z, ossia esistono a < z < b e {A,}.en C
P(R?) tali che:
Q={(z,y,2) |la<z<bed (z,y) € A,}

///Q flw,y, 2)dedydz = /ab <//A f(m,y,z)dxdy) dz

Coordinate Sferiche

Allora:

Consideriamo la sfera unitaria S? C R? e parametrizziamo i punti con due angoli ¢; € [0, 7]
e 9 € [0,27]. Dato P € S? definiamo:

e (5 l’angolo tra 'asse z e il segmento OP.
e o1 'angolo tra l'asse x e il segmento OP’, con P’ proiezione di P sul piano xy.

Sia la terza coordinata sferica il raggio p € [0, +oo[. Allora si puo definire:
D(p, p1,p2) = (psinpacospr, psinpasing:, pcosps)
Calcolando il determinante del Jacobiano di @, si ottiene che:

|det TP (p, 1, p2)| = p*sings

per cui risulta che:

“+00 27 T
///Rgf(:r,y%)dwddeZ/o /0 /0 F(®(ps 1, 2)) p*singpadipadiprdp

7.5.3 Integrale di Eulero e Formula di Stirling

Ricordiamo la formula di Cauchy per funzioni analitiche. Sia f analitica, allora:

fOO 1)

n! 2w . zntl

Consideriamo f(z) = €, con il cammino circolare ~y(t) = re':

1' _ 5 1 . /ﬂ- ere“efnitdt
n.: mwr

—T

Vogliamo allora studiare l'integrale al secondo membro. Sia r = n, completiamo lo
sviluppo di e al 2° ordine:

i _ 1 /ﬂ en—#—i—n(e“—l—it-{—é)dt _ e" /7T e—"Tthn(eit—l—it—&-é)dt

n!  2mn" J_ . 2™ |

In particolare, posso maggiorare il modulo dell’integrando:

7721&2

A 2 2
en(en—l—lt'f‘%) _ en(COSt—l'f‘%) < el or (71)
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per ogni [t| < m, in quanto all’'ultimo passaggio uso la disuguaglianza (da Lagrange):
cos(0) — 1+ % = cos(@)é—fl < g—itQ.
Si esegue il cambio di variabile s = y/nt:

n iy . s s
i - ° / e_éen(e ﬁil*ZﬁJr?)X
R [

S s

§2
Osserviamo che l'integrando converge puntualmente a e~ 2 . Infatti per ogni s € [—+/nm, \/n7]

fissato, per n — +oo:
s 2 1
n[elﬁ—l—ijﬁJrsn] zno<n> =o(1)

Inoltre, dalla maggiorazione 7.1, 'integrando ¢ dominato da:

e<_%+§)82 er!

perché % > g—i. Si conclude allora che:

Ricordiamo la formula dell’integrale di Eulero per il fattoriale, ovvero:

o0
nl = / et dt
0

dove l'integrando ha massimo per t = n.
Riscriviamo 'integrale col cambio di variabile ¢ = n + y/ns, in questo modo:

e trasliamo la funzione integranda in modo che il massimo si trovi per ¢t = 0.

e si normalizza la derivata seconda di e~ ‘t" (in modo che per n — +oc la derivata
seconda resti limitata).

Si ottiene cosi:

+oo +o00
n! = / e H"dt = / e "V (n 4 /ns)"/nds
0 —vn

:n”+§e"/ <1+8> e V(s
R \/ﬁ +

Osserviamo che l'integrando ottenuto converge puntualmente per n — +oo ad e 2.
Infatti prendendo il logaritmo si ottiene:

log ((1 + jﬁ)ie_ﬁs) = nlog (1 + \/Sﬁ>+ — \/ns
:n<\jﬁ—28;+0<71l>) —\/ﬁs:—sj—i—o(l)

N
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Gli integrandi sono crescenti su | — 00, 0] e decrescenti su [0, +00[, quindi anche gli integrali
convergono per il Teorema di Beppo Levi:

52
n! = n”+;e_”/ e zds (7.3)
R

Confrontando allora le stime 7.2 ed 7.3 si ottiene che:

52
/ e 2ds=+V2mw
R

7.5.4 Confronto tra Integrale di Riemann e Lebesgue

Esempio 7.5.1
La funzione xgno,1) non ¢ Riemann-integrabile ma ¢ integrabile secondo Lebesgue.

Proposizione 7.5.1 - Integrali di Riemann e Lebesgue
Siano a,b € R tali che a < b. Allora:

R([a,b]) € £'([a,b])

Dimostrazione. Data la suddivisione dell'intervallo [a,b] che scriviamo: P = {zj}r=0,. n
dove xp, < xg41 perogni k=0,...,n—1ed 29 =a, v, =D.
Allora la somma inferiore si puo scrivere:

n

s(f,P)=Y_ inf f@)(epp—ax)= [ frdz

1oy CE[TR Tt 1] [a,b]

n

definendo fp(z) = > < inf f(y)> X[zp.pi1)(T). Osserviamo che fp sono funzioni
k=1 \YE[TrTr1] ’

semplici. Consideriamo ora una successione di suddivisioni sempre piu fini {Pp,}men.

Applicando Beppo-Levi, allora per m — +00:

s(f, Pn) = fp,dx — Jxdx
[a,b] [a,b]

dove f, = sup fp,,.
meN
Se la funzione f & Riemann-integrabile, allora gli integrali coincidono. |
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7.6 Risultati Topologici

Citazione 19. FEeeeeeeeeh... c’e poco da fare, a volte mi dimentico qualche pezzo...

Teorema 7.6.1 - Teorema di Punto Fisso di Brower (TPF)
Sia B = B(0,1) C R", ogni funzione continua f € C°(B, B) ha almeno un punto fisso.
Teorema 7.6.2 - Teorema di Non-Retrazione (TNR)

Sia B = B(0,1) C R", non esiste alcuna retrazione r : B — 0B continua tale che
"op = id|yp-

Dimostrazione. (TPF e TNR)
Dimostreremo i seguenti passaggi:

TNR(C?) 2 7PF(c?) L2 TP & TNR(CY)
dove indichiamo con TNR(C?) il Teorema di Non-Retrazione per mappe C? e analoga-
mente gli altri. Infine dimostreremo il Teorema di Non-Retrazione per mappe C2.

e supponiamo che f € C%(B, B) non abbia punti fissi. Allora esiste una retrazione
r: B — OB, (con la stessa regolarita C?).
Infatti, sia f € C?(B,B) con f(x) # x per ogni
x € B. Definisco la retrazione:

)

r: B — OB
r — OBN{x+tlx— f(z) o

ovvero la mappa che associa ad x 'intersezione di ®

OB con la semiretta che parte da x e passa per

f(x) (come in Figura 7.2). Figura 7.2: Retrazione di B su 0B
Allora r : B — OB & ben definita ed & C?(B) inoltre r(z) = x per ogni € dB.
Verifichiamo che & una mappa C2. Possiamo riscrivere r(z) = z + t(z) - (z — f(x))
dove ora t = t(z) ¢ definita dal sistema:

t>0
|z +t(z — f2))] =1
La verifica che () & una mappa C? & lasciata per esercizio.

FEsercizio 7.6.1
Il problema ha un’unica soluzione che ¢ la radice > 0 di un polinomio di secondo
grado (con termine noto negativo e coefficiente principale positivo):

o+ ta — f@)|2—1=0

Al variare di x, la soluzione generale ¢(z) & una mappa C?.

e sia f € C°(B, B). Per il Teorema di ”approssimazione” di Weierstrass (i polinomi
sono densi in C?(R) C CY(R)) esiste una successione { fi }x>0 di mappe C?(R) (per-
sino polinomiali) tali che fx — f uniformemente su B.

Ma allora || fx|loo,8 = || flloe,p < 1. In particolare segue che:



198 CAPITOLO 7. TEORIA DELLA MISURA

= 1V |[fklloo,p = 1
€ C°(B, B)

_ 1

W fklloo,B
Dunque si pud supporre || fxllco.5 < 1, ovvero fix|p € C?(B, B). Per TPF(C?) esiste
xi € B tale che fy(xg) =x, ¥V k€ N.
Per compattezza 3 sottosuccessione {zy, } convergente a un x € B. Osserviamo che:

x; = fr; (k) = f(z) =2
in quanto le funzioni {fx} convergono ad f uniformemente.

e per esercizio: 'idea e fare una dimostrazione per assurdo, se esistesse una retrazione,
allora facilmente troverei una mappa con punto fisso.

Resta da dimostrare TNR(C?).

Sia per assurdo r : B — 9B una mappa C?(B,R") tale che Vz € 0B valga r(x) = .
Definiamo, Vt € R e Vo € B la funzione g(t,x) = g'(z) (pensiamo cio¢ a questa funzione
in due variabili come ad una famiglia indicizzata sul parametro t):

gd'(x) =010 —t)z+t-r(z)

Fissando = € B, al variare di t € R abbiamo la retta passante per = e r(x), in particolare
g°(z) = z, g'(x) = r(x). Inoltre, sul bordo, Vo € OB e Vt € R vale g'(z) = .

Considero la funzione?!:

() :/ det Dg'(z)dx
B
Allora si osserva che:

{@(0) = [ lde = |B| > 0
¢(1) = [gdet Dr(z)dx = [50dz =0

Infatti se fosse Dr(xzg) invertibile in un qualunque punto xy € B, allora r sarebbe lo-
calmente invertibile in xg per Teorema di Inversione Locale. Quindi I'immagine avrebbe
parte interna non vuota, ma r(B) C 9B, che non ha parte interna.

L’obiettivo ora & calcolare ¢'(t). Trovando che & zero, si ottiene una contraddizione in
quanto ¢ dovrebbe essere costante ma ¢(0) # ¢(1).

Per il Teorema 7.4.10 deriviamo in ¢ sotto il segno di integrale®?:

d/ detDg' (x)dx = / Oy(detDg'(x))dx @ / Oy (det [019"|Dag"| . . . |Ong'])dx
dt Jp B B

® / > detdrg']...|0;0:g"| ... [Ong'lda
B
j=1

dove abbiamo scritto esplicitamente le colonne del Jacobiano (a), applicato la linearita del
determinante e Schwarz 0,0; = 0;0; (b).
Si vorrebbe estrarre d; dall’addendo j-esimo, fuori dal determinante.

2 Osserviamo che Dg'(x) = Dag(t, z).
22La, verifica delle ipotesi del Teorema 7.4.10 non & stata fatta.
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Sul singolo addendo j-esimo non c’e¢ questa uguaglianza, ma sulla somma completa si.
Infatti sul singolo addendo si ha che:

0jdet[Ong"]...|0tg"|. .. |Ong"] = det[O1g"| . ..|0;0ug"| . . - |Ong']+

+ ) det[Org!]...10;0i9"] .. . 101g"| .. - |Ong']
=1
i#]

Sommando gli addendi per j =1,...,n:

Zajdet[algt| o |Oigt| .. 1Ongt] = Zdet[@lgt] 10,019 . . . |Ong']+
j=1

j=1

+ 30> det [01g". .. 10;0i4"] ... |0rg"] .. - |Ong"]
j=1i=1
i#]

dove la seconda sommatoria risulta nulla perche i suoi n(n — 1) termini si annullano 2 a 2
(il termine 7, j & opposto al termine j,4 perche ¢ il det della matrice a cui ho trasposto le
colonne 1, j).

Commento 9. Pronti a giocare a ”Where is Waldo?” con gli indici delle derivate parziali?
Trovate le differenze tra le righe!

Infatti vediamo che per proprieta del determinante e Schwarz:
> det [01g"...10;0i"| .. - |0ug"| . - 10ng"] =
7j=11=1
i#j
_ Z(det [019] ... 10;0:g"] ... |Dug'| ... ] + det [Drg'|...|Org"] ... 100, .. .])
=
- Z(det [01g"]...10;0i9"] ... |Dug"] ...] — det [8lgt|...]8¢3j9t|...|3tgt\...]>
5
_ Z(det [019"] ... 10;05"| ... |Dug'| ... ] — det [8lgt]...lﬁjaigt|...]8tgt\...]>
=
=> 0=0
j=1
1<)

Quindi si conclude che:
o(t) = Z/B(‘)j det [O1g']...1019"| ... |Ong'] dx
j=1

Vediamo che ciascun integrale € nullo. Scriviamo x € R™ evidenziando la j-esima coordi-
nata:
x:a?j—i—xjej eRxR"!
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dove z; € R ¢ la j-esima coordinata e ; € BN {x; = 0}. Usiamo il Teorema di Fubini
7.4.7:

/ 9, det [01g']... 191" . . |Bng"] da =
B

_ t . AT
N /RX et (1] 100 X[ e, ] ()40

V1=l
/ / ' 9;det [019"|...|0ug"|. . . |Ong"] dx;dT;

V-1
TFI 1 ~
= / det [Org"|...10:g"| ... |Onyg ] 1||$HJA|| E dz;
i
dove I'integrando & nullo, perche det [81¢'|...|d:g"|...|0ng"] & una funzione dispari ed &
valutata in /1 — ||z |2
Segue che Vx € OB vale:
o019 (x) =0

e quindi ¢g'(z) = x per ogni & € B. Abbiamo cosi 1’assurdo cercato. |

Dal Teorema del Punto Fisso seguono le proposizioni:

Proposizione 7.6.1 - Perron - Frobenius

Sia A € M(n,R) matrice a coefficienti non negativi.

Allora A ha un autovalore mon negativo, corrispondente ad un autovettore di coordinate
non negative.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio (idea: discutere prima il caso con matrice A non
invertibile). [

Proposizione 7.6.2
Sia K CR™ un compatto ed f: K — R"™ tale che f(x) = x per ogni x € OK.
Allora f ¢é surgettiva su K, ossia f(K) 2 K.

Dimostrazione. Lasciata per esercizio. [
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7.7 Problema dei Momenti

7.7.1 Teorema di Riesz-Markov-Kakutani

Definizione 7.7.1 - Pushforward
Siano (X,A) ed (X', A’) spazi di misura e sia m misura su (X, A). Siap: (X, A4) —
(X', A") una funzione misurabile. Allora definiamo il pushforward della misura p,(m):

ps(m): A — R
S+ m(p~'(9))

che a sua volta ¢ una misura. Possiamo ovvero considerare il seguente diagramma:

A5 R
et
1 pid
P T " pe(m)
A/

Teorema 7.7.1 - Teorema di Riesz-Markov-Kakutani
Sia X uno spazio metrico compatto e sia ¢ un funzionale lineare positivo su C(X).
Allora esiste un’unica misura finita p sui boreliani di X tale che per ogni f € C(X) valga:

6. f) = /X f (@) dul)

Commento 10 (Idea della dimostrazione). Non costruiamo la misura @, ma p & A,
misura prodotto di i su X e A1 misura di Lebesgue su R.

Dimostrazione. Costruiamo un quasi-anello di parti di X x R.

Consideriamo gli insiemi ”zona fra due grafici”.
Per u,v € C(X) definiamo:

[u,v) == {(z,t) € X xR Ju(z) <t <wv(x)}

Senza perdere generalita, si puo assumere che ><©
u < v perche [u,v) = [u,v V u) (in ogni caso,
la rappresentazione delle ”zone tra grafici” non &

Figura 7.3: Zona compresa tra due

unica). o
funzioni u e v

La collezione di questi insiemi & un quasi-anello £ di parti di X x R. Infatti sono verificate
le 2 proprieta di quasi-anello:

e Vale che:
[ul,vl) N [UQ,UQ) = [u1 V ug,v1 A UQ) cé&

perche le condizioni di appartenenza all’insieme si possono riscrivere:

ug(z) <t < vy(x) = wi(2) Vug(z) <t <wvi(x) Ava(z)

{ul(:c) <t <wvi(x)

e Vediamo che la differenza sta in £.
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M

Consideriamo M > ||u1loo V [[V1]lco V [Ju2]lco V [|V2]]co-
Senza perdita di generalita siano u; < v1 e us < vy. Allora,
come rappresentato nella Figura 7.4:

[ul,vl) \ [UQ,'UQ) = [ul, 1)1) N [—M, M] N [UQ,'UQ)C

= [ur,v1) N ([—M, ug) U [va, M))
= ([ur,v1) N [=M, uz)) U ([u1,v1) N [vg, M))

Figura 7.4

Dunque: intersezione di due elementi di £ € un elemento di £ e la differenza relativa e
unione disgiunta di 2 elementi di £. Segue che £ ¢ un quasi anello.

La o—algebra generata da £ € B(X x R). Dimostriamolo.

Sia F' C X chiuso. Esiste f € C(X) tale che F' = f~1(0), basta per esempio® prendere
f(z) = dist(x, F) la distanza punto-chiuso. Siano a < b € R. Allora:

Fxla,b)=(\la+nfb) € oAE£)

n>0

Dimostriamo le due inclusioni:

e da un lato, se (z,t) € F' X [a,b) alloraVn € Nvalechea =a+0=a+nf(z) <t <b
ovvero Vn € N vale (z,t) € [a +nf,b).

e viceversa, se Vn € N vale che (z,t) € [a+nf,b) allora a <t < b e per forza f(z) =0,
altrimenti per f(z) > 0 esisterebbe un n € N tale che ¢t < a +nf(x). Quindi z € F.

Allora la o-algebra generata da F' X [a,b) con F' chiuso e [a,b) intervallo semiaperto &
contenuta in 0 A(£), la quale a sua volta ¢ contenuta in B(X x R) (gli insiemi [u,v) sono
boreliani in quanto sono nella forma ”aperto N chiuso”).

Definiamo una funzione di insieme non negativa su £, ponendo Vu < v:

a([u,v)) = (¢,v —u)

Questa ¢ una buona definizione, a non dipende dalla scelta di u, v per descrivere l'insieme.
Se per u; < v1 e ug < v si ha che [ug,v1) = [ug,v2) allora per ogni z € X gli intervalli
reali:

[ur(w), v1(2)) = [ua(2), va(2)) C R
Questo significa che per ogni z € X:
vi(x) —ui(x) = va(x) — ua(x)

quindi:

<¢7 U1 — u1> = <¢7 V2 — U2>

2In questo passaggio si usa la condizione che X & metrico.
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La funzione cosi definita & o-additiva: siano u < v

e {uktren, {vktren € C(X) due successioni tali che v
ur < vk per ogni k. Supponiamo (con ragionamento

analogo alla costruzione della misura di Lebesgue a

partire da intervalli):

U
[u,v) = Ll[uk,vk) CX xR
keN
Prendendo le fibre della proiezione su R, cio implica
che Vx € X vi ¢ una partizione in intervalli semiaperti \Z X
di R:
Figura 7.5: Esempio di partizione
[u(z), v(2)) = |_| [ur (@), vi(2)) € R dell'insieme [u,v) e della fibra di

keN un punto x
Per la o-additivita della misura di Lebesgue A; su questa fibra (fissato cioe z € X):

+oo
o(@) —u(@) = 3 (vp(2) — up(a)

k=0
che & una serie a termini non negativi (ovvero le somme parziali sono una successione
monotona crescente).
Ricordiamo il Teorema di Dini sulla Convergenza Monotona 5.5.1: se f, sono funzioni
continue in uno spazio compatto, convergenti con monotonia ad una f continua, allora il
limite & uniforme.
Qui la applichiamo alle somme parziali, ottenendo al limite:

o0

v—u:Z(vk—uk)

k=0

La serie delle somme parziali € uniformemente convergente quindi, essendo ¢ continuo:
o0
(P,v—u) = Z<¢7 Vg — Up,)

k=0

vale a dire che ¢ verificata la o-additivita in quanto:
o0
a(fu,v)) = allug, o)
k=0

Per il Teorema di Estensione di Caratheodory 7.2.2 &
dunque definita una misura m su B(X x R) tale che

Vu,v € C(X) tali che u < v: G
A~

(¢, v —u) =mlu,v) R '

|
Inoltre, m e invariante per ”traslazioni verticali”,
ovvero per traslazioni lungo R come in Figura 7.6:

m(E+c)=m(E) VE e B(X xR)eVce C(X)

dove c¢ ¢ intesa come funzione continua, non soltanto
come costante (cio¢ in un certo senso ¢ ”traslazione

Figura 7.6: Rappresentazione del-
variabile” rispetto ad x € X). S PP

la ”traslazione verticale”
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Infatti, & invariante per traslazioni la funzione d’insieme « su &:
[u,v) + ¢ =[u+c,v+c)

quindi:
a([u,v)+c¢)={(p,(v+c)— (u+c)) = {p,v —u) = afu,v)

Di conseguenza, se « & invariante per queste traslazioni lo & anche la misura esterna a* su
24 . . N . _ *
P(X x R)** e a maggior ragione lo & la misura m = a*[ 4.

Lemma 7.7.1
Sia m una misura su X X R, invariante per “traslazione verticale”, ¢ della forma m =
R AL

Dimostrazione Lemma. Per ogni E € B(X) posso considerare una misura v su R:

v: B(R) — R
A +— m(ExA)

Definiamo la funzione ”proiezione verticale” pg : E x R — R. In particolare pEl (A4) =
E x A e nel nostro caso particolare:

v(A) =m(E x A) =m (pg' (A))

Ma dato che m e invariante per traslazioni verticali, allora v & una misura invariante
per traslazione su R: & proprio la misura di Lebesgue a meno di moltiplicazione scalare.
Possiamo quindi scrivere per ogni E € B(X) ed ogni A € R:

m(E X A) = Ug - )\1(A)

per normalizzare allora si considera A = [0, 1] e si ottiene up = m(E x [0, 1]).
Denotiamo con ¢ : X xR — X la proiezione su X. Scrivendo il pushforward di m, allora:

e = g (m)(E)

Ne risulta che se definiamo p = ¢.(m) si ottiene la scrittura voluta nel lemma. Infatti a
questo punto sui "rettangoli” del tipo E x A € B(X x R) vale:

m(E x A) = pg - M(A) = w(E) - M(A) = (p @A) (E x A)

Usando il Corollario 7.2.3.1, dato che m e 4 ® A coincidono sul w-sistema dei rettangoli
che genera B(X x R) allora m = u ® A1 su tutto B(X x R). Segue la tesi. [ |

Concludiamo quindi la dimostrazione del Teorema.
Per ogni f € C'(X) non negativa, scrivo:

(@, f) = (o, f =0) = (L@ A1) ([0, f))

cioe la misura del sottografico di f, per cui:

6. 1) = (e M) (0, ) = /X X0y (D ® M)

//+°OX[0f dA1(>du<x>=/ ([0, f(x /f Jaju(z

248e a ha una qualche invarianza ce I'ha anche a* per costruzione di misura esterna.
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In generale, per f € C(X) si puo decomporre f = fi — f_ come funzioni non negative.
Applicando quanto appena visto:

@8y = (0= 1) = [ Fedn— [ sdp= [ fa
quindi ho trovato la misura p cercata. |

7.7.2 Problema dei Momenti

Definizione 7.7.2 - Momento
Sia I C RT. Data una misura p sui boreliani di I, per k € N il momento k-esimo di p &:

m(k) :/kadu(x) € [0, +o0]

Definizione 7.7.3 - Problema dei Momenti

Sia I C R un intervallo. Data allora una successione {u(k)}ren C [0, +00], dire se vi &
una misura boreliana su I per la quale {u(k)} sono i momenti.

Si chiama problema dei momenti di Hausdorff quando I = [0, 1].

Con il Teorema 7.7.1 di Riesz-Markov-Kakutani sappiamo che i funzionali lineari
positivi su C%([0,1]) hanno esattamente la forma:

G frs /I f(@)du

quindi il problema si puo tradurre in questo modo: data una successione {u(k)}ren dire
se ¢ la successione dei momenti di un funzionale lineare positivo ¢ € C°([0,1]) (cioe per
ogni k € N vale® u(k) = (¢, z%)).

Condizioni Necessarie su {u(k)}

Studieremo ora delle condizioni necessarie affinche il problema abbia soluzione.

Sia p un funzionale lineare positivo su C°([0, 1]). La sua successione dei momenti sara non
negativa e decrescente, infatti per ogni 0 < k < h interi vale che:

e 2F >0 per ogni = € [0, 1], per cui (i, z¥) > 0.
o zF > P per ogni x € [0,1], per cui (u, z*) > (i, z").

Pit1 in generale, dato che 2¥(1 — 2™) > 0 per ogni 2 € [0, 1] vale che:

n

0< (s (1 - ") = (n, ;<—1>f (7)o = S0 (2 )mati

j =

j
dove indichiamo my (k) = {(u,2*). Ma allora affinche ci sia soluzione al problema dei
momenti la successione u € £, dev’essere tale che:

n

S (-1 <?>u(j +k)>0 (7.4)

J=0

%11 prodotto scalare (u, f) = [ f(z)dp(z).
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Riscriviamo ora questa condizione con operatori su /. In particolare definiamo 'opera-
tore ”shift sinistro” S tale che per ogni k € N e per ogni u € {,

[Su](k) = u(k+ 1)

Si ottiene che per ogni k € N:

(. *) = my(k) = [ S*my] (0) = {eo, S*m,)

e allora per linearita del prodotto scalare:

(2" (1= a™) = S5 = §")m | (0) = [(1 = $)"my) (k)
Si riscrive la condizione necessaria 7.4 come:
(I-=5)"u=(-1)"(S-D"u>0 (7.5)
per ogni n € N.

Definizione 7.7.4 - Successione Completamente Monotona
Una successione u € [y che verifica ’equazione 7.5 viene chiamata completamente mono-
tona.

D’ora in poi indicheremo con C°([0, 1])* come il duale di C°(]0,1]) (ovvero lo spazio di
Banach dei funzionali lineari continui che agiscono su C°([0, 1])).
Consideriamo ora l'operatore lineare B, (per i polinomi di Bernstein). Possiamo definirne
il duale:
By C%([0,1)* — C°[0,1])*
¢ = ¢ o By

in modo tale che valga la proprieta sul prodotto scalare ”valutazione”26:

(Bno: f) = (¢, Bnf)

per ogni ¢ € C°([0,1])* e per ogni f € C°([0,1]).
Scriviamo allora esplicitamente la valutazione su f € C°([0,1]) di B, pu:

(Butss ) = (1, Buf) = <u§:0 <Z>f (i) (1~ x)”"“>

—Z( Jlex Dt - am) = <Z <Z><u,xk(1—$”)>e:,f>

k=0
Per cui 'operatore B} s si scrive come combinazione lineare di eg, e ERPRRE
n
B = g ( > F1—a2™))er = E c(k,n)ex
n n
k=0

dove 1 coeflicienti della combinazione lineare si scrivono:

ethn) = ()t = om) = (1) [ = 8 m,] ©

2611 prodotto scalare (¢, f) = ¢(f) ¢ la valutazione del funzionale lineare ¢ su f.
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L’idea alla base del seguente Teorema e, data una successione completamente monotona
u € lo, cercare se esiste il limite di:

fn = Z c(k,n)er
k=0 "

ad una misura p che risolve il problema dei momenti.

Teorema 7.7.2 - Teorema di Hausdorff
Sia u € ls una successione completamente monotona di numeri reali tale che per ogni
n € N:

(I—-5)"u>0

Pern,k € N con 0 <k <n definiamo i coefficienti:

n

c(k,n) = ( ) [(I - S)"*ku} (0) >0
k
Sia allora per n € N:
= 3 ek, mes
k=0 "
Allora per ogni f € C°([0,1]) si ha che:

e quindi (i, f) converge a {u, f) dove pu & un funzionale lineare positivo su C°([0,1]) tale
che m, = u (ovvero p, — p puntualmente).

Dimostrazione. L'identita (un, f) = [Bnf(S)(w)](0) viene dalla definizione di B, f e dei
coefficienti ¢(k,n). Infatti:

(tns f) = En:(:(k,n)f <i> — En: <Z> 1Sk (1d — S)"*u](0)f <7Iz>

k=0 k=0
n

_ [Z <z> f (i) Sh(1d — swl u(0) = [Buf(S)(w)(0)

k=0

Se f(z) = 2* allora B,,(2*) = 2% + &, () dove e, & un polinomio che converge uniforme-

mente a zero su [0, 1] (per il Teorema di Bernstein, visto che B,z" Yk s compatti),
di grado < k quindi nello spazio di dimensione k + 1:

Iy ={p € R[z] | degp < k}

In particolare tende a zero la somma dei k + 1 coefficienti del polinomio €y, per n — +o0.
Percio anche B,z*(S) = S* + &5, (S) — S* nella norma degli operatori e per n — +oc.
Ma allora:

(pns ) = [B® (S)u] (0) =5 $*u(0) = u(k)

ovvero abbiamo trovato che il momento k-esimo converge ad u(k) come volevamo.
Siccome p,, € un funzionale lineare non negativo, la sua norma é:

[nll = (pin, 1) = [Bn1(S)u](0) = u(0)
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perche B, 1 = id. Percid p, ¢ una successione di funzioni equilipschitziane?” (di costante
|in|l = u(0)) che converge puntualmente sul sottoinsieme denso di C°(I) costituito dai
polinomi, dato che per ogni k € N:

(s a*) 5 ot

e per linearita allora:
Il
{unp) — p
per ogni p € R[z]. Ricordando che una successione di funzioni equicontinue a valori reali
ha come insieme di convergenza un sottoinsieme chiuso del dominio, si conclude che
converge puntualmente dappertutto, dato che I'insieme dei polinomi & denso in C°(I):

(tn, f) = p(f)

per ogni f € CO(I). Allora il limite & anch’esso un funzionale lineare e positivo (perche
queste proprietd passano al limite) e quindi continuo (||u|| = (u,1) < 400, quindi &
lipschitziano) e verifica

(1, 2%) = lim (i, 2%) = (k)
n—oo
cioe p risolve il problema dei momenti per la successione u € f. [ |

Osservazione 7.7.1 - Unicita soluzione del Problema di Hausdorff

L’unicita della soluzione segue subito dal Teorema di densita di Weierstrass: se conosco
i momenti di un funzionale lineare positivo sui monomi allora per linearita li conosco sui
polinomi. Per densita concludo che li conosco per ogni f € C°([0,1]).

2TRicordiamo che la costante di Lipschitz per operatori lineari & proprio la norma degli operatori.



Capitolo 8

Sottovarieta Differenziali di R"

8.1 Sottovarieta Differenziali: definizioni

Commento 11. Dejavu? Vi sembra di aver gia sbattuto la testa sul tavolo ripetute volte
per queste definizioni? No, non siete voi che vi state sbagliando o vi ricordate male,
non volevamo spaventarvi, pit di quanto mnon abbiamo gia fatto, ma le definizioni che
sequiranno trattano sottovarieta differenziali in R™, mentre quelle del Capitolo 8 erano in
spazi di Banach (aaahhhhh i mostri).

Abbiamo quindi ripetuto le definizioni per la nostra e la vostra gioia. Lo sappiamo, vi
abbiamo a cuore.

Definizione 8.1.1 - Sottovarieta Differenziale
Sia ¥ C R™. X & una sottovarieta differenziabile k-dimensionale se per ogni p € 3 esiste
un intorno U C R” di p e un diffeomorfismo:
p:U— o(U)
tale che:

(U NS) = p(U) N (B x {0})

FEsempio 8.1.1
Riportiamo una rappresentazione grafica del diffeomorfismo ¢:

Figura 8.1: Esempio di sottovarieta differenziabile

Definizione 8.1.2 - Parametrizzazione Locale Regolare
Nelle ipotesi della Definizione 8.1.1, chiamiamo V' = ¢(U) N (R* x {0}) e g = ¢ 71|y
Allora g si chiama parametrizzazione locale regolare in p, cioe:

g:V5UNS

che & un omeomorfismo con differenziale iniettivo in ogni punto.

209
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Definizione 8.1.3 - Spazio Tangente
Sia ¥ C R"™ sottovarieta k-dimensionale di R"™, p € ¥. Lo spazio tangente si definisce:

7,5 = Dg(0) (R’“)
dove si intende g parametrizzazione locale regolare con ¢g(0) = p:
Dg(0) : RF =5 1,%

Esempio 8.1.2
Riportiamo due rappresentazioni grafiche di spazio tangente:

R?.
T , T.5
— T >

s

(a) Spazio tangente conn =2e k=1 (b) Spazio tangente con n =3 e k =2

Osservazione 8.1.1
Siano ¢’ : V! =% W C ¥ un’altra parametrizzazione locale regolare:

v s wey
/
Vv

Allora ¢ = goh con h: V 5 V' diffeomorfismo locale tra aperti di R¥.

Definizione 8.1.4 - Mappa Differenziabile tra Sottovarieta

Siano ¥ C R™ e ¥/ C (R")’ sottovarieta differenziabili. La funzione f : ¥ — ¥ ¢ una
mappa differenziabile se e solo se per ogni p € 3 e per ogni parametrizzazione locale
regolare g, la composizione!:

vy Low d ey

& differenziabile (dove j : ¥’ — R™ & 'immersione).
Equivalentemente, la funzione ¢ una mappa differenziabile se per ogni p € 3 f si estende
ad un’applicazione differenziabile tra un intorno di p in R™ ed un intorno di f(p) in (R")".

Proposizione 8.1.1
Siano X,Y C sottovarieta differenziabili e f : ¥ — X' mappa differenziabile. Allora il
differenziale

Df(p) : sz — Tf(p)E’

st puo definire in due modi (rispettivamente con le 2 definizioni di mappa differenziabile):

ndichiamo (R™)’ lo spazio di arrivo per intendere lo spazio in cui si immerge ¥’, distinto da quello di
3.



8.1. SOTTOVARIETA DIFFERENZIALI: DEFINIZIONI

211
1. Df(p) = D(jo f 0 g)(0) o [Dg(0)] "

estendendo f ad una mappa f differenziabile tra intorni di R™ ed (R™) e restringen-
do: Df(p) = Df(p)l,z-

Dimostrazione. Segue dalle definizioni.

|
Osservazione 8.1.2 - Composizione

Vale la regola di composizione. Se ¥ Loy Losv allora:

D(f"o f)(p) = Df'(f(p)) o Df(p)
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8.2 Misure Superficiali di Sottovarieta

8.2.1 Definizioni

Definizione 8.2.1 - Determinante del Differenziale
Siano X, Y C R" sottovarieta differenziabili k-dimensionali. Sia f : ¥ — ¥/ differenziabile.
E’ ben definita:

|detDf (p)| = \/detDf(p)T D (p)

Definizione 8.2.2 - Misura Superficiale su F C 3 C R"
Data una parametrizzazione locale g : V = W C ¥ e sia E C W boreliano tale che
E = g(F), F boreliano di V. Definiamo allora:

U(E):/F\/deth(x)TDg(a:)dx

Osservazione 8.2.1
E’ una buona definizione, in quanto ¢(E) non dipende dalla parametrizzazione g.

Dimostrazione. Siano due g, ¢’ parametrizzazioni locali. Per quanto visto, ¢’ = goh ed in

particolare:
Dg'(z) = Dg(h(z))Dh(x)

Segue che, moltiplicando per il trasposto di Dg¢'(x):
(Dg'(z))" Dg'(x) = (Dh(z))" ((Dg(h(x)))" Dg(h(x))) Dh(x)

Ma allora per cambio di variabile, indicando E = g(F) = ¢'(F’), ovvero F = h(F’):

| det (Dg/@)7 D a))do = [ \fdet ((Dg(a))7 Dy(a) detDh(o)] da
F’ J o
— [ et (Do) Da(w)ay

cioe la tesi. [

Definizione 8.2.3 - Misura Superficiale su > C R™
Sia ¥ € R" unione numerabile di aperti, ¥ = | J;cy Wi tali che:
gi: Vi — Wi

parametrizzazioni locali.
Consideriamo X; = W; C |J
E C ¥ boreliano:

Wi, per cui ¥ = | |..y Xj, per poter definire per ogni

1<J jEN

o(E) =) o(X;NE)
JEN

In particolare, o(E) ¢ indipendentente dalla partizione {W;};en per 2.

8.2.2 Teoremi su Misure Superficiali

Proposizione 8.2.1 - Cambio di Variabile tra Varieta
Sia [ : X — X mappa differenziabile tra sottovarieta k-dimensionali e sia E C X boreliano.
Sappiamo che:

o (f(B)) < /E detDf ()| de
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dove l'uguaglianza vale per f iniettiva.
Allora per ogni u : ¥’ — R misurabile non negativa vale che:

/ u(y)do(y) < / u(f(x))|detDf (z)|dx
.

%

Dimostrazione. La dimostrazione segue dalla Formula 7.4.9 che vale per f : V C RF —
R, |

Teorema 8.2.1 - Teorema di Sard
Sia f: 3 — Y mappa differenziabile tra sottovarieta k-dimensionali. Allora:

o (Sing(f)) = o (f {z € ¥ | Df(x) non invertibile})) =0

Cioe l'insieme dei punti in cui il differenziale non & invertibile ha misura di Lebesgue
nulla.

Dimostrazione. Omessa. [ |

Definizione 8.2.4 - Bordo C*
Sia 2 C R™. Q ¢ un aperto con bordo C! se per ogni p € 9 esistono un intorno aperto
U di p ed un diffeomorfismo ¢ : U — (U) tra aperti di R™ tali che:

{90 (UNaQ) = p(U) N (R"! x {0})
0 (UNQ) = U) N (R x (—o0,0])

Definizione 8.2.5 - Normale Esterna
La normale esterna in p €, indicando con e, I'n-esima coordinata di R™:

Vea:t(p) = (D(p(p))T [en]
che & ortogonale all’iperpiano T},(992) = (Dy(p)) ™ (R™1 x {0}).
Dimostrazione. Infatti, ricordando che il prodotto scalare & (z,y) = z7y:
(v(p), T,(09)) = (D))" [en], (Dep(p) ™" [R" x {0}])

= e, Do(p) - [Dp(p)] ' [R™! x {0}] = ey - (R"™" x {0})
= (e, R x {0}) =0

Osservazione 8.2.2

Con questa definizione, si ottiene effettivamente un vettore ortogonale ma non € ben chiaro
perché funzioni.

Cerchiamo quindi di giustificarla lavorando con un bordo 92 C R" che ¢ sottovarieta
(n — 1)-dimensionale.

Consideriamo il diffeomorfismo ¢ : R™ — R™. Allora per definizione abbiamo che:

Vet (p) = [Dip(p)]" en

Scrivendo il differenziale come Jacobiano:

De(p) = [ d1e®) | .- | Onip(p) |



214 CAPITOLO 8. SOTTOVARIETA DIFFERENZIALI DI R

allora il suo trasposto, applicato poi al vettore e,, sara:

d10(p) d1on(p)
Vewt(p) = [Dgo(p)]T €n = €n = :
O (p) Onipn(p)
Le coordinate della normale esterna indicano per ogni ”spostamento” lungo le coordinate

di R” O Q quanto ci si allontana dal bordo 92 (I’allontanamento di un punto = da 0B

e quantificato proprio da ¢,: immaginando il codominio R™ di ¢, € in un certo senso la
"distanza” di p(x) da (R ® {0}).).

Esempio 8.2.1
Riportiamo un esempio elementare che giustifica quanto osservato. Consideriamo la retta
r C R? passante per l'origine parametrizzata:

r:t—> (tcosf,tsinb)

dove 6 € [0,27). Questa ¢ banalmente una Il-sottovarieta di R? ed il diffeomorfismo
esplicito & dato dalla rotazione che porta r sull’asse = (ossia su R x {0}):

() x\ _ |cos® —sinf| (x\ [xcost —ysind
vip y/) |sinf@ cos® | \y) \asin®-+ycosb

Figura 8.3: Rappresentazione grafica della ¢ e della normale esterna

La coordinata che definisce la normale esterna & wy = xcosf + ysinf. Graficamente
notiamo che questa coordinata identifica proprio la distanza di (x,y) dall’origine, quello
che abbiamo impropriamente chiamato ”allontanamento”.

Calcoliamo allora la normale esterna:

_ (O1p2(p)\ _ (sinf

) = (G520 = (0ot
Ci si rende subito conto (come si vede in Figura 8.3) che questo vettore vey(p) "mas-
simizza” la distanza dalla retta r tra tutti i possibili spostamenti di norma 1 dal punto

p.

Definizione 8.2.6 - Divergenza
Sia F': Q2 C R™ — R" differenziabile, si definisce la divergenza di F' in x € ) come:

divF(x) =trDF(x) = Z O; fi
=1

se indichiamo F' = (f1,..., fn).
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Citazione 20. Ah si, si... e poi scusate, un lungo spiccinio, come si direbbe, di
fatterelli tutti abbastanza semplici ma vanno detti.

Per la dimostrazione del Teorema 8.2.2 € necessario fare delle considerazioni su aperti
normali e con bordo C.

Fatterello 8.2.1 - Grafici di funzioni come sottovarieta
Sia ¢ : U — R una funzione C, dove U C R"! ¢ aperto. Allora ¥ = graph(y) é una

sottovarieta n — 1-dimensionale di R™ con parametrizzazione? :

g=1tdpn —@-€,: UXR — UxR
T =z — (T, ..., Tn—1)en
Infatti notiamo che:
g(U x{0}) =%

Inoltre ¢ ¢ C* quindi anche g lo ¢. Essendo invertibile (verifica banale se si scrive g in
forma matriciale), é un diffeomorfismo.
Calcolo il differenziale:

[ 1 0 0 0]

. B 0 1 . : 1 Ly 0
0 0 1 0
| —O1p —0O2p -+ —Op1p 1)

Allora osserviamo che lo spazio tangente si scrive:
T(wp(z)) > = graphDyp(z) = {(v, Vep(z) - v) [ v € R}

e che la normale esterna é:

Vot (2. () = 1 —Vo(x)
o, () ﬁnwwx 1 )

Dato E C U boreliano, la misura dell’insieme g(U) C X é:

7(9(E)) = [ \/aetDg(a)" D(a)da

Calcoliamo il determinante. Sappiamo che’:

Dy(x) Da(z) = [Inol Vsogx)T} . [VIZ(;) (1)} I+ <Vszz)(:v)> @ (W%(@)

Ora, dati a,b € R™, cerchiamo gli autovalori di a®b: saranno 0 con molteplicita n—1 (in
quanto le colonne sono multipli tra loro) e a-b con molteplicita 1. Seque che gli autovalori
di I, +a®b saranno 1 con molteplicita n —1 e 1+ a-b con molteplicita 1. Quindi:

det(Ip, +a®b)=1+a-b

Nel nostro caso particolare:

o(9(E)) = /E VIt IVe(@)Pde

2La funzione g & una traslazione della quantita o(z), per ogni retta perpendicolare ad U x {0}.
3L’operazione ® : R™ x R™ — Mzxr(R) & definita componente per componente come: (a®b); ; = a;b;.
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Proposizione 8.2.2 - Aperto come unione di aperti normali
Sia Q CR™ 1 x R aperto limitato con bordo C*. Consideriamo la proiezione:

P: R™ — R 1 xR
(X1, . yxn) = (T1,...,Zp-1)
Allora valgono i sequenti risultati:

1. K =P {x € 00| (en, Vext (7)) = 0}) C R"! ha misura nulla.

2. Q\ K xR ¢ unione di aperti normali* con proiezioni sulle componenti connesse di
P)\ K

Dimostrazione. Dimostro i due punti separatamente.

1. Si osserva che P|sg : 902 — R"~! & una mappa differenziabile e per ogni z € 9 il
suo differenziale in x che scriviamo come mappa:

DP|r. 00 : T,0Q — R*!

in quanto si puod considerare lo spazio tangente per come ¢ definito P : R® — R*~1.
Quindi ¢ invertibile se e solo se e, ¢ T,,(0N), cioé per definizione se e solo se:

(€n; Veat()) # 0
Ma allora possiamo scrivere l'insieme K nei seguenti termini:

K = P({z € 0Q | DP|sq(x) non & invertibile})
= P({z € 0 | (en, Vext(z)) = 0})

e per il Teorema di Sard 8.2.1, K ha misura (n — 1)-dimensionale nulla.
2. Cominciamo con un’osservazione.

Osservazione 8.2.8 - 0S) come grafico di funzione

Sotto la condizione (e, Veyt(x)) # 0 si puo descrivere localmente il bordo 92 come
grafico di una funzione u : R*~! — R.

Dato p € 09, sapendo che 02 & una sottovarieta (n — 1)-differenziale, consideriamo
I'intorno U C R™ di p tale che ci sia il diffeomorfismo ¢ : U — ¢(U).

Si puo definire una funzione f : U — R definita come

f(@) = [p(@)]n = (p(2), Veat ()

(I'n-esima coordinata di ¢(x)) che indica intuitivamente la ”distanza” di z € U dal
bordo 0. Infatti x € U N ON se e solo se f(z) = 0. Ma allora applico il Teorema
della Funzione Implicita 3.3.6 che richiede come ipotesi 9, f(z) # 0, cio¢ proprio®
(Vf,en) # 0.

Si puo definire localmente una funzione u : P(UN ) C R"~! — R tale che il bordo
0N sia il grafico di U:

u(z1, ..., Tn—1) =2, <= (T1,...,2,) € 0N

4Un aperto normale & un insieme che & descritto dalla zona compresa tra 2 grafici, ad esempio date
frg: X »Reon f<g: A={(y,1) € X xR f(y) <t <g(y)}.

°Nelle note Majer osserva che V f & la normale esterna di 2. Intuitivamente cid & coerente con quanto
definito, ma non abbiamo trovato spiegazione formale di questo fatto.
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Sia A = P(Q)\ K C R""!. Consideriamo un pun-
toy € A: larettar = {z € R"|P(x) = y} interse-
ca 0F2 soltanto in punti p; € 9Q con (Ve (p), €n) #
0 ovvero dove il bordo 92 & grafico di una funzio- 50 I
ne definita v : Uy — R con Uy intorno di y (per

losservazione precedente). Si vede che:

e l'insieme delle intersezioni del bordo con 7,
indichiamo {p1,...,pn, }, ¢ finito. Infatti Q I
e limitato, quindi I = r N JN & limitato. / H
Inoltre, ogni punto d’intersezione & punto
isolato, in quanto in un intorno U; di ogni
p; il bordo ¢ grafico di una funzione (quindi < g >
¢ I'unico punto di U; N9S2 con proiezione y).
Allora il numero di intersezioni ¢ finito su

Figura 8.4: Rappresentazione del-
I limitato, altrimenti vi sarebbero punti di 13 parametrizzazione locale del

accumulazione. bordo 99

o fissatoy € A, {p1,...,pn, } € di stessa cardinalita per tutti i punti di U, (perche
per ogni intersezione p;, il bordo ¢ localmente descrivibile in un suo intorno come
grafico di funzione). Associamo ad ogni punto di A il numero n,, corrispondente.

e n, ¢ pari: percorrendo la retta 7, ad ogni intersezione si passa dalla parte
interna di 2 al complementare di 2. Dato che la retta sta ”definitivamente”
(ovvero andando a +oo) fuori da €2 limitato, il numero di volte che la retta
"entra/esce” da ) ¢ pari.

e n, ¢ costante sulle componenti connesse di A. Infatti I'insieme W,, = {y €
A | ny = n} & aperto (intorno di ogni suo punto: se y € W, allora per co-
struzione U, C W,). Dato che P & continua, P~!(W,) ¢ aperto. Analoga-
mente V;, = {y € A | ny, # n} & aperto in quanto unione numerabile di aperti
Vo= U Wn.

m#n
Sia C(y) € A componente connessa di A. Ma C(y)NP~Y(W,,) e C(y)NP~1(V},)
aperti disgiunti che ricoprono C(y). Dato che y € W, # 0 vale che W), =
C(y). Cioe ny € costante sulle componenti connesse.

In ogni componente connessa B C A, per ogni y € B possiamo numerare in ordine
crescente le intersezioni: piy,...,Pnpy. Definiamo per i =1,...,np le funzioni:

fii B — R
Yy +—— Diy

in modo che f; < --- < fp,. In particolare per ogni y € B vale che (y, fi(y)) € 09.
Per il Teorema della Funzione Implicita, queste funzioni f; sono di classe C! (sono
C" localmente, su ogni U,).

Si osserva che possiamo scrivere per le osservazioni fatte:

"B

2

QN (BxR) =] [{(y:t) € BXR| fai1(y) <t < foi}
i=1



218 CAPITOLO 8. SOTTOVARIETA DIFFERENZIALI DI R

Per cui unendo al variare delle componenti connesse:

QN (K xR) = |_| U{(yat)GBXR\f2z'—1(y)<t<f2¢}
BCA i=1

B comp. conn.

ovvero unione disgiunta di aperti normali.

Teorema 8.2.2 - Formula della Divergenza B
Sia Q C R™ aperto limitato con bordo C'. Sia F € C'(Q,R"™). Allora:

/ divF(x)dx = / (F'(y), Veat (y))do (y)
Q

o0

Dimostrazione. Osserviamo che per linearita:

/Q divF(z)dz = /Q g@iF(m‘)da}: EZ; /Q 0,F () dz

Dimostriamo quindi che sulla componente i € {1,...,n} valga:

/(%F(:U)dx:/ F(y)(Veat (), ei)do(y)
Q oN

Vediamo un caso pitl semplice e poi generalizziamo.

e Ci restringiamo al caso di €2 aperto normale.
Consideriamo U C R™~! aperto, siano ¢, p* € C}(U,R) tali che ¢~ < pT. Allora,
considerando il caso ¢ = n, definiamo 'aperto normale:
Q={(z,t) eUxR| ¢ (z) <t < ¢ (2)}
11 bordo 99 si pud suddividere in 3 ”componenti”: graf(e™) = X7, graf(¢™) =X~
e le pareti, con normale esterna perpendicolare a {0} x R (quindi hanno contributo

nullo nell’integrale che vogliamo calcolare).
Integrando su €2, quindi:

/Q Oz, 1)d(z, ) = /U /R O (2, )X - (). () (D) 1)
ot (2)
:/ </ anF(x,t)dt> dz
U \Jo~ ()
- /U (oot (@) — fla, o™ (@) da
:/ f(x,w(:c))d:c—/ [z, o™ (2))dx
U U

Applichiamo i risultati del Fatterello 8.2.1 alla funzione ™. Si ottiene che:

(Veat(z, 07 (7)), en) V1 + [Vt (@) = 1
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Inserendo questa quantita nell’integrando e applicando il cambio di variabile:

/ﬂf@uw*(x»dm==/nf@aw*@@)(mmﬂx,w+@0%en>vﬁf+HV¢ﬁ($NPd$
U U
= [ 1) (eat (), en) do(y)

>+

Similmente, si ottiene che:

Aﬂ%¢mmw:— F0) (et (y), ) do ()

Quindi mettendo assieme i risultati si ottiene 'integrale cercato, ovvero:
/ O F(z,t)d(z,t) = f( ) (Vewt(y), €n) do(y / F(Y) Wext (v), €n) do(y)
Q
(1)
= f() (Veat(y), en) do(y f (Vewt (y), €n) do(y)
sHUs-

dove al passaggio (x) bisogna tenere conto dell’orientazione della superficie ¥7: la
normale esterna ha verso opposto, quindi il segno ”—" del termine soprastante viene
cambiato quando si fa I'unione del dominio d’integrazione: X U X ™.

e Sia Q un aperto con bordo C' qualsiasi. Allora si applica la Proposizione 8.2.2 e si
puo scomporre:
Q= |

neN

Allora, per linearita dell’integrale:

/a F(z,t)d(z,t) = Z a F(a,t)d(z,t) =) ) (Veat(y), €n) do(y)

neN neN mn

F(W) Vet (y), en) do(y)

o0N

Ma allora abbiamo la tesi. [ |
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Capitolo 9

Amenita

Piccola nota degli autori

Questo capitolo viene creato in modo da raccogliere vari fatterelli interessanti/amenita
che non sono stati visti in classe ma sono utilizzati dal prof Pietro Majer nelle stravaganti
soluzioni a compiti passati.

Sia chiaro, non e detto che ne troverete mai utilita ma... vostra nonna non direbbe la
stessa cosa riguardo al vostro percorso di studi?

La funzione di Pompeiu!

Una funzione ¢ derivabile ovunque, con derivata limitata ¢’ discontinua in
un isieme denso di punti. Sia (aj)i>1 una successione di numeri positivi con somma
finita. Sia (gr)r>1 un sottoinsieme numerabile denso di [0, 1]. Consideriamo la funzione
f:]0,1] — R definita dalla serie normalmente convergente

f(x) ::ao—{—Zak{*/az—q , x € 10,1],
k=1

dove ag := Y 32 ak¢/qk, cosicché f(0) = 0. Pur di moltiplicare tutti gli (ax)r>0 per un
fattore moltiplicativo positivo, possiamo assumere che f(1) = 1.

Consideriamo inoltre la funzione g : [0,1] — [0, +oc] definita dalla serie positiva
ottenuta derivando formalmente la serie della f (e dove si intende g(g,) := +00).

Poiche ogni termine della serie della f & una funzione strettamente crescente di x e limitata
da ag in valore assoluto, la f & strettamente crescente e continua, e si ha, per ogni n € N

fy) = f=) 15 ar___
3o Ve —a)?

Percio la derivata inferiore del Dini di f verifica D, f(xz) > g(x) in ogni punto, e in
particolare esiste f’(z) = 4oo per tutti i punti € [0,1] per cui g(z) = 4o00. Poiché
g € somma di una serie di funzioni positive e continue (quindi estremo superiore delle
sue somme parziali) € semicontinua inferiormente; in particolare ¢ continua in ogni = dove

lim inf
y— Yy—x

'Ringraziamo il prof Pietro Majer per le note di questa Sezione.
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g(z) = 4+00. D’altra parte poiché {g = 400} & denso in [0, 1], la g & certamente discontinua
in z se g(x) < +00. Quindi

cont(g) = {g = +oo}.
Proviamo ora che se invece g(z) < +oo allora f ¢ derivabile in « con f'(z) = g(z). Per

ogni y e x si ha

fly) = f(@) —g(z)(y —2) =
:Zak[\?’/y_%_ %—%—H}

past 3V (& — qr)?

Ponendo
U= T — qg Vi= Y —
il termine fra parentesi quadre nella somma si scrive
v—u—-u (v’ —u’) = _Z
3 ( ) u? v2+uv+u? 3

dove ’espressione razionale omogenea

u? 1 4 1

2 2 a9 /9 2
V4 4+ uv +u 3 (ZU"‘l) +3 3

e continua con valori evidentemente compresi fra —% e 1, per ogni u # 0 e v. Dunque si
ha

F) — F() - o) [Z Tzl ).

dove, essendo x # qp,

o (x— qr)? 1
Ok (‘T’ y) = - g
S w—a)?+ ¥y —a) (@ —a) + /(@ — qr)?
¢ continua in y, con og(z,z) = 0 e |ox(z,y)| < 1. Essendo per ipotesi g(z) < +o0, cid
implica immediatamente che la serie normalmente convergente fra le parentesi quadre e
continua in y e quindi

per y — x

Z \/W 0(1)7

che e la differenziabilita di f in z:

f(y) = f(2) = g(z)(y —x) = oy —x),  pery — .
In conclusione, per ogni z € [0,1] vale f'(z) = g(z) > a = $ 332, ar > 0. Poiché

f(0) =0e f(1) =1, e f & continua e strettamente crescente, essa ¢ un omeomorfismo
dell’intervallo [0,1] in sé. Per il teorema di derivata della funzione inversa la funzione
inversa di f, ¢ := f~! ha una derivata finita in ogni punto e limitata da 1/a, e che si
annulla almeno nei punti { f(g;)};en. Questi formano un insieme denso di [0, 1] essendo f
un omeomorfismo. Infine poiché f'(z) = g(x), per quanto detto sopra

cont(¢) = {¢’ = 0},

un insieme denso con parte interna nulla.
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Osservazione 9.0.1

Si noti che ¢’ non & integrabile secondo Riemann in alcun intervallo [a,b] C [0, 1]. Infatti,
essendo non-negativa e nulla su un denso, ha integrale inferiore di Riemann uguale a
zero. Se fosse integrabile secondo Riemann su [a, b] 'integrale sarebbe quindi nullo. Ma
sappiamo anche che se una derivata ¢ integrabile secondo Riemann su [a, b] vale sempre
ff ¢ (t)dt = ¢(b) — ¢(a), che non pud essere nullo per la funzione di Pompeiu, che &
strettamente crescente.

1.0 0.40

0.8

0.6

0.44

0.2

0.0

(a) Grafico ottenuto al seguente link (b) Grafico ottenuto al seguente link

Derivate di Pompeiu

Definiamo in generale derivata di Pompeiu su un intervallo aperto I ogni funzione che
sia la derivata di una funzione derivabile ovunque sull’intervallo, e che abbia un insieme
denso di zeri. Il luogo di zeri di una funzione derivabile v : I — R & sempre un insieme

Gs: infatti u' per definizione ¢ limite dei rapporti incrementali W, che sono

funzioni continue di x, e vale, piu in generale, che il luogo di zeri di una funzione f che sia
limite puntuale di una successione f,, di funzioni continue ¢ un insieme G5. Infatti, se una
successione f, (continue o no, anche piu in generale definite su un insieme S) converge
puntualmente a f : S — R, si ha:

== U {imi<_}

n>1m>n

(Infatti un punto x appartiene all’insieme a destra se e solo se per ogni n > 1 esiste un
m = m, > n tale che |fn,(¥)] < i, cio¢ se e solo se qualche sottosuccessione di fn,
converge a 0; ma poiché f,,(x) gid converge a f(z) per ipotesi, cio accade se e solo se
f(z) =0, cioe se e solo se x sta nell’insieme di sinistra). Se le f,, sono continue, I'insieme
di sinistra e evidentemente un Gj.

Come conseguenza 'insieme delle derivate di Pompeiu ¢ uno spazio vettoriale: infatti la
somma di due derivate nulle ciascuna su un G denso si annulla almeno sulla intersezione
dei due, che e ancora denso per il teorema di Baire. Inoltre l'insieme delle derivate di
Pompeiu limitate ¢ uno sottospazio chiuso delle funzioni limitate su I, quindi uno spazio
di Banach. Infatti il limite uniforme di derivate di Pompeiu & una derivata per il teorema,
di limite sotto il segno di derivata, e si annulla almeno sugli zeri comuni di tutte le funzioni
della successione, che & ancora un G5 denso per il teorema di Baire.


https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pompeiu_function.svg
https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pompeiu_derivative.svg
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Esercizio 1. Provare che lo spazio vettoriale V' delle derivate di Pompeiu sull’intervallo 1
& anche un modulo su C1(I), cio¢ f'u & una derivata di Pompeiu se lo & f’ e se u € C1(I).
Dedurne che V' ha dimensione infinita.

Esercizio 2. Dire se & vero o falso: una derivata di Pompeiu & integrabile secondo
Riemann su un intervallo [a, b] se e solo se ¢ identicamente nulla su [a, b].

Compiti Passati ed Esercizi

Fatterello 9.0.1 - Compitino Maggio 2020 - Esercizio 2

Sia B, (0,7) la palla n-dimensionale di centro 0 e raggio r. Per qualsiasi indice i €
{1,...,n}, definiamo per x € B,(0,r) la funzione xz; che é la coordinata i-esima di x.
Dobbiamo calcolare lintegrale: fB”(O,r) x?dm.

Osserviamo che:

n/ x%dx:n/ I‘?d,I:/ (22 + -+ 22)dx
Bn(0,r) Bn(0,r) B, (0,r)

7.2
_ / |2|2dz = / {2 € Bo(0,r) | 5 < |lz]2}| ds
Bn(0,r) 0
2

- /0 [z € Ba(0,7) | V5 < ||z]}| ds

nr2

n+ 2

= |B(0,1)] /0T2 (r" — s%> ds = |B(0,r)]

Fatterello 9.0.2 - Compito Settembre 2020 - Esercizio 1
Consideriamo il problema di Cauchy:

dove f: R — R ¢ continua e periodica. Allora la soluzione é:

u(t) = /0 f(r)sin(t — 7)dr

Fatterello 9.0.3 - Compito Febbraio 2020 - Esercizio 2
Consideriamo il problema di Cauchy:

B =0 —0d
0(0) = 0
v(0) = A

Dire per quali A € R vale che le soluzioni sono:
1. dllimitate.
2. costanti.
3. tutte limitate su tutto il dominio di esistenza.

4. infinitesime per t — 4+o00. E pert — —oco?



225

5. periodiche.
6. (opzionale) ha periodo minimo T.

Dimostrazione. (Scritta dal prof Majer)
Chiamando y = &, il fatto che y(t)* —z(¢)?+ 32(¢)® rimane costante, in termini del sistema:

=y

y/ —r—g°
si esprime dicendo che la curva ~y(t) = (z(t),y(t)) rimane dentro lo stesso insieme di livello
{E = ¢} della funzione energia:

2 2, 1g
E(z,y) =y —a° + 3%
Gli insiemi di livello sono facili da determinare (sono limitati e simmetrici rispetto agli
assi; il livello {E = 0} & una curva a "farfalla” con autointersezione nell’origine; poi ci
sono i due punti di minimo e tutti gli altri sono curve semplici chiuse (per ¢ > 0) o unione
di due curve semplici chiuse (per ¢ < 0, in prossimita dei due minimi)).
La seconda osservazione & che il campo (y, z — %) si annulla solo nei tre punti di equilibrio,
cosicché ogni soluzione non costante (z(t),y(t)), se ¢ # 0, percorre in modo periodico la
componente connessa della sua curva di livello (senza invertire la rotta) , se invece ¢ = 0,
percorre completamente la curva {E = 0, > 0} oppure la curva {E =0, z < 0}, ed &
infinitesima a +o0o; tutto cio in termini della equazione iniziale permette di rispondere alle
richieste (si puo anche fare tutta la discussione in termini della sola equazione scalare, ma
col sistema nel piano delle fasi risulta tutto piu chiaro).
Per 'ultima domanda (era la domanda bonus): il periodo dipende con continuita da A e
tende a infinito per A — v/3 (viene dalla dipendenza continua dai dati perché la soluzione
si avvicina alla soluzione infinitesima); per A — —% le soluzioni si avvicinano a una
soluzione costante, con periodo che converge al periodo della soluzione linearizzata (non
nullo); quindi tutti i valori di periodo maggiore certamente sono ammissibili. Ogni periodo
€ comunque assunto per lambda grande, da una soluzione che cambiano segno: per questo
basta vedere che il periodo tende a 0 per A — co.
Si scrive la formula usuale per il semiperiodo minimo 7'/2 integrando fra 0 e T'/2. Ponendo
W(z) = 2% — 2%
i (t)

VIV = W (x(t)

In particolare per le soluzioni che cambiano segno (quelle con A > +v/3), fra 0 e T/2 la 2(t)
varia fra A e —); si trova, cambiando variabile:

1=-

A 1 A 1
r= Q/A NGNS O 4/0 NGO

Questo integrale va studiato per A — 400; con un ultimo cambio di variabile z = As si
scrive come integrale su [0, 1] e si vede che & O(3).
Si conclude che ci sono soluzioni con segno variabile di qualunque periodo. [

Fatterello 9.0.4 - Funzione C*° sul complementare del Cantor
Sia fo = foantor : R\ C — R la funzione definita sul complementare dell’insieme di
Cantor tale che su ogni intervallo k-esimo wvalga un polinomio di grado k, in cui k é il
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passo della costruzione dell’insieme di Cantor in cui si escludono tali intervalli (partendo
da grado —1 (= 0 a tappeto) su R\ [0,1], grado 0 (= 1 a tappeto) su [%, 2], grado 1 su

(5, 81U [5. 5, ecc.).

Dimostrare che fo € C™ e trovare un’espressione per fc.

Dimostrazione. (Trascrizione di Alex Maleknia)
Osservando il grafico della nostra funzione e della sua derivata si nota subito che:

fhz) = A [f(;(sx) s (3 <x - g))} ©.1)
per un certo A € R.

Integrando, otteniamo ’equazione:
fola) = fel@) = o) =X [ fo(nde—x [ fotst - 2 (9.2)
0 0
Definiamo ora l'insieme: A = {f € CO(R) | f(z) = f(1 —z)} € C°(R), dimostreremo che

fo € A.
Definisco allora 'operatore T

Jo f(3t)dt 0<z<gy
Tfx)=<S [1fB(t-2)d 2<az<1
0 altrimenti

Per costruzione, A & un insieme T-invariante. Inoltre, posso riscrivere la formula 9.2:

F(@) = XTH(z) +x(3 2)() (93)

W=
wln

Dato che vogliamo f continua, dobbiamo verificare che con la formula 9.3 ci sia continuita
in % e % (ossia agli estremi della definizione a tratti di 7). Per simmetria, controlliamo
solo in % Quindi:
lim fo(z)= lim ATfo(z) +x)1 21(2) = lim (0+1) =1
1 3’3

1+
T3 x—); T3

mentre:

hm fo(x) = hm AT fo(x) + X[%%] x) = hm /\/ fo(3t)d

T35 T3 %

Dobbiamo allora imporre:

3 B !
)\/0 foBt)dt =1 = A —/(; fo(t)dt

Siccome fc|[0 1 ¢ simmetrica radialmente rispetto al punto (%, %) (per come ¢ definito
'3

Tfc in [0, %D e siccome fco € A, ottengo che:

W=
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Quindi A = %
Proviamo che la norma degli operatori di 7' ¢ minore di % e quindi I'operatore I — \T e
invertibile?:

ITlloo = sup [Tflloc =" sup
[ flloc=1 1 lloe=1

oo\w

1
/ f(3t) dtH < sup / | fllocdt = =
o Iflleo=1 3°

Allora si definisce fo = (I — )\T)_l(x[; g])
3’3

Per concludere, usiamo la serie di Neumann:

+o0
fo(z) = ZAkaX[%,g](l’)

k=0

e osserviamo che effettivamente fo € A, perche X[1 2] € A e sappiamo che T(A) CA. W

12
3’3
Proposizione 9.0.1 - Compito Settembre 2022 (I) - Esercizio 3

Sia a = (a1,...,an) € R™ vettore e u = (1,...,1) € R". Definiamo la matrice Vander-
monde dove ogni elemento ¢ definito:

V(a)ij = aj

Dimostrato che:
0V (a+tu) = NV(a+ tu)

con N € M(n,R), allora vale la formula di Liuville per cui:

Ordet V(a+ tu) = trN - det V(a + tu)

2Per la seconda uguaglianza (%), per definizione di T' basta guardare il massimo solo per z € [0, %]

perché stiamo lavorando in A quindi le funzioni sono simmetriche rispetto a x = %
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