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Capitolo 1

Spazi e strutture

Uno degli argomenti centrali di questo corso sara ’analisi matematica in piu variabili: talvolta sara
possibile estendere nei modi piu intuitivi quanto gia visto nel corso di Analisi I, talvolta invece la
direzione sara sostanzialmente diversa. Considerato, a questo proposito, il rilievo dell’insieme R
nel corso precedente, iniziamo con la definizione dello spazio R? e di alcune sue strutture.

e Lo spazio R? visto come insieme ¢ il prodotto cartesiano d volte dell’insieme R, vale a dire
RI=Rx--xR={(21,...,2q) | Vi=1,...,d 2; €R} ;
e L’insieme R? & dotato di un’operazione di somma naturale che corrisponde alla somma per
componenti:

+:RIXRT = RT (2,y) = oty = (204 y. . Ta+ya)

e L’insieme R & dotato di una moltiplicazione per scalare, che corrisponde a moltiplicare tutte
le componenti per tale scalare:
CRxRTSRY (N z) e Az = Az, .., Azg)
In particolare, la tripla (R?, +,-) & un R-spazio vettoriale.
A questo punto vorremmo definire i limiti di successioni o di funzioni, e a tal proposito vorremmo

ricalcare la definizione di limite gia data su R: per quanto riguarda le successioni, ad esempio,
avevamo definito il limite di una successione {x,, }nen a valori in R come

lim z,=L = Ve>0 3ntalechen>n=|z,—L|<¢;

n—-+oo

se a questo punto {x, }nen fosse una successione in R?, la definizione sarebbe ben posta a patto di
specificare il significato del “modulo” di un vettore.

1.1 Spazi topologici
Definizione 1.1 (Spazio topologico). Uno spazio topologico & una coppia (X, 7), con X
insieme e 7 C §2(X), tale che:

e ), X e

e se A1, Ay € 7, allora Ay N Ay €7

o se {Aj}icr €7, allora | J;.; A; € 7.

Chiamiamo l'insieme 7 topologia, mentre i suoi elementi sono detti aperti. Il complementare di
un aperto si dice chiuso.
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Definizione 1.2 (Chiusura). Dato X spazio topologico e Z C X, la chiusura di Z, che
denotiamo Z, ¢ il piu piccolo chiuso che contiene Z, ossia:

Z= (] C.

C' chiuso
CDZ

Definizione 1.3 (Parte interna). Dato X spazio topologico e Z C X, la parte interna di Z,
che denotiamo Z o int(Z), ¢ il pitt grande aperto contenuto in Z, ossia:

Z:UA.

A aperto
ACZ

Osservazione 1.1. Poiché aperti e chiusi sono in bigezione tramite il complementare, vale la

seguente relazione: )
Z=X\(X\2) .

Definizione 1.4 (Frontiera). Dato X spazio topologico e Z C X, la frontiera di Z, che
denotiamo 07, ¢ la sua chiusura meno la sua parte interna:

0Z =7\ 7 .

1.2 Spazi normati e spazi metrici

Definizione 1.5 (Norma). Dato uno spazio vettoriale reale o complesso V', una norma su X
¢ una funzione ||-|| : V — R tale che:

i. ||v]]| >0 Vv eV evale ||v] =0 se e solo se v =0;
ii. ||[Av]| = |A|||lv]| Yv € V, VA € K, ossia la norma & omogenea;

iii. ||v + wl|| < ||v|| + ||w|| Yv,w € V, vale a dire che vale la disuguaglianza trangolare.

Definizione 1.6 (Spazio normato). Uno spazio normato ¢ una coppia (V, ||-||) dove V' & uno
spazio vettoriale reale o complesso e ||-|| € una norma su V.

Recuperiamo adesso alcuni concetti di Geometria I. Nello spazio vettoriale standard K", con
charK # 2, disponiamo di un prodotto scalare standard (-,-) dato da

d
i=1

Abbiamo definito spazio euclideo (V, ¢) uno spazio vettoriale V reale (o complesso) con un prodotto
scalare (o hermitiano) ¢ definito positivo, vale a dire tale che Vv € V ¢(v,v) > 0 e vale 'uguaglianza
se e solo se v = 0; abbiamo successivamente osservato che in uno spazio euclideo il prodotto induce
una norma: |[v|| = \/#(v,v). Dato che in particolare il prodotto scalare standard in R% & definito
positivo, possiamo porre

I: R =Rz 2] i= Vw,2) =
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Indichiamo questa norma standard ancora con | - |. E immediato osservare che la norma indot-
ta soddisfi le prime due proprieta della definizione. Per dimostrare la terza, introduciamo la
disuguaglianza di Cauchy-Schwarz.

Proposizione 1.2: Disuguaglianza di Cauchy-Schwarz

Sia (V, ¢) uno spazio uno spazio euclideo, allora vale la seguente disuguaglianza:

60, w)| < lofllw]l Yv,weV .

Dimostrazione. Supponiamo innanzitutto V' R-spazio vettoriale. Sia t € R un parametro, allora
0 < p(v + tw, v + tw) = Pp(v,v) + 2¢(v, tw) + P(tw, tw) =

= [[olf* + 2t¢(v, w) + t[w]*

questo polinomio in ¢ & una parabola non negativa, pertanto ha determinante ridotto
AJ4 = ¢p(v,w)? — ||v]|?|lw]|* < 0, da cui passando alla radice |¢(v,w)| < ||v||||w]| -
Consideriamo invece il caso di V' C-spazio vettoriale con ¢ prodotto hermitiano definito positivo.
La disuguaglianza ¢ vera per w = 0, quindi supponiamo ¢(w,w) # 0. Similmente al caso reale si
ha
0 < [lv = Aw||? = ¢(v — Aw, v — Aw) = $(v,v) — A (v, w) — Xp(w,v) + |N*p(w, w) .

w, v
a : sviluppando i conti otteniamo

ow,w)

0% 0(00) = S o(0w) - (S Yot + (G ) S ey =

o Smwen,w)  Blw)eknn) | dwoekn) e w)?
= T ) vy gm0 )

abbiamo dunque trovato che |¢(v, w)|? < ¢(v,v) - ¢(w, w), che implica |p(v, w)| < [Jv||||w].

Adesso scegliamo A\ =

Osserviamo che ||a + b||> = (a + b,a + b) = {(a,a) + (b,b) + 2(a,b) = ||a||® + ||b]|* + 2(a, b).
Ora per la disuguaglianza vale |{a, b)| < ||a||||b]|, percid otteniamo

lla +bl* = llall® + 161 + 2a, b) < llall* + [IbI1* + 2[lall[lb]l = (lall + [b])*

da cui, passando alle radici,
lla+ bl < l[all + [[o] -

La norma & di fatto un’applicazione che attribuisce ad ogni vettore non nullo una grandezza
positiva, che possiamo interpretare come lunghezza del vettore.
Definizione 1.7 (Distanza). Dato un insieme X, una distanza (o metrica) su X & una
funzione d : X x X — R tale che:

i. d(z,y) > 0Vz,y € X e vale d(x,y) =0 se e solo se x = y;

i. d(z,y) = d(y,z) Yo,y € X, ossia la distanza & simmetrica;

iii. d(z,z) < d(z,y) +d(y,2) Va,y,z € X, cioe vale la disuguaglianza triangolare.

Definizione 1.8 (Spazio metrico). Uno spazio metrico & una coppia (X,d) dove X & un
insieme e d € una distanza su X.
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In uno spazio normato la norma induce una metrica ponendo d(x,y) := ||z — y||. Le proprieta
1 e 11 seguono immediatamente. Per la 444, osserviamo che ponendo a = x —y e b = y — 2,
otteniamo d(z, 2) = ||z — z[| = [la+bl| < [lal| + 6] = [l =yl + [ly — 2[| = d(z,y) + d(y,2), che &
la disuguaglianza triangolare cercata.

Possiamo a questo punto definire il limite di una successione a valori in R?, o pill in generale
in uno spazio metrico.

Definizione 1.9 (Limite di successione). Dato uno spazio metrico (X, d) e una successione
{Zn}nen a valori in X, diciamo che z,, tende ad un limite ¢ € X, e scriveremo ancora

lim =z, =/ oppure Tn — L,
n——+oo n——+oo

se Ve > 0 3n tale che Vn > 7 vale d(zp,{) < €.

Potremmo perod pensare di indurre il limite di R in R, come abbiamo fatto per la somma,
definendo un limite per componenti:

Definizione 1.10 (Limite per componenti). Data {x,},cn una successione a valori in R?
e un valore £ € R%, definiamo il limite per componenti di x, come

n—-+oo n—-+oo

— Proposizione 1.3

In R? le definizioni di limite e di limite per componenti sono equivalenti.

Dimostrazione. (=) Siai € {1, ..., d}, dobbiamo dimostrare che (x,); — ¢;. Dato e > 0, sappiamo
per ipotesi che 37 tale che Vn > i |z, — £| < ¢; in particolare

()i = b = @ — 02 < @~ OF+ -+ (@0~ 0F = e — ] <= .

(«<=) Dato ¢ > 0, per ipotesi esistono 7i; per ogni i € {1, ..., d} tali che per n > 7; si ha |z, —¢;| < &;
allora ponendo 7 = max{f;} troviamo che

n — €= /(@ — 03 + o+ (2 — O3 < VEEd =&V,

che tende a 0 per € — 0. O

Definizione 1.11 (Palla aperta). Dato (X, d) spazio metrico, z € X e r > 0, definiamo palla
aperta di centro x e raggio r insieme B(x,r) = By(z) ={z € X | d(z,z) <r}.

Definizione 1.12 (Aperto metrico). Dato (X, d) spazio metrico e A C X, diciamo che A ¢
un aperto (metrico) se Vo € A Ir > 0 tale che B(z,7) C A.

Definizione 1.13 (Chiuso metrico). Dato (X, d) spazio metrico, un sottoinsieme C' C X si
dice chiuso se il complementare X \ C' & aperto.
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Proposizione 1.4

i. L’unione arbitraria di una famiglia di aperti F = {A;};cz & aperta.

ii. L’intersezione di una famiglia finita di aperti F = {A;};=1,... . ¢ aperta.

Dimostrazione. i. Per ogni elemento z € |JF, * € A; per qualche ¢ € Z, ma allora per
definizione di aperto 3r > 0 tale che B(z,r) C A;, quindi necessariamente

B(z,r) C U A; cioe U A; ¢ aperto.
i€z i€T

i1. Consideriamo il caso di due insiemi Ay, A; € F. Siaxz € A1 N As: poiché Ay e Ay sono aperti,

esistono ry,7re > 0 tali che B(z,r;) C Ay e B(x,ry) C Ay. Senza perdita di generalita, sia

r1 < ro; allora vale B(x,r1) C Ay e B(z,r1) C B(z,r2) C As, percido B(z,r1) C A1 N As.
Per induzione, si ottiene che l'intersezione finita di aperti & aperta.

O

Osserviamo che in generale non & vero che l'intersezione numerabile di aperti & aperta. Ad
esempio, possiamo considerare in R la famiglia di palle 4, = (—%, %), la loro intersezione e
MN,en An = {0}, che non & un aperto.

Per il passaggio al complementare, otteniamo la seguente:

Proposizione 1.5

i. L’unione di una famiglia finita di chiusi F = {A;};=1,...» € chiusa.

1. L’intersezione arbitraria di una famiglia di chiusi 7 = {A;};ez ¢ chiusa.

Abbiamo quindi dimostrato che uno spazio metrico (X, d) & uno spazio topologico con la topo-
logia indotta dalla distanza; possiamo allora considerare la chiusura, la parte interna e la frontiera
di sottinsiemi degli spazi metrici.

Definizione 1.14 (Chiusura). Dato uno spazio metrico (X, d) e un sottoinsieme D C S, si
definisce la chiusura di D come

D={z€X |V6>03JyeD d(z,y) <} .

I punti della chiusura di D sono detti punti di accumulazione di

— Lemma 1.6

L’insieme C' & chiuso se e solo se C = C.

Dimostrazione. (=) Sia X \ C aperto. Poiché C' C C ¢ sempre vero, considero z € C e voglio
mostrare x € C. Se per assurdo fosse x ¢ C, allora x € X \ C, quindi 3r > 0: B(z,r) C X\ C. ¢

(<=) Se C = C, devo mostrare che X \ C & aperto. Sia v € X \ C: se Ir > 0 tale che
B(v,7) € X \ O, si conclude. Altrimenti, Vr > 0 B(v,r) N C # ), cioe v € C = C. ¢ O

1La chiusura di un insieme consiste quindi nei punti arbitrariamente vicini all’insieme; altre volte si definiscono
punti di accumulazione i punti z € X tali che ¥§ >0 3y € D con y # = e d(x,y) < J: in tal caso chiamiamo i punti
di D punti di aderenza, che si dividono in punti di accumulazione e punti isolati.



6 CAPITOLO 1. SPAZI E STRUTTURE

Lemma 1.7

L’insieme C' C X & chiuso se e solo se V{z,} C C tale che x,, — Z si ha che T € C.

Dimostrazione. (=) Se {z,} CC ez, — 7, alloraz € C = C.
(<) Sia z € C: allora Ve B(Z,e) N C # (). Per ogni n € N, prendo z, € C N B(z,1). Si ha
che z,, — Z, dunque per ipotesi z € C, cioe C C C, e di conseguenza C & chiuso. O

Gli spazi metrici saranno oggetti centrali in questo corso; la nozione di distanza puo pero dare
origine a spazi metrici molto diversi dagli spazi euclidei o da R?: vediamo un esempio.

Esempio 1.8. Consideriamo lo spazio di funzioni X = {f : [0,1] — R continue}, allora la funzione
d(f,g) = max{|f(z) — g(x)|, = €[0,1]} ¢ una distanza su X. Infatti

la distanza ¢ ben definita, in quanto | f(z) — g(z)| &€ una funzione continua definita su [0,1] e
di conseguenza ammette massimo;

- |f(x) —g(x)] >0, e inoltre se f # g Jx tale che f(z) # g(x), pertanto max |f(z) — g(z)| > 0;

- dimostriamo che d(f, h
inoltre | f(Z) — ¢(Z)|

d(f,h) = 1f(@) = h(D)] < |f(Z) — 9(2)| + |g(7) — h(Z)| < d(f, 9) +d(g, D) ,

dove la prima disuguaglianza vale per disuguaglianza triangolare su R.

1.2.1 Norme su R?

Su R? possiamo definire molteplici norme. Le pitl comuni sono la norma 1, la norma 2 e la norma
oo date da

d d 3
Izl = |l ) = (Zﬁ) [2]loo = sup z;
i=1 i=1 d

1<i<

Le prime due norme rientrano in una categoria di norme piu ampia:

Definizione 1.15 (Norma p). Dato p € [1,+00), si definisce la norma p come applicazione
Ilp : RT = R
d 1
p
7o llallp = ( X lail”)
=

Osservazione 1.9. Possiamo considerare la norma co una norma p, nel senso che:

loe = i - -

Proposizione 1.10

Dato z € R?, vale:

Izl < Vdllzz < 2] < dlz]y
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Dimostrazione. La prima disuguaglianza segue dal fatto che, dato x € R?, scegliendo y = (sgn(z;));,
per Cauchy-Schwarz, otteniamo

d 2
]I = (Z |in> = (z,9)? < (z,2)(y,y) = dl|l3 ;
i=1

la seconda si ottiene osservando che

d d
213 =D fail® < D llell3e = dllzl3 ;
i=1 =1

I’ultima segue dal fatto
d

[2lloe = sup x; <Y |ai| = [l -
1<i<d P

O

Ad esempio, le palle unitarie relative alle distanze indotte rispettivamente dalla norma 1, norma
2 e norma 00, SOno:

A d:. Qe

d
:
|
|
|

In realta, per gli spazi vettoriali reali (o complessi) di dimensione finita vale un risultato piu
forte, che mostreremo nel prossimo capitolo: in questi casi tutte le norme sono topologicamente
equivalenti.

1.3 Compattezza, completezza, totale limitatezza

Definizione 1.16 (Compattezza per successioni). Dato uno spazio metrico (X,d), un
insieme D C X si dice compatto per successioni o sequenzialmente compatto se ogni successione
{z,} € D ammette una sottosuccessione convergente in D.

Osservazione 1.11. Un insieme compatto per successioni ¢ chiuso.

Definizione 1.17 (Ricoprimemto). Un ricoprimento di X & una famiglia {X;, ¢ € I} di
sottoinsiemi di X tali che
U&:X.

icl

Definizione 1.18 (Compattezza). Uno spazio topologico X si dice compatto (per
ricoprimenti) se per ogni ricoprimento di aperti di X esiste un sottoricoprimento finito.

Se (X,d) & uno spazio metrico e Z C X & un suo sottoinsieme, su Z abbiamo una topologia
di sottospazio indotta naturalmente dalla restrizione della metrica d a Z x Z. Per sapere se Z e
compatto, dobbiamo sapere come si comportano gli aperti di Z (e non gli aperti di X) rispetto ai
sottoricoprimenti. In particolare la topologia di sottospazio € definita come

ACZeapertodi Z <= dBC X apertodi X taleche A=BnNZ .
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Definizione 1.19 (Totale limitatezza). Uno spazio metrico (X, d) si dice totalmente limitato
seVr > 03k €N, Jzy,...,zp € X tali che

La limitatezza ¢ una proprieta prettamente metrica, che non incide in alcun modo sulla topologia
di uno spazio: dato infatti (X, d) spazio metrico non limitato, possiamo definire una nuova distanza
d : X xX — Rdove d(z,y) := d(z,y) A1: risulta che d e d’ sono equivalenti, ossia che esprimono
gli stessi aperti. Tuttavia (X, d’) ¢ chiaramente limitato poiché Vz € X vale By (x,2) = X.

Definizione 1.20 (Successione di Cauchy). Dato uno spazio metrico (X, d), una successione
{z,} a valori in X si dice successione di Cauchy se Ve > 0 3n tale che Ym,n > 7 vale
d(Xpm, Tp) < €.

Osservazione 1.12. Una successione convergente & sempre di Cauchy.
Infatti, fissato € > 0, esiste n tale che ¥n > n vale d(z,,Z) < 5, dove Z ¢ il limite della successione.
Quindi, presi n,m > n, vale d(2y,, ) < d(2n, T) + d(Z,2,) < 5§+ 5 = €.

Definizione 1.21 (Completezza). Uno spazio metrico (X,d) si dice completo se tutte le
successioni di Cauchy sono convergenti.

Definizione 1.22 (Spazio di Banach). Uno spazio di Banach & uno spazio normato (E, ||-||)
completo rispetto alla distanza indotta dalla norma.

Definizione 1.23 (Proprieta di intersezione finita). Sia H una famiglia non vuota di
insiemi non vuoti, si dice che H ha la proprieta dell’intersezione finita (PIF) se per ogni
sottoinsieme finito {A1,..., A,} C H si hache A1 N---N A, # 0.

Teorema 1.13

Dato uno spazio topologico X, sono equivalenti:

i. X e compatto;

ii. se {Fy}aca € una famiglia di chiusi di X con la PIF, allora

() Fa#0 .

acA

Dimostrazione.

i = it Supponiamo per assurdo che una famiglia di chiusi di X {F,},c4 abbia la PIF ma che
I'intersezione della famiglia sia vuota, ossia

Var,...,0n €A Foy N NFy #0 ma () Fo=0;
acA

sia A, := F,° Va, per cui A, ¢ aperto. Allora

U 4o = UFaC=<ﬂ Fa>C:@c:X’

acA acA acA
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pertanto per compattezza di X Jay,...,a, € A tali che

m) = ﬁFai:(Z).i

i=1

Y-

i=1

it => 1 Sia {Ay}aca un ricoprimento di aperti di X. Supponiamo per assurdo che {A,}aca nON
ammetta alcun sottoricoprimento finito, e denotiamo F, = A,°: allora Vas,...,ay,

X2 J4a Q a1_<ﬂFai> = [ Fa, #0,

i=1 i=1

ossia {F,}aea ha la PIF. Per ipotesi allora

Teorema 1.14

Dato uno spazio metrico (X, d), sono equivalenti:

#1. X € compatto;

11. X € totalmente limitato e completo;

(Z);éﬂFa:<UAa>c = Jaacx s

acA acA acA

Se non riesco a capire che un insieme € compatto mi sparo.

Aldo Pratelli

1. X e compatto per successioni;

Dimostrazione. Mostriamo prima l’equivalenza tra ¢ e iii e poi che i ¢ equivalente a i e 7ii assieme
(e dunque a ciascuna singolarmente).

Supponiamo per assurdo che X non sia completo, allora 3{x,} successione di Cauchy che
non converge a nessun limite: mostriamo che {z,} non pud ammettere sottosuccessioni
convergenti. Se esistesse r,(,) sottosuccessione che converge ad un certo 7, allora dato € > 0
Jn’ tale che Vn > 0/ d(z4(n),Z) < §; inoltre dal momento che x, ¢ di Cauchy, In” tale
che Vj,0 > 7" d(xzj,x¢) < 5. A questo punto Vj > max{ﬁ' 7"} si ha per disuguaglianza
trangolare d(z;,7) < d(x;, zq(; )) + d(2a(;),T) < § + § = €, ossia x,, converge a Z. £

Supponiamo invece che X non sia totalmente hmltato allora dr > 0 tale che non esiste alcun

ricoprimento finito di X con palle di raggio r; costruiamo allora per ricorsione la successione

o € X qualsiasi, Tpt1 ¢ U B(zi,r)
i=0

tuttavia segue dalla costruzione che Vi # j d(z;,z;) > 7, e qundi nessuna sottosuccessione
puo convergere. #

Sia {z,} una successione a valori in X. Per ipotesi di totale limitatezza Vr > 0 esiste un
ricoprimento finito di palle di raggio r, e dato che il ricoprimento ¢ finito, in almeno una
delle palle {z,,} deve comparire per infiniti indici, ossia almeno una delle palle contiene una
sottosuccessione. Costruiamo per ricorsione:

{ac } C B(Z1, 1) sottosuccessione di x,, per n > 1
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{xg)} C B(Zo, %) sottosuccessione di xﬁﬂ) per n > 2

k+1 - . . (k
{J:fI * )} C B(Zg41, ﬁ) sottosuccessione di x%) pern>k+1
- . . . (k) .
allora se chiamiamo y, la successione che ha come k-esimo termine x;’, per costruzione
sottosuccessione di z,,, ¥, € una successione di Cauchy, e per completezza converge.

Sia {x,} una successione a valori in X e sia C = {z,} C X linsieme dei valori della
successione. Se un elemento di C' compare un numero infinito di volte in z,, possiamo
costruire una sottosuccessione definitivamente costante che dunque converge. Supponiamo
quindi che ogni valore compaia per un numero finito di indici.
Dato ¢ € C consideriamo il valore inf{d(c,e), e € C e e # c¢}: se per un certo c tale valore & 0,
allora in C esistono punti arbitrariamente vicini a ¢, e dunque troviamo una sottosuccessione
che converge a c. Altrimenti Ve € C 3r(c) tale che B(c,r(c)) N C = {c}. Se C non & chiuso,
3¢ € C\C, ma allora possiamo estrarre una sottosuccessione che converge a f; se invece C
fosse chiuso, allora

U Bler(e) u(x\0)

ceC
sarebbe un ricoprimento di X in aperti che non ammette alcun sottoricoprimento finito. #

Sia {A;}iez un ricoprimento di aperti. Per ogni € X 3r > 0 tale che B(x,r) & contenuta
in almeno un aperto del ricoprimento. Chiamiamo r(z) := sup{r > 0 | 3t € Z B(x,r) C
A;}A1. Supponiamo per assurdo che inf{r(z),z € X} = 0, allora sia {,,} tale che r(z,) < L,
e per ipotesi possiamo supporre a meno di sottosuccessioni che x,, — .

Osserviamo che dati y,z € X vale che r(y) > r(2) — d(y, 2): infatti Vp < r(z) se d(z,y) <
p — d(y, z) allora d(z,z) < p, poiché per la disuguaglianza triangolare d(z,z) < d(z,y) +
d(y, z) < p. Abbiamo quindi dimostrato che Vp < r(z) vale B(y,p — d(y,z)) € B(z,p) C A;
per qualche 4, ma allora r(y) > p—d(y, z), e passando al sup, r(y) > r(z) —d(y,z). A questo
punto r(x,) > r(z) — d(zn, ), tuttavia r(z,) — 0 e d(z,,Z) — 0, pertanto deve valere
r(z)=0. ¢

A questo punto inf{r(z),z € X} > 0: poniamo § = M, allora Vo € X 3i € T tale
che B(z,0) C A;. Adesso possiamo concludere sfruttando la totale limitatezza di X: 3k € N,

21,...,2K € X tali che
k

i=1

e tuttavia 3j(1),...,j(k) € Z tali che B(z;,9) C Aj(;, e dunque

k
X C UAj(i) )

=1

1.3.1 Insieme di Cantor

Definizione 1.24 (Insieme di Cantor). Consideriamo le mappe ¢q, ¢ : [0,1] — [0, 1] date
da ¢o(z) = 1z e ¢2(z) = 32 + 2. Definiamo per ricorsione

Co = [05 1]7 Cry1 = d)O(Cn) U QI)Q(Cn) VYn>0

I'insieme di Cantor ¢ definito come l'insieme

+oo
C=()Cn.
n=0
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Intuitivamente, 'insieme di Cantor ¢ insieme che si ottiene a partire dal segmento [0, 1] divi-
dendolo in tre segmenti uguali e scartando il segmento centrale, per poi iterare ricorsivamente il
processo ai segmenti ottenuti al passo precedente.

Osserviamo subito che C' # (), perché ad esempio 0,1 € C.

Si dimostrano per induzione i seguenti fatti:

e (), & compatto Vn;
e C,, C[0,1] Vn;
[ n+1 g Cn Vn.

Da cio segue in particolare che I'insieme di Cantor ¢ compatto.
Osserviamo che ogni z € [0, 1] pud essere scritto in rappresentazione ternaria come

“+oo
T = Zei?)*i dove ¢; € {0,1,2}.

i=1

Ad esempio, se g; = 2 per ogni i, otteniamo il valore massimo, infatti:

+oo 1
=) 2.37"=92.[— —1)=1.
=2 (57-1)

Sfruttando la rappresentazione ternaria, possiamo descrivere 'insieme di Cantor come segue.

— Proposizione 1.15

Valgono le seguenti espressioni:

+o0 .
Cn:{x:Z@Sl‘€i€{072}V1<i<n} )

i=1

+oo )
C = {Z‘ = Z ;37"

i=1

i €{0,2} VieN}

Dimostrazione. Per induzione su n.

e La tesi ¢ vera per n = 1.
Infatti, se e1 = 0,

—+o0 —+o0 1 —+o0 1
= 37 = 137 =2 137 € [0, 2] ;
P et s Rt g Yo e g
se g1 = 2,
+o00 +o00
2 o201 2
$:§+;€13 :§+§;€1+13 €|:3,1:|

e Supponiamo la tesi valga per n.
Ora Cy 41 = ¢o(Ch) U ¢2(Cy,). Osserviamo che

. 1 “+o00
?i(Cr) {$:%+528h3_h’\EhE{O,Q}lghgn}:
h=1

+oo
:{x:Zs;ﬁ_h ’ e =i, &) =ep_y €{0,2} per2§h§n—|—1}
h=1

e quindi
+oo

Cn+1 = (bo(cn) U(bg(cn) = {.]3 = Z&h?)_h ‘ Ep € {0,2} per 1 < h <n-+ 1} .
h=1
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O

Osservazione 1.16. C' ha la cardinalita del continuo, infatti esiste una funzione surgettiva e
monotona
F:C—[0,1]

+o0 » +oo Eins
p=Y w3y 2o
i=1 i=1

Inoltre esiste ed & unica F' estensione di F a [0, 1] monotona tale che F‘C = F, evale F = sup F(t).
t<z
Tale funzione & nota come scala del diavolo o scala di Cantor.

Per I'insieme di Cantor valgono i seguenti fatti:

e int(C) = : infatti C' & contenuto nell’unione di 2" intervalli di ampiezza 3~". Pil precisa-
mente, C' ¢ totalmente sconnesso;

e 0C = C: infatti 9C C C perché C & chiuso e C' C 9C perché C non ha punti interni;

e IR\ C)=C;

e (C non ha punti isolati.

Proposizione 1.17

Definiamo C + C :={z +y | z,y € C}; allora C' + C = [0, 2], ossia per ogni ¢ € [0, 2] esiste
una coppia (z,y) € C x C tale che x +y = t.

Dimostrazione. Osserviamo che la tesi equivale a
CxCNn{(x,y) eR? |z +y=1t}#0 Vt[0,2].
Osserviamo anche che
CxC=(]CnxCy
neN
quindi basta mostrare che

Fpi=Cpx Con{(z,y) eR? |z +y=1} #0 ¥t €[0,2] ¥neN

infatti vale F,41 C F, Vn, quindi F,, N...N F,, = Fy dove i = max{ny,...,nx}; pertanto, se

F, #0Vn, {F, | n € N} ha la PIF e quindi ) F, # 0.
neN
Dimostriamo la tesi per induzione su n.

e La tesi vale per n = 1.
e Supponiamo la tesi vera per n.

Sia t € [0,2]: possiamo scegliere i,j € {0,2} e t' € ]
[0, 2] tali che

i+t ] 1 ]

3
(idealmente ¢ e j rappresentano la traslazione orizzon-
tale e verticale della copia di C,, in C),41). Per ipotesi [ L [ | L]
induttiva, esiste (2/,y’) € Cy, x C), tale che 2’ +y = t'. 1 [ ]
Poniamo allora o, o,

1+ +
X = 3 S Cn+1 e y:= Iy S Cn+1

i iy
per cui vale (z,%) € Cpy1 X Cry1. Orax+yzl+]+x ty ittt

t.
3 3




Capitolo 2

Continuita

Occupiamoci adesso di definire il limite di funzioni su spazi metrici.

Definizione 2.1 (Limite). Siano (X,dx) e (Y, dy) due spazi metrici e siano T € X, g € Y.
Data una funzione f : X — Y, diciamo che g ¢ il limite di f per x — T se Ve > 0 3§ > 0 tale
che Vz € X con 0 < dx(z,Z) < ¢ vale dy (f(z),7) < e.

Alcune volte si preferisce definire il limite lim f(z) = ¢ nel seguente modo:
Tr—T

Ve>030>0: Vo e X dx(z,Z2) <d = dx(f(x),y)<e,

ossia in sostanza si permette il caso r = . Questa scelta ha sostanzialmente due effetti collaterali:
da un lato il valore assunto dalla funzione in un punto & rilevante rispetto al valore del limite della
funzione in quel punto, e in particolare non potra mai accadere che

lim f(z) # f(Z) ma soltanto il_rgf(x) # f(Z) ;

T—T
THT

dall’altro possiamo definire senza contraddizione il limite di una funzione per x — Z con T punto
isolato (e di conseguenza sui punti isolati il valore del limite coincide con il valore della funzione).

Definizione 2.2 (Limite infinito). Siano (X,d) uno spazio metrico, Z € X e f : X — R:
diciamo che f tende a +o00 per x — Z se VM > 0 36 > 0 tale che Vz € X con 0 < d(x,%) < d
vale M < f(z); analogamente diciamo che f tende a —oo per x — T se VM > 0 3§ > 0 tale
che Vz € X con 0 < d(z,%) < § vale f(z) < —M.

Definizione 2.3 (Limite della norma). Sia (V,||-||) uno spazio normato, (Y, d) uno spazio
metrico, § € Y. Data una funzione f : V — Y, diciamo che g ¢ il limite di f per ||v|| = 400,
scriviamo
fo) =7,

vl =00
se Ve > 0 3N > 0 tale che Vv € V con ||v|| > N vale d(f(v), ) <e.
Inoltre se Y = R, diciamo che f tende a 400 (rispettivamente —oo) per ||v|| — 400 se VM > 0
3N > 0 tale che Yv € V con ||v]| > N vale M < f(x) (rispettivamente f(x) < —M).

Se abbiamo una funzione definita su R, possiamo fissare una retta passante per I'origine e
studiare la funzione ristretta a tale direzione: questa nuova funzione diventa una funzione da R a
R.

13
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Definizione 2.4 (Limite direzionale). Data f : R? — R, w € R?\ {0}, si chiama limite
direzionale in direzione w il limite

lim f(tw) .

t——+oo

— Proposizione 2.1

Data f : R? — R, se esiste ¢ € R tale che f(z) — ¢, allora

[|z|| =400

Vw € R\ {0} tliinoo fltw)y=10 .

Dimostrazione. Sia e > 0; per ipotesi IK > 0 tale che per |z| > K vale |f(x) — £| < &, pertanto se
t > K/|wl|, |tw|] > K e dunque |f(tw) — £] < . O

Osserviamo che il viceversa ¢ falso, ossia ¢ possibile che tutti i limiti direzionali esistano e
coincidano, ma che la funzione non abbia limite globale; ad esempio possiamo considerare

1 sey=a?
f:R? SR (sc,y)n—>{ eYy=2%

0 altrimenti

in questo caso tutti i limiti direzionali sono 0, ma il limite di f per ||z|| — +o0 non esiste.

Definizione 2.5 (Continuita). Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici: una funzione
f:+ X — Y sidice continua in T € X se Ve > 03§ > 0: Vo € X con dx(z,%) < § vale
dy (f(z), f(Z)) <e. Se f & continua in Z VZ € X, diciamo che f & continua.

Osservazione 2.2. Data f: X — Y funzione tra due spazi metrici e T € X, sono equivalenti:
i. f & continua in Z ;

it. lim f(x) = f(z) .

T—T

La dimostrazione ¢ esattamente quella vista nel corso di Analisi L.

Osservazione 2.3. Data una funzione f : D — R con D C R? (o piil in generale una funzione
tra spazi metrici) possiamo definire il limite di f per ogni z € D non isolato. Se volessimo definire
il limite £ per x — Z con T al di fuori di questo insieme avremmo la seguente situazione: Ve > 0
30 >0taleche 0< |z —Z| <d = [f(z) =4 <¢g

il guaio ¢ che se z ¢ D, 3§ > 0 tale che Yy € D d(z,y) > &, pertanto scegliendo § = &,
Pantecedente dell’implicazione sarebbe falsa Ve, e di conseguenza I'implicazione sempre vera (a
vuoto), indipendentemente dal valore di £.

Definizione 2.6 (Continuita per successioni). Siano (X,dx) e (Y, dy) due spazi metrici:
una funzione f : X — Y si dice continua per successioni se V{x,,} C X tale che x,, — Z, si ha
che f(zn) = f(2).

Diamo adesso delle caratterizzazioni per le funzioni continue.
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Proposizione 2.4

Dati due spazi metrici (X,dx) e (Y,dy) e una funzione f : X — Y, vale che

f & continua <= VA CY aperto, f~!(A) ¢ aperto.

Dimostrazione. (=) Sia A C Y aperto e sia x € f~1(A); vogliamo trovare r > 0 tale che
B(z,r) € f~1(A). Dato che f(z) € A e A & aperto, esiste ¢ > 0 tale che B(f(r),e) C A: per
la continuita di f esiste 6 > 0 tale che Yy € X dx(z,y) < 6 = dy(f(x), f(y)) < e, cioe
Vy € B(z,9) si ha che f(y) € B(f(x),e) C A, ossia y € f~1(A).

(«<=) Sia f tale che VA C Y aperto, f~1(A) & aperto. Dati z € X e ¢ > 0, considero
A = B(f(z),e). Poiché A & aperto, f~1(A) ¢ aperto e x € f~1(A), percido 36 > 0 tale che
B(z,08) C f~1(A), ossia Yy € X dx(z,y) <d = dy(f(z), f(y)) <e. O

— Proposizione 2.5

Dati due spazi metrici (X,dx) e (Y,dy) e una funzione f : X — Y, vale che

f & continua <= VYC C Y chiuso, f~*(C) & chiuso.

Dimostrazione. (=) Sia C' C Y un chiuso e sia A’ aperto complementare, per cui C =Y \ A"
allora f~1(C) = f~Y (Y \ A") = X \ f1(A’), che & chiuso poiché f~1(A’) = A & aperto dato che f
& continua.

(<=) Sia f tale che VC' C Y chiuso, f~1(C) & chiuso. Ora sia A’ C Y aperto: per ipotesi
X\ fYA) = f7Y (Y \ A") = C’ chiuso, quindi VA C R aperto, f~1(A) & aperto, ossia f &

continua. O

Proposizione 2.6

Dati due spazi metrici (X, dx) e (Y,dy) e una funzione f : X — Y, vale che

f € continua <= f & continua per successioni

Dimostrazione. (=) Sia {x,} C X una successione tale che z, — T; poiché f & continua,
Ve > 0 36 > 0 tale che se dx(z,Z) < § si ha dy(f(z), f(Z)) < ¢; allora, per definizione di limite,
Ing tale che n > ny = dx(x,,z) < 0 e dunque dy (f(x,), f(Z)) < . Quindi, complessivamente,
Ve > 0 3ng tale che n > ng = dy (f(zn), f(T)) <e, cioe f(x,) = f(T).

(«<=) Sia per assurdo f discontinua in Z € X, ossia esiste ¢ > 0 tale che per ogni § esiste © € Bs(Z)
con dy (f(x), f(Z)) > €; in particolare troviamo una successione {z,} C X tale che z,, — T e per
ogni n vale dy (f(x,), f(Z)) > €, pertanto f(x,) /4 f(Z). ¢ O

Osservazione 2.7. La prima implicazione della proposizione & sempre vera, qualunque siano gli
spazi topologici considerati. La seconda implicazione invece vale solo negli spazi sequenziali, ed in
particolare negli spazi metrici.

Proposizione 2.8

La composizione di funzioni continue & una funzione continua.

Dimostrazione. Siano f : X - Y, g:Y — Zego f: X — Z. Dato A aperto, (go f)"1(A4) =
f1(g(A)). Ora g~1(A) = A’ aperto perché g & continua; f~!(A’) = A” aperto perché f &
continua. Quindi (go f)~!(A) = A” aperto, e percid go f & continua. O
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Osservazione 2.9. Se chiamiamo f; : R? — R la proiezione sulla i-esima coordinata f;(z) = z;,
osserviamo che ¢ una funzione continua.
Infatti | fi(z) — fi(y)] = |vi — yil < /(@1 —y1)? + .+ (2a — ya)* = |z — .

Percio lo studio della continuita delle funzioni vettoriali si riconduce allo studio su R tramite
la composizione con le coordinate.

Osservazione 2.10. Data g : R? — R continua, I'insieme D = {z € R? : g(z) > 0} & chiuso e
insieme F' = RN\ D = {x € R?: g(z) < 0} & aperto (analogo per I'altro verso della disuguaglianza).

Infatti, data {z,} C D, cioe g(z,) > 0 Vz, tale che z, — T, segue che g(z,) — ¢(Z), quindi
9(Z) > 0, e percio T € D.

Teorema 2.11: Teorema di Weierstraf3

Dato (X, d) spazio metrico, D C X compatto per successioni e f : D — R continua, allora f
ammette massimo e minimo.

Dimostrazione. Sia {x,} C D tale che f(x,) — inf f. Allora x,, — T a meno di sottosuccessioni.
Quindi, per la continuita di f,

f(@)= lim _f(zn)=inf [,

n—-+4oo

cioé T € un punto di minimo. La dimostrazione € analoga per il punto di massimo. O

Teorema 2.12: Teorema di Heine-Borel

Un insieme C' C R? & compatto per successioni se e solo se C & chiuso e limitato.

Dimostrazione. (=) Se C non fosse chiuso, esisterebbe {z,} C C, z, — Z ¢ C. Qualunque
sottosuccessione converge a Z, pertanto C non & compatto per successioni, che & un assurdo.

Se C non fosse limitato, esisterebbe {z,} C C tale che d(x,,y) > n con y € C. Se &, & una
sottosuccessione che tende a Z, si ha che per n > 1 d(Z,,z) < 1. Ma allora n < d(Z,,y) <
d(Zn,Z) + d(Z,y) < 1+ d(Z,y), quindi C' non & compatto per successioni, che ¢ assurdo.

(«=) Sia C C R? chiuso e limitato e {z,} C C. Ora la successione delle prime componenti
(21)n & una successione in R limitata, quindi esiste una sottosuccessione di (x,) tale che la prima
componente converge. Ora, la successione delle seconde componenti della sottosuccessione appena
ottenuta e limitata in R, quindi si puo riapplicare lo stesso ragionamento. In conclusione, in d
passaggi otteniamo una sottosuccessione che converge a Z; siccome C' e chiuso, z € C. O

Osservazione 2.13. Per quanto appena dimostrato, un insieme compatto per successioni ¢ sempre
chiuso e limitato; il viceversa vale nel caso in cui lo spazio considerato sia RY. Questo ¢ dovuto
alla seguente considerazione.

Sia E C R chiuso e limitato, allora E C [a,b]. Se si ha {e,} C E, allora {e,} C [a,b], quindi
esiste una sottosuccessione {e/, } tale che e, — e € [a,b]. Si conclude che e € E poiché E & chiuso.

Osservazione 2.14. Chiaramente, se sup f = 400, f non ammette massimo globale, mentre se
inf f = —o0, f non ammette minimo globale.

Teorema 2.15: Teorema di Weierstraf3 generalizzato

Data f: R? — R continua, se esiste £ = | ‘lim f(z) finito, allora vale che:
x|—+4o0

i. se esiste a tale che f(a) > ¢, allora f ammette massimo;

ii. se esiste b tale che f(b) < ¢, allora f ammette minimo.
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Dimostrazione. Dimostriamo il punto ¢ (il punto # ¢ analogo). Poiché f(z) — ¢ per |z| — +oo,
scegliendo € = f(a) — ¢ > 0 esiste R > 0 tale che se |z| > R vale |f(z) — £| < € ed in particolare
f(z) < £+¢e = f(a). Ora consideriamo la palla chiusa B(0, R) di centro 0 e raggio R: questo & un
insieme chiuso e limitato in R%, quindi & compatto, pertanto f ammette massimo M su B(0, R).
Ora, se x3; € B(0, R) & tale che f(xp;) = M, per |z| > R vale che f(z) < f(a) < f(zar), quindi
x)s € un massimo globale. O

In realta, varianti di questa versione generalizzata del teorema di Weierstrall possono essere
utilizzate anche nel caso in cui la funzione f non sia definita su tutto R?. Consideriamo i seguenti
esempi.

Esempio 2.16. Sia g : R?\ {0} — R tale che lim g(z) =5, lim g(z) = +c e g(2) = 2, allora
|z]| =400 z—0
f ammette minimo.

Infatti, per definizione di limite, 3R > 0 tale che |z2| > R = ¢(z) > 3, e anche 3r > 0 tale
che 0 < 2 <r = g¢g(z) > 3. Definisco ora A = {z € R4r < |z| < R}: per costruzione A # ()
perché z € A; inoltre A & chiuso e limitato, e g & continua, quindi esiste Z € A punto di minimo
locale di g. Per definizione di A, Z & minimo globale di g.

Esempio 2.17. Consideriamo la funzione
f:R*\ {0} — R

sin(2? + y?)
f(x7y) = 2 4 .
x*+y

Cerchiamo di determinare se f & limitata, e in caso positivo di dire se esistono massimo e minimo.
Innanzitutto osserviamo che

Pyt >+ 1=y -1 — +oo = lim f(z,y)=0
|(2,)|—-+o0 |(2,)|—+00

Calcolando poi il limite nell’origine lungo gli assi cartesiani, troviamo
lim f(z,0) =1 ;g%f(y,()) = fo0

Quindi f non ammette limite globale in (0, 0), e percio non rientriamo nella casistica dell’esempio
precedente. Inoltre f non & limitata e non ha massimo. Per determinare se ammette minimo o
meno, possiamo percorrere strade diverse.

i. Osserviamo che in {0 < 22 +y? < 7}, f & positiva. Inoltre Vd IR > 0 tale che se |(x,y)| > R
allora —¢ < f(x) < 0. Scegliamo allora ¢ tale che

f<\/g7,o) <=5

Definiamo ora A = {(z,y) : 7 < 22 + y?> < R}: A # ) perché ad esempio (\/%7, 0) € A.
Risulta che A & chiuso e limitato, quindi compatto, e percio f ammette minimo su A in un
certo punto x,,. Segue infine che x,, & punto di minimo globale: infatti, se z? + y? < T,
f(x,y) > 0 e quindi f(x,,) < f(x,y) poiché f(x,,) < 0; se invece 22 + y? > R, risulta

f@m) < f (\/1;7 o) <=5 < flzy) .

i1. Costruiamo una successione di corone circolari centrate in 0 in cui f & alternativamente
positiva e negativa, come in figura. Consideriamo poi la parte negativa di f:
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- f sulle corone negative 2, G .
0 sulle corone positive o nulle N 4_.\
Ora possiamo estendere f~ per continuita in 0, ponendo Y 0
f(0) = 0; quindi, per Weierstra} generalizzato, f ammette M il

minimo.

Questa costruzione ci permette inoltre di calcolare esplicitamente il minimo di f. Innanzitutto
il minimo deve essere in una delle corone negative; inoltre, poiché sin(x? + 32) & continua,
assume tutti i valori da 0 a —1 nelle corone negative. Quindi, fissata una direzione, possiamo
scegliere un punto A su tale direzione nella prima corona negativa e un punto B sempre
su tale direzione ma nella seconda corona negativa, tale che sin(A) = sin(B); tuttavia il
denominatore & necessariamente cresciuto, quindi risulta f(A4) < f(B). Concludiamo quindi
che il minimo si trova nella prima corona negativa.

Osservando ora che il seno & costante sulle circonferenze (poiché la norma & costante),
cerchiamo il minimo di 2% + y* sulla circonferenza z2 + y? = r?, con /7 < r < \/2m:

Pyt =yt PP =hy) e W(y) =4y —2y=0 <= y=0 Vv y:j:\/g

Studiando la funzione h, notiamo che il punto y = 0 ¢ di massimo, quindi lo scartiamo. A
questo punto bisogna trovare, per simmetria della funzione nei quattro quadranti, il minimo

della funzione g(z, :I:\/g) = M, che & un problema di Analisi I.

r2+%
2.1 Lipschitzianita

Definizione 2.7 (Uniforme continuitd). Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici: una
funzione f: X — Y si dice uniformemente continua se Ve > 0 36 > 0 tale che Vx1, 29 € X con
dx(xz1,22) < d si ha dy (f(z1), f(z2)) < e.

Osservazione 2.18. Una funzione uniformemente continua ¢ chiaramente anche continua.

Teorema 2.19: Teorema di Heine-Cantor

Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e f : X — Y una funzione continua. Se X &
compatto, allora f & uniformemente continua.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che Je > 0 V4§ > 0 esistono z,y € X tali che dx(z,y) < ¢
ma dy (f(z), f(y)) > . Prendiamo, in corrispondenza di tale £, § = 1 per n > 1, e definiamo
le successioni {z,} e {y,} date dall’ipotesi assurda. Poiché X & compatto, z, — Z a meno di
sottosuccessioni.

Poiché dx (xn,yn) < % — 0, abbiamo che

n—+oo

quindi anche y,, — ¥ a meno di sottosuccessioni. Vale percio:

dy (f(2n); f(yn)) < dy (f(xn), f(Z)) + dy (f(Z), f(yn))

dove il secondo membro tende a 0 per n — +oo per la continuita di f. ¢ O
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Definizione 2.8 (Lipschitzianita). Siano (X,dx) e (Y, dy) due spazi metrici: una funzione
f: X =Y sidice lipschitziana di costante L (oppure L-Lipschitz), con L > 0, se V1,22 € X
vale dy (f(x1), f(x2)) < Ldx (x1,z2).

Definizione 2.9 (Locale lipschitzianita). Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia
Q C X un aperto: una funzione F : Q — Y si dice localmente lipschitziana (su 1) se per ogni
o € £ esistono due costanti L > 0 e r > 0 tali che

dy (F(z),F(y)) < Ldx(x,y) Vz,y € B(xg,7)NQ .

Osservazione 2.20. Una funzione lipschitziana & in particolare uniformemente continua: infatti
se L ¢ una costante di Lipschitz per la mappa f : X — Y, dato € > 0 possiamo scegliere § = +
ottenendo che se dx(z1,22) < 6, allora dy (f(x1), f(z2)) < Ldx(z1,22) < Lé = e. Del tutto
analogamente si dimostra che una funzione localmente lipschitziana & in particolare continua.

Osservazione 2.21. Data F : (X,d) — R, sono equivalenti:
i. F' & L-Lipschitz;
it. F(z)— F(y) < Ld(z,y) Vz,y € X.

Infatti chiaramente i = ii; viceversa, se Va,y vale F(x) — F(y) < Ld(z,y), allora in particolare
F(y) — F(z) < Ld(y,x) = Ld(z,y) e dunque |F(z) — F(y)| < Ld(z,y), ossia F' & L-Lipschitz.

Proposizione 2.22

Dati (X,dx) e (Y,dy) spazi metrici e F': X — Y localmente lipschitziana, se X ¢ compatto
allora F' e globalmente lipschitziana.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f non sia lipschitziana: dunque per ogni n € N
esistono z,,y, € X tali che

dy (f(xn), f(yn)) > ndx (zn,yn) -

Date quindi le successioni {z,} e {y,}, poiché X & compatto e quindi compatto per successioni,
possiamo estrarre una sottosuccessione x,, tale che z,, — . Ora, poiché f & continua e X &
compatto, anche f(X) & compatto, e quindi limitato; dunque dy (f(x,), f(yn)) < K per una certa
costante K. Da questo e dalla disuguaglianza precedente, segue che

dx(Zn,,Yn,) — 0 quindi anche y,, — T .
Ora, per locale lipschitzianita, esiste una costante L e § > 0 tali che

dy (f(@), F(1) < Ldx(w,y) Va,y € Bs(3) -
Poiché z,, ,yn, € Bs(Z) definitivamente, vale

LdX(xnk’ymc) > dY(f(wnk)7 f(ynk» > nkdX(ajnka ynk) .7
O

Definizione 2.10 (Contrazione). Dato uno spazio metrico (X, d), una funzione 7': X — X
si dice contrazione se 3L < 1 tale che Vz,y € X vale d(T'(z),T(y)) < Ld(z,y).

Osservazione 2.23. Segue dalla definizione che una contrazione ¢ in particolare una funzione
lipschitziana e dunque continua.
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Teorema 2.24: Teorema delle contrazioni (Banach-Caccioppoli)

Dato (X, d) uno spazio metrico completo e T': X — X una contrazione, allora 7" ha un unico
punto fisso, ossia:

Nz e X taleche T(Z)=2 .

Dimostrazione. Sia xy € X: definiamo per ricorsione la successione z,1 = T(z,) = T"(xo).
Mostriamo che la successione x,, ¢ di Cauchy. Per definizione di T" e z,,, vale:

AT, Tnt1) = d(T(xp-1), T(xy)) < Ld(xp—1,2,) < ... < L"d(x9,21)
Ora siano n,m € N con n > m. Per la disuguaglianza appena ottenuta e la disuguaglianza
triangolare, abbiamo:

n—1

d(-rnaxm) S d(xnvxn—l) + d(mn—laxm) S Z d(xivxi-‘rl) S

i=m
n—1 n—m-—1
<d(wo, 1) Y L' =L™d(wg, 1) » L'
i=m =0

Per n — 400, 'ultima e una serie geometrica che converge perché il termine generale & compreso
tra 0 e 1, quindi

m
1-L

ossia la successione z,, & di Cauchy. Poiché X e completo, esiste

d(xp, Tm) < d(xo,21) -0 per m — +00

= lim =z,
n—-+4oo
Poiché T ¢ continua, vale
TZ)= lim T(x,) = lim z =ZI
( ) n—+o0o ( n) n—-4oo n+l

quindi Z € un punto fisso di T
Sia per assurdo ' un altro punto fisso di T', T'(2’) = 2/. Allora

d(7,2') = d(T(%), T()) < Ld(F,2") < d(F,a') #

2.1.1 Equivalenze delle norme su R?

Osservazione 2.25. Ogni norma su R?, vista come funzione (R?, ||-||) — (R%, ||-||1) & Lipschitziana,
e quindi continua.

Dimostrazione. Sia M = max{]||e;||,s =1,...,n}. Vale

d d
2 = llylll < lle =yl = Y@ = vides|| < D |z = willlesll < di(z, )M
i=1 i=1
Quindi ||-]| & M —Lipschitziana rispetto a [|-||1. O

Proposizione 2.26

Tutte le norme su R? sono topologicamente equivalenti.
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Dimostrazione. Mostriamo che data una norma ||-||, esistono delle costanti «, § tali che
allzlls < lzll < B2 -

Consideriamo l'ipersfera unitaria S¢! = {z € R? : |lz/ls = 1}: questo & un insieme chiuso e
limitato, quindi per Heine-Borel & compatto.

Allora, per il Teorema di Weierstrass la norma ||-|| ammette minimo e massimo su S9~!: siano
rispettivamente o e 3. Ora, dato z € R%\ {0}, si ha m € S91, quindi

xT

<B coe allzlly < |zl < Bzl -
|2

2.1.2 Distanza di un punto da un insieme

Osservazione 2.27. Dato (X, d) spazio metrico e fissato p € X, la funzione
x +— d(p, )

¢ una funzione continua.
Infatti, Vx,y € X, vale

Quindi tale funzione ¢ 1—Lipschitz e dunque continua.
Definizione 2.11 (Distanza da un insieme). Dato uno spazio metrico (X, d), la distanza
dall’insieme A, con A C X, di un punto z € X &

d(z, A) = inlf4 d(z,a)

aec

— Proposizione 2.28
Dato (X, d) spazio metrico e A C X, valgono le seguenti:
i. d(-, A) & 1—Lipschitz, e quindi continua;
ii. d(z,A) =0 <= z € A.

Dimostrazione. 1. Dato z € X, vale
d(z,A) < d(z,a) < d(z,y)+d(y,a) Yac A, y € X,
percio, passando all'inf su a € A, otteniamo

d(z, A) < d(z,y) + inf d(y,a) = d(z,y) +d(y, A) = d(z,A) —d(y,A) < d(z,y)

ovvero d(-, A) & 1—Lipschitz.

ii. Vale: )
d(z,A) = ingd(x,a):O <= Vi>0JyeA:dz,y <d < z€A.
ac

O

Osservazione 2.29. Ogni insieme chiuso ¢ luogo di zeri di una qualche funzione continua: basta
infatti prendere la funzione distanza da quel chiuso.
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Esercizio 1. Sia A C R aperto e limitato. Allora A contiene una palla di raggio massimo.
Dimostrazione. Definiamo la funzione
¢ x— d(z, A°)

che ¢ continua ed € positiva su A.

Ora A & chiuso e limitato, percid compatto, e quindi ¢ ammette massimo su A. Poniamo allora
R = max¢ = ¢(Z) per qualche # € A, e mostriamo che Br(Z) ¢ una palla di raggio massimo.
Infatti osserviamo che, dato z € A, se r < d(x, A°), allora B,(x) C A, mentre se r > d(z, A),
si ha B,.(x) N A° # (). Infine, osserviamo che Z € A: altrimenti avremmo Z € A\ A e pertanto
Z € A° dunque ¢(Z) = d(Z, A°) = 0, mentre A & aperto e certamente contiene una palla di raggio
positivo. L]

2.2 Limiti inferiori e superiori e semicontinuita

I limiti sono un vizio di chi se lo puo permettere... noi non ce
lo possiamo permettere.

Aldo Pratelli

Definizione 2.12 (Limite inferiore e superiore). Data una successione {x, }nen a valori
in R definiamo il limite inferiore o minimo limite di z,, per n — +00 come

liminfz, := lim inf z, = sup inf x,
n—-+oo j—+oon>j jeN n>j

Definiamo il limite superiore o massimo limite di x,, come

limsupz, := lim inf 2, = infsupx, .
n—+o00 j—=toonzj JENp>;

Indichiamo anche lim il limite inferiore e lim il limite superiore.

Osserviamo che 'uguaglianza tra lim; inf, z,, e sup; inf,, 2,, € dovuta al fatto che la successione
{inf,>; 2, }jen € monotona crescente, e dunque converge al sup (analoghi ragionamenti valgono
per il lim sup). Pertanto questi oggetti hanno la proprieta di esistere sempre, in quanto applicazioni
alternate di inf e sup di sottoinsiemi di R non vuoti.

Proposizione 2.30

Data una successione {z,} a valori in R, esistono due sottosuccessioni {y, }ren € {Zn; }ren
tali che

lim z,, =liminfz, e lim =z, =limsupz, .
k—+o00 n—+o00 k—+o00 n—+o0o

Dimostrazione. Mostriamo che esiste una sottosuccessione x,, che converge al liminf. Sia ¢ =
lim inf z,,, allora per definizione Ve > 0 3j tale che Vj > j vale |inf,,>; x,, — £| < . Inoltre, fissato
J, dn > j tale che |z,, —inf,,>; x| < €, per cui complessivamente |z, —¢| < 2. Abbiamo dunque
dimostrato che Ve > 0 3n tale che |z,, — ¢| < 2¢, dunque possiamo costruire la nostra successione
per ricorsione:
Yo = Tpy CON [Ty, — €| <2 (
Y1 =Tp, con |z, — <1 (

vk Y = Tp, con |z, —f <217k (e =27%)

Come possiamo assicurarci che la costruzione appena data identifichi davvero una sottosuccessione
(ossia che la mappa k — nj sia strettamente crescente)? In effetti non lo & necessariamente,
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ma questo non comporta un vero problema: al passaggio (k + 1)-esimo della costruzione appena
data sfruttiamo il fatto che In > j tale che |x,, —inf,,>; x| < € per poi porre ngyp1 = n; per
aggiustare il ragionamento consideriamo . = max{j,nx + 1}: a questo punto In > 7 tale che
|zy, — inf,,>5 | < €, per cul ponendo ng4q1 = n otteniamo ngp1 =n > i > ng.

O

Osservazione 2.31. Ripetiamo il primo passaggio della dimostrazione:
Ve > 0 3j tale che Vj > j |inf,>; z, — £| < £ dove £ = liminf z,,. In particolare, inf,>; z, > —¢,
cioe Ve > 0 Jn tale che Vn > 7 x,, > £ — . Analoghe considerazioni valgono per il lim sup.

Se quindi {y,} & una sottosuccessione di {z,} e y, . ~>—+)oo £, per quanto appena osservato

liminfz, < ¢ < limsupz, .
n—-+00 n——+oo

Osservazione 2.32. I limiti inferiore e superiore generalizzano il limite; in particolare caratteriz-
zano la sua esistenza

lim =z, =4/ = liminf z, = limsupz, = ¢ .
n—-+00 n—-+o00 n—+o0o

Vediamo di definire anche lim inf e lim sup per funzioni.

Definizione 2.13 (Limite inferiore e superiore). Siano (X, d) uno spazio metrico, € X
e f: X — R una funzione. Definiamo il limite inferiore di f per x — T come

)

liminf f(z) := lim inf f=sup inf f ;
) 5 B(z9)

T—7 6—0 B(z,6
analogamente definiamo il limite superiore di f per x — & come

limsup := lim sup f=inf sup f .
T =0 B(z,5) 5 B(z,9)

Nel caso in cui (V, ||-]|) sia uno spazio normato, definiamo il limite inferiore di f per ||z|| — 400
come

liminf f(z):= lim  inf =sup inf

lel—H‘OOf( ) R—r+o0 “B(y,R)f RpCB(,%R)f

con y € V qualsiasi; allo stesso modo

limsup f(z):= lim sup f=inf sup f .
llzfl—+o0 Roteocn(y,R) R <B(y.R)

Osservazione 2.33. Sia f:R? — R una funzione continua: se

liminf f(x)=£€R

|z|—+o00
e 3% tale che f(Z) < ¢, allora f ammette un minimo globale.

Dimostrazione. Abbiamo dalle proprieta del liminf che Ve > 0 3R > 0 tale che per |z| > R si ha
flx) >l —e.

Se f(Z) < ¢ per quanto detto IR tale che Va con || > R vale f(x) > f(Z); inoltre dato che
B(0, R) ¢ compatto non vuoto (contiene infatti ), 3z, punto di minimo di f su Bg(0), e dal
momento che Vo € B(z,r)¢ f(x) > f(Z) > f(Tmin), Zmin © punto di minimo per f, che quindi
ammette minimo globale.

Se invece f(Z) = ¢ si danno due possibilita: o Vo € R? f(7) < f(x), e dunque f(z) & il minimo
di f, oppure 37 € R? f(%) < f(Z) = 4, e ci riconduciamo al caso precedente.

[
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Definizione 2.14 (Semicontinuita). Siano (X, dy) uno spazio metrico, z € X: una funzione
f: X — Rsidice semicontinua inferiormente (s.c.i.) inx se Ve > 035 > 0 tale che Vy € B(x, d)
vale f(x) —e < f(y); f si dice semicontinua superiormente (s.c.s.) in x se ¥e > 0 3§ > 0 tale
che Yy € B(x,9) vale f(y) < f(z)+e.

— Proposizione 2.34

Data una funzione f: X — R con X spazio metrico e T € X, sono equivalenti:
i. f & semicontinua inferiormente in Z ;
. liggff(x) > f(z) .

Allo stesso modo sono equivalenti:

i. f € semicontinua superiormente in 7 ;

. limsup f(z) < f(z) .

r—T

Dimostrazione. Dimostriamo la prima equivalenza:

i = it Se f & semicontinua inferiormente, allora per definizione Ve > 0 36 > 0 tale che Vz € B(Z, 9)
vale f(T) —e < f(x); in particolare, f(Z) — & ¢ un minorante di Imf|p(z,s) e di conseguenza
i(nfé) f > f(z) — &; concludiamo osservando che
B(z,

it f>f(#)-c = Hmipff@)>f@)-c = lminff(@)> (@)

B(z,6 T
dove la prima implicazione vale perché il liminf & il sup degli inf, mentre la seconda per

arbitrarieta di €.

11 = ¢ Fissiamo € > 0, per ipotesi

lim inf f(z) = sup Bi(gfd) f=f@) > f(z)—¢;

in particolare 3§ > 0 tale che
inf f> f(z)—
gk f> @) —e
e quindi Vx € B(Z,0) vale f(x) > f(Z) — e, cioe f & semicontinua inferiormente in z.
O

Vediamo a questo punto un teorema che generalizza il Teorema di Weierstra$3, utilizzando la
semicontinuita.

Teorema 2.35

Siano (X, d) spazio metrico, K C X compatto per successioni e f : K — R una funzione:
allora, se f & semicontinua inferiormente ammette minimo globale, mentre se f € semicontinua
superiormente ammette massimo globale.

Dimostrazione. Sia f semicontinua inferiormente. Per definizione di estremo inferiore, esiste una
successione {x, } C K tale che f(x,) — inf f. Ora, poiché K & compatto per successioni, esiste una
sottosuccessione {Z, } tale che &,, — Z per qualche Z € K. Poiché f & semicontinua inferiormente,
vale

f(z) <liminf f(Z,) = lim f(Z,)=inff

n—-+oo n——+oo
quindi f(Z) = inf f = min f.
La dimostrazione & analoga nel caso in cui f sia semicontinua superiormente. O
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2.3 Convessita e continuita

Definizione 2.15 (Insieme convesso). Dato uno spazio vettoriale V reale, un insieme C C V
si dice convesso se dati z,y € C vale che tx + (1 —t)y € C ¥Vt € (0,1). Talvolta indichiamo
[z, y] .= {te+ (1 —t)y | t €[0,1]} Vinviluppo convesso di x ¢ y.

Definizione 2.16 (Funzione convessa). Dato (V ||-||) uno spazio normato, 2 C V un insieme
convesso. Diciamo che una funzione f : Q@ — R & convessa se Vx,y € Q, Vt € [0,1] vale

fltz+ (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —1)f(y).

— Lemma 2.36

Sia (V, ||]|) uno spazio normato e sia zo € V; data f : Br(zo) — R una funzione convessa,
se M € R tale che Vo € Br(zo) vale f(z) — f(zo) < M, allora

Ve € Brlwo)  1f(x) ~ flzo)l < ol

Dimostrazione. Consideriamo la funzione g : Br(0) — R dove g(y) = f(zo +y) — f(xo), per
cui g(0) = 0, g(y) < M Vy e g & una funzione convessa. Ponendo x = ¢ + y, la tesi diventa
lg(y)] < %|y| Proviamo dunque separatamente che

M M
L. <= 1. >
g(y) < Rly\ e g(y) > Rly\

i. Definiamo il punto & = R‘—y|7 per cui y =t + (1 =470 con ¢t = %’ allora
Yy

MWSMQ#Q%MWS%M.

1. Analogamente definiamo il punto £ = —R%, per cui 0 = ¢t + (1 — t)y, da cui ricaviamo
Yy

- Rf||y| er-t= m: ma allora poiché g(0) = 0 < tg(&) + (1 — t)g(y),
0< Bﬂﬂg(fﬂﬂiﬂg(y) — gly) > —%9(5) > _%M |

Teorema 2.37

Dato (V,]|-||) spazio normato, siano Q@ C V un insieme aperto e convesso e f : @ — R
una funzione convessa e localmente superiormente limitata (LSL), allora f & localmente
lipschitziana e dunque continua su 2.

Dimostrazione. Sia xg € {2 dato che ¢ aperto Irqy > 0 tale che B(zo,71) C Q, e dato che f
¢ LSL Jry > 0 tale che f(x) — f(xo) < M Vx € B(zg,r2) per qualche M. In particolare, per il
Lemma vale

|f(x) — f(zo)| < M Vax € B(xg,m2) -

Sia quindi v = min{ry,72}. Siano z,2’ € B(xo, %), per cui vale [z — 2| < 2r. Ora vale che
B(z', %r) C B(wg,7), quindi, per la scelta di r,

[f(@") = f(zo)l < M dacui f(z)— f(a') <M — fxo) — (f(wo) — M) =2M .
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Ancora per il Lemma precedente, abbiamo | f(z) — f(2)| < % lz—2'| = 32|z —2/|. In conclusione,
3

abbiamo ottenuto
3M .
[f(@) = f@')| < —=le = 2| Va.2" € Blxo, 5),

ossia f € localmente lipschitziana.

— Proposizione 2.38: Disuguaglianza di Jensen

Dato (V, ||-]|), siano € C V un insieme aperto e convesso ¢ f : @ — R, allora sono equivalenti:

i. f & convessa;

ii. Yn € Nvale Cy, : Va1,...,2, € Q, VA1,..., A, >0 tali che Y A; =1 vale
=1

f (Z Ai%) <Y Nif (i) -
i=1 =1

Dimostrazione. L'implicazione (it = i) ¢ immediata in quanto la definizione di convessita ¢

esattamente la proprieta Cy. Mostriamo qundi (i = i7) per induzione su n. Il passo base ¢ ancora

offerto da C5. Per il passo induttivo supponiamo vera C,, e siano xg,...,Zn, € €2, Ag,..., Ap > 0
n

tali che Y A; = 1: osserviamo che
i=0

Z NiT; = ANoZo + Z AiT; = Ao + (1 — )\0) (Z : :\3\0 .%‘l> ,

=0 i=1 i=1

dove Zl Y =1 dato cheZ)\izl—)\o;
i=1 - 70 i=1

pertanto otteniamo che

f <;)\zxz> =f ()\oxo-i-(l—)\o)z (1_)\0%)) < Aof(xo) + (1= Xo)f (Z 1_/\0%) <

i=1

< Xof(wo) + (1—X0) <Z /]/)\%f(xz)> = Zsz(fcz) ;

dove la prima disuguaglianza e data dal passo base Cs, mentre la seconda & data dal passo induttivo
Ch. O

Definizione 2.17 (Inviluppo convesso). Dati z1,...,7, € R? chiamiamo inviluppo
convesso dei punti x1,...,x, 'insieme delle loro combinazioni convesse
n n
A(Z‘l,,xn)z{ZAll‘l )\ZZOVZ, Z/\zzl}
i=1 i=1

Osservazione 2.39. Data f :  — R una funzione convessa con {2 aperto convesso, allora dati
Z1,...,Tn € () vale che

max f:max{f(xl),...,f(xn)} .

A(Ih»---,ln)
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Supponiamo infatti per assurdo che 3z € A(x1,...,x,) con T # x; Vi tale che f(Z) > f(x;) Vi
siano A1,..., A, > 0taliche T = Ax; 4+ -+ Apxp,con Ay >0Vi, A+ -+ A, =1le ) #1 Vi
(altrimenti in corrispondenza di tale ¢ avremmo T = x;): allora usando la disuguaglianza di Jensen

fx)=1f (Z Ail’i> < Z/\zf(zz) < <Z)‘z) f(x)=f(z) . ¢

Osservazione 2.40. Se Q ¢ un aperto convesso in R? e f : O — R ¢ una funzione convessa, allora
f € automaticamente LSL, cioé ogni punto P ha un intorno su cui f & limitata superiormente.
Di conseguenza per V = R? (in generale per V R-spazio normato di dimensione finita) I'ipotesi di
locale superiore limitatezza del Teorema e superflua.

Infatti ogni punto ha come intorno un n-simplesso dato dall’inviluppo convesso di n + 1 punti in
posizione generale, e dunque per 'osservazione precedente f & LSL.

Esercizio 2. Sia 2 C R? aperto convesso: dimostrare che una funzione f : 2 — R & convessa se e
solo se Vepigrafico di f, epi(f) :={(x,y) € A xR | y > f(x)}, & un insieme convesso.

— Corollario 2.41

Sia © C R? e sia {fa}aca una famiglia di funzioni tale che f, : & — R & una funzione
convessa Vo € A. Allora la funzione

f(@) := sup fa(x)

acA

& convessa (sull’insieme {z € Q | f(z) < +oo}).

2.4 Funzioni omogenee

Definizione 2.18 (Funzione omogenea). Una funzione f : R4\ {0} — R si dice y-omogenea
(o y-positivamente omogenea) se

fOz)=X"f(z) YAeRT, Vo e R\ {0}.

— Proposizione 2.42

Se f:R?\ {0} — R & continua e y-(positivamente) omogenea, allora:
i. se v > 0, f & estendibile per continuita in 0;
ii. se vy =0, f & costante sulle rette oppure non ammette limite per |z| — 0;

i11. se v < 0, f non & limitata in un intorno di 0, a meno che f = 0.

Dimostrazione. Consideriamo la sfera unitaria S¢71 = {x € R? : |z| = 1}: S9! & un insieme
compatto. Inoltre f & continua, e dunque f|ga—1 ¢ limitata, ossia 3M > 0 tale che V¢ € S9=1 si ha
If()] < M.

Dato ora z € R?\ {0}, possiamo scrivere f(z) = f(|x\ﬁ) = |a;|”’f(ﬁ)7 pertanto:

i. sey >0, [f(x)] < |z["M \zl——>>o 0

1. se v = 0 e f non & costante allora non esiste limite perché i limiti direzionali sono diversi
(esistono infatti due rette su cui f assume valori distinti);

iii. se v < 0e3E: f(€) #0, f(¢t£) non & limitata in un intorno di 0.
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Capitolo 3

Calcolo differenziale

Il calcolo differenziale nelle funzioni f : R — R si concretizzava nello studio delle derivate e
consisteva principalmente di due aspetti: da un lato la derivata definita come limite del rapporto

incrementale £ B - fa)
, o T + — f(x
file) = lim ——————,

dall’altro, grazie al teorema di Taylor, alla possibilita di approssimare le curve con funzioni lineari:

fl@) = f(@) + f(@) (@ - 7) + o]z — Z).

Era in effetti questo doppio aspetto delle derivate a renderle cosi interessanti: il primo ne permet-
teva il calcolo, il secondo le applicazioni.
Tentiamo anche in caso multidimensionale di riproporre entrambe le questioni.

Definizione 3.1 (Derivata direzionale). Data f : R? — R, dati zg,v € R?, la derivata
direzionale di f in xg in direzione v e

87(]:0) — lim f(xO + 571) - f(xO) ,

e—0 £

e la denotiamo anche con 9, f(zo).

Osservazione 3.1. Consideriamo la mappa v — 9, f(z¢). Chiaramente dyf(zp) = 0, inoltre &
un facile calcolo mostare che Oy, f(zg) = ADy f (z0), ovvero questa mappa & omogenea. In generale
pero non e additiva come mostra il seguente esempio:

l‘zy

flz,y) =1 22+ y? (@,y) # (0,0) per cui
0 (z,y) = (0,0)
af _ 8f _ af 1 f(e,s)—f(0,0) _1
8(1,0)(0’0)_0 e 3(071)(0’0)_0 mentre 78(1,1)(070)_213%—5 =3 -

Sappiamo perd che f(xg +ev) = f(xo) + €0y f(x0) + o(e|v]).
Pertanto se la funzione v — 9, f(z) fosse lineare, sarebbe possibile rappresentarla con una matrice
riga M € M(1,n,R), tale che Mv = 9,f(z0), o ancora con un vettore w € R? tale che w - v =
Ovf(zg), e in tal caso €0, f(zg) = ew - v = w - (ev).

Definizione 3.2 (Differenziabilita). Dati una funzione f : R — R e un punto ¢ € R%,
si dice che f & differenziabile in z se esiste un operatore lineare Df(zg) : RY — R tale che

f(@) = f(wo) + Df(xo)(x — o) + o]z — o).

29
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Se f e differenziabile, ¢ anche continua in quanto evidentemente le funzioni lineari sono continue;
inoltre se f ¢ differenziabile esistono tutte le derivate direzionali e v — 0, f(xo) ¢ lineare: in
particolare 9, f(xzg) = Df(zo)(v) dato che

f(xo +ev) = f(zo) + Df(x0)(ev) + o(efv]) = f(xo) +eDf(wo)(v) + ole) -

Se esistono tutte le derivate direzionali di f, non & detto che f sia differenziabile, come mostra
I’esempio
1 se y = a2

‘R?2 SR y) =
/ (z.9) {O altrimenti

in questo caso tutte le derivate direzionali in (0, 0) esistono, ma f non ¢ neppure continua.

Proposizione 3.2

Data una funzione f : R — R, e vy,. .., vq direzioni linearmente indipendenti, se f ammette
le d derivate direzionali in un intorno di ¢ ed esse sono continue in z, allora f e differenziabile
in xg.

Dimostrazione. Vediamo il caso d = 2:

f(wo + e+ pw)) — f(wo)  f(xo +e(Mv + pw)) — f(xo + Xv) + f(x0 + M) — f(x0)

)

& 3

per il teorema di Taylor con resto di Lagrange

f(zo +edv) = f(zo) +€0rf(xo +tAv) conte (0,¢)

= f(wo) + X0y f(mo + tAv)
flxo +edv+epw) = f(ro+ ) + eluwf(xo + eAv + spw) con s € (0,¢)
I(

o + eAV) 4+ ey f(To + eXv + spw) .

A questo punto
f(@o +e(M+ pw)) — f(zo) _ epduf(xo +eXv + spw) + A0y f (o + tAv)

€ €
= u0y f(xo + eAv + spw) + A0y f (zo + tAv)

da cui passando al limite per € — 0

of
O(Av + pw)

(z0) = /\g%(l“o) + M%{)(ﬂ?o) .

Nel caso generale si ha

of ., Of of
A(Av1r + -+ Agvg) (w0) = /\1371)1(%) o Ad@T}d(xO)

(la dimostriazione & analoga, con qualche addendo in piu).

Pertanto l'esistenza di d derivate direzionali localmente continue in direzioni linearmente in-
dipendenti assicura (per linearitd) l'esistenza di tutte le derivate direzionali, e di conseguenza
loperatore D f(z9) : R? — R tale che D f(z0)(v) = 8, f(x0) & ben definito e lineare. Per concludere:

Tr — X9

f(z) = f(zo+ (x — 20)) = f (x0 + |2 — 20|v) = con v = |z — o]

= f(wo) + |z — mo\g%(xo) +o(|lz — xol) = f(wo) + |z — o[ D f (w0)(v) + 0|z — xo|) =

= f(zo) + D f(zo)(z — 20) + oz — x0|)
che prova la differenziabilita di f. O



31

Definizione 3.3 (Derivata parziale). Le derivate direzionali nelle direzioni coordinate e; si
dicono derivate parziali, e si indicano classicamente con 0.

Definizione 3.4 (Classe C*). Sia Q C R? un aperto; una funzione f : Q — R si dice di classe
C*, con k € N, se f ammette tutte le derivate parziali sino all’ordine k ed esse sono continue
in ogni punto di .

Teorema 3.3: Teorema del differenziale totale

Data f: RY —» R, se f & di classe C! allora f & differenziabile.

Dimostrazione. Segue direttamente dalla Proposizione precedente. O

Supponiamo di avere una funzione f : R — R differenziabile in zg, e sia v € R un vettore di
coordinate v1,...,v4 (vale a dire v; = v - ¢;). Allora sfruttando la linearita del differenziale

d

d
Df(x0)(v) = Df(zo)(vier + -+ + vaea) = 3 _ v;Df (w0)(e;) = Zvi%(:ﬂo) =
i=1 i=1 v

aﬂﬁlf(xo)
—-
O, f (20)

Questa semplice osservazione motiva la seguente definizione.

Definizione 3.5 (Gradiente). Data f : RY — R differenziabile in x(, chiamiamo gradiente
di f in zg il vettore

azlf(xo)
Vf(l'o) = )
Oy f (20)

dunque D f(xg)(v) = V f(x0) - v, ossia il gradiente & il vettore che rappresenta il differenziale
nella base canonica.

Osservazione 3.4. Se consideriamo un vettore di norma unitaria, |v| = 1, vale

o)

= [Vf(xo) - v| < [V f(xo)llv] = [V f(xo)]

ossia le derivate direzionali valgono al pitt |V f(z)], e I'uguaglianza si ha solo per la direzione di

V(o) (se Vf(zo) # 0).

Quindi il gradiente ¢ la direzione di massima pendenza della funzione nel punto.

Proposizione 3.5

Data f : R — R, se Z & punto di massimo o minimo locale per f e f ¢ differenziabile in z,
allora Vf(z) =0.

Dimostrazione. Se fosse per assurdo V f(Z) # 0, possiamo scrivere
f@+eVf@) = [f(@)+eVf(@) V(@) +o(eVS(@)]) =
= [(@) +e[V(@)] +o(e) =
= f@)+e(|VF@)] +0(1))
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Allora per € > 0 piccolo, f(z+ eV f(z)) > f(Z) e per € < 0 piccolo, f(Z+eVf(z)) < f(Z), quindi
T non & punto massimo o minimo locale. ¢ O

Definizione 3.6 (Punto critico). Data una funzione f : R? — R, un punto critico di f & un
punto Z tale che Vf(z) = 0.

Possiamo generalizzare i discorsi fatti finora considerando funzioni vettoriali, ossia funzioni
: R™ — R™, che scriveremo in coordinate f = (f1, ..., fm), con f; : R® — R.

Definizione 3.7 (Differenziabilita). Una funzione f : R™ — R™ si dice differenziabile in xg
se esiste un’applicazione lineare D f(zg) : R™ — R™ tale che

f(@o+v) = fwo) + Df(x0)(v) + of|v]) -

Tale applicazione viene detta differenziale di f in xg.

Definizione 3.8 (Matrice di Jacobi). Data una funzione f : R® — R™ differenziabile in
Tg, si definisce la sua jacobiana o matrice di Jacobi come la matrice associata al differenziale
D f(xzo) nelle basi canoniche di R™ e R™, ossia

Dy o Dy
oz, " ° Oxy 0 V(o) "
Jy(wo) := : : = :

In effetti, e indifferente considerare il gradiente di una funzione un vettore riga o un vettore
colonna, poiché stiamo implicitamente identificando lo spazio R™ con il suo duale (R™)* (i cui
elementi sono effettivamente vettori riga); infatti, per il Teorema di rappresentazione di Riesz, il
funzionale D f(xzg) : R™ — R puo essere rappresentato con un vettore v € R™ tale che D f(zo)(x)
(v, ), e per la definizione di gradiente, tale vettore & proprio V f(zg).

Teorema 3.6: Differenziazione della funzione composta

Date due funzioni f : R™ — R” e g : R® — R¥ ed un punto « € R™ tale che f & differenziabile
in z e g ¢ differenziabile in f(x), allora g o f & differenziabile in x e vale

D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(z) .

Dimostrazione. L’idea della dimostrazione ¢ sostanzialmente la medesima del caso unidimensionale:
sviluppare al primo ordine prima f e poi g.

9(f(z +v)) 9(fi(z + ), fm(z +0))
9(f1(z) + Vfi(z) - v+ o(|v]), ...
9(f(z) + Df(z)(v) +o(|v])) =

s fm(2) + Vfm(2) -0+ o(|v])) =

adesso ponendo w := D f(z)(v) + o(|v|) troviamo

= g(f(@) +w) =
9(f(2)) + Dy(f(x))(w) + o(|w]) =
= 9(f (@) + Dg(f(x))(Df(x)(v) + of|v])) + o(|w]) =
= 9(f(x)) + Dg(f(2))(Df(x)(v)) + Dg(f(2))(o(|v])) + o(jw]) =
= g(f(2)) + (Dg(f(z)) o Df(2))(v) + Dg(f(x))(o(|v])) + o(|w]) -
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Per concludere mostriamo che Dg(f(z))(o(|v])) = o(|v]) e che o(Jw]) = o(|v]). In generale,
possiamo identificare un’applicazione lineare L : R? — R? con una matrice M € M(q,p,R) tale
che Vo € RP si ha L(z) = Mz (per Dg(f(z)) e Df(z) & proprio Jy(f(z)) e Js(x)): mostriamo che
in tal caso vale |[Mx| < k|x|, con k una certa costante positiva che dipende da M; cid6 conclude in
quanto:

Dg(f(@))(o(lo))| < kloleD)] = ofJol);
o offul) = of| Df@)(v) + of[o])]) = o(kle] + o([u) = ofJv]).

Per mostrare la disuguaglianza,

leE
el =|| || = JOner s e < (P R af? < Hal
M,z
per k := y/nmax |M,]|. O

Teorema 3.7: Teorema di Lagrange

Sia f: U C R? — R differenziabile e siano x,y € U tali che [x,y] C U. Allora esiste & € [z, ]
tale che

f@) = fly) = Df(E)(x—y) .

Dimostrazione. Definiamo la funzione

$: R — R
t = flx+tly—=x))

che ¢ differenziabile in quanto composizione di due funzioni differenziabili; allora vale

¢'(t) = Df(x +tly —x))(y — z) .

Per il Teorema di Lagrange in R, esiste t* tale che

¢(1) = ¢(0) = ¢'(t")(1 = 0) = Df(z +t"(y — 2))(y — )

quindi, ponendo £ = z + t*(y — x) € [z,y], troviamo che

f(x) = fly) = Df()(x—vy) .

3.1 Derivate successive e Teorema di Taylor

Definizione 3.9 (Matrice di Hesse). La matrice hessiana (o matrice di Hesse) di una
funzione f : R? — R ¢ la matrice d x d delle derivate parziali seconde di f:

O*f(xo) 9% f(xo) 9 f(wo)
Ox? Ox10x2 t O0x10xq
*f(xo) 9*f(=zo) 9% f(wo0)
Hf (.T()) _ Ox0x1 axg e Oxo0xyq
*f(zo) 9*f(=o) 9% f(wo0)
61{1811 81,18272 T axi

Osservazione 3.8. Se la funzione f : R” — R™ & vettoriale, allora il vettore delle derivate parziali
seconde non ¢ una matrice, ma un tensore (qualunque cosa voglia dire).
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Definizione 3.10 (Hessiano e Laplaciano). Data una funzione f : U — R, con U C R?
aperto, e un punto xy € U tale che f ammette tutte le derivate seconde in x(, definiamo
Phessiano di f nel punto xo come il determinante della matrice hessiana det H(xz¢); definiamo
il laplaciano di f nel punto xy come la traccia della matrice hessiana:

”\
@w\

d
Af(xo) = Hf :L'o Z

Notazione. Un multi-indice ¢ una n-upla a = (ayq, ..., ) € N™.
Dati due multi-indici o, 8 € N" e = (x1, ..., z,) € R", valgono le seguenti regole:

. atfB=(a1+B1,.antB);
ii. a < B = a; < B Vi
i o = oy + .. + an;

w. al = aq!l...apl;

v x® = xtadn;

87

af'

vi. D* = D{"'...Dg", dove DJ =

Definizione 3.11 (Polinomio di Taylor). Data una funzione f : U — R di classe C*, con
U C R? un aperto, e un punto = € U, il polinomio di Taylor di f di ordine k e centro = valutato

inx+ove:

Te(f,x)(z +v) Z D“f

|a\<k
Teorema 3.9: Teorema di Taylor

Sia f : U — R una funzione di classe C*, con U C R™ aperto, x € U, v € R", allora

[z +v) =Ti(f, 2)(z +v) + By (f, 2)(x +v)
dove Ty (f,z)(x + v) ¢ il polinomio di Taylor di f di grado k e centro x valutato in x + v, e
Ry(f, z)(xz +v) = o(Jv]|*) . (Resto di Peano)

Se f & anche derivabile k + 1 volte in U, allora

Ri(f,x)(x+v) = Z éDo‘f(f)vo‘ (Resto di Lagrange)

|a|=k+1

dove € € (z,x +v).

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto la formula del resto di Lagrange. Per farlo, tentiamo
di ricondurci al caso unidimensionale definendo una funzione ausiliaria. Definiamo ¢ : R — R
data da t — f(z + tv), che & di classe C* in quanto composizione di funzioni C*. Osserviamo che

o(1) = f(z + ).
Ora, calcolando le derivate di ¢, otteniamo:

O'(t)=Vf(x+tv)- ”_Za:f z + tv)v ZDo‘fx—i—tv) ;

lee|=1
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:( )lvig(v(gi>(x+m v)vzz

7 7,7=1

:chtv V0 =
8%8@ Jivj

2! o
=v Hy(z +tv)v = Z aD flx + tv)v® ;
|a]=2

per induzione, otteniamo:

o f h!
(h) = _— = —_ @ @
o (t) g oo (x 4+ tv)vg, ... v, E o D f(x + tv)v

U1y lh= |a|=h

dove il coefficiente numerico % ¢ dovuto al conteggio ripetuto di D f a causa delle permutazioni
degli indici che fissano « (e poiché f & di classe C%). A questo punto, poiché ¢ ¢ di classe C* e
derivabile k + 1 volte, possiamo scrivere (1) come sviluppo di ¢ in 0:

k
1
1) = — o™ = H(k+D)
w(1) nz:%n!w O+ Gy m

dove i € (0,1). Quindi abbiamo ottenuto

1 1

fletv)= 3 =Dfp+ > —D*f(Ev
o<k la|=k+1

dove £ = x +nv € (z,z + v), che & la formula del resto di Lagrange.

Ora, per dimostrare la formula del resto di Peano, osserviamo che se f ¢ di classe C*, allora in
particolare & di classe C*~! e derivabile k volte, quindi possiamo applicare la formula con il resto
di Lagrange e ottenere:

flz+o)= Z ;D“f v +Z .DO‘

la|<k—1 lo|=k
Poiché f & di classe C*, le derivate k-esime sono continue, quindi, per |a| = k, vale
DO f(€)v* = (D f(x) + o(1))v™ = D f(x)v™ + o(|v*|) = D* f(x)v* + o([v[*) .

Abbiamo quindi ottenuto la formula del resto di Peano:

flat)= 3 D+ olllt)

la| <k

Teorema 3.10: Teorema di Schwarz

Sia © C R un aperto e sia f: Q= R una funzione di classe C2. Allora

o0 f 0% f

_ i ie .
Ox;0x; (= Ox;0x; (=) Visi<jsd VeeQ

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che e sufficiente dimostrare I’enunciato per d = 2; infatti,
se d > 2, basta restringersi al piano di x; e x;, in cui vale la tesi.

Sia quindi f:R? = R e z € : vogliamo dimostrare che la tesi vale in Z, e possiamo supporre
per semplicitd Z = (0,0). Poiche Q & aperto, esiste € > 0 tale che A = (0,0), B = (£,0), C = (0,¢)
e D = (e,¢) sono tutti in © (in particolare il quadrato di vertici A, B,C, D ¢ in Q).

Consideriamo la funzione ¢(t) = f(¢,e) — f(¢t,0), differenziabile perché f & differenziabile.
Quindi

F(D) = £(B) = £(C) + F(A) = 6() — 6(0) = e¢/(n) = con || < |e]
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(W(m )—‘9f<n,o>) 29T 0 5) conlo| <[,

o0 0 O0yox

dove si e usata la differenziabilita fino al secondo ordine di f.
Analogamente, possiamo definire 1 (t) = f(e,t) — f(0,t), nuovamente differenziabile, per cui,
ripetendo i conti otteniamo

F(D) = f(C) = f(B) + f(A) = () —¢(0) =e¥(6) = con [5] < [e]

0] 0 0?
< (e - Foa) =7 wa) conlil <l

Uguagliano le espressioni ottenute, e poiché le derivate seconde di f sono continue, concludiamo:

2f ?f

0% f 0% f
=0 8y(9x(07 )= Oxdy

(7, 0)

— Corollario 3.11
Data f: R¢ — R una funzione di classe C?, allora

Flatv) = F(@) + V(@) v+ o Hy(@)o + o)

e Hy¢(z) ¢ una matrice simmetrica.

3.2 Massimi e minimi liberi e vincolati

L’Everest ¢ importante, ma anche il monte Bianco ¢ bello. So
che c’¢ la fossa delle Marianne, ma se mi si allaga la cantina
voglio saperlo.

Preoccupazioni di Aldo Pratelli

Definizione 3.12 (Insieme di livello). Data una funzione f : U — R e dato ¢ € R, si
definisce insieme di livello I'insieme

[Ho={zeU| f(x)=c}

Se U C R2, un insieme di livello & una curva ed & detta curva di livello.

Teorema 3.12: Moltiplicatori di Lagrange

Se f,g: R — R sono due funzioni di classe C1, 7 € T' = {z € R?: g(z) = cost} e Vg(z) # 0,
e T ¢ punto di massimo o di minimo di f|., allora

AN €R: VF(Z) = A\Vg(7)

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che A\ tale che Vf(Z) = AVg(Z), ossia che Vf(Z) e
Vg(Z) non siano paralleli. Possiamo quindi scomporre V f(Z) come: Vf(Z) = AVg(Z) + w, con
w-Vg(Z) =0 (ossia w e Vg(Z) perpendicolari).
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Siay € I', y # T tale che |7 —y| < 1El Allora (y — ) - Vg(z) = o(ly — Z|), da cui

fly) = f@)+@y—-2) V(@) +oy— =
= f(@)+y—2) A\Vg(z) +w) +o(ly—1z|) =
= f@+y-2) wto(ly—1z|) .

ST

Ora osserviamo che y — Z # 0 e che (y — Z) - w = O(]Jy — ), percid posso scegliere y in modo che
risulti (y — Z) -w > 0, che implica f(y) > f(Z) e quindi Z non & punto di massimo; altrimenti posso
scegliere y in modo che risulti (y — z) - w < 0, che implica f(y) < f(Z) e quindi & non ¢ punto di
minimo. £ O

Vediamo un enunciato piu generale del metodo dei moltiplicatori di Lagrange, di cui non diamo
la dimostrazione.

Teorema 3.13: Moltiplicatori di Lagrange

Dato  C R™ aperto, sia ¢ = (g1,...,9m) € CH(Q,R™) un vettore di funzioni vincolo,
feCH{UR), M ={zeQ | g(x) =0} il luogo di zeri di g e sia P € M tale che Dg(P) ha
rango massimo; se P ¢ punto di estremo locale per f|,,, allora

Vf(P) = zjjl AiVgi(P)
g(P)=0

A1, ..., Ay tali che

Osserviamo che la condizione di dipendenza lineare del gradiente di f rispetto ai gradienti dei
vincoli g; corrisponde ad un sistema di n equazioni, mentre la condizione di appartenenza a M
corrisponde ad un sistema di m equazioni: il sistema nell’enunciato ¢ dunque un sistema di n +m
equazioni in n 4+ m incognite (vale a dire i \; e le componenti di P) in genere non lineare. Per
queste ragioni, dove possibile si tende fortemente a non usare questo metodo.

Data una funzione f : R? — R di classe C? per il Teorema di Schwarz I'hessiana H(z) ¢ una
matrice simmetrica per ogni z. Per il Teorema spettrale, Hy(z) ¢ ortogonalmente diagonalizzabile,
ossia esistono Aq, ..., Ay autovalori e vy, ..., vq autovettori ortonormali per H(x), tali che

Hf(x)vi = )\ivi (§] <Ui,’Uj> = (51’]’ .
Ricordiamo che una matrice quadrata simmetrica A si dice:

e definita positiva se ha tutti autovalori strettamente positivi, ossia se T Az > 0 Vz # 0 (in
simboli A > 0);

e definita negativa se ha tutti autovalori strettamente negativi, ossia se z' Az < 0 Va # 0
(in simboli A < 0);

e semidefinita positiva se ha tutti autovalori positivi o nulli, ossia se 2" Az > 0 Vz (in
simboli A > 0);

e semidefinita negativa se ha tutti autovalori negativi o nulli, ossia se " Az < 0 Vx (in
simboli A < 0).

Il prossimo risultato generalizza il calcolo della derivata seconda per lo studio della convessita
dei punti critici visto ad Analisi 1.

11,esistenza di un tale y non & scontata, ma verrd garantita dal teorema della funzione implicita.
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Teorema 3.14

Dato U C RY, sia f : U — R una funzione di classe C? in un intorno di z; valgono le
seguenti:

i. zo minimo locale = Hj(x) > 0;
ii. xo massimo locale = Hy(zg) < 0;
iti. Hf(xo) >0e Vf(xg) =0 = ¢ minimo locale;

iv. Hi(xzg) <0e Vf(zg) =0 = x0 massimo locale.

Dimostrazione. Dimostriamo i punti ¢ e #; gli altri sono analoghi.

i. Per assurdo, esista un autovalore A < 0 con relativo autovettore v, ossia tali che H¢(zo)v =
Av. A meno di riscalare 'autovettore, possiamo supporre |v|? = 1. Allora, poiché zg ¢ un
punto di minimo, vale V f(x¢) = 0, quindi per Taylor possiamo scrivere:

1
flxo+tv) = f(xo) + 5)\152@,11) + o(t?) pert —0
A
= f(xo) + 2 (2 + 0(1)) pert — 0
Ora, per t — 0, il termine % + o(1) assume valori negativi, che & un assurdo perché f(xg) &

minimo £.

#41. Per Taylor, abbiamo

(o) = Flwo) + 5 (Hy(o)o,0) + oof?)  per fo] 0

Ora, per il Teorema spettrale, possiamo scrivere v = ajvy + - - - + agqvg, dove i v; sono una
base ortonormale di autovettori, ossia tali che H(zo)v; = A\jvi, |vi]? =1 e (v, v;) = &;5. Sia
inoltre Amin = min;{\; }; poiché H¢(zo) > 0, Amin > 0. Quindi abbiamo:

d d
1 2
fzo+v) = fmo) + 3 <Zl )\iaivi,;aivi> + o(|v|*) per |v| =0

d
= flaw) + 5 3 Avad o+ olof) 2 o) +1of (%5 + o) > fla)

ossia f(zg) & minimo.
O

Esempio 3.15. Osserviamo che le implicazioni non possono essere indebolite. Ad esempio,
Vf(zo) =0e H(zg) > 0 non implicano che zy sia un punto di minimo globale. Basta considerare
la funzione f(z,y) = 22 — y*, che in (0,0) ha hessiana semidefinita positiva

Hf(070)=<§ 8) :

ma chiaramente (0,0) non & minimo locale.

Nella pratica, per determinare se una matrice H & definita positiva o negativa (o nessuna delle
due), si fa ricorso al criterio dei minori di nord-ovest, ossia le sottomatrici Hy, ottenute
cancellando le ultime n — k righe e colonne di H. Vale quindi:

H>0 < detHp, >0 perl<k<d,
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H <0 <= det(—Hy) >0 perl1<k<d.

Definizione 3.13 (Punto di sella). Un punto critico Z (Vf(Z) = 0)
che non & né di massimo né di minimo (ossia H¢(Z) non & definita \
positiva o negativa) & detto punto di sella.

3.3 Teorema della funzione implicita

Sfruttando l'identificazione R*™™ = R™ x R™ nel seguito rappresentiamo gli elementi di R*+™
come coppie (x,y) € R"™™ dove x € R", y € R™.

In tal senso, data una funzione F : R"*™ — R di classe C'!, denoteremo D, F(x,y) e D, F(x,y) ri-
spettivamente le prime n e le ultime m colonne di DF(z, y); inoltre data F' : R™ — R™, indicheremo
0y, F(x) il vettore DF (x)(e;).

Teorema 3.16: Teorema di Dini

Sia g : R? x R — R una funzione C'. Se ¢(0,0) = 0 e 9,¢(0,0) # 0, allora

i. Iry, 9 > 0 ed esiste una funzione ¢ : [—ry,7]? — [—re, 2] tale che Vz € [—ry,7]¢ e

Yy € [—rg,ro] si ha Oyg(x,y) # 0 e inoltre g(z,y) =0 <= y=p(x);

ii. & diclasse Ct e Va € [—r1,7m1]? vale Dp(z) = —0,9(z, 0(x)) 1 Drg(z, o()).

Dimostrazione. Poiché per ipotesi g ¢ C', la mappa (z,y) — 9,g(x,y) & continua, per cui, dato
che 9,9(0,0) # 0, Jry > 0 tale che sgn d,g(x,y) = sgn 9,g(0,0) V(x,y) € [~ra,m2]TL. In par-
ticolare, la restrizione di g al segmento [(0, —72), (0,72)] ha derivata (parziale) a segno costante,
pertanto su tale segmento g ¢ strettamente monotona; considerando che g(0,0) = 0 troviamo che
9(0,—72)g(0,73) < 0. Inoltre per continuita di ¢ Ir; > 0, e possiamo richiedere r; < 7o, tale
che Vo € [—r1,m]? si ha g(z, —r2)g(z,72) < 0; dato che 1 < ro la derivata parziale dyg(x,y)
¢ ancora a segno costante, pertanto Vo € [—ry,7]¢ la funzione y +— g(z,y) ristretta all'inter-
vallo [—rg,r9] & strettamente monotona e di consegeunza ha un unico zero. Definiamo allora
@ [=r1,71]¢ = [~re, o] dove

[—7“2, ’I“Q] — [_TQ, 7“2}

x) := 'unico zero della funzione g, :
#(@) Jo g g(x,y)

Consideriamo adesso la funzione f : [~ry,71]? — [~r2,72] con f(z) = g(x,p(x)): & chiaro dalla
definizione di ¢ che la funzione f € costantemente nulla; inoltre ¢ data dalla composizione di g e
della mappa = — (x, ¢(x)), che chiamiamo h. Se tentassimo di differenziare f troveremmo che

0= Df(x) = Dg(x, p(x)) o Dh(z) = Drg(z, p(x)) + %(xa p(x))De(x)

che darebbe la formula cercata: il problema di una tale dimostrazione ¢ che non abbiamo alcuna
certezza della differenziabilita di ¢. Dimostriamo allora che ¢ ¢ di classe C*.

Anzitutto mostriamo che ¢ & continua tramite la caratterizzazione con la continuita per suc-
cessioni. Sia {,,} C [~71,71]? una successione tale che x,, — Z per n — 400, e supponiamo per
assurdo che ¢(z,) 4 ©(Z): allora 3 > 0 tale che Vi In > 7 con |p(z,) — ¢(Z)| > &, quindi in
particolare 3{xz] } sottosuccessione tale che |p(z]) — ¢(Z)| > € ¥Yn. Ora pero {p(z),)} C [—re,r2]
che & compatto, dunque 3{x!'} sottosottosuccessione tale che ¢(z!/) — z per qualche z € [—ra,73];
inoltre z # (Z) in quanto |p(x,) — ¢(Z)| > €. Usiamo adesso la continuita di g:

0= g(xgv 4,0(55;;)) - g(i'v Z) )

n—-+oo

pertanto dovremmo avere g(Z,z) = 0, ossia z = ¢(Z). £
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Poiché g & C! possiamo svilupparla con Taylor:

0 = glz+ee,plx+ee)) =
g(x, o(x +ce;)) + €0y, 9(x 4+ ne;, o(x + e;)) = con |n| < [e]
= gz, 0(z) +p(x +ce;) — p(z)) + €0z, 9(x +nes, (o +ce;)) =

poniamo o := ¢(z + ce;) — ¢(z), allora

= g(x,0(z) +0) + €0z, g(x + nei, p(x + ce;)) =
= glzof®@) + 00y9(x, () 4+ €) + €0y, 9(x + ne;, p(x + €€;))  con €] < |o].

La condizione (¢(z + ee;) — p(x))0yg(x, p(x) + &) + €05, 9(x + ne;, o(x + €e;)) = 0 si riscrive come

p(x +ee;) —p(x) @(
€ y

0
I (x +mes, ol + ze1))

rp@)+ 97 52

che passando al limite, in virtu della continuita di g, delle sue derivate parziali e di ¢, diventa

dp
8@-

dg

_1 09
(z) = —afy(x,so(x)) oz, (z, p(z))

abbiamo quindi dimostrato che ¢ ammette derivate parziali continue, ovvero ¢ ¢ C'. Dalla relazione
precedente segue infine

Dip(z) = —%<x,@<x>>—1ng<x,w<m>> .

Commento. Il Teorema di Dini dice che gli insiemi di livello di una mappa g : R®™ — R di classe
C" sono localmente dei grafici: in particolare possiamo esprimere localmente ogni coordinata con
derivata parziale non nulla come funzione C! delle altre coordinate.

Vediamo adesso una versione piu generale del Teorema di Dini, che ricalca la stessa idea.

Teorema 3.17: Teorema della funzione implicita

Sia g : R" x R™ — R™ una funzione di classe C' tale che g(0,0) = 0 e det D, g(0,0) # 0.
Allora:

i. Iry,ra > 0 ed esiste una funzione ¢ : [—ry,r1|" — [—72,72]™ tale che Va € [—r1,71]|" e
Yy € [—rg,ro]™ si ha det Dyg(z,y) # 0 e inoltre g(z,y) =0 <= y = p(z);

ii. ¢ &diclasse C! e Vx € [—rq,m1]" vale Dp(z) = —Dyg(z, o(z)) "' Dyg(z, o(z)).

Dimostrazione. Mostriamo innanzitutto il secondo punto assumendo che esista ¢ come nell’enun-
ciato. Per provare la continuita di ¢, dimostriamo che ¢ & continua per successioni (negli spazi
metrici le due proprieta sono equivalenti).
Sia {x,} C [—r1,71]™ una successione, x,, — x, e supponiamo per assurdo che p(z,) 4 @(z):
allora Je > 0 tale che V7o In > @i con |¢(x,) — @(x)| > €, quindi in particolare 3{x],} sottosucces-
sione tale che |p(z],) — p(x)] > € ¥n. Adesso {¢(x},)} C [—ra,r2]™ che & compatto, dunque I{x
sottosottosuccessione tale che p(z))) — y per qualche y € [—rq,ro]™. Usiamo adesso la continuita
dig:

0=g(an, (7)) — g(x,y) ,

n—-+oo
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pertanto dovremmo avere g(z,y) = 0, ossia y = p(x). £
Per mostrare che ¢ & di classe C! utilizziamo il teorema di Taylor con resto di Lagrange:

0 = =
( +nei, p(z +€ei)) - e = con [n] < [e|
2, p(x +cei)) + 0z, 9(x + i, p(x + cei)) =

z, () + (2 + i) = p(2)) + 0z, 9(z +nei, p(x +cei)) =

Il
===}
&
S
—~
8
+
()
D
+
Q)
-
8

poniamo o := (x + ee;) — (), allora

= gz, 0(x) +0) + 0.,9(x +nei, p(x +ce;)) =
= gleef@)) + Dyg(x,2)(0) + €r,9(x + nei, o(x + €e;))  con z € [p(x), p(z) + o],

A questo punto
Dyg(x,2)(0) = —€0s,9(x +neq, p( + ee;))

e ricordando che o := p(z + ce;) — p(x)

pla +eei) — p(x)

0
= —Dyg(:c, Z)_l (axg (;C + ne;, g@(l‘ + EQ‘)))

Adesso, il termine di destra & composizione di funzioni continue per e sufficientemente piccolo:
abbiamo dimostrato la continuita di ¢; d,,g ¢ localmente continua dato che per ipotesi g ¢ C';
Dyg(z, z) & continua dato che, vedendola come matrice, dipende in moto continuo dalle sue entrate,
che sono continue in quanto derivate parziali di g, e Dyg(:r,z)*1 dipende a sua volta in modo
continuo dalle entrate di Dyg(z, z)ﬂ A questo punto

09 (1) = tim PEHEDZ0E@) _ i o)) ( % (Wp(w))>

ox; e—0 € ox;

ossia, in accordo con la nostra notazione

Dy(x) - ¢; = —Dyg(z, o(x)) " Deog(z, o(2)) - €;

da cui, applicando il risultato per ogni 1,

Dy(x) = —Dyg(z,0(x)) " Dag(a, o(x)) .

Dimostriamo adesso che una tale ¢ esiste.
Per ipotesi g ¢ differenziabile in (0, 0), pertanto per Taylor

|R(z,y)|

g(z,y) = 9097 + D, g(0,0)x + Dyg(0,0)y + R(z,y) dove —
[(z,9)] I@@w)l-0

allora
g(z,y) =0 <= Dyg(0,0)x+ Dyg(0,0)y + R(z,y) =0
= y=-Dyg(0,0)""(D,g(0,0)x + R(z,y)) .

A questo punto l'idea & scriversi il termine di destra come funzione di y e cercarne un punto fisso.
Facciamo un primo tentativo: definiamo

T, :R™ = R™ dove T.(y)=—D,g(0,0)""(D,g(0,0)x + R(z,y)) ,

da cui Ty (y) — T (§) = —Dyg(0,0) " (R(z,y) — R(@,7)).
Per lo sviluppo precedente R(z,y)—R(z,y) = g(x,y) —g(z,5) — Dyg(0,0)(y—3), e per Lagrange
3z € [y, 9] tale che g(z,y) — g(x,§) = Dyg(z, z)(y — §), quindi in definitiva

R(z,y) — R(z,9) = (Dyg(z,z) — Dyg(0,0))(y — 9) -

2La regola della matrice aggiunta classica implica che le entrate dell’inversa di una matrice A dipendono in modo
continuo dalle entrate di A.
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Adesso Jc > 0 una costante tale che Yw € R™ Valeﬂ |D,g(0,0)~H(w)| < c|w|, e inoltre Iry > 0 tale
che V(z, z) € [—ra, ra]"™™ si haﬁ det Dyg(z,2) #0 e

(Dyg(e,2) — Dyg0,0)(w)] < o-fw| Vo €™

1
Dai calcoli appena fatti segue che |R(z,y) — R(z,g)| < 2—|y — 7|, e di conseguenza
c

T (y) — T (9)] [Dyg(0,0)~ (R(z,y) — R(z,7))| =

| Dyg(0,0)~H((Dyg(w, 2) — Dyg(0, 0))( -9l <

< (Dyg(z,2z) — Dyg(0,0))(y — §)| < ¢ ¢\y — 7
1
< —|ly—1l .
< Sly—9l
Riassumendo, abbiamo trovato che V& € [—rq, r2]™ la funzione T}, : [—rz,73]™ — R™ definita come

y — —Dyg(0,0)71(D,g(0,0)z + R(z,y)) soddisfa la proprieta

. 1 5 . m
T (y) — Tu ()| < 5\y — gl Vy,g € [=ro,m2]™ ;

inoltre [—ry,72]™ & compatto e quindi completo, pertanto se valesse Im(T,) C [—ro, o)™, Ty
sarebbe una contrazione. Innanzitutto osserviamo che

IRGe,)| ~ | R, 0)| < [R(z,) = Bw,0)| < o-ly

1
pertanto |R(x,y)| < |R(z,0)| + 2—|y| Stimiamo dunque Im(7}):
c

To(y)] = | = Dyg(0,0)" Dyg(0,0)z + (=Dyg(0,0) " R(z,y))| <
< |Dy9(070) 1ng( ,0)z] + [Dyg(0,0) " R(z,y)| <
< [Dyg(0,0)7 D2g(0,0)x| + c|R(z,y)| S
< [Dyg(0,0)" D2g(0,0)x| + c| R(w,0) \+¢ ¢ lyl

ossia [T (y)| < |Dyg(0,0)~" Dag(0,0)z| + ¢|R(x,0)| + %2

Adesso perod |Dy,g(0,0)7'D,g(0,0)z| + c¢|R(x,0)| & una funzione continuaﬂ della sola x, pertanto
Jry > 0 (e imponiamo anche 7y < r3) tale che per x € [—ry,r1]|" vale

|D,g(0,0)" ' D,g(0,0)z| + ¢|R(z,0)| < %2

e dunque
<2 + =2 :
Tl < 22,
Abbiamo quindi trovato che Vz € [—rq,r1]" la funzione T, : [-72,7r2]™ — [—r2,72]™ & una contra-
zione e dunque ha un unico punto fisso. Definendo ¢ : [—r1,71]" — [—72,72]™ come la funzione

che associa ad x 'unico punto fisso di T, e ritornando all’osservazione iniziale, troviamo che

g(z,y) =0 <= Dyg(0,0)x+ Dyg(0,0)y + R(z,y) =0
= y="T.(y)
= y=¢)
che conclude la dimostrazione. O

3 Abbiamo gid mostrato questa proprieta nella dimostrazione del Teorema 3.5.

4Cio deriva dal fatto generale che le entrate di Dg(z,y) sono derivate parziali di g, che sono continue poiché g &
C?': di conseguenza la mappa (x,y) — Dg(x,y) & continua, ed in particolare lo & anche (x,y) — Dyg(z,y).

5 Abbiamo implicitamente definito R(z,y) := g(z,y) — Dzg(0,0)z — Dy g(0, 0)y, che & somma di funzioni continue.
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Definizione 3.14 (Punto regolare). Dato Q2 C R? e f € C1(Q,R™), un punto regolare di f
¢ un punto di {z € Q: f(z) = ¢} tale che rnk(Df(z)) & massimo.

Commento. Dato  C R"™™ se P & un punto regolare per una funzione g :  — R™ di classe
C! sull'insieme di livello M = {z € Q | g(P) = ¢}, allora per il Teorema della funzione implicita
M & un grafico C' di n variabili in un intorno di P.

Osservazione 3.18. Nel Teorema della funzione implicita, se g ¢ di classe C* allora anche ¢ & di
classe C*.

Definizione 3.15 (Tangente affine). Dati Q C R¢ aperto e f € C'(Q,R), consideriamo
M={zxeQ: f(z) =0} con Vf(z) #0 Vz € Q. Dato P € Q, si definisce il tangente affine di
M in P

TpM = {z € R*: Vf(P)-(z — P) =0} .

Definizione 3.16 (Diffeomorfismo). Un applicazione f : R? — R? si dice diffeomorfismo di
classe C* se f & di classe C¥, & bigettiva e f~1 : R? — R¢ & ancora di classe C*.

Teorema 3.19: Teorema di invertibilita locale

Sia @ C R? un aperto, f : @ — R? una funzione di classe C', e sia xy € Q tale che
detD f(xg) # 0; allora esistono U e V intorni di zo e f(zo) tali che f, : U — V ¢ un
diffeomorfismo di classe C!. Inoltre Va € U vale la relazione

DI~ (f(x) = (Df(x))~" .

Dimostrazione. Poiché detD f(zg) # 0, esiste un intorno sferico I; di zo tale che det Df(x) # 0
Vz € I;. Mostriamo che f ¢ iniettiva, e quindi invertibile, su I;. Siano per assurdo z1,xo € Iy,
x1 # xa, tali che f(x1) = f(x2): per Lagrange, 3¢ € [z1,22] C I (il contenimento vale poiché
abbiamo scelto I intorno sferico) tale che 0 = f(x1) — f(a2) = Df(§)(x1 — z2), dunque il vettore
x1 — xo appartiene al ker di Df (), percio detDf(§) =0, ma & € I. ¢

Mostriamo ora, che per un opportuno intorno U di g, 'immagine f(U) ¢ intorno di f(zp) e che
su tale insieme f~! & di classe C''. Definiamo

F: QxR — R?
F(z,y) = f(x) —y
Sia yo = f(20). Vale DF(z,y) = (Df(z) —I), da cuidet Dy F(z0,y0) = det D f(z) # 0. Quindi,

per il Teorema della funzione implicita (a meno di scambiare il ruolo di z e y), esistono un intorno
V di yp, un intorno Is di xg e un’unica funzione g : V' — I5 tale che

F(g(y),y) = flg(y) —y=0 VyeV .

Possiamo supporre I, C I7, a meno di sostituire Is con I; NI e V con g’l(Il N Iy). Dato che f
¢ iniettiva su I, segue che g & I'inversa di f ristretta a U = g(V) = f~1(V) N Iy, che & intorno di
xo per la continuita di f.

Inoltre, dal teorema della funzione implicita, segue

Dg(f(m)) = _DIF('Taf(x))_lDyF(‘r7f($)) )

ma D, F(z, f(x)) = Df(z), DyF(z, f(z)) = —I, da culi la tesi. O
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3.4 Convessita e differenziabilita

~— Proposizione 3.20

Sia Q C R¢ aperto ¢ convesso:

ii. se f € C?(Q,R), allora

i. se f € CY(Q,R), allora

f convessa <— (Vf(z)—Vf(y) (x—y)>0 Va,yeQ ;

f convessa <= Hy(x)>0 VreQ.

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che: f e convessa se e solo se la restrizione di f a ogni
retta € convessa.

1.

(=) Se f & convessa, e =,y € Q, allora ¢(t) = f(y + t(zr — y)) & convessa; inoltre vale
@' (t) = Vfly+tlx —y)) - (x —y). Poiché ¢ & convessa, la sua derivata prima & crescente,
quindi

¢'(1) = ¢'(0) >0 ciot (Vf(z)—=Vf(y) (z—y)=0.

(«<=) Considerando la funzione ¢ dell’implicazione precedente, basta mostrare che ¢ & con-
vessa Vx,y € , e quindi che f ¢ convessa su ogni retta. Per farlo, mostriamo che ¢’ ¢
debolmente crescente. Dati t > s, vale:

t—s
t—s

¢'(t)—¢'(s) = (Vfly+tla—y) - Viy+sx—y)) (z-y)

Ponendo z; =y +t(x —y) e x5 =y + s(z — y), vale

1
t—s

¢'(t) = ¢'(s) = (Vf(xe) = Vf(@s)) - (w1 — ) >0

(=) Definiamo la funzione ¢(t) = f(z + tv), che & convessa per ogni scelta di v € R e
x € ). Allora si ha che

O f
axjaxi

o d
' (t) = Z . (x+to)y, e ¢'(t) = Z (z + tv)vv; .
i=1 "

i,j=1

Poiché ¢ & convessa, ¢”(t) > 0 Vt, e in particolare ¢”(0) > 0, cioe

d 92f
v Hy(z)v = E ’ i(x)vlv] 0V,

4,j=1

ossia Hy(z) > 0 Vz.
(=) Se Hy(x) >0 Vax €, allora ¢} () >0, cioe ¢, . (t) & convessa Vz,v, e quindi anche
f & convessa.

O
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3.5 Funzioni omogenee e radiali

~— Proposizione 3.21

Data f : R? — R una funzione continua y-omogenea e C'(R%\{0}), allora
i. se v > 1, f e differenziabile in 0;
1. se v =1, f & differenziabile se e solo se f & lineare;

i11. se v < 1, f non e differenziabile, a meno che v =0 e f sia costante.

Dimostrazione. Poiché f e continua, necessariamente v > 0 oppure v = 0 e f & costate, nel qual
caso f e chiaramente differenziabile. Se invece v > 0 allora l'unica estensione per continuita di f
in 0 ¢ f(0) = 0. Distinguiamo ora i tre casi:

i. (y> 1) Per || — 0 si ha che

If(w)|=w|”f<$)‘< sup |£(@)]) 2] = oflal).
|z |z|=1
quindi

i T@ =500 ollel)

|z[—0 | lz[—»0 |z]

in particolare f & differenziabile.

it. (y =1). Verifichiamo che f ¢ differenziabile se e solo se f ¢ lineare:
( <= Chiaro, dato che le lineari sono per definizione 1—omogenee e sono differenziabili (in
particolare coincidono con il loro differenziale).
( =) Sviluppiamo in 0 con Taylor

f(@) = f(0) + Df(0)(x) + R(z) = Vf(0) -z + R(x)

con R(z) = o(]z|). Osserviamo che per ¢t € R\ {0}

fltx) R(tz)
fla) = 55 = VH0) -+ Pl
o . R(tx) .o ..
Dato che t — 0, e quindi tz — 0, vale }m% W = 0 e quindi passando al limite
—

f(@)=V[(0) -z,
ossia f e lineare.

)) = {0} allora f & costantemente nulla e siamo nel caso y =1 e f

iii. (0 <~ <1)Se f(0B(0,1
) # {0} allora consideriamo a € R™ tale che |a| =1 e f(a) # 0. Si ha

lineare. Se f(0B(0,1)
che

lim M = lim M = tliI(l)aJr |ta|7_1f <ta) = (|a|"’_1f(a)) lim ! = +00

t—0+ t t—0+ ¢ [tal t—0+

quindi esiste una direzione per cui lim %lf(o) non ¢ definito, cioe il limite non & definito.

lz|—0 |

O
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Definizione 3.17 (Cono). Un insieme Q C R? si dice cono se Yz € ,¥A > 0, si ha Az € Q.

Teorema 3.22: Teorema di Eulero

Sia © C R? un cono aperto e sia f : © — R una funzione differenziabile. Allora f &
y-omogenea se e solo se vale 'identita di Eulero, cioe

Vi) z=~f(x) YV € Q.

Dimostrazione. Supponiamo che f sia y-positivamente omogenea e consieriamo la mappa di sosti-
tuzione g : RT x Q — R data da g(\, z) = Az, allora vale (fog)(\, z) = f(Az) = \? f(z), pertando
derivando in A troviamo

@) = AL (3 0y = (DU 0 6)0 ) (o) = (D9 ) o Dglh,)) (o) =
= Df(\z)(z) = gj =\t Z =NV f(z) -z

in particolare per A = 1 troviamo la tesi.
Viceversa supponiamo che per ogni z € ) valga l'identita di Eulero, e fissato x consieriamo la
mappa h : RT — R data da h(\) = \~7 f(A\z) — f(z): chiaramente h ¢ derivabile e vale

WA == A7 ) + ATV ) - = =y AT () + AT (V) - () =
= AT (2) + A7 (v f (M) =0,
pertanto h & costante; dal momento che k(1) = 0, h & la mappa nulla, pertanto f(Az) = A7 f(z). O

Definizione 3.18 (Funzione radiale). Una funzione f : R? — R si dice radiale se esiste una
funzione ¢ : R — R tale Vo € R? si ha f(z) = ¢(|z]).

Sia f : R? — R una funzione radiale, e sia ¢ : Rt — R la mappa tale che f(z) = ¢(|z|);

i. se ¢ & C', allora anche f & C! e

Vi(z) = ¢'<|x|>|§—| :

ii. se ¢ & C?, allora anche f & C?, vale

52f( ) P iz A ) Tik

e inoltre

Af(a) = o (al)+ S a - )

Dimostrazione. Iniziamo calcolando Vx| e Vﬁ:

=Tk o dunque V|z| =
x

m .
x|
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1 1 1 =z T
Vo=V = - = = .
ol - R T TR T T RP
Ora abbiamo:
i. se p e CL:
X
V(@) = ¢ (ah Vel = ¢ (12) 75
ii. se ¢ & C?:
82f _ 0 / Li Li Tj ’ B 1 Lily\
Fer, @) = ;¢ (a5 = ¢ (el 7 + ¢/l (%M - TP ) =
Y Lilj ¢/(|x‘) o Ty .
-+ S (30 )
infine
= 2 ’ oA WAL 2?
Af(@) :;a—x?m = ¢"(||) (; W) LT ;k; o) =
iy ¢ (1))
= ¢(lal) + == )

O

Definizione 3.19 (Funzione armonica). Una funzione f : U — R differenziabile due volte
si dice funzione armonica se soddisfa ’equazione di Laplace:

Af=0.

Osservazione 3.24. Le funzioni radiali armoniche sono tali che f(x) = ¢(|z]) e Af = 0, quindi,
per il punto # della Proposizione precedente, sono caratterizzate dalle mappe ¢ (e dai d) che
risolvono ’equazione differenziale:

¢'(t)

¢%w+(d—n—?—:o.

Essa € un’equazione a varaibili separabili, e integrandola otteniamo

PU L o) = (- dlos) k= o) = et

e dunque concludiamo

(t) =clogt+b perd=2e ¢(t) = Tcdt%d +b altrimenti.
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Capitolo 4

Successioni di funzioni

Spesso, nella risoluzione di problemi (ad esempio equazioni differenziali), capita di dover determina-
re una funzione con determinate proprieta; per farlo, un metodo efficace & tentare di approssimare
la soluzioni con altre funzioni, con un grado di accuratezza sempre maggiore. Stiamo cosi impli-
citamente definendo una successione di funzioni, nella speranza che converga e che il limite sia
proprio la soluzione cercata.

4.1 Convergenza uniforme

Perché il capitolo non si chiama “Convergenza uniforme &
friends” o “Convergenza puntuale & friends” oppure
“Convergenza puntuale, uniforme e altri animali”? Perché la
convergenza puntuale fa schifo e non si merita un titolo.

Aldo Pratelli

Definizione 4.1 (Puntuale convergenza). Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia
{fn}nen una successione di funzioni f,, : X — Y. Si dice che f,, converge puntualmente a f se
Ve € X fu(x) = f(x), ossia se

Vee X Ve>03n:Yn>n, dy(fo(z), f(x)) <e .

. C o P
In simboli si puo indicare: f,, — f.

Definizione 4.2 (Uniforme convergenza). Siano (X,dx) e (Y, dy) due spazi metrici e sia
{fn}nen una successione di funzioni f,, : X — Y. Si dice che f, converge uniformemente a f

se
Ve>03n:Vn>n, Ve e X, dy(fu(z), f(z)) <e .

. C o U
In simboli si puo indicare: f,, = f.

Osservazione 4.1. La convergenza uniforme implica la convergenza puntuale; la convergenza
puntuale invece implica a priori la convergenza uniforme se e solo se X & finito.

Osservazione 4.2. Segue quasi immediatamente che la convergenza uniforme & equivalente alla
condizione

JJim_sup{dy (£, (@), £(x), = € X} =0

Esempio 4.3. La successione f, : R — R, con

fn(m)Z{l sex € [n,n+1)

0 altrimenti

49
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converge puntualmente ma non uniformemente.
Esempio 4.4. La successione g, : [0,1] — R, con
11

0 altrimenti

converge puntualmente ma non uniformemente.

Esempio 4.5. La successione f, : [0,1] — R, con f,(z) = 2™ converge puntualmente ma non
uniformemente.

Lemma 4.6: Convergenza monotona di Dini

Sia X uno spazio metrico compatto, siano {f,} C C(X,R) una successione e f € C(X,R)
tali che f, Eis f e tale convergenza ¢ monotona (f,(z) 7~ f(x) o fu(z) \ f(x)).
Allora f, 5 f.

Dimostrazione. Supponiamo, senza perdita di generalita, che f,(z) sia crescente, f,(z) 7 f(z).
Definiamo la successione g, (x) = f(x) — fn(z), che & continua perché somma di funzioni continue.
Poiché f,(z) cresce a f(z), vale g,(z) > 0 e gn(z) \y 0 per n — +o0.

Fissato € > 0, consideriamo l'insieme FE,, = {z € X | g,(z) < €}, che sono aperti poiché g, €
continua, e tali che E,, C F,,+1 Vn per costruzione, visto che g, (z) & decrescente.

Poiché g, (z) decresce a 0, risulta

+oo
U E,=X
n=1
e per compattezza di X esistono nq,...,ny tali che E,,, UE,,U...UE,, = X, da cui segue X = Ej,

dove i = max{nq, ..., nx}.
Quindi, Vn > n E, = X, ossia 0 < g, < & Vn > n: poiché n non dipende da z, si ha f, L fo O

Osservazione 4.7. Le ipotesi non possono essere indebolite: ad esempio, nell’Esempio 4.5, lo
spazio [0,1] & compatto, le f, sono continue e la convergenza & monotona, tuttavia il limite &
discontinuo in 1 e difatti non c¢’¢ convergenza uniforme. Analogamente, se restringiamo le f,, allo
spazio [0,1), recuperiamo la continuita del limite, ma perdiamo la compattezza.

Esempio 4.8. Consideriamo la successione

fo(z) = (1+ %)n con lim f,(z)=¢€";

n—-+o0o

come & noto, se n > |z|, f,(x) & crescente, percio:

Va>0 f, 5exp in [—a,qd] .

Teorema 4.9

Siano (X,dx) e (Y,dy) due spazi metrici e sia {f,, }nen una successione di funzioni
fn : X = Y continue tali che f,, converge uniformemente a f. Allora f & continua.

Dimostrazione. Sia T € X e sia € > 0. Dobbiamo trovare § > 0 tale che Vz € X con dx(z,Z) <
si ha dy (f(x), f(Z)) < e. Sian tale che dy (f(2), fa(2)) < § ¥z € X (che esiste perche f,, converge
uniformemente a f), e sia 6 > 0 tale che Vz € X dx(2,7) < = dy(fa(2), fa(Z)) < 5.

Ora sia z tale che dx(z,Z) < J; applicando la disuguaglianza triangolare, otteniamo:

dy (F(@), J(@)) < dy (@), fal@)) + dy (fa@). Ju@) + dy (fa(@). J@) < 5+ 5 + 5 =¢ -
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— Proposizione 4.10

Sia {fn }nen una successione di funzioni continue f,, : R — R tali che f,, converge uniforme-
mente a f. Allora

bfn(x)da: — bf(x)d:z .
J /

Dimostrazione. Per il Teorema f € continua; valgono le seguenti disuguaglianze:

b b
s/ |fn<x>—f<w>|dxs/ 1o = Fllocdz = o — floc(b—a) —s ©

n—-+oo

/a ' o) - Fla)de

da cui segue immediatamente la tesi. O

Definizione 4.3 (Spazio C(X,Y)). Dati (X,dx) e (Y, dy) spazi metrici, definiamo lo spazio
metrico C'(X,Y") delle funzioni g : X — Y continue con la distanza del sup

d(f,g) = sup{dy (f(z),g(x))} A1 .

rzeX
Si verifica che d ¢ una distanza, infatti:

1., 4. seguono immediatamente;

iti. siano f,g,h € Z: se d(f,g9) = 1 o d(g,h) = 1, segue immediatatamente; altrimenti, dato

z € X, vale dy (f(z),h(z)) < dy(f(2),9(x)) + dy(g(x),h(z)) < d(f,g) + d(g,h), per cui,
passando al sup del primo membro, d(f, h) < sup{dy (f(x),h(x))} < d(f,g)+ d(g,h).
reX

La convergenza rispetto a d risulta essere proprio la convergenza uniforme.

Osservazione 4.11. Osserviamo che il fatto che f € C(X,Y) sia continua non ha giocato alcun
ruolo nella verifica che d fosse una distanza: infatti questa costruzione puo essere fatta con gli spazi
di funzioni con una determinata proprieta.

Teorema 4.12

Lo spazio C(X,Y) & completo <= Y & completo.

Dimostrazione. (=) Sia {y,} C Y una successione di Cauchy: la successione di funzioni costanti
data da f,(z) = y, & anch’essa di Cauchy in C(X,Y), dato che d(f,, fm) = dy (Yn, Ym). Poiché
C(X,Y) & completo, {f,} converge uniformemente ad una funzione f, ossia Ve > 0 3n : Vn > 7
d(fn, f) <e. Ora dato x € X qualsiasi, e detto y = f(z), si ha

Jim oy, = lim fa(z) = flz) =y .
(<) Sia {f,} una successione di Cauchy in C(X,Y).
Per ogni z € X e ogni n,m € N, dy (fn(z), fm(2)) AL < d(fn, frm)-
Sia 0 < e < 1 (scegliamo £ < 1 per evitare i casi in cui la distanza & stata effettivamente troncata
a 1): esiste . = fi(e) tale che d(fn, fm) < & ¥n,m > @ perché {f,} ¢ di Cauchy.
Quindi dy (fn (), fm(z)) < e Vn,m > 7, ossia f,(x) ¢ di Cauchy in Y. Allora f,(z) — f(z) perché
Y e completo.
Ma se n > n, allora

m——+oo

cioe fp g, f poiché 7 non dipende da z, e, poiché le f,, sono continue, f € C(X,Y). O
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Definizione 4.4 (Spazio C*(R",R™)). Definiamo lo spazio metrico C*(R™, R™) delle funzioni
g :R" = R™ di classe C' con la distanza

i(7.9) = sup {170) = 9} + sup (IDF (@) ~ Dyl)) ) A1

Analogamente alla norma del sup in C(X,Y), si verifica che d ¢ effettivamente una distanza.

Osservazione 4.13. Segue facilmente dalla definizione che, se {f,,} € C1(R",R™), f € C*(R",R™)
e fn BN f, allora in particolare f, SN feDf, SN Df.

Proposizione 4.14

Lo spazio C1(R"™,R™) & completo.

Dimostrazione. Sia {f,} € C*(R",R™) una successione di Cauchy: allora in particolare {f,} & di
Cauchy in C(R™,R™) e {Df,} ¢ di Cauchy in C(R", L(R™,R™)), quindi f,, — f uniformemente e
Df, — g uniformemente. Rimane solo da mostrare che f € C1(R",R™) e che Df = g.

Per farlo, scriviamo per Taylor:

fo(@ +v) = fo(z) + Dfn(€n)(v) = fu(z) + Dfn(z)(v) + (D fn(§n) — Dfn(z))(v)

per un certo &, € (z,x + v), quindi:

[fn(@ +v) = fu(z) = Dfu(x)(0)] = [(Dfn(&n) = Dfn(2))(v)] < IDfn(8n) — Dfn(2)]|v] <

Ora, poiché Df, — g e g & continua, qualsiasi € > 0 esistono 72 e r > 0 tali che, per |v| < r e
per n > i, ogni addendo del membro di sinistra della disuguaglianza & minore di &, ossia

[fn(z +v) = fulz) = Dful2)(v)] < 3ev] .
Allora, passando al limite per n — +00, abbiamo
[f (@ +v) = f() — g(z)(v)] < 3elo|
e passando al limite per € — 0 troviamo
flx+v) = f(z) + g(x)(v) + o(lv]) -
Quindi Df =g e f € C*(R",R™). O

In modo completamente analogo, si puo generalizzare questo risultato per funzioni piu regolari.

Definizione 4.5 (Spazio C*(R",R™)). Definiamo lo spazio metrico C*(R", R™) delle funzioni
g:R™ = R™ di classe C* con la distanza

k
d(f,9) = (msgﬂgl{lf(w) —g@)}+) SEIIHSL{IDif(x) - Di9($)|}> AL

i=17"

Si verifica sempre allo stesso modo che d & effettivamente una distanza e che vale il seguente
risultato.
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Teorema 4.15

Lo spazio C*(R™,R™) & completo.

4.2 Teorema di Ascoli-Arzela

Definizione 4.6 (Equicontinuita). Una famiglia di funzioni {f;}icr, con f; : X = Y, si dice
equicontinua in xoy se

Ve X Ve>0 36>0:dx(zo,z) <d = dy(fi(zo), fi(x)) <e Viel

Definizione 4.7 (Equilimitatezza). Una famiglia di funzioni {f;}ics, con f; : X — R™, si
dice equilimitata se
IM Ve e X :|fi(x)| <M Viel

Teorema 4.16: Teorema di Ascoli-Arzela

Sia (X, d) spazio metrico compatto e sia {f,} € C(X,R™) una successione equicontinua ed
equilimitata.

. - U
Allora, a meno di sottosuccessioni, f,, — f.

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente che, dato z € X, la successione f,(z) ¢ in R™ ed &
limitata (poiché f, & equilimitata), quindi ammette una sottosuccessione convergente.

Ora, fissato © € X e dato € > 0, esiste § > 0 tale che d(z,y) < § = d(fn(x), fn(y)) < e Vn
poiché f, & equicontinua. Allora, preso Z con d(z, %) < g, se d(Z,y) < g, vale che d(z,y) < 9,
d(fn(x), fn(y)) < e e quindi d(f,(Z), fn(y)) < 2e. Quindi, fissato £ > 0, trovo per ogni € X un
intorno aperto di = tale che uno stesso ¢, soddisfa la definizione di continuita per € in ogni punto
dell’intorno.

In particolare questi aperti ricoprono X (ogni punto appartiene all’intorno centrato in sé), e siccome
X ¢ compatto, esistono finiti intorni che ricoprono X, centrati in z5,x5, ..., 25, dove k = k(e).
Ripetendo questa operazione per ¢ = 27" per n = 0,1, 2, ..., otteniamo un insieme numerabile di
punti {z5} (unione numerabile di finiti ¢ numerabile).

A questo punto possiamo costruire una sottosuccessione di f,, tale che f,(z) — f(x) Vo € {25}
(tale fatto & gia stato dimostrato in precedenza). Infatti, enumerando i punti di {sc§ }, possiamo
costruire per ricorsione

{ f,(ll)} sottosuccessione di f, per n > 1, tale che f,(ll)(xl) converge ad un valore, che
denominiamo f(z1);

{9} sottosuccessione di fV per n > 2, tale che f{¥(z2) converge ad un valore, che
denominiamo f(x3);

{f,ghﬂ)} sottosuccessione di f,(lh) per n > h+1, tale che f,ghﬂ)(azhﬂ) converge ad un valore,
che denominiamo f(xp41).

o . . k
Quindi la sottosuccessione finale, che ha come elemento k-esimo f,g ), converge Vr € {xj}, per
semplicita, chiamiamo ancora f,, questa sottosuccessione. Mostriamo allora che f, ¢ una succes-

sione di Cauchy. Fissato &€ > 0, esiste ¢ € {27",n € N} tale che ¢ < %; allora, poiché gli «5 sono
finiti, esiste n tale che Vn > n d(fn(25), f(25)) < e Vj =1,...,k(¢). Ma gli intorni centrati in x5
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ricoprono X, quindi, dato x € X, esiste j tale che x € B(z5,05), quindi d(fn(z), fn(25)) < e Vn.
Quindi, Vn,m > n, vale

Ad(fn(x), f(x)) < d(fu(2), fu(@5) + d(fu(25), F(25)) + d(f(25), fn(25)) + d(fin(25), fim(2))

g
< 4€<§

Quindi d(fn, fim) = sup{d(fn(z), fm(z)) | x € X} <&
Quindi, visto che f, ¢ di Cauchy e R™ & completo, f, converge in C(X,R™) ad una funzione, che
denominiamo f € C(X,R™), dunque f,, — f uniformemente. O

Definizione 4.8 (Relativa comgattezza). Dato X spazio topologico, un sottospazio Y C X
si dice relativamente compatto se Y € compatto.

— Corollario 4.17

Sia X compatto e sia F C C(X,R™) una famiglia di funzioni equicontinua ed equilimitata.
Allora F & relativamente compatto.

Dimostrazione. Mostriamo che F & compatto per successioni. Sia {f,} C F una successione, e per
ogni n sia g, € F tale che || f, — gnlloo < 27", che esiste per definizione di chiusura. La successione
{gn} C F & equicontinua ed equilimitata, di conseguenza per il teorema di Ascoli-Arzela esiste
una sottosuccessione {gy, } che converge uniformemente ad una funzione f € F. Mostriamo che la
sottosuccessione { fy, } converge uniformemente a f: dato ¢ > 0, sia ki tale che Vk > k; si abbia
27" < £ e sia ky tale che Vk > ko valga [|gn, — flloo < §. Detto allora k = max{ki,ko}, Vk > k
vale
[ frn = Flloo < [1fne = gnillos + 1gne = flloo <27 + |lgn, — fllo <5+ 5=¢

ossia fp, — f uniformemente, con f € F.

Teorema 4.18: Teorema di Ascoli-Arzela generalizzato

Siano (X, dx) compatto e (Y, dy) completo, e sia {f,} C C(X,Y) una successione equicon-
tinua e tale che Vo € X {f,(x)} sia relativamente compatto.

. o U
Allora, a meno di sottosuccessioni, f, — f.

Dimostrazione. Ripercorriamo la stessa dimostrazione del teorema di Ascoli-Arzela:

i. Per ogni z troviamo una sottosuccessione di {f,} tale che {f,(z)} & convergente: nella
dimostrazione di Ascoli-Arzela abbiamo usato 1’equilimitatezza delle f,, ma ¢ sufficiente che
Pinsieme {f,(x)} sia relativamente compatto, infatti in tal caso {f,(z)} ¢ compatto per
successioni e dunque ammette una sottosuccessione convergente.

i1. Per ogni € e per ogni = troviamo un intorno aperto di x in cui tutte le f,, hanno oscillazione
minore di £: per questo passaggio abbiamo usato solo ’equicontinuita.

iii. Per ogni e € {27 "}, en selezioniamo finiti x5, . .. ,xi( ¢y» troviamo dunque un insieme nume-
rabile di punti x5 e costruiamo una sottosuccessione di {f,} (che chiamiamo ancora {f,})
tale che f,,(z5) — f(z5) per ognuno degli z5: in questo punto usiamo la compattezza di X.

1. La sottosuccessione delle f,, risulta essere una successione di Cauchy e in quanto tale converge:
per giustficare quest’ultimo passaggio € necessaria la completezza di C'(X,Y’), che abbiamo
gia dimostrato essere equivalente alla completezza di Y.

O

Adattiamo nuovamente questa dimostrazione per provare una forma ancora piu generale.
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Teorema 4.19

Siano X unione numerabile di compatti e Y completo, e sia {f,} € C(X,Y’) una successione
equicontinua e tale che Vo € X {f,(x)} sia relativamente compatto.

Allora esiste una sottosuccessione di {f,} che converge puntualmente e che converge unifor-
memente sui compatti.

Dimostrazione. Sia {X, }nen Uinsieme dei compatti tali che X = (JX,,. La successione {f,} &
equicontinua, di conseguenza fissato x € X e dato € > 0 esiste un intorno U, tale che per ciascuna
delle f,, uno stesso ¢ soddisfa la definizione di continuita per € in ogni punto dell’intorno. Fissando
€ e lasciando variare x € X troviamo che

U U, = UXn:X dunque Vn X, C U U, ;
zeX neN xeX

per compattezza di X, esistono finiti 27", ..., 2" tali che i relativi intorni ricoprono X,,, e dunque

. . . . - ¢ o N .
esistono numerabili z%, tali che i relativi intorni ricoprono X. L’insieme {25, | € = 27"}, nen €
allora numerabile in quanto unione numerabile di numerabili, pertanto a meno di successioni { f,, }
converge puntualmente sugli z¢,: denotiamo

flah,) = lim fo(27,) Vi,

n——+oo

Adesso scelto x € X e fissato ¢, sia 7, tale che x € U,: , dunque d(f, (), fu(2},)) < € e defini-
tivamente d(f,(x%)), f(25,)) < &, pertanto d(fn(z), f(x5,)) < 2e. A questo punto si conclude in
modo analogo al teorma di Ascoli-Arzela: fissato z, la successione {f,(z)} C Y & una successio-
ne di Cauchy e per completezza di Y converge ad un punto che denotiamo f(z), ossia f, — f
puntualmente; dato invece K C X compatto e dato €, esistono finiti x7, ,...,z7, tali che gli

Us:=, , ricoprono K, di conseguenza la successione { f,,|,. } ¢ di Cauchy e per completezza di C(X,Y")
converge uniformemente. O

4.3 Serie di funzioni

— Proposizione 4.20

+oo +oo

Data una successione {f,} C C1(R",R™), se > f, e Y. Df, convergono uniformemente,
n=0 n=0

allora vale

+oo +o0o
D (Zn) =Y Dfu -
n=0 n=0

Dimostrazione. Consideriamo i limiti uniformi

“+o0 “+o0
f=> fn€C®R"R™) e g=> Df,€CR"LR"R™)) ;
n=0 n=0

fissiamo z € R™ e o > 0. Poiché g & continua, esiste € tale che [ — x| <e = [g(§) — g(x)] < 0.
Sia ora v € R™ con |v| < e. Per la convergerza uniforme delle due serie, esiste 7 tale che

<ol e <o VzeR™

1) =3 ful2)
n=0

9(2) = 3" Dful2)
n=0
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Abbiamo allora:

fet )t LS 1y o $ (1o n0o] -
S
_ ﬁ; Dfn(€)(v) + By = ﬁg(f)(v) + ﬁ (g Dfn(&)(v) - g<f><v>> +Ey =
S
= |Tl)|g(x)(v) + ﬁg(s)@) — g(2)(v)) +E1 + B = ﬁg@) tE BBy

E3
Ora, E; e la coda della serie

1
m Z[fn(x +v) = fu(2))]
n=0

che, per quanto detto, ¢ stimabile in modulo con 2¢. Inoltre, per la scelta di v, valgono |Es| < o
e |E3| <o0.
Quindi abbiamo:

|f(a+v) = f(z) — g(z)(v)|

<d4do .
|v]

Percio, passando al limite per o — 0, otteniamo che Df = g. O

4.3.1 Serie di potenze

Una famiglia fondamentale di serie di funzioni sono le serie di potenze, ossia serie della forma
+oo
S(z) = Z anx” .
n=0

La regione di definizione di queste serie e caratterizzata dal loro raggio di convergenza R, ossia
la quantita definita come

1 1
R = liminf oppure = limsup {/|an| -

/la] R

Riportiamo il risultato principale di Analisi I riguardo le serie di potenze.

Teorema 4.21

Data una serie di potenze

+oo
S(x) = Z anz"”
n=0
con raggio di convergenza R > 0, valgono le seguenti implicazioni:

i. se |z| < R, allora S(z) converge (assolutamente);

ii. se |xz| > R, allora S(x) non converge.

Non possiamo invece stabilire a priori il comportamento dei punti z tali che |z| = R, che devono
essere studiati separatamente. In generale inoltre la convergenza non & uniforme sull’intera regione
(=R, R), tuttavia & uniforme su ogni compatto contenuto in questo intervallo.
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— Proposizione 4.22
Data una serie di potenze
+oo
S(x) = Z anz"”
n=0

con raggio di convergenza R > 0, S converge uniformemente su ogni intervallo [—¢, ], con
0<l<R.

Dimostrazione. Sia ¢ € (0, R), allora se |z| < £ vale |anz"| < |a,|0".
Se S, indica il troncamento della serie al termine n-esimo, abbiamo che

“+oo
S(x) = Sulx) = Y aa ;
k=n-+1

ora per il Teorema precedente la serie converge assolutamente all’interno del raggio di convergenza,
pertanto, fissato x = £, per ogni € > 0 esiste un 7 tale che per n > 7 si ha

“+o0 “+oo
1S() = Su(@)] = | Y antf| < > axltt <e .
k=n+1 k=n-+1
Ma allora se n > n vale
+oo “+o0
|S(x) — Sp(z)] < Z lag|z" < Z lap|lF < e Vo € [—¢,1).
k=n-+1 k=n-+1

Dunque la convergenza di S, (z) a S(x) & uniforme sull’intervallo detto, poiché 7 dipende solo da
€ e non da z. O

Osservazione 4.23. Una serie di potenze e la sua serie derivata hanno lo stesso raggio di
convergenza. Infatti, date le serie di potenze

+oo —+oo —+oo
S(x) = Zanﬂc” e S'(z)= Zanmc"_l = Z bpx™
n=0 n=1 n=0

dove b, = apt1(n+ 1), se R > 0 ¢ il raggio di convergenza della serie S allora il raggio di
convergenza di S’ ¢
T 1 . 1 - .
R =liminf ————— = lim ——— liminf = liminf

1 1
n—4o00 "/an+1(n + 1) n—4oo {/n 4+ 1 n—+oo m (b/m

=R .

4.3.2 Convergenza totale

Definizione 4.9 (Totale convergenza). Dati (X, d) spazio metrico, (E, ||-||) spazio di Banach
e una successione {u} C C(X, E), si dice che la serie

+oo
> k()
k=0

¢ totalmente (o normalmente) convergente se I{ My} C R tale che

+oo
luklloo < My Yk e ZM”“ < +oo , dove |lugllec = su§||uk(ac)||.
k=0 e
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— Proposizione 4.24: Criterio di convergenza totale (Weierstraf})

Dati (X, d) spazio metrico e (E, ||-||) spazio di Banach, sia {u)} C C(X, E) una successione:
allora se la serie

“+oo
S(z) = Z ug(z)
k=0

converge totalmente, la convergenza e anche uniforme.

Dimostrazione. Consideriamo la successione delle somme parziali
Sn(z) =Y ux()

e mostriamo che Vo € X la successione {S, (z)} & di Cauchy. Per ipotesi, esiste {M}} C R con
luglloo < My Vk e tale che la serie delle M}, sia sommabile. Allora,

“+o0
dato € > 0 Jn tale che ZMk <e.

k=n

Siano dunque n,m > n e supponiamo senza perdita di generalita n > m; allora Vr € X vale la
seguente stima:

n

> w(x)

k=m-+1

n

n —+oo
k=n

k=m+1 k=m+1

(1S () = Sm ()| =

Dato che Ve > 0 3n tale che ¥n,m > 7 vale ||Sy(x) — S (2)|| < €, la successione degli Sy, (z) ¢ di
Cauchy Vz € X, e per completezza di E la successione S;, converge puntualmente ad una funzione
S. Poiché 7 non dipende da x, Vn,m > 7 vale ||S;, — Si|loo < €, ossia {S,} & una successione di

Cauchy e quindi per completezza converge in C(X, E), ossia S, — S uniformemente. O

4.4 Teorema di Stone-Weierstrafl

Nel 1872 il matematico tedesco Karl Weierstral pubblica in un articolo le sue scoperte circa una
famiglia di funzioni di variabile reale continue in ogni punto ma derivabili in nessuno: prima di
allora ogni funzione continua conosciuta era derivabile a meno di un insieme di punti isolati del
dominio. Circa dieci anni dopo, Weierstrafl si interessa alla possibilita di approssimare qualsiasi
funzione continua con mappe derivabili infinite volte, giungendo al seguente risultato.

Teorema 4.25: Teorema di approssimazione di Weierstrafl

Sia f € C([0,1],R). Allora Ve > 0 Ip(x) € R[x] tale che d(f,p) < e.

Dimostreremo nelle prossime pagine una versione piu generale del Teorema. Si potrebbe pensare
di cercare il polinomio p tra i polinomi di Taylor di f, ma, per 'appunto, f potrebbe non essere
derivabile, e se anche f fosse liscia, potrebbe comunque succedere che la serie di Taylor di f non
converge ad f; similmente si potrebbe pensare di cercare p tra i polinomi interpolatori di Lagrange,
ossia fissando n nodi (z;, f(z;)) e ponendo

Entrambi questi metodi risultano piuttosto fallimentari in quanto ’approssimazione a cui danno
origine & solo locale e spesso decisamente non uniforme.



4.4. TEOREMA DI STONE-WEIERSTRASS 59

Definizione 4.10 (Algebra su campo). Sia (V,+,-) uno spazio vettoriale su un campo K,
e sia x: V x V — V un’operazione binaria bilineare, ossia:

i. (t+y)xz=xxz+y*xz VYa,y,z€V;
. vk (y+z)=c*xy+x*xz Vr,y,z€V;
iti. (ax)*xy=a(xxy) Ve,yeV, Vaeck
w. zx*(ay) =a(r*xy) Vr,y eV, VaekK

La quadrupla (V, +, -, %) si dice algebra sul campo K o K-algebra.

Nel seguito, chiameremo semplicemte algebre le R-algebre di funzioni contenute in RX con le
operazioni di somma, prodotto per scalare e prodotto di funzioni di RX.

Definizione 4.11 (Insieme separante). Un insieme di funzioni 7 C K*¥ si dice separante o
che separa i punti se Vo, 2’ € X, x # a', 3f € F tale che f(z) # f(a').

— Lemma 4.26

Dato X spazio metrico compatto, sia F C QKX, R) un’algebra separante con 1 € F e tale
cheVf,ge Fvale fAge fVgeF. Allora F = C(X,R).

Dimostrazione. Data ¢ € C(X,R), sia ¢ > 0. Poiché l'algebra F & separante, Vz,w € X con
z #w 3f € F tale che f(z) # f(w); allora 3f.,, € F tale che f.,, coincide con ¢ in z e w: basta
considerare la funzione

@) = f(2)
flw) = f(z)

A tal proposito possiamo considerare l'insieme A(z,w) = {x € X | f.w(z) > ¢(x)—c}; dato che ¢
e f.w sono continue, l'insieme A(z,w) & aperto, che chiaramente contiene z e w. Fissando dunque
z e facendo variare w in X\{z}, la famiglia {A(z,w)},ex\{-} € un ricoprimento di X, e pertanto
per compattezza di X

faw(@) = @(2) + (p(w) — ¢(2))

Jws,...,w, € X\{z} tali che U Alz,w) = X .
i=1

Definiamo la funzione
9:(x) = max [, (z)
i=1,...,n
che per ipotes appartiene a F: & chiaro che Vo € X vale g.(x) > ¢(z) — € dato che g, & massimo
di funzioni con questa proprieta. Inoltre g,(z) = p(z), e cid vale per ogni scelta di z in X: facendo
variare z su tutto X possiamo definire B(z) = {z € X | g.(z) < ¢(x) + ¢} e dalla continuita di
gz, la famiglia {B(z)}.cx € a sua volta un ricoprimento di X in aperti. Per concludere

k
dz1,...,2x € X tali che UB(zz) =X,
i=1
pertanto definendo
ha):= min g.,(x)

i=1,...,

con h € F, si ha la relazione Vz € X ¢(x) — e < h(z) < ¢(z) + €, ossia d(p, h) < e. O

1Si pud provare per induzione che approssimare il massimo tra due funzioni equivale ad approssimare il massimo
di un numero finito di funzioni; discorso analogo vale per il minimo.
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Osserviamo che lipotesi 1 € F ¢ equivalente a chiedere che I’algebra approssimi le funzioni
costanti.

Lemma 4.27

Dato X spazio metrico compatto, sia F C C(X,R) un’algebra separante con 1 € F e tale
che Vf € F vale |f| € F. Allora F = C(X,R).

Dimostrazione. Date f,g € F, si ha

_fHg+lf—dl

_ftg—If—yl
5 S U "L

fVvg 5

e fAg

Lemma 4.28

Dato X spazio metrico compatto, sia F C C' (X,R) un’algebra separante con 1 € F e tale
che Vf € F con f >0 vale /f € F. Allora F = C(X,R).

Dimostrazione. Basta osservare che Vf € F vale |f| = /2. O

Osservazione 4.29. Data un’algebra F C C(X,R), la sua chiusura F ¢ a sua volta un’algebra.

Teorema 4.30: Teorema di Stone-Weierstrafl

Dato X spazio metrico compatto, sia F C C(X,R) un’algebra separante con 1 € F. Allora
F =C(X,R).

Dimostrazione. Consideriamo la funzione ¢ : [0,1] — R dove ¢(t) = v/1 —t. Essa & di classe C*
in un intorno di 0, di conseguenza possiamo prendere in analisi la sua serie di Taylor: abbiamo

S =—50-07t  S=—0-F

(2n— 3)” _2n-—1
(p(n) = (1—t)" "= per n > 2,

dove I'ultima relazione puo essere provata per induzione.
A questo punto possiamo scrivere lo sviluppo di Taylor all’ordine k in 0 della funzione ¢:

o(t) = Py(t) + Ri(t) dove

k tk+l
Py(t) = apt™ e Rp(t) = akp4y1——————~
2 T
per qualche & € (0,1), e abbiamo posto
1 2n — 3!
ag =1, 041:—5 e an:—% per n > 2.

L’osservazione alla base della dimostrazione e che se P, — ¢ uniformemente su tutto l'intervallo
[0, 1], allora vale la tesi di Stone-Weierstra$: infatti data f € F, f > 0, supponiamo 0 < f < 1,
allora

k
VE Y an(l-f)" e F;
n=0
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inoltre Vo ponendo ¢t =1 — f(x) troviamo

Zanl— Zan" _> V1—t /

e la convergenza ¢ uniforme (dipende da k ma non da ), dunque /f ha distanza zero da F,
e pertanto /f € F. Piu in generale, data f € F con f > 0, sia M = max f (che esiste per
compattezza di X): dato che f/m € F e 0 < f/m <1, per quanto appena osservato

\/ L e7 — T ﬂ/ =\feF
e si conclude per il Lemma.

Mostriamo quindi che P, — ¢ uniformemente. Innanziutto, la convergenza & uniforme in [0, 5],
infatti su tale intervallo & semplice mostrare che Ry (t ) —> 0: per t € [0, f} vale

(2k — 1) thtt
Ik + 1)1 (1 — g) 55"

Ry(t) = —

con & € [0, 1], pertanto 1 — &, € [$,1] e

o) < (2= D! O ek-nn 1 @k—1n
‘ k( )| = 2k+1(k‘+1)! (l)k+% = 2k+1(/€+1)! 5 < m - |Oék+1|
2

ma || converge a 0

(k=31 (k=31 1 _

1
SR (k2 2k = 2k ke

o] = !
Akl = 2k k—

Inoltre P, — ¢ puntualmente per una certa g sull’intervallo [0,1), possiamo difatti calcolare il

raggio di convergenza con il criterio del rapporto:

ar (k=31 2P+ 1) 2(k+1)
apr1 2Rk 2k -1 2k —1 kotoo

1.

Dimostriamo che ¢’¢ convergenza puntuale anche per ¢ = 1, provando per induzione che |, | < ——.
) n3/2

1 1
Per n = 2 otteniamo 3 < —, che ¢ vera; adesso

V8
| |(2n — 1) I-<1- 2n —1 1

|an+l| = 2(’1’L+ 1) 2<n+ 1) : n3/2 e
3/2
m-1 1 1 1 2(n +1) 3
T e - (142) < —1
20n+1) n®2 = (n+1)°2 ( i n> - 2n-1 Ton1

che e vera perché stimando il termine di sinistra con il suo sviluppo di Taylor al secondo ordine
troviamo

3/2
1 3 37 14 )
(”n) M%A“m% con Gn € [0, 7, dunque

2n  8n? 8n2 — -1

A questo punto osserviamo che la convergenza puntuale per ¢ = 1 prova automaticamente che
P;, — g uniformemente su tutto l'intervallo [0, 1], difatti vale la stima

3/
<1+Tll> §1+3+i e 1+1+i 1+ 3 — 817 —2n—1<87 .

k +o0 +o00 +oo +o00 k
St a0 =| 3 ant'| = 3l 3 faul=| 3 e =[S an-ath
n=0 n=k+1 n=k+1 n=k+1 n=k+1 n=0
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Infine, abbiamo gia calcolato la derivata di ¢

e(t)

—1

N |
—

Q)= 51—t =

per cui ¢ risolve il problema di Cauchy

wit) = _% 1U(j>t
u(0) = ¢(0)

che ha soluzione unicaﬂ; inoltre consideriamo la serie di potenze derivata

+oo +oo
Z (ant")l = Z nap,t" !t
n=0 n=0

che per quanto sappiamo ha ancora raggio di convergenza 1, di conseguenza converge uniforme-
mente a ¢'(¢) su [0,1 — ¢] Ve > 0: mostriamo che su tale intervallo anche g risolve il problema.
Chiaramente g(0) = ¢(0), inoltre

g(t)

1 , 1
31— (1-1)g'(t) = *ig(t)
+oo 1+oo
n—1 n] _ n
<~ Z[nant — nayt ] = —iz:oant
n—

n=0
—+oo

+oo
Z [(n + Dapat™ — nant”] = —;Tgant”

n=0
—+oo —+oo

1
— Z [(n+ Daygr — nay " = Z — iant"

n=0 n=0

gt) =~

!

e trattandosi in particolare di serie formali, I'ultima uguaglianza vale se e solo se

1
(n+ Doyt — nay, = —50n Vn, ossia
(2n — )N 2n=3)1 1 (2n—-3)!
- 1 = - .
) s T 2 2npl

che & vera per verifica diretta. Allora g ristretta all’intervallo [0, 1 —¢] risolve il problema di Cauchy,
e per unicita su tale intervallo coincide con ; per arbitrarieta di e 'uguaglianza vale su [0,1) e per
continuita anche in 1. Segue che Py (t) — () = /1 —t ¥t € [0, 1] e la convergenza ¢ uniforme. [

4.4.1 Applicazioni di Stone-Weierstraf}

Consideriamo ora due esempi tipici di applicazione del Teorema di Stone-Weierstraf.

Il primo & quello dell’algebra dei polinomi F = R[z] € C(X,R), con X C R"™ compatto.
Questa e chiaramente un’algebra tale che 1 € F. Inoltre separa i punti: infatti, dati z,y € X con
x # y, esiste almeno un indice i tale che z; # y;, quindi basta considerare il polinomio p(z) = z;, che
verifica p(z) # p(y). Nel caso X = [0, 1], otteniamo il Teorema di approssimazione di Weierstra8,
da cui eravamo partiti all’inizio della sezione.

Il secondo ¢ quello dell’algebra dei polinomi trigonometrici 7 C C(X,R), con X = S!,
generata dall’insieme {sin(nx),cos(nz) : n € N}; pit precisamente, un elemento generico di F ¢&

del tipo
E k

T(z) =ap+ Z ap sin(nx) + Z by, cos(nx) .

n=1 n=1

Osserviamo subito che 1 = cos(0) € F. Inoltre F & un’algebra, in virtu delle formule di Werner:

2Questo fatto seguira facilmente dal Teorema di Cauchy-Lipschitz, che vedremo nel prossimo capitolo.
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sinacos 8 = % [sin(a + B) + sin(a — 3)] cosacos B = % [cos(a + B) + cos(a — B)]

sinasin 8 = % [cos(av — B) — cos(a + B)] .

Infine, F separa i punti: infatti, dati 2,y € S con x # y, vale almeno una tra sin(z) # sin(y)

e cos(x) # cos(y).

Teorema 4.31: Teorema di equidistribuzione di Weyl

Data f € C(R,R) una funzione 1-periodica, sia a € R\Q. Allora

1 n—1 ’ 1
PIMLCIEY |t

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto la tesi per le funzioni fi(z) = €™** k € N. Per k = 0,
fo € la funzione costantemente 1; supponiamo dunque k # 0:

1 n—-1 1= L 1= 2 X 1 |1 _ e27mk:no¢|
_ N — | 2 Jo | ™ Dé — .
D SPATAIEED S B ES DIy o s
j=0 7=0 7=0
dove all’ultimo passaggio si ¢ usato ka ¢ N; adesso per disuguaglianza triangolare
1 |1 _ 627r1kn()c| < 2 1 .0
n |]_ _ 627T2k70(| - n |1 _ eZﬂ'zka‘ n—+oo :

Per quanto detto
k
lim ka ja) {0 per k70

n—+oon 1 perk=0

D’altro canto

1 B ! 1@ _JO perk#0
| ftaria = [ R+ | Jfk(x)dfv—{l -

in quanto Rfy(z) = cos(2mkx) e Sfi(x) = sin(2wkz), che sono funzioni a media nulla per k& > 0.
Abbiamo allora provato che

lim Z fe(ja) / fe(x)dz  che vale se e solo se

n—+oco n

n—1

1 1
lim ZCOS 2rkja) = / cos(2rkx)dxr e lim Zsm 2rkja) = / sin(2rkz)dx
0

n—4+oco n n—4+oco n

Considerlamo S = Span({cos(2mnx),sin(2mnx) }nen) l’algebra dei polinomi trigonometrici. Ab-
biamo dimostrato che per le funzioni generatrici I’enunciato e vero, ma allora vale anche per le loro
combinazioni lineari. Sia a questo punto f € C(R,R) una funzione l-periodica, e sia ¢ > 0: dal
Teorema di Stone-Weierstral sappiamo che f € S, pertanto 3p € S tale che ||f — plloe < 5. Allora

per disuguaglianza triangolare
1 1
o> G - [ fa)de] <
— 0

1l 1= 1 1
< |3 S L) -2 5; G - [ pyts| + | [ [60) = plo]s

Stimiamo i tre addendi:
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L
1 n—1 1 n—1 1 n—1
= [1Ge) = pGa)]| < = > [f(a) = pja)| < ~ >l = ploo = [If = pllc <
j=0 j=0 j=0

I11.
1 1
— plw)|d — plloodz = || — pllo
g/o () p(x)\xS/OIIf Pllocdz = |f = plloo <

/0 [£(2) - pl(a)]de

Di conseguenza Ve > 0 Jn tale che

=
— « fl@)dx| < ¢
PR

che prova la tesi. O

Tu quando non sai fare una cosa, sai cosa fai? La dividi sempre
in tre.

Carlo Cracco

Osservazione 4.32. Il punto chiave del Teorema & che o non & commensurabile con il periodo.

Nel seguito, indichiamo con {z} la funzione parte frazionaria di x: {x} :=z — |x].

— Corollario 4.33

Sia aw € R\Q e sia z; = {ja} al variare di j € N. Allora dati a,b con 0 < a < b <1 vale che

by #U10<i<n—1, a<a; <b}

n—-+oo n

=b—a .

Dimostrazione. Definiamo sull’insieme R la funzione f(x) = x(q,5({2}), dove X[q,p ¢ la funzione
indicatrice dell’intervallo [a,b]. Valgono allora le identita

n—1

1
#U10Si<n-1 a<a <=3 fGa) ¢ b-a= [ vy

§=0
Dato € > 0, definiamo le seguenti funzioni ausiliarie:
0 se{z}€]0,a]Ulb,1] 0 se{z}e0,a—e]Ub+e,1]
o [
o) = 1 se{z}e€la+teb—¢ 1 se{z} €a,b
[

[0,

1 se {z} € [a,a+¢] s1 se {z} €a—e,d]
[
[b so se {x} €[b,b+¢]

ro se{z} €b—eb

dove 71 e 1y sono rispettivamente la ret-
ta passante per (a,0) e (a +¢,1) e la ret-
ta passante per (b — e,1) e (b,0), mentre
s1 € sg sono le rette passanti per le coppie
(a —¢,0),(a,1) e (b,1),(b+¢,0).
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Dalla definizione segue che ¢~ ¢T sono funzioni continue e 1-periodiche, dunque soddisfano le
ipotesi del Teorema di Weyl; valgono inoltre le seguenti immediate proprieta:

ap_(x)gf(x)ggo*'(ac),/Ow_(x)dx:b—a—e e /O<p+(x)dac:b—a+5.

Dalla prima disuguaglianza segue che

n—1 n—1 .
] “(jo) d lim inf — (2 da — dr e
jz::Of(Ja) ij::()@ (ja) dacui égir;onz:f]a / (2)dax /0 fla)de —¢;

n—1 1 1
1
analogamente hmsup E fa) / <p+(x)d:13:/ flx)dx+ ¢ .
, 0 0

n—-+oo

Per arbitrarieta di € concludiamo che il minimo ed il massimo limite coincidono, e che

nngrrlooan]oz /f Ydx =b—a .

Esercizio 3. Data la funzione

+oo
f:R =R definita come f(z)= Z kl sin((k!)?2)
k=0 "

si dimostri che la funzione f € ben definita e continua in R, 27-periodica, ma non & derivabile in
nessun punto.

Soluzione. Poniamo

ug(x) = %sm((k!)Q:c)

tutte le funzioni uy sono continue e ||ug||co < k,, pertanto la serie delle uj, converge uniformemente
a f; inoltre tutte le uy sono 2mw-periodiche. Di consguenza f & continua e 2m-periodica. Mostriamo
che f non é derivabile in nessun punto, e per farlo dimostriamo che Vz € R il rapporto incrementale
non € mai limitato in un intorno di x, ossia

‘f(x+h) — f(z)
h

lim sup =+00 .

h—0

Lemma 1 Per n > 1 vale
X1 2
SREES
k'~ n!
k=n
Dimostrazione.

+oo

+°O1<1 1
kz:%ﬁ_ﬁ ;(n—kh) n! n'zn-i-l n! n'z2h_7

O

2T 2T
Lemma 2 Datiz ¢ R, N e N, Jy € [x,x—i— N} dacui |z —y| < — N tale che |sin(Nz) —sin(Ny)| > 1.

Dimostrazione. La funzione z +— sin(Nz) ha periodo 27 ed ha dunque immagine [—1,1]

ristretta al periodo [z, z + 27]. O
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Dalla definizione di f vale I'identitd f(z) = h, (x) + un(x) + bt (z), dove

n—1 too
= Zuk(x) e hi(x):= Z ug(z)
k=0 k=n+1

Per il Lemma 2, scegliamo z, € [az,x+ T } tale che |sin((n!)?z) — sin((n!)2?z,)] > 1, di

2

[tun () — up(zn)] = %| sin((n!)zx) — sin((n!) )| > % )

conseguenza

A questo punto f(z) — f(z,) = h,, (z) — h, (25) + un(z) — up(x,) + b (x) — b (x,): facciamo un
po’ di contazzi. Poniamo

I=h,(z) = h,(zn), Il=u,(z)—un(z,) e III=h!(z)—h'(z,).

n

Stimiamo .
- - «— 1. :
(D) = |hy (@) = by ()| = | Y 7 [sin((k)?z) = sin((k!)*z,)] | <
k=0
=1, e B e (B2 — oy o
< Z E| sin((k!)*x) — sin((k!)?z,)| < Z — < 2772 e =
k=0 k=0 k=0
2 WoOZk] o[ Em-2] 21 1 A
= - i AL —
n! [ ;nl_ l +kz=;) n! ~ nl n+kzzon(n71) n-n!
dove il passaggio () segue dalla Q-lipschitzianita della funzione sin(Qx).
Similmente
+o00
I)| = |} (2) — bt (x,)| = 1 sin((kN2%z) — sin((kN)%z,)]| <
k!
k=n-+1
> | D> 4
< —| sin((k!)?x) — sin( <
Wo k! Wo k' (n+ 1) (n + 1)n!

e la disuguaglianza () segue dal Lemma 1. A questo punto

£ (@) = flaa)| = |(T) + (ID) + (AD)] > [AD)] = {|(D)| + [T [} >

1 4 4 1 1
> (1-2L- (14+0(1)) > —— definitivamente.
n' n——+o0o 2-n!

Di consegeunza

@)~ Sl o L @) n

lt —x,] T 2-n! 27 4«

che ¢ illimitato.



Capitolo 5

Equazioni differenziali

Definizione 5.1 (Equazione differenziale ordinaria). Un’equazione differenziale ordinaria
(ODE) ¢ un’equazione differenziale che coinvolge una funzione in una varabile e le sue derivate,
di ordine qualsiasi.

Un’equazione differenziale ordinaria di ordine n & un’equazione del tipo

F(t,u(t),...,u™(#) =0

dovew:I - R™e F:IxR™M*D 4R conICR.

Definizione 5.2 (Equazione differenziale alle derivate parziali). Un’equazione differen-
ziale alle derivate parziali (PDE) & un’equazione differenziale che coinvolge una funzione in
piu varabili e le sue derivate parziali, di ordine qualsiasi.

Definizione 5.3 (Problema di Cauchy). Un problema di Cauchy (PC) di primo ordine ¢
un problema ai valori iniziali del tipo:

{u’(t) = F(t,u(t) Vt

u(to) = wo

Definizione 5.4 (Equazione integrale di Volterra). Un’equazione integrale di Volterra
(EV) & un’equazione del tipo

u(t) = uo + t F(o,u(o))do .

Osservazione 5.1. Se F & continua, u € C! risolve PC <= u € C risolve EV.

Dimostrazione. (=) La tesi & immediata, infatti da PC segue:

t

ug + / F(o,u(o))do =uo + / ' (0)do = ug +u(t) — u(ty) = u(t) ;

to to

(«<=) Essendo u e F continue, anche F'(¢,u(t)) ¢ continua, quindi per il Teorema fondamentale
del calcolo integrale

u(t) —up = / F(o,u(c))do

to
¢ derivabile. Percio u/(t) = (u(t) — ug)’ = F(t,u(t)), e inoltre u € C1. O

67
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5.1 Teoremi di esistenza e unicita

Data una funzione F' : R x R™ — R™ continua e localmente lipschitziana nel secondo argo-
mento, siano tgp € R e ug € R™. Allora 354, € (to, +00] tale che esiste ed ¢ unica la soluzione
massimale al PC in [tg, Soo)-

Dimostrazione. Osserviamo che la soluzione del PC sarad una funzione u € C([to, S),R™): cer-
chiamo la massima costante S per cui u esiste ed ¢ unica. Per I'osservazione precedente, cerchiamo
una funzione u continua che risolve EV.

Poiché F' ¢ localmente lipschitziana nel secondo argomento, esistono un intorno compatto V di
(to,up) ed una costante L > 0 tale che F}y ¢ uniformemente L-Lipschitz nel secondo argomento,
ossia

‘F(t,UQ) — F(t,u1)| < L|UQ — ’LL1| V(t,ul), (t,’LLQ) ev.

Poiché invece I' & continua, la mappa v + |F'(v)| & continua e ammette pertanto un massimo
M > 0 sul compatto V. Siano allora é > 0 e € > 0 tali che [tg,tg + §] X Be(ug) €V, Mé < ¢
e Lo < 1. Definiamo lo spazio di funzioni X = {u € C([to,to + J],R™) | ||u — up|leoc < €} con la

distanza del sup: esso ¢ un sottospazio chiuso dello spazio completo C([to,to + ], R™), e dunque
& completo. Definiamo allora 'operatore di Volterra

T:X — X datoda T(u)(t)=wuo+ /t F(o,u(o))do .

to

La mappa T ¢ ben definita in quanto T'(u) & continua se u lo eE| e inoltre per ogni t € [tg,to + d] si
ha

t

|T(u)(t) — ug| = F(o,u(0))do

t
< / (o, u(o))|do < M6 < ¢

to to

e dunque ||T(u) — upllec < €. Osserviamo che u risolve EV se e solo se T(u) = u; mostriamo

allora che T ¢ una contrazione, cosicché il Teorema di Banach garantisca l’esistenza e unicita di

una soluzione a EV in X in quanto punto fisso di 7. Date uj,us € X e preso t € [tg,tg + d] si ha

< ’F(O’,’U,Q(O'))—F(O’,ul(d))|d0 <

to

T (u2)(t) = T(wa)(8)| = / [F(0,u2(0)) = F(0,u1(0))]do

to

t
< L/ () — ur(0)|do < Lo|Jus — ua|
to

pertanto |7 (uz2) — T(u1)|loo < Lé|jug — u1]|co, € poiché L§ < 1 Poperatore T' & una contrazione.

Dall’unicita della soluzione in X possiamo dedurre l'unicita in tutto C([tg, to + ], R™). Infatti
siano per assurdo wuy,us : [to, to + 0] — R™ due soluzioni continue distinte del PC a valori iniziali
(to,uo), e sia t = inf{t tale che uy(t) # uz2(t)}; chiaramente @ := u1(f) = ug(t). Consideriamo
allora il PC’ dato dalla stessa equazione precedente ma con valori iniziali (,u); siano ¥V’ compatto
e L' > 0 costante dati dalla locale lipschitzianita di F' nella seconda variabile per il punto (£, ) e
sia M’ > 0 il massimo del modulo di F su V’; siano poi ¢’ e ¢’ tali che [£,# + ¢'] x Bo(a) C V/,
M'§ < €& e L'é’ < 1; a meno di ridurre ¢’ possiamo richiedere che t + § < tg + 6§, e che per
[t —t] < ¢ valgano |ui(t) — @l < e’ e |ua(t) — @l < &'. Per quanto detto allora u; e ug sono due
soluzioni diverse al PC’ nello spazio

X' ={ueC(t,t+,R™) | |lu—1ilw <}

in cui per quanto provato la soluzione & unica. ¢
Occupiamoci adesso della massimalita. Consideriamo

Soo = sup{S tale che esiste una soluzione unica su [tg, S]} .

LQuesto fatto segue facilmente dal Teorema della media integrale.
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Su [to, Soo) abbiamo unicita della soluzione: infatti per ogni s € [tg, So ), esiste un’unica soluzione
u definita su [to, s]; inoltre, per ogni ¢t con s < t < S, la soluzione v definita su [to,t] & in
particolare una soluzione definita su [to, s], ciog vhto’s] =u.

Rimane solo da mostrare che I'intervallo [tg, So) di definizione della soluzione & massimale: per
farlo, mostriamo che non puo esistere finito il limite di w(t) per t — S5 a meno che Sy, = +00.
Infatti, se Soo # 400 e per assurdo ¢ € R tale limite finito, potremmo estendere per continuita
u(t) in Soo. A questo punto potremmo riapplicare il Teorema di Cauchy-Lipschitz al problema di
Cauchy con dato iniziale u(Sy) = ¢, ottenendo una soluzione unica v(t) definita su [Se, 5%, ), con
S/ > S. Ora, poiché F & continua, la funzione

{u(t) su [to, Seo)

=900 su S, SL)

¢ O ed & ancora soluzione del problema di Cauchy iniziale e unica su [to, S’ ), quindi Ss, non & il
sup dellinsieme {S tale che esiste una soluzione unica su [to, S]}. ¢
Dunque lintervallo [tg, Soo) di definizione della soluzione & massimale. O

Corollario 5.3

Se la funzione F' & uniformemente lipschitziana nel secondo arogmento allora la soluzione
massimale ¢ globale.

Dimostrazione. Poiché L & uniformemente lipschitziana nel secondo argomento, esiste una costante
L > 0 tale che

|F(t,’LL2) — F(t,ul)\ < L|7.L2 — U1| V(t,ul), (t,UQ) eRxR™ .
Sia 0 > 0 tale che Ld < 1, e definiamo

T : C([to, to + 0], R™) = C([to, to + 0],R™) dato da T'(u)(t) zuo—l—/tF(U,u(a))da ;

to

allora T & ben definita (ossia T'(u) & continua per u € C([to, to + §],R™)) e vale

/ t [F(0,us(0)) — F(0,u1(0))]do

to

t
§L/ lug (o) —ui(o)|do < Lo|lug — u1lleo
to

T (u2)(t) = T(u1)(t)| =

/ ’F o, us(o F(U,ul(a))‘do <

cioé T & una contrazione, e dunque ha un unico punto fisso su C([tg, to + ], R™). Come prima
concludiamo che esiste ed € unica la soluzione su [tg, tg + d]; d’altra parte, poiché § non dipende
da tg, per lo stesso motivo, esiste ed & unica la soluzione su [ty + J, tp + 20] e cosl via. Incollando
le soluzioni, abbiamo esistenza e unicita globale. O

Data una funzione F' : R x R™ — R™ continua, un punto {5 € R ed un vettore ug € R™,
esiste una soluzione locale al PC.

Dimostrazione. Poniamo k := max{|F(¢t,z)| | t € [to — 1,0 + 1], |z —uo| < 1}, che certamente
esiste per compattezza dell’insieme considerato. Scegliamo invece I = [tg — k%rl,to + k%rl], ci
prefiggiamo di costruire una soluzione definita sull’insime /. Dato n € N, poniamo ¢,, = m e
costruiamo u,, € C(I,R) come

un(to) = uo ,
up(t) = Fl(to,uo) t€ (to,to+ln)
te (to + L, to + 2£n)

= F(to+ln,un(to+4y))

= Flto+ (0= Dl tnlto + (n— 1)6)) € (fo+ (n— Vw0 + 1)
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Del tutto analogamente si definisce u,, su [to— k%_l, to]. Per costruzione per ogni n vale |uy, () —uo| <
1Vt € I, infatti altrimenti esisterebbe ¢ con |t — to| minimo tale che |u, () — ug| > 1, ma allora

t
/ ul, (7)dr
to

Di conseguenza le u, sono funzioni equilimitate, ed in effetti sono anche equicontinue in quanto
k-equilipschitziane: poiché l'insieme I & compatto, per il teorema di Ascoli-Arzela a meno di
sottosuccessioni u,, — u uniformemente. Adesso la funzione u & continua in quanto limite uniforme
di funzioni continue, e dato che in particolare u,, — u puntualmente vale che u(tg) = up. Mostriamo
dunque che '(t) = F(t,u(t)), o equivalentemente che

t t
1
< |u/n('r)|d7§/kd7'§k~7<1. ¢

|un () — uol =
to to k+1

w(t) = uo + / Flru(r)dr . (EV)

to

Definiamo g¢(t) = F(t,u(t)) e definiamo g,, : I — R™ come

g"(t) = F(to,uO) te [t()ato +£n]
= F(to + én,un(to + en)) te (to + Ly, to + 2En}

= Flto+ (n— Dl tnlto + (n— 1)6)) € (to+ (1 — 1), o + ]

e allo stesso modo per t € [ty — k%rl, to].

Mostriamo che g,, — ¢ uniformemente.

Innanzitutto se J = {x € R™ | |z —wug| < 1}, il cilindro I x J & compatto, dunque se F' & continua,
Fi;« s ¢ uniformemente continua. Fissiamo ¢ > 0 e sia 6 > 0 tale che per [(t1,21) — (t2,22)|] < 0
con (t;,z;) € I x J si abbia [F(ty,z1) — F(t2,22)| < 5.

Sia 71 tale che Vn > ny valga £, < ﬁ e sia fig tale che Yn > fig valga ||u, — ulleo < g;
poi = max{n,na}. Scelto n > 7, e preso ¢t € I, esiste un certo m tale che t € [tg + mb,, to +
(m + 1)£,]. Adesso |gn(t) — g(t)| = |F(to + mby,un(to + mby)) — F(t,u(t))|, pertanto se fosse
|(to + mby, un(to +mly) — (t,u(t))| < 6, avremmo [g,(t) — g(t)| < §, e poiché n non dipende da ¢
vale ||gn — g|lo < €. Per costruzione

sia

[(to +mly, un(to +mly)) — (£, u(t))] < [(to +mby — )] + [un(to + mln) — u(t)|
< |(to +mly — )] + [un(to + mln) — un(t)] + |un(t) — u(t)] <
o+ Kby + [t — ulloo < AAF 5557 +5 =10 .

A questo punto si conclude osservando che per ogni t € I vale

u(t) = un(t) + (u(t) — un(t)) = uo +/ Uy (T)dr + (u(t) — un(t)) =

to

t

o+ / gn(7)d7 + (u(t) — un(t)) = o + / g(r)dr + / (gn(7) — g(P))dr + (ult) — un ()

to to to
[§]
¢ 1
n - d t) — nt Si n [e’e) n co T Oa
| (o) = o+ u<>>\ gl = glloo + lun = ullos >
ossia

t

u(t) = up + /tg(T)dT = ug +/ F(r,u(r))dr .

to to
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5.2 Studio qualitativo delle soluzioni

Capita spesso di non riuscire a trovare un’espressione analitica esplicita per una soluzione di un
problema ai valori iniziali; I'analisi qualitativa si prefigge allora di ottenere informazioni sulle
soluzioni quando esse restano implicite.

Lemma 5.5: Lemma di Gronwall

Sia I C R un intervallo della forma [a, b) o [a,b], con b € RU{40c}. Siano u e a due funzioni
continue su I. Se u ¢ derivabile su int(I) e vale v/(t) < a(t)u(t) Vt € int(I), allora

w(t) < u(a) exp ( / t a(a)da) el

Dimostrazione. Consideriamo la funzione integrale

Sia v la soluzione del PC:

cioe v(t) = exp(A(t)) = exp(A(t)) e vale v(t) > 0 ¥Vt > 0.

Ora vale:
w\’  vv—u _ auv—uav
(1) e om ey,
v v2 02
t
Quindi la funzione ¢ ¢ decrescente, per cui @ < u(a) = u(a) e di conseguenza
g
v v(t) ~ v(a)

u(t) < u(a)v(t) = u(a) exp ( / t a(a)do)

Consideriamo il problema di Cauchy
u'(t) = F(t,u(t)) Vt
u(to) = Up

Se F & continua e localmente lipschitziana nel secondo argomento e u(t) = (g, ug)(t) & la
soluzione del problema di Cauchy, allora W & localmente lipschitziana in ug e vale

W (to, uo) (1) — W (to, ur)(£)] < |ug — uale "]
dove L ¢ la costante di locale lipschitzianita.
Dimostrazione. Sia L la costante di locale lipshitzianita di F' in ug all’istante tg, e sia u1 un punto

dell’intorno di ug su cui F' & L-Lipschitz. Poniamo ug(t) = U(tg,uo)(t) e ui(x) = V(to,u1)(t), e
definiamo la funzione di allontanamento w(t) = |ug(t) — u1(t)[; allora vale la stima

14\ — uo(t)*ul(t) o — o — _
W(0) = ey (e (0) — i (0) < (1) v 1)) =

= [F(t,uo(t)) = F(t,ur(t)] < Lluo(t) = wr(t)] = Luw(t) -
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Osserviamo dunque che se v € la soluzione di

{v’(t) = Lu(t)

’U(t()) = ’LU(t())
allora v(t) > w(t) per ogni t > to, e di conseguenza
w(t) < v(t) = |uo(to) — up(to)]|eX ) = Jug — uy [eF 1)

Analogamente si trova la stima per t < tg. O

Lemma 5.7: Criterio dell’asintoto

Sia f : [xg, +00) — R derivabile tale che

i. esiste finito il limite lim f(x) ;
T—r+00
ii. esiste il limite lim f'(x),
T——+00

Allora lim f'(x)=0.

xr——+00

Dimostrazione. La tesi segue immediatamente dal teorema di De L’Hopital, infatti:

lim @— lim @

z—+oo 1 z—+oo X

=0 .

Alternativamente si poteva applicare il Teorema di Lagrange a f in ogni intervallo del tipo [n, n+1]:
per Lagrange esiste infatti &, € (n,n + 1) tale che

fin+1) = f(n) = f'(&)(n+1-n)=f(&) .

Passando al limite e sfruttando le ipotesi, si ottiene

lim f'(&)= lim f'(z)=0.

n—-+4oo T—r+00
O

Osservazione 5.8. Una funzione F :  x R® — R™ di classe C! & localmente lipschitziana in .
Infatti, fissato (xg,90) € @ X R™ e I x J C Dom(F') intorno compatto di (zo,yo), vale

oF
|F'(z0,y1) — F(20,y2)| < ‘ay(%’f)‘ ly1 —y2| < Llyy —y2| Vz €I, Yyi,y2 € J

con L = sup %—5 .
IxJ

Esercizio 4. Consideriamo il problema di Cauchy

u’(t) —_ etu(t) _ u(t)2
u(0) = ug

Soluzione. Innanzitutto osserviamo che il problema & del tipo u/(t) = F(¢,u(t)) con una F di
classe C', quindi, per il teorema di Cauchy-Lipschitz, esiste una soluzione massimale unica per
qualunque dato iniziale.

Supponiamo adesso che u sia una soluzione, e che per un qualche ¢ > 0 si abbia u(f) > 0. Ma
allora, u(t) > 0 per qualunque ¢ > ¢: infatti una soluzione che passa da 0 ha derivata strettamente
positiva in tale punto, e quindi la soluzione era strettamente negativa subito prima di passare da
0; di conseguenza, una soluzione che sia strettamente positiva in qualche punto rimarra positiva
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finché esiste. In realta lo stesso vale anche per una soluzione per la quale per un qualche ¢ > 0 si
abbia u(t) > 0: infatti, se in ¢ si ha che u(f) = 0, allora subito dopo ¢ la funzione & strettamente
positiva, e quindi ci si riconduce a quanto appena osservato.

Notiamo ora che se t > 2 e u(t) > 0 allora si ha

o (t) = ™ — ()2 > 20 —u(t)? > 1+ 2u(t) + 2u(t)? — u(t)? > 1.

Si ha allora che una soluzione che in un qualche ¢ sia positiva rimarrd sempre positiva, ed avra
derivata maggiore di 1 per tutti gli istanti successivi a t e maggiori di 2. Tale soluzione deve quindi
esplodere all’infinito. Abbiamo cioé che u(t) — +oo per t — M per ogni up > 0, ma anche per
valori di ug leggermente negativi.

Consideriamo invece una soluzione u tale che u(#) < —1 per un qualche ¢ > 0. Ma allora

u'(f) = e MOl —u(f)? < e —u(f)? < 1-u(f)? <0,

e la disuguaglianza ¢& stretta se u(t) < —1, cosi come se ¢ > 0. Questo assicura che una soluzione che
in un qualunque momento passa sotto a —1, da quel momento in poi scendera sempre. Essendo una
funzione continua e decrescente, se t — M pud tendere a —oo oppure ad un valore L € (—oo, —1).
Ma questa seconda possibilita pud essere esclusa: se infatti u(t) — L, allora per forza deve essere
M = 400, visto che altrimenti la soluzione non sarebbe massimale. E se u(t) — L per t — +o0,
con L < —1, allora di sicuro «/(t) — —L?. Una funzione decrescente che tenda ad un limite finito,
tuttavia, non puo avere derivata che tende ad un numero diverso da 0, e quindi si ha ’assurdo
cercato. Ricapitolando, u(t) — —oo per t — M per ogni ug < —1, ma anche per valori leggermente
superiori a —1.

Sia adesso 4y un valore tale che la soluzione corrispondente, che chiamiamo u, tenda a +oo:
allora esiste un qualche ¢ > 0 tale che 4(f) > 1. Per dipendenza continua dal dato iniziale, esiste un
intorno di @ per il quale la soluzione u verifica |u(f)—(f)| < 1. Per quanto detto sopra, per ciascun
ug in tale intorno la soluzione deve esplodere all’infinito. In altre parole, I'insieme degli ug per i
quali la soluzione esploda all’infinito € un aperto. Per unicita della soluzione, inoltre, una soluzione
che parta piu in alto deve rimanere piu in alto, e dunque la soluzione esplode all’infinito per tutti
gli ug contenuti in una semiretta aperta, diciamo (3, +00). Lo stesso identico ragionamento si puo
fare per soluzioni che tendano a —oo, e quindi 'insieme degli ug per i quali la soluzione esploda a
—oo & un aperto del tipo (—oo, ). Ovviamente o < 3.

Per ogni a < ug < B, la soluzione non puo tendere a —oco e nemmeno a +0o, e dunque per
quanto visto sopra e costretta e restare confinata tra —1 e 0. Si tratta quindi di una soluzione
limitata; d’altra parte la F' ¢ Lipschitziana su tutti gli insiemi del tipo [0, 7] x [—1,0], e quindi una
soluzione confinata tra —1 e 0 deve esistere almeno fino all’istante t = T'; dal momento che T &
generico, questo vuol dire che le soluzioni limitate sono tutte globali.

Come appena notato, tutte le soluzioni limitate, dunque quelle corrispondenti a uy € [«, ],

2
sono soluzioni globali. D’altra parte per qualunque soluzione non limitata si ha |u’(¢)| > % per t
u(t)?

abbastanza grande, e visto che le funzioni non nulle per le quali v/(t) = =5~ esplodono in tempo
finito si ottiene per confronto che tutte le soluzioni non limitate esplodono in tempo finito, ossia
non sono globali.

Concludiamo mostrando che o = 3, ossia che c¢’¢ un’unica soluzione limitata. Per farlo, conside-
riamo una soluzione u, e supponiamo che per un qualche ¢ > 0 si abbia u(f) < 0 e v'(f) < 0. Allora,
per tempi poco superiori a £, si ha che la u & diminuita, e quindi sono diminuiti sia il termine e**(*)
che il termine —u(t)?; ossia, per tempi poco superiori a £ la u/(t) & pitt piccola di u'(f), e quindi
negativa. In altre parole, una soluzione che sia negativa e decrescente in un qualunque punto resta
decrescente per sempre, e quindi deve tendere a —oo per quanto abbiamo visto. Questo vuol dire
che tutte le soluzioni globali e limitate, quindi corrispondenti ad ug € [a, 8], sono comprese tra —1
e 0 e sono crescenti. Questo assicura che abbiano un limite all’infinito, e come gia visto tale limite
deve essere 0. Supponiamo ora che ci siano due diverse soluzioni di questo tipo, chiamiamole u e
v, con v > u. Si ha allora che

(v —u)(t) =" (t) — u/(t) = O — O 1 (u(t)? —v(t)?) > u(t)? —v(t)? >0

Due diverse soluzioni globali, quindi, hanno differenza che aumenta sempre. Visto che le soluzioni
globali devono tendere a 0, € impossibile che ce ne siano due diverse, perché la loro differenza
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dovrebbe aumentare e al tempo stesso tendere a 0; si ha cioe un’unica soluzione globale e limitata,
ossia a = (.

Ci sono annate in cui gli studenti pensano che fare i conti...
sporchi le mani. Se non ti sporchi le mani la verdura non
cresce.

Memorie agresti di Aldo Pratelli

Esercizio 5. Consideriamo il problema di Cauchy

' (t) = arctan(u) — +
u(#) =1

Soluzione. Innanzitutto la funzione F' che definisce ’equazione & di classe C™°, e in particolare
& localmente lipschitziana, quindi il problema ammette un’unica soluzione massimale. Osserviamo
che la soluzione massimale ¢ definita su (0, 4+00): infatti, per ¢ € [¢,4+00), con ¢ > 0, la funzione
f(u,t) rimane limitata, quindi la soluziome « non puo scoppiare in tempo finito; poiché ¢ & generico,
otteniamo l'esistenza su (0, +00).

Dopodiché studiamo gli zeri di F', ossia i punti in cui « u
passa con derivata orizzontale, e otteniamo:
1 W
F(t,u(t))=0 <= t=——— .
arctan(u)

Da questo otteniamo anche informazioni su quando u

o

crescente, cio¢ quando t > m, e su quando u & ‘t
decrescente, cioe¢ quando t < m Inoltre F(%, 1)=0. %

A questo punto cerchiamo di studiare il comportamento di u agli estremi del dominio. Per
t > 2, poiché u & crescente, abbiamo che u/(t) > 1 — % = %, da cui otteniamo

w(t) = u(2) +u' (&)t —2) > u(2) + %(t —2) dacui 75_l)iinOo u(t) = 400 .

Per studiare il limite in 0, cerchiamo di costruire una sottosoluzione per t < %, ossia una
funzione y tale che

y'(t) > F(t,u(t)) vt .

In questo modo, se y(£) < u(2), avremo y(t) < u(t) V¢ < 2; se troviamo y che tende a +oo per
t — 0T, potremo dedurre che il comportamento di u ¢ lo stesso. Dopo alcuni tentativi, consideriamo
la funzione

™
yo(t) = ~logt+ St +c

che soddisfa I'uguaglianza e che chiaramente tende a +oo per ¢ — 0F; quindi, scelto ¢ tale che
Yo(2) < u(2), otteniamo infine che
lim u(t) =400 .

t—0t

Esercizio 6. Consideriamo ’equazione differenziale
uw'(t) =1 —log(t+u)

Studiamo 'intervallo di esistenza delle sue soluzioni e mostriamo che sono tutte asintotiche a una
stessa soluzione.

Soluzione. Osserviamo innanzitutto che ’equazione ¢ definita sul semipiano v +¢ > 0 e la
funzione F & in particolare C', quindi per ogni dato iniziale esiste unica una soluzione massimale.
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Per u+t — 0 vale F(u(t),t) — 400 e N
per u+t = e vale F(u(t),t) = 0; inoltre 2o
osserviamo che u(t) = e? —t & soluzione —
dell’equazione. Quindi tutte le soluzio-

N |
//
AN //_
ni con dato iniziale 0 < ug < e comin- . /] .
ciano con derivata verticale sulla retta />\\\\ /////// 7
AN

S/

N\
XY

_ . Ut =¢*
u+t=20ce p01-attrave.rsano la retta e T
u +t = e con derivata orizzontale

Operando il cambio di variabile z = w + ¢, otteniamo che z’ = u' + 1, quindi I’equazione
differenziale diventa 2’ = 2 —log(z). Come prima, z = €2 & soluzione dell’equazione, e per unicita
le altre soluzioni non possono intersecarla. Quindi per le soluzioni con dato iniziale zy < €2 vale
sempre z(t) < €2, da cui 2/(t) > 0: percido queste soluzioni sono crescenti. Detta u una di queste
soluzioni, allora u ammette limite [ € (0,¢e?]: per il criterio dell’asintoto, abbiamo tl}igloo Z'(t) =
2 —log(l) = 0, cioé | = €.

Analogamente per le soluzioni con dato iniziale zg > e? vale sempre z(t) > €2, cioé 2/(t) < 0,
quindi queste soluzioni sono decrescenti. Con lo stesso ragionamento di prima, si conclude che
queste soluzione hanno limite all’infinito e2.

Ricordando il cambio di variabile, abbiamo ottenuto che tutte le soluzioni sono asintotiche alla
soluzione u(t) = e? — t.

5.3 Ordine superiore

Consideriamo un problema di Cauchy di ordine n, cioe della forma

uM(t) = F(t,u(t), ..., u™D(t)) vt
u(to) = Ug
(o) = up

u=D(ty) = u(()nfl)

conu:[0,T) =+ RY F:RxR?x... xR = RY,
In generale, per risolverlo, lo si puo ricondurre ad un problema di Cauchy del primo ordine.
Infatti, ponendo v(t) = (u(t),w (t),...,u™ D(t)), otteniamo

u'(t) Vo

u” (¢ v
o[ O] ] e

u™(t) F(t,v(t))

Abbiamo cioe formulato il problema di Cauchy equivalente

Ug
(0) = uf
u(n.fl)
0
v'(t) = G(t,v(t))

dove, detto a = (ag, a1, ...,an-1),

F(t7 a)
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Osserviamo infine che G & Lipschitz nella seconda variabile se e solo se F' & Lipschitz nelle
variabili dalla seconda alla n-esima.

5.4 Sistemi di equazioni differenziali

Definizione 5.5 (Sistema lineare di equazioni differenziali). Siano I C R, u : I — R%,
A: T — M(d,R)eb: I — R Un sistema lineare di equazioni differenziali & un’equazione

differenziale della forma

u'(t) = A(t)u(t) + b(t)

Se A(t) = A, il sistema si dice a coefficienti costanti.

Se b(t) = 0, il sistema si dice omogeneo.
5.4.1 Esponenziale di matrici
Consideriamo il sistema omogeneo a coefficienti costanti

v = Au

con A € M(d,R) e cerchiamone le soluzioni u : I — R%.

Definizione 5.6 (Esponenziale di matrice). Data A € M (d,R), I'esponenziale di A &
+oo Ak

k!
k=0

et =

Osservazione 5.9. Questa ¢ una buona definizione: infatti la serie € convergente in quanto
assolutamente convergente (considerando una qualsiasi norma di matrice su M (d,R)).

Proposizione 5.10

Valgono le seguenti:

i. se AB = BA, allora e418 = 4B = eBe4;

ii. se M & invertibile, allora e™ TTAM _ pr-leApT

Dimostrazione. 1. Osserviamo innanzitutto che, poiché A e B commutano, vale la regola del
binomio di Newton, ossia
k
k . .
A+ DB)F = S)AT B
(A+B) ; .

Quindi abbiamo:

+o00 +oo k
€A+B:Z(A+B sz'<)Asz i

k=0 k=0 1=0
+00 4 +oc i i +oo k k—
e () XS Yy DI
e e = -
- 7! - ’L' ]' Z'Z—
=0 j=0 k=0i+j=k k=0 i=0

1. Se M & invertibile, allora

MtAM _ *f (M~'AM)* *ZC"’ M~1ARM
k! k!

k=0 ’ k=0

=M 1eAM .
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Proposizione 5.11

La funzione t — et & differenziabile V¢ € R e vale

d
aeAt = AeM .

Dimostrazione. Abbiamo:

d At e eA(tJrh)ieAt Aty eAhffi
@t T T T T
a1 (RS (AR A SRARRPL N~ A2
= imy ];O moo )= ;?L%k; ¢ A+h;(i+2)! -
+oo
Az-i—lhz
_ At At
Ae 11L%<I+h;(i 2)|>

dove 'ultima uguaglianza vale in quanto la serie converge uniformemente, poiché puo essere stimata
con una geometrica. O

Corollario 5.12

u/(t) = Au(t)

At.
u(to) = Ug

L’unica soluzione di { e u(t) = uge

Per il calcolo effettivo dell’esponenziale di matrice, consideriamo solo matrici con autovalori
reali e distinguiamo due situazioni.

Se la matrice A & diagonalizzabile, con spettro o(A4) = {A1, ..., A\, }, allora esiste una matrice di
cambio di base M tale che

A1 ... O
M71'AM=|: - :|=D
0 ... A
Quindi abbiamo
eM L. 0
eA=MePM =M : M1
0 ... e

Altrimenti, consideriamo un singolo blocco di Jordan J(A) = A + N, dove N ¢ la matrice
nilpotente con 1 sulla sopradiagonale. Allora e’/ = e*eV| quindi basta calcolare esponenziale
per le nilpotenti (che quindi ¢ una somma finita di termini):

1 1
1 2 3! t (n—1)!
0 1
eV = 1
3!
: 1 i
o ... ... 0 1

Consideriamo infine, a titolo di esempio, il caso di una matrice reale 2 x 2 con autovalori non
reali.

Esempio 5.13. Sia A il blocco di Jordan reale
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che ha polinomio caratteristico p(\) = det(A—AI) = A2+ 1, e quindi ha autovalori 4-2. Osserviamo

inoltre che valgono le relazioni A° = I, A' = A, A%2 = —I, A% = —A, A* = I, percid possiamo
scrivere:

i RREAFRRCDE | IR feos(t) —sin()
LT T e AL T O ARO = (G costr)

5.4.2 Sistemi autonomi

Definizione 5.7 (Sistema autonomo). Dato un aperto connesso 2 C R? e una funzione
F € CY(Q,R%), un sistema autonomo (S) & un’equazione differenziale del tipo u'(t) = F(u(t)),
ossia un’equazione differenziale in cui v’ non dipende direttamente dal parametro .

Osservazione 5.14. Se u(t) ¢ soluzione del sistema, allora v.(t) = u(t — ¢) & ancora soluzione,
infatti J J
u
Doelt) = 51— ) = Flult — ) = Flue(r)) -
Di conseguenza se u e v sono due soluzioni ed esistono t1,ts tali che u(t1) = v(t2), allora vale
v(t) = u(t 4+ t; — t2), infatti questa & effettivamenre soluzione e coincide con v in ts.

Definizione 5.8 (Traiettoria). Una traiettoria di un sistema autonomo S ¢ I'immagine di
una soluzione massimale, ovvero se u : (o, 3) — Q C RY & soluzione massimale di S, allora
linsieme {u(t) | t € (o, 5)} C 2 definisce una traiettoria di S.

Osservazione 5.15. Le diverse traiettorie non si intersecano, e anzi {2 e rivestito da traiettorie
(naturalmente orientate). Inoltre se uw ¢ una soluzione del sistema ed esistono due punti t1,to
distinti tali che u(t1) = u(t2), allora u € necessariamente periodica e definita su tutto R.

Dato Q C R, F € CY(Q,R?), denotiamo SF il sistema di equazione u'(t) = F(u(t)); data
una funzione scalare A € C1(Q,R) sia G € C1(Q,R?) la funzione definita da G(z) = \(z)F(z)
Vz € Q, e denotiamo SG il sistema di equazione v'(t) = G(u(t)). Allora SF e SG hanno le stesse
traiettorie: se v & soluzione di SG, allora u(t) := v(¢)(t)) risolve SF con la condizione u(0) = v(to)
dove

t
o(t) :/ Mv(o))do e 1 = ¢ " inversa insiemistica.

Infatti
w(t) = V@)Y ([) = G@)Y'(t) = Ao(()y' () F(v(d(t))) =
= QW)Y (O)F(v(@(t) = (o) (t)F(v((t)) = (idr) () F(v(1(t))) =
= F(o(y(t)) = F(u(t))
e inoltre ug = v(¥(0)) = v(¥(¢(to))) = v((¥ 0 ¥)(t0)) = v(to)

Definizione 5.9 (Costante del moto). Una funzione H : Q — R si dice costante del moto
(o integrale del moto) per il sistema autonomo S se esiste una costante ¢ € R tale che per ogni
u soluzione di S vale H(u(t)) = ¢ Vt.

Osserivamo che H ¢ una costante del moto se e solo se

%H(u(t)) =0 ossia VH(u(t)) u'(t)=VH(u(t)) - Flu(t) =0 .

Studiamo un esempio significativo di sistema autonomo, ossia
I’equazione del pendolo di Newton
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@"(t) = —sinp(t) .

Innanzitutto ponendo q := ¢ e p := ¢’ possiamo riformulare il problema nel sistema equivalente

[e®) =0
(8)= {p’@) — —sing(t)

1
che ammette come integrale del moto la funzione H(p, q) = §p2 + (1 —cosq): infatti se la funzione
(p(t), q(t)) soddisfa S, allora

SH,9(0) = 5 00,a(0) 50 + 5 0(0).9(0) - /(1) =

= p(t) - (=sing(t)) +sing(t) - p(t) = 0 .
In effetti il sistema S con la funzione H risulta un caso particolare di un’interessante famiglia
di sistemi:

Definizione 5.10 (Sistema hamiltoniano). Dato 2 C R™ x R™ un aperto connesso, siano
F,G € C*(Q,R") due funzioni: il sistema dinamico

si dice hamiltoniano se esiste una funzione H : €} — R" tale che

_OH OH

q(t) = Bp P a®) e p'(t) =g P a0) ;

in tal caso H definisce un integrale del moto.

Per quanto detto il sistema S del pendolo di Newton & un sistema hamiltoniano con la costante
del moto

1
H(p,q) = 5192 + (1 —cosq) .

Vediamo come si comportano le soluzioni al variare di Hy := H(p(t), ¢(t)). La funzione H & non
negativa per ogni (p,q) ed ha minimo in uguale a 0, di conseguenza se Hy < 0 si ha {H(p,q) =
Hy} = 0; se Hy = 0 allora {H(p,q) = Ho} = {(2km,0)} ed in corrispondenza di questi valori
troviamo le soluzioni costanti ¢(t) = 2km; se invece Hy > 0 troviamo

p=++/2(Hy+cosq—1) dacui Hy+cosq—1>0 .

®
Di conseguenza se Hy > 2 non ci sono limitazioni su
q, e in particolare per Hy = 2 troviamo le soluzioni Hy=2
cosFagti gp(t) = m+2km; se invece 0 < Hy < 2 troviamo 7 W‘\
la limitazione cosq > 1 — Hy, ovvero q € [— arccos(1 —
Hy), arccos(1 — Hp)].

- T

Nel seguito siano 2 C R? aperto, F' € C1(Q,R%), S il sistema autonomo u’' = F(u) e fissato il
dato iniziale u(0) = & € Q sia ¢¢(t) = u(t) la relativa soluzione.

Definizione 5.11 (Punto di equilibrio). Un punto & €  si dice punto di equilibrio (o
punto critico) del sistema S se vale F(§) = 0. Se & ¢ punto di equilibrio, ¢¢, ¢ la funzione
costantemente .
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Definizione 5.12 (Stabilita). Un punto di equilibrio & € € si dice punto di equilibrio stabile
per il sistema S se VR > 0 3r > 0 tale che | —&o| <7 = |pe(t) — &l < R ¥t > 0.

Osservazione 5.16. Se & ¢ un punto di equilibrio stabile, scelti R > 0 e £ tale che |£ — & | < T,
dove r ¢ la tolleranza di stabilita data dalla definizione, allora la funzione @¢(t) & definita V¢ > 0.

Definizione 5.13 (Asintotica stabilitd). Un punto di equilibrio stabile & € Q si dice
asintoticamente stabile se

JIr > 0 tale che V¢ € B(&,r) vale . 1121 lpe(t) —&ol =0 .
—+o0

Introduciamo un attrito nell’equazione del pendolo di Newton, ossia considerando 1’equazione
©"(t) = —sinp(t) — e/ (t), e > 0, a cui associamo il sistema

@J:{ﬂﬂ p(t)

P(t) = —sing(t) — ep(t)

in questo caso la funzione H non & piu un integrale del moto, ma vale

L H (). q(t) = —ep? |

dt
e dunque, come vedremo attraverso il Lemma di Ljapunov, I'origine diventa un punto di equilibrio
asintoticamente stabile.

Definizione 5.14 (Bacino di attrazione). Dato £ un punto di equilibrio asintoticamente
stabile, definiamo il suo bacino di attrazione come l'insieme

Qe, ={£€ Q| |ipe(t) — &l — 0} .

t——+oo

Osserviamo che il bacino di attrazione di un punto di equilibrio asintoticamente stabile &, & per
definizione un intorno di £y, ma in realta € addirittura un aperto: infatti poiché &, e asintoticamente
stabile, 3r > 0 tale che B,.(&) C €¢,; orase { € Q,, in particolare 3ty > 0 tale che [p¢(to)—&o| < 5,
e d’altra parte, per dipendenza continua dal dato iniziale, la funzione ¥ : Q — Q data da ¢ — ¢¢(to)
¢ continua, quindi in particolare 3§ > 0 tale che se ¢ € Bs(&) allora |¢¢(to) — pe(to) < § e dunque
complessivamente se ¢ € Bs(§) allora |¢¢(to) — &o| < r. Basta allora osservare che la soluzione che
ha dato iniziale ¢¢(to) ¢ una traslazione della soluzione che ha per dato iniziale ¢, infatti

Pocito)(t) = pc(t +to)

e di conseguenza p¢(to) € ¢, implica ¢ € Q.
Proposizione 5.17

Sia S un sistema lineare di equazione F(u) = Au, con A € GL,(R), ossia 0 & I'unico punto
critico del sistema; allora:

i. 0 & un punto di equilibrio asintoticamente stabile sse VA € o(A4) vale £(A\) < 0.

ii. 0 & un punto di equilibrio stabile sse VA € o(A) vale R(A\) < 0 e per R(A) = 0 tutti i
blocchi di Jordan relativi all’autovalore A hanno dimensione minima.



5.4. SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 81

Definizione 5.15 (Funzione di Ljapunov). Sia Q@ C R? F € C1(Q,R%), sia S il sistema
u' = F(u) e sia & € Q un punto di equilibrio per il sistema. Una funzione V € C*(£,R) si dice
funzione di Ljapunov per il sistema S se

i. V(&) =0ma V(x) >0V # &;
. VV(z)  F(z) <0Vz € Q.

Proposizione 5.18: Lemma di Ljapunov

Dato &, € Q punto di equilibrio del sistema, se esistono Q' intorno di &y e V € C1(Q,R) una
funzione di Ljapunov per S, allora &, € punto di equilibrio stabile.
Se inoltre vale la condizione

it VV(z)  F(z) < 0Vz e Q\{&},

allora &y ¢ asintoticamente stabile.

Dimostrazione. Per ipotesi ' & intorno di &, di conseguenza IR > 0 tale che B(¢,, R) C V.

Poniamo a questo punto
m:= inf V(x)=V(xg)>0
Lot (z) = V(zo)

per qualche zg. Scegliamo e € (0, m) arbitrario e osserviamo che (per continuita di V') l'insieme
{zr € Q| V(z) < €} & un intorno aperto di &, e dunque contiene una palla B(&y,r) per qualche
r > 0: imponiamo r < R e mostriamo che allora V¢ € B(&o,r) vale |p¢(t) — &| < R Vt > 0. Dato
infatti £ € B(&p,r) possiamo definire la funzione ausiliaria ¢(t) := V(p¢(t)), e derivando

U(t) = VV(pe(t)) - pe(t) = VV(pe(t)) - Flpe(t) <0

ossia 1) ¢ debolmente decrescente: poiché (0) = V(§) < g, Vt > 0 vale ¥(t) < € < m. Allora
Vt > 0 vale @¢(t) € B(&o, R), altrimenti per continuita esisterebbe ¢ tale che ¢¢(t) € 0B(&y, R) da
cui V(pe(t)) >m. £

Abbiamo allora provato che & & punto di equilibrio stabile e ¢’(¢) < 0. Assumiamo a questo punto
lipotesi ii.F. Osserviamo che 9 (t) > 0, dunque

co:=infe(t) = lim () >0 .

t>0 t—+o0

Supponiamo per assurdo che ¢y > 0: allora l'insieme {z € ' | V(z) < ¢p} & intorno aperto di
&o, pertanto contiene una palla B(&,d), dove scegliamo § < R; per costruzione g¢(t) ¢ B(&o,9)
(V(pe(t)) = 9(t) > ¢p). Poniamo

oc:= max VV(z)-F(z)<0,
6<|z—E&o|<R

per cui ' (t) = VV (pe(t)) - Fpe(t)) < o e dunque ¢(t) < ¢(0) + ot — —oo per t — 4o00. ¢
Dunque necessariamente deve valere ¢y = 0. Infine sia § > 0 e poniamo

5 = min  V(z) >0 ;
0<|z—&0|<R

poiché ¢ (t) = V(pe(t)) — 0, 3ts tale che Vt > t5 9(t) < &, e dunque |p¢(t) — &o| < 0, vale a dire
QDE(t) — fo. O

Vediamo un esercizio esemplare.

Esercizio 7. Si studino al variare di A € GLy(R) le soluzioni del sistema autonomo v’ = Au.
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Soluzione. Esplicitiamo il sistema: ponendo

) -l

dove det A # 0, troviamo che I'’equazione differenziale & equivalente al sistema

con a,b,c,d € R, ad — bc # 0.

' = ax + by
y = cx +dy

Dall’algebra lineare sappiamo che p4(A) = A2 — T + D, dove indichiamo con p4 il polinomio
caratteristico di A e poniamo T' = tr A e D = det A; le radici del polinomio sono dunque

2
)\izzj: (T) -D .
2 2

Ricordiamo che A~ + At = T mentre A" A" = D.
Se D < 0 gli autovalori sono reali e discordi, con A~ < 0 < AT, quindi a meno di un cambio di
coordinate il sistema si diagonalizza in

s t) = At
x/ _a: che ha soluzione z(?) xoext ;
y'=A"y y(t) = yoe

lungo la direzione z il moto & espansivo mentre lungo la y & contrattivo; l'origine O = (0, 0) si dice
punto di sella ed & un punto di equilibrio instabile.
Se0 <D< (%)2, le soluzioni sono reali, distinte e concordi, pertanto la soluzione del sistema
diagonalizzato & ancora
{x(t) = goer 't

y(t) = yoer ! ’

se gli autovalori sono positivi il moto € espansivo in entrambe le direzioni, altrimenti e contrattivo
in entrambe le direzioni: nel primo caso si dice che 1'origine O & un nodo instabile, nel secondo che
& un nodo stabile.

Se D > (%)2, gli autovalori sono complessi e scriviamo A* = a+13, dove a = % eB=+vD—a?
il sistema puo essere portato in forma normale di Jordan reale, ossia la similitudine

/

A~ (a _5) trasforma il sistema in v =aw =Py
B a Yy =pBr+ay

passando alle coordinate polari possiamo scrivere

T cos 0 s ' , {cosf , (—siné
=r| . da cui ricaviamo = . +rd
Y sin 0 y sin 0 cos
! cos 6 —sinf
(y’) —ar (sin@) +ﬁr( cos 6 ) '

I’equazione della traiettoria si riscrive come

r'(t) = ar(t) che ha soluzione r(t) = roe™
0'(t) =28 0(t) = 0o + Pt

e anche

poiché a = %, se T' = 0 troviamo una rotazione uniforme attorno all’origine, e diciamo che O € un
centro, se T' > 0 otteniamo una spirale divergente, e diciamo che O & un fuoco instabile, mentre se

T < 0 otteniamo una spirale convergente a O, e diciamo che O & un fuoco stabile.



5.4. SISTEMI DI EQUAZIONI DIFFERENZIALI 83

Infine se D = (g)Q, A ha un solo autovalore: dobbiamo allora distinguere due casi a seconda
della molteplicita geometrica. Se il sistema & diagonalizzabile, allora lo si puo riscrivere come
=Xz x(t) = zoe
, che ha soluzione ®) 0 v
Y=y y(t) = yoe

e in tal caso 'origine si dice stella stabile se A < 0 e stella instabile se A > 0; se invece il sistema
non e diagonalizzabile, lo si puo trasformare in forma di Jordan trovando

’_ _ At
v=Arty che ha soluzione z(t) = (er + est)e
v =Xy y(t) = coe

e lorigine & detto nodo degenere, stabile se A < 0 e instabile se A > 0.

spiral sink spiral source

®

center

degenerate sink degenerate source

sink source

N
S

saddle

Siano Q C R? aperto, F' € C*(Q,R%) e S il sistema autonomo di equazione v/ = F(u); siano
inoltre & € Q un punto di equailibrio per S e A = DF (&) € M4(R). Valgono allora le
seguenti condizioni sufficienti:

i. se R(A) < 0V € o(A), allora & ¢ asintoticamente stabile;

ii. se I\ € o(A) tale che R(A) > 0, allora & ¢ instabile.

Dimostrazione. Dimostramo solo il primo punto con le ipotesi semplificative di A diagonalizzabile
eo(A) ={A1,..., s} CR . Supponiamo senza perdere generalitd {; = 0; per i, esiste o > 0 tale
che A\, < —o per ogni autovalore \x. Sia D = B~1AB = diag(\1,...,\q). Per il Teorema di Taylor
vale F'(u) = Au + R(u) dove R(u) = o(Ju|); adesso se u & soluzione di S, poniamo x(t) = Bu(t):
derivando otteniamo

2'(t) = Bu/(t) = BF (u(t)) = BAu(t) + BR(u(t)) = BAB™*Bu(t) + BR(B~'Bu(t)) =
= Dx(t) + R(xz(t)) dove R(x) = BR(B'z)=o(|z]) ,
ossia abbiamo formulato un nuovo sistema N di equazione z'(t) = G(z(t)) dove G(x) = Dz + R(x).
Studiamo allora la stabilita di N, e osserviamo che la mappa V(z) = i|z|> & una funzione di

Ljapunov per N (in un opportuno intorno di (0,0)), infatti chiaramente V' (0) = 0 e V(z) > 0 per
x # 0, e inoltre vale la proprieta 7% dato che

d
VV(z)-G(z) =z (Dz+ R(z)) = Z N2 +z- R(z) < —olz|* + z - R(z) = |z)*(—0 + o(1))
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e dunque esiste un intorno €’ in cui VV - F' & negativa. Si conclude allora per il Lemma di
Ljapunov. O

Questa dimostrazione prova anche (sempre sotto ipotesi semplificative) la Proposizione 5.17,
infatti chiaramente prova il punto ¢; per quanto riguarda il punto 4i, osserviamo che in questo
caso vale soltanto ¢ > 0, ma d’altra parte vale F(u) = Au (non a meno di un o(|ul)), pertanto
ripercorrendo la dimostrazione otteniamo

d
VV(z) -G(z) =z (Dx) = Z)\zxf < —olz? <0

i=1

e concludiamo ancora per il Lemma di Ljapunov.

5.5 PDE: alcuni esempi

Studiamo in questa sezione un esempio di equazione alle derivate parziali, I'equazione del traspor-
to, e alcune sue varianti. Al variare di ¢ € R, chiamiamo equazione del trasporto il problema
differenziale a valori iniziali

ou ou

E(t,x) +a%(t,x) =0

u(0,2) = up(x)

(ET)

Definiamo il vettore v = (1 a) € R? e osserviamo che se u & soluzione del problema, allora

ou ou ou

—(t,x) = —(t,x) +a—(t,x) =0 ,

1) = S (1,) + g (1,)
ossia tutte le soluzioni di ET sono costanti sulle rette parallele a v. In particolare deve valere
u(t,z) = u(0,2 — at) = ug(z — at), dunque & necessario che ug € C* (altrimenti certamente non
esiste una funzione u(t,x) € C' che ristretta all’asse ¢ = 0 coincida con wug); d’altra parte se
up € C*, la funzione definita dalla formula u(t, ) := ug(x — at) & soluzione: u(0,x) = ug(z) e

0 0 d(x — at o(x — at
a—?(t,x) + aa—Z(t,x) = ug(x — at) - % + aug(z — at) - % =0 .
Se studiamo il problema analogo di ordine superiore, a € R" e

Ou
a(t7 x)+a-Dyu(t,x) =0

w(0,2) = ug(x)

(ET)

dove (t,x) € R x R™ e D,u(t,z) rappresenta il vettore delle derivate parziali lungo z (vale a dire
dalla seconda alla (n + 1)-esima), ritroviamo le medesime conclusioni: ponendo v = (1 a) € R**1,
se u e soluzione

ou ou
—(t,x) =Vult,z)- (1 a) = —(t,x) +a- Dyu(t,x) =0 ,
L (t,4) = Valt,) - (1 a) = S (b0) + 0 Dyult, )
dunque deve valere u(t,z) = ug(z — at) e per ug di classe C! (condizione necessaria e sufficiente)
questa descrive effettivamente una soluzione.

Affrontiamo quindi la versione non omogenea del problema: dato a € R™

P4y 21+ Do) = 16,0

u(0,x) = up(x)

(ET)

Tentiamo nuovamente la strada precedente: posto v = (1 a) € R"™!, se u & soluzione allora

ou @

%(t’x) - Vu(tvx) : (1 a) - ot (tax) +a- Dzu(t7m) - f(t,.fﬂ) s
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dunque lungo le rette di direzione v la funzione u varia con derivata f. Possiamo allora sfruttare
lungo tali direzioni il Teorema fondamentale del calcolo: dato un punto (t,z) € R"*!, definiamo
w(o) := u(o,z — at + ao) che parametrizza u lungo la retta di direzione v passante per (¢,x);
valgono dunque w(0) = (0,2 — at) e w(t) = (t,x). Adesso

w' (o) Vu(o,x —at +ac) (1 a) = Owu(o,x —at+ac)+a- Dyu(o,z —at + ao) =

flo,z — at + ao)

ma allora per il teorema fondamentale del calcolo
t t
w(t) = w(0) + / W'(o)do vale adire wu(t,x) = up(z — at) + / flo,z —at +ao)do .
0 0

Di conseguenza, per avere soluzione u € C'! & necessario che f sia continua (in quanto combinazione
lineare delle derivate parziali di u) e che ug sia O, viceversa se f & continua e ug & C*, la funzione

t
u(t,z) = ug(z — at) +/ flo,z — at + ao)do
0

risolve effettivamente il problema.
Modifichiamo a questo punto la natura delle condizioni iniziali, e interroghiamoci su quali
conclusioni si conservano: dato I' C R™ aperto e data una funzione g € C*(I',R) studiamo

du

5 (t,z) +a- Dyu(t,z) = f(t,x)
u(to, z) = g(x)

Il calcolo per trovare la soluzione & analogo al punto precedente, tuttavia in corrispondenza delle
rette caratteristiche di direzione v = (1 @) che non incontrano I'insieme {to} x I" non ci sara unicita
di soluzione in quanto viene meno la condizione iniziale; d’altro canto in corrispondenza delle rette
di direzione v che incontrano I'insieme {to} x I" pitt di una volta non & garantita l’esistenza poiché
le condizioni iniziali date da g possono non essere compatibili tra loro.

A tal proposito studiamo un ultimo esempio di equazione alle derivate parziali.

Data ug : R — R,
% (t,z)sinfh =

’U,(O, :E) = UO(I)

du

o (t,z)cosd

dove 0 = 0(t,x) & Pangolo delle coordinare polari. Definiamo un vettore (funzione) ausiliario
v(t,z) = (—sind, cos ) e osserviamo che

ou Ju ou

—(t,z) = Vu(t,z) - v=——(t,x)sinf + —(t,z)cos8 =0 ;

S (t2) = Vult ) v =~ (1 2) sind + S (1,)
cio comporta che una soluzione u deve necessariamente essere costante sulle circonferenze di raggio
assegnato: parametrizzando la circonferenza di raggio R con la funzione ¢(o) = R(coso,sino),
otteniamo

(o) (o) = Vatplo)) - 1 (") = |-G (plonsin + T (pla) cosa| —0

Cos o

cioé u o & costante.

Pertanto dato un generico punto (¢, ), in tale punto dovra valere u(t, ) = ug(vVt? + 22), e allo
stesso tempo anche u(t, z) = up(—vt? + x2), ossia, per arbitrarieta del punto & necessario che ug
sia una funzione pari. In queste ipotesi non abbiamo problemi di compatibilita, e per ug € C!
anche u & C! su t > 0.
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Capitolo 6

Integrazione

L’ultimo strumento che vogliamo recuperare dall’analisi in una variabile e I'integrazione. L’inte-
grazione studiata ad Analisi I, alla luce del Teorema fondamentale del calcolo integrale, associava
all’integrale di una funzione f : R — R sia l'insieme delle sue primitive, sia l'area del sottografico
della funzione in un determinato intervallo. La teoria dell’integrale indefinito per il calcolo delle
primitive era pertanto prima di tutto uno strumento per il calcolo delle aree.

Se devo dipingere casa, trovare la g tale che poi cosi ¢’ & uguale
a f... non frega niente a nessuno.

Aldo Pratelli

Non ci rimane quindi che estendere il concetto di integrazione come “area” del sottografico,
e per farlo bisogna definire cos’e un’“area” multidimensionale: la risposta ci viene fornita dalla
teoria della misura.

6.1 Teoria della misura

Definizione 6.1 (0-algebra). Sia X un insieme. Un insieme A C §9(X) si dice o-algebra se:
. X €A,
ii. se E € A, allora E°= X \ E € A;
iii. se E; € AVie N, allora | J;oy E;i € A.

Osservazione 6.1. Segue immediatamente dalla definizione che () € A, poiché § = X¢, e che,

data E; € AVie N, allora (] E; € A, in quanto () E; = (|J Ef)°.
ieN ieN €N

Definizione 6.2 (Misura). Sia X un insieme e A C §2(X) una sua o-algebra. Una funzione
A —[0,400] si dice misura se valgono:

i. p(0) = 0;

ii. se B; € AVieN, con E; NE; =0 Vi # j, allora p (U El) = > u(E).
€N i€N

L’insieme A si dice insieme dei misurabili.
Definizione 6.3 (Spazio di misura). Uno spazio misurabile & una coppia (X,.A), con A una

o-algebra su X. Uno spazio mensurale o spazio di misura & una terna (X, A, u), dove (X, A) &
uno spazio misurabile e p & una misura su A.

87
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Esempio 6.2. La counting measure (misura che conta i punti) & una misura:
i (X) = [0,400],  p(A)=|4] .
Fissato zog € X, il delta di Dirac € una misura:

5(A) = lsexg€e A
O0sexyg ¢ A

Lemma 6.3

Sia (X, A, ) uno spazio di misura e sia {F;};eny una famiglia di elementi nella o-algebra A.
Allora valgono le seguenti:

i.se A, B € Ae A C B, allora u(4) < u(B). Inoltre, se u(A) < +oo, vale anche
(B \ A) = u(B) — u(A);

. N(U E) <> u(E);

€N €N

iii. se B; C E;yq Vi € N, allora p < U EZ) = 1121 w(E;) = sup{p(E;),i € N};
iv. se B; D F;11 Vi € Ne 3i € N tale che pu(E;) < 400, allora i <ﬂ El> = '1i+m w(E;) =
ieN oo
inf{u(E;),i € N}.

Dimostrazione. 1. Basta osservare

u(B) = u((B\ A) U A) = u(B\ A) + p(A) = p(A) .
Se poi A ha misura finita, si ricava dalla seconda uguaglianza
u(B\ A) = u(B) - p(A).
11. Similmente, osserviamo che
U Ei=E1 v (B \E)u(Es\ (B2 UE)U...
€N

da cui, applicando i, segue

i—1
’ (U E) AR
i€N 1€N Jj=1 i€N

1i. Ripetendo il ragionamento del punto precedente, abbiamo

k

i—1 i—1
(Ur) - (B U s ) = S\ U ) - e
j=1 i= j=1

1€N ieN 1

iv. Supponiamo senza perdita di generalita che pu(F;) < +oo. Poiché la successione {E;}ien €
decrescente, la successione {E; \ E;};cn risulta crescente, quindi per il punto ii:

n(Er) —p (ﬂ Ez) =p (El\ N E) =p <U Ey \Ei> = Jim p(B\ E;) =
i€EN i€N €N
= p(Er) — lim p(E;)

1—+o00

dove 'ultima uguaglianza & lecita poiché p(E7) < 4o0.



6.1. TEORIA DELLA MISURA 89

In generale, ci piacerebbe definire una misura su tutti i sottoinsiemi di X, ma cid non & sempre
possibile, come mostra il seguente risultato. Questo motiva la necessita di introdurre le o-algebre.

Assumendo l'assioma della scelta, non esiste una misura £ su (R, §£2(R)) tale che per ogni
a,b € R con a < b vale ¢((a,b)) = b — a e che sia invariante per traslazioni, ossia tale che
Ve e R{(z+ A) =L(A).

Dimostrazione. Definiamo la seguente relazione di equivalenza su R:
r~y <= x—yeQ .

Da questo otteniamo l’insieme quoziente R/N, che ha infiniti elementi. Ora, grazie all’assioma
della scelta, possiamo prendere un insieme V' C R che contiene un rappresentante per ogni classe
di equivalenza: chiaramente vale R=] .oV +¢.

Supponiamo che esista la misura ¢: se fosse £(V) = 0, avremmo ¢(R) = 0, e dunque per il Lemma
£ = 0; se invece fosse £(V') > 0, potremmo supporre senza perdere generalita che ¢(V N [0,1]) > 0,
e dunque avremmo

2> |J Vn0,1]+q]| =+o0;
quﬁ[O,l]

in entrambi i casi troviamo un assurdo. O

Definizione 6.4 (Algebra di Borel). Sia (X, 7) uno spazio topologico. I boreliani, o algebra
di Borel, sono la piu piccola o-algebra che contiene gli aperti di X, quindi la pit piccola
o-algebra che contiene la topologia 7 di X, o(7). Indichiamo i boreliani di X con B(X).

Definizione 6.5 (Misura regolare). Sia (X, A, 1) uno spazio di misura, con X spazio metrico
e A= B(X). Diciamo che p ¢ regolare se VE € A vale

w(E) =inf{u(A): A D E, A aperto} = sup{u(K) : K C E, K compatto} .

Cerchiamo ora di dare un’idea intuitiva della costruzione e delle proprieta della misura di
Lebesgue su R. T dettagli vengono lasciati a corsi successivi (Giovanni< 3).
Vale il seguente risultato:

Teorema 6.5

Esiste un’unica misura £ su R tale che £((a,b)) = b— a e che L ¢ invariante per traslazione.
Tale misura si dice misura di Lebesgue.

Dato E misurabile, indicheremo la sua misura di Lebesgue come L(E) o come |E|.

Quindi, dato I = (a,b) intervallo aperto, vale L(I) =b — a.

Dato invece A aperto generico, possiamo scrivere A = J;cy As, dove ciascun A; ¢ un intervallo
aperto o un punto, e tale unione & disgiuntaEl Poiché 'unione & numerabile, anche £(A) & deter-
minata (a priori £(A) dipende dalla decomposizione di A trovata, tuttavia si puo dimostrare che

1Una possibile costruzione consiste nel considerare intervalli del tipo (n,n 4+ 1),n € Z che sono contenuti in A,
dopodiché considerare quelli del tipo (%, "7"’1), n € Z che sono contenuti in A ma non negli intervalli della tipologia
precedente; a questo punto si itera il processo, in cui ad ogni passo viene aggiunta una quantita al pitt numerabile
di intervalli. Al termine dell’operzione, si dimostra facilmente che mancano solamente punti del tipo 2%, che sono

anch’essi in quantita al pit numerabile.
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il valore & unico) .
Infine consideriamo K compatto: questo € chiuso e limitato, quindi in particolare esiste un inter-
vallo aperto B tale che K C B. A questo punto la misura di K & immediatamente determinata,
poiché vale L(K) = L(B) — L(B\ K), e sia B che B\ K sono aperti, quindi anche le loro misure
sono determinate. Osserviamo in particolare che la misura di Lebesgue e definita su tutti i boreliani
di R.

A questo punto definiamo

A={FE CR:3{K,} compatti,3{A,} aperti, t.c. K, CFECA,, lim L(K,) = lim L(A,)}.

n——+oo n——+oo
In particolare, se £ € A e E ¢ limitato, vale:

Ve > 0 3K compatto 3A aperto t.c. K CECA, LIA\K) <e.

Lemma 6.6

A & una o-algebra.

Dimostrazione. i. Chiaramente 0, R € A;

1. Sia E € A. Se FE ¢ limitato, allora E C I intervallo; abbiamo inoltre che Ve > 0 3K compatto
JA aperto t.c. KCECACI, L(A\K) <e¢, pertanto [IN\ACI\ECI\K,dove I\ A¢
chiuso e limitato, quindi compatto, e I\ K & aperto, e inoltre L((I\K)\(I\A4)) = L(A\K) < e.
Nel caso FE illimitato possiamo ricondurci al caso precedente osservando che un insieme A
¢ misurabile se e solo se le sue intersezioni con una quantita numerabile di intervalli sono
misurabili.

iii. Siano {F,} C A. Supponiamo che

E:UEn

neN
sia limitato, e mostriamo che E € A. In particolare E,, € limiato Vn, di conseguenza Ve > 0
esistono K, compatto e A, aperto tali che K, C E,, C A, e L(A,\K,) < 5.

Ora abbiamo la catena
n n —+oo
i=1 ieN ieN ieN i=1 i=1

che ha misura finita. Pertanto esiste & tale che

K; 2£<UKi>—5,

€N

L

s.
Il ( B
_

e dunque otteniamo

c UAn\gKi \(UA,L\UIQ) <e.

1€N €N €N

Quindi

c UAR\Q[Q gﬁ(UAn\UKZ) +g§ZL<An\UKi> +e<

€N €N €N neN €N
< ZL(An\Kn)Jrg <2,
neN

da cui la tesi, per 'arbitrarieta di €. Il caso illimitato ¢ analogo al punto 4.
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Dato E C R, se esistono F,G € Ataliche F C EC Ge L(F)=L(G) < 400, allora E € A
evale L(E) = L(F) = L(G).

Definizione 6.6 (Funzione misurabile). Sia (X, A, ;) uno spazio di misura. Una funzione
f: X — R si dice misurabile (o Lebesgue-misurabile) se

VBeBR) fY(B)ecA.

Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Data f: X — R, i seguenti fatti sono equivalenti:
i. f & misurabile;

ii. f~((a,+)) € A Va € R;

ii. f~1([a,+00)) € A Va € R;
. f~1((~o0,a)) € A Va € R;
v. f71((~o0,a]) € A Va€R.

Dimostrazione. Chiaramente la condizione ¢ implica tutte le altre, inoltre si dimostra facilmente
che le conidizioni #, 44, i e v sono equivalenti, ricordando che la preimmagine commuta con
unione e intersezione. D’altra parte se vale 4, e dunque anche v, per ogni intervallo (a, b) abbiamo
1 (a,0)) = f~1((=00,b)) N f~1((a,+0)) € A, e si conclude osservando che gli intervalli aperti
generano i boreliani in quanto sono una base della topologia euclidea. O

Sia (X,.A, 1) uno spazio di misura e siano f,g : X — R funzioni misurabili, con g tale che
u({x € X : g(x) =0}) = 0. Allora anche le seguenti sono funzioni misurabili:

1 .
/\fv f+g7 f'g7 57 Supf> lnff .

Dimostrazione. Utilizzando la caratterizzazione precedente, si tratta di semplici verifiche. Ad
esempio

{f+9>a}=J{f>adn{g>a-q}),
q€Q
che ¢ unione numerabile di misurabili. O

Definizione 6.7 (Funzioni semplici). Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Dato E € A, la
funzione caratteristica, o funzione indicatrice, di E é:

1 . lsexze E
= LT
BB Osex ¢ E

Dati Ey,...,E, € A disgiunti e ¢; > 0 per ¢ = 1,...,n, una funzione semplice o step-funcion
(funzione a scala) ¢ una funzione della forma:

n
f=> cxs, -
i=1
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Definizione 6.8 (Integrale di funzioni semplici). Sia (X, .A, 1) uno spazio di misura e sia
f=>"", cixp, una funzione semplice. Il suo integrale rispetto a p &

/ fdu = Zciu(Ei) .
X i=1

Definizione 6.9 (Integrale di una funzione misurabile positiva). Sia (X, .4, ) uno
spazio di misura. Se la funzione f : X — R & misurabile, il suo integrale rispetto a p &

/ fdp = sup {/ gdp : 0 < g < f, gfunzione a scala}.
X X

Osserviamo che per la misura di Lebesgue la definizione precedente puo essere riformulata come

/ fdL = inf { / gdL : g > f, g funzione a scala numerabile} .
R R

Infatti, fissato € > 0, definiamo E,, = {z € X : f(z) € (ne, (n+ 1)e]} € A.
Per definizione, 3K, C E,, C A, tali che L(A,\K,) < 5.
Ora poniamo

[ =Y nexk, [ =D (n+1exa,

neN neN
per cui vale la disuguaglianza f= < f < fI. Detto allora K = |J K, possiamo stimare
neN
[ =yae= [ (g -gaes [ (g - g)ae <)+ [ prac
R K R\K R\K
n+1
<eL(K)+ Y (n+1)eL(A\K,) < LK) +e) o 0

neN neN

Osservazione 6.10. Osserviamo che la costruzione appena fatta per definire 'integrale di una
funzione misurabile come inf di integrali di funzioni a scala numerabile & stata possibile poiché
abbiamo considerato la o-algebra A definita in precedenza.

Corollario 6.11

Date f,g : X — R due funzioni misurabili non negative, se h : X — R & una funzione tale

che0< f<h<ge
/fdu=/gdﬂ,
X X

/thu:/deu:/ngu-

Definizione 6.10 (Funzione integrabile). Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Una funzione
misurabile f : X — R si dice integrabile se fX frdy < +o00 o fX fdp < +o0. In tal caso, si

pone
/deu=/xf+du—/xf‘du-

Osservazione 6.12. Segue dalla definizione che l'integrale & lineare, monotono e che per ogni

f + X — R integrabile vale
‘/ fdu‘ < [ 1fidu
b'¢ b'e

allora h ¢ misurabile e vale
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6.2 Teoremi di convergenza

In questa sezione ci occupiamo di capire se e sotto quali ipotesi & vero che se f,, — f puntualmente
allora 'integrale di f,, converge all’integrale di f.

Sia (X, A, u) uno spazio di misura e sia g : X — R una funzione misurabile, non negativa e
con integrale finito. Allora Ve > 0 36 > 0 tale che VE € A

wE) <o = /gdu<s.
E

Dimostrazione. La tesi ¢ chiaramente vera per g limitata: difatti se L = sup g, per ogni £ possiamo
scegliere § = . Piu in generale, poiché g ¢ integrabile per ogni ¢ esiste una funzione semplice h

con 0 < h < g tale che
/(g—h)du<E ;
x 2

inoltre h & limitata e di conseguenza soddisfa la tesi, ossia 39 tale che per E € A vale I'implicazione

WE)<§ = /1um<E .
E 2

/gd,u:/(g—h)du—k/ hdug/ (g—h)du+/ hdp <e .
E E E X E
Teorema 6.14: Teorema della convergenza monotona (Beppo Levi)

Sia (X, A, p) uno spazio di misura. Sia {f,,} una successione crescente di funzioni misurabili
non negative, ossia tale che 0 < f; < ... < f, < ... < 4o0.
Allora f = lim f, & misurabile e vale

n—-+4oo

lim /fndu:/fd,u.
n—-+oo b'e X

Dimostrazione 1. Vediamo una dimostrazione per X = R con la misura di Lebesgue. Chiaramente
Vn fn < f, pertanto

/fndﬁg/fdﬁ e dunque lim /fndﬁg/fd/:;
R R n—+too Jr R

dimostriamo dunque l'altra disuguaglianza.

Innanzitutto supponiamo f limitata e £(2) < +oo, dove Q@ = {z | f(z) > 0}. Per ipotesi
f =sup fn, dunque f & misurabile e di conseguenza f — f, € misurabile per ogni n. Inoltre poiché
f & limitata, non negativa e £(£2) & finito, vale

Pertanto

/ fdc = / fdc < / sup fdL = L(Q)sup f
R Q Q
che € a sua volta finito. Fissiamo ¢ > 0 e sia § > 0 dato dal Lemma tale che VE € A valga
L(E)<i = /fd£<a .
E

Per ipotesi f,, — f puntualmente, dunque in particolare Vz € R 3n(xz) € N minimo tale che
per n > n(z) vale f,(z) > f(z) —e. Poniamo E, := {z € R | n(xz) > n} e osserviamo che
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EiD2E; D ... e[, E,=0,ossia E, \,0: dal momento che E,, = {z | f(z) — fu(zx) > €}, E, &
misurabile; inoltre E1 C Q e dunque L(E;) < £() < +oo: per il Lemma 6.3 troviamo L(E,,) \, 0.
Sia dunque 7 € N tale che L(E5) < §; possiamo stimare

n@@/ﬂ{%dﬁz/Rfﬁdcz/Rfdﬁ—/En(f—fﬁ)dc— E%(f—f,—l)dﬂz

= [ie= [ u-gie— [ - gicz
Z/Rfdﬁ—/E fac — E;nngdﬁ>/Rfdﬁ_€(1+£(Q)) ’

n

dunque per arbitrarieta di €

lim / frdl > / fdc .
n—-+oo R R

Se € ha misura finita ma f & non limitata, per ogni M > 0 possiamo considrare la troncatura
f AM che ¢ limitata, e chiaramente f, AM  f A M. Adesso se f ha integrale finito, per ogni
€ > 0 esiste h funzione a scala con 0 < h < f tale che

/hdﬁz/fdﬁ—a ,
R R

e detto M = max h, pertanto per quanto detto

lim /fndﬁz lim /fn/\Mdﬁz/fAMdﬁz/hdﬁz/fdﬁfs;
R R R R R

n—-+oo n—-+oo

se invece f ha integrale infinito, per ogni M > 0 esiste h a scala con supporto finito tale che
0 < h < f e l'integrale di h & almeno M, dunque

lim /fndﬁz lim fn/\th:/hdﬁzM.
R n—+4oo R R

n—-+oo
11 caso £(€2) = 400 & analogo. O

Dimostrazione 2. Abbiamo gia visto che f = lim, f, = sup,, fn € misurabile. Dimostriamo la
disuguaglianza non banale.
Dalla definizione di integrale segue che esiste una successione non decrescente g,, di funzioni a scala
non negative tali che
lim gndp = / fdp .

X X

n—-+oo

Percio basta provare che per ogni n € N vale

ndp < i du .
/Xg “—kJTm/Xf’““

Si vuole provare che se g ¢ una funzione semplice e klim fe(x) > g(x) quasi ovunque, allora:
—+o0

lim / fedp > / ody .
k— oo X X

Spezzando la funzione g nelle sue parti a valori costanti, questo si riduce al caso in cui g € la funzione
indicatrice di un insieme. Quindi il risultato che si vuole provare ¢ il seguente: si supponga che A
sia un insieme misurabile e f,, sia una successione non descrescente di funzioni misurabili su A tali
che lim f, > 1 per quasi tutti gli x € A. Allora:

n—-+oo

lim /Afnduz u(A)

n——+oo
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Per provare questo risultato si fissi € > 0 e si definisca la successione di insiemi misurabili:
B,={zxe€cA: fo(lz)>1—¢} .

Per la monotonia dell’integrale, segue che per ogni n € N si ha:

p(B) -2 = [

(LmeWS/ﬂmw
A A

Dato che per ipotesi

UBi=4

i€N

a meno di un insieme di misura nulla, per 'addittivita della misura pu:

n—-+o0o n—-+4oo

W(A) = lim u(B,) < lm (1—e)" /A fudit |

Poiché questo e vero per ogni ¢ positivo, segue la tesi. OJ

Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia {f,} una successione non crescente di funzioni mi-
surabili non negative, ossia tale che f; > ... > f, > ... e f, > 0 Vn, con fX fidp < +oo.

Allora
lim /fndu:/ fdu .
n—-+oo X X

Dimostrazione. Consideriamo la successione {f; — f,}: questa converge in modo monotono cre-
scente a fi — f. Ora, per il teorema di convergenza monotona e poiché [ « J1dp < 400, abbiamo

/Xfld“_/xfnd“:/X(fl_fn)dﬂnjoo /X(fl—f)du=/Xf1du—/deu-

Percio
| o o [ g
X n—Toe Jx

Teorema 6.16: Teorema della convergenza dominata (Lebesgue)

Sia (X, A, ) uno spazio di misura e sia {f,} una successione di funzioni misurabili tale che
fn — f puntualmente. Se esiste una funzione integrabile g con integrale finito e tale che

|fn] < g V¥n, allora
lim / fndp :/ fdu .
n—-+oo X X

Dimostrazione. Supponiamo che le funzioni f,, siano non negative. Definiamo per ogni n

h, =inf f; e ht =sup f;
jzn j>n

dunque per definizione h,, / liminf f, = f mentre h;} N\, limsup f, = f; inoltre h§ = sup,, f,, &
integrabile in quanto per ipotesi g & un maggiorante della famiglia {f,} per cui

hi <g = /hsrdug/gdu<+oo.
X X
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Per il Teorema di convergenza monotona ed il successivo Corollario deduciamo che

h-d d hid d
/Xnunjm/xfu e /Xn“n?oo/Xf“

e poiché h,, < f, < ht

/fnduj/fdu.
X n—roee Jx

Siano adesso f,, non necessariamente non negative e siano f,,; e f,I rispettivamente la parte positiva
e negativa di f,, analogamente definiamo f~ e f*. A questo punto osserviamo che f,7 — f* e
foo— - eche0< f, fF <g, pertanto per quanto provato

[ tedn o [ ran e [ e [ fran
X n—-+oo X X n—-+oo X

/ fudp — / fdu .
X n—-+4oo X

Teorema 6.17: Lemma di Fatou

Sia (X, A, ) uno spazio di misura. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili non

negative. Allora
/ liminf f,dp < limin / fndy .
Xn~>+oo n—-+4oo X

e dunque

Dimostrazione. Per ogni n poniamo g, = inf;>, f;, dunque dalla definizione di limite inferio-
re g, " liminf f; e chiaramente g, ¢ non negativa in quanto ogni f,, lo &: per il Teorema di
convergenza monotona troviamo che

[ tmint o =t [ =t [

d’altro canto per ogni n g, < f,, da cui

/gndug/ fody = liminf/ gnd,ugliminf/ fndp .
X X n—-+oo X n—-+oo X

Sia (X, A, 1) uno spazio di misura. Sia {f,} una successione di funzioni misurabili e sia g
una funzione integrabile con integrale finito e tale che f,, < g per ogni n; allora

limsup f,dp > limsup/ fndp .
X n——+oo n—+oo JX

Dimostrazione. Consideriamo la successione ausiliaria h,, = g — f,,: chiaramente h,, & non negativa
e misurabile, pertanto per il Lemma di Fatou

/ liminf h,dp < liminf/ hpdu
X X

n—-+oo n—-+4oo

adesso osserviamo le seguenti identita

/ lim inf A, dp = / liminf(g — f,)dp = / <g — lim sup fn> dy = / gdu — / limsup f.du
x nr oo x nrtoo X n—+oo X X n—+oo
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e analogamente

liminf [ h,dyp = liminf (g—fn)d,u:/ gdp~+lim inf (—/ fnd,u> :/ gdu—limsup/ fndp
b's b's b's b's b's

n—-+oo X n—-+oo n—-+oo n—+o00

pertanto
[ adu— [ tiwsup fud < [ gdn—timsup [ fa
X X n—+oo X n—+oo JX

= limsup f,dp > lim sup/ fndu .
b'e

X n—-+oo n——+oo

O

Osservazione 6.19. Dati (X, u) spazio di misura e Z = (0,a) C R, sia {fa}aer € RX una
famiglia di funzioni integrabili; supponiamo che esista un limite puntuale f, ossia

f(z) = lim fo(z) VeelX.

a—Q

Allora valgono risultati analoghi ai teoremi di convergenza anche per parametri continui. Ad
esempio vediamo ’analogo del Teorema della convergenza monotona: supponiamo che f, > 0 per
ogni « e che per o < B si abbia f, < fg, ma per assurdo

;gr%/)(fadu¢/)(fdp7

allora esiste €9 > 0 tale che per ogni § > 0 esiste a € (& — 0, @) tale che

/Xfadué/xfdu—s;

in particolare scegliendo una successione §, \, 0, troviamo una successione «,, — @& tale che per

ogni n vale
/ fanduﬁ/ Jdu—e;
X X

allora a meno di sottosuccessioni possiamo supporre o, @ in modo crescente, ossia la successione
delle f, := fa, , € monotona e converge a f, pero

lim /fndﬂ#/fdu. ¢
n—+oo Jx X

6.3 Misura prodotto e Teorema di Fubini

A volte sbaglia uno studente di ingegneria, e pace. Ma se
succede a matematica viene voglia di uccidere gli studenti e si
finisce in galera.

Aldo Pratelli

Consideriamo due spazi di misura (X3, p1) e (X2, pu2): vogliamo ora definire una misura sullo
spazio X1 X Xo che “rispetti” le singole misure p; e pg. Chiameremo questa misura la misura
prodotto = py X peo: illustriamo qui I'idea e le caratteristiche principali della sua costruzione.

Dato E; misurabile in Xy e Es misurabile in X5, definiamo u(E; X Eg) = 1 (E1)ps(Es).
Se abbiamo un’unione disgiunta e al pitt numerabile di rettangoli, definiamo

u(U Rn> =Y u(Rn)

neN neN
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Possiamo misurare allora anche unioni numerabili generiche di rettangoli, poiché togliere un’unione
finita di rettangoli da un rettangolo da un’unione al piti numerabile di rettangoli. Chiameremo
questi insiemi insiemi elementart.

Se A C X & un aperto, & anche unione numerabile di rettangoli aperti, quindi & elementare.

Se K C X ¢ compatto, allora esistono due palle aperte By C X1, By C X5 tali che K C By X Bs.
Allora possiamo scrivere K = By X By \ (B1 X By \ K), dove By X By \ K & aperto, quindi risulta
u(K) = p(B1 X By) — p(By x Bz \ K).

Nel seguito approfondiremo queste costruzioni (e di conseguenza anche il Teorema di Fubini) solo
nell’ipotesi X = R™ con la c—algebra A definita in precedenza.

Ora, noi sappiamo calcolare I'integrale di funzioni a scala rettangolari. Ci chiediamo se, data f
misurabile e non negativa, valga ancora

/ fdu = sup {/ gdu : 0 < g < f, gfunzione a scala} =
X X

inf { / gdu = g > f, g funzione a scala numerabile} .
b'e

Sia quindi f > 0 misurabile su X e supponiamo {z € X : f(z) > 0} C By X By. Siae >0 e
siano E,, = {z € X : f(x) € (ne, (n + 1)¢]}. Ora esistono K, C E, C A,, con K, compatto e A,
aperto, tali che y(A4,\K,) < 3. Definiamo la funzione a scala rettangolare

fF =Y (n+1)exa,
neN
tale che f > f. Ora vale la stima

/X (f& = f)dp < ep(By x Bo) + Y (n+1)e

neN

1
Q—HSCE.

Quindi le f sono funzioni a scala tali che [ fFdu - [ fdu.

Sia ora fay = f A M: definisco ¢ = M — fy, per cui vale 0 < ¢ < M. Per quanto appena visto,
esiste una funzione a scala rettangolare g. tale che [g. < [ ¢ + &; posso inoltre scegliere g. < M.
Allora vale 0 < M —g. < M — ¢ < fuy, e M — g. & a scala rettangolare; inoltre abbiamo che
fya A f per M — +o0, quindi per M abbastanza grande abbiamo che [ fa; > [ f —e. Abbiamo
quindi ottenuto (con 'implicita identificazione tra M e M xp, xB,)

/M—ggd,u:M,u(leBg)—/gEdMZM,u(leBg)—/g@d,u—fs:
X X X

Z/M—sodu—SZ/ fMdu—EZ/fdu—26-
X X X

Quindi le funzioni M — g. sono funzioni a scala rettangolare tali che [, M — g.dpu 3 I fdp.
e—
Lemma 6.20

Sia f una funzione misurabile non negativa tale che [y fdu = 0. Allora p({f > 0}) = 0.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che p({f > 0}) > 0.
Consideriamo la successione E,, = {f > %} al variare di n € N. Osserviamo che E,, C E, 1 e che
U2, En = {f > 0}. Segue allora che

lim p(Ey,) = p({f > 0}) >0,

n—+oo

dunque esiste n € N tale che u(E,) > 0. Ora valgono le seguenti disuguaglianze:

1 1
0< Lu(B,) = / Lon< / flp < / fdu =0,
n {f>1y M {r>211 {f>0}

che ¢ un assurdo. ¢ O
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Teorema 6.21: Teorema di Fubini

Sia f non negativa e misurabile su (X, u) = (X1, p1) x (X2, p2), con integrale finito. Allora

J sty = [ ([ same) = [ ([ st} e

Dimostrazione. La tesi e vera se la funzione e del tipo cxpxr 0 se € a scala rettangolare.
Data f non negativa generica, per definizione di integrale, esiste una successione g1 < g2 < ..., con
gn < f Vn, a scala rettangolare tale che

//Xgnd“n_?oo//xfd“'

Inoltre la successione g,, converge in modo monotono crescente a una funzione misurabile g tale
che g < f. Ora abbiamo

//X fdu = nETOO//X gndp = Tim . (/)(2 gn(x,y)duz(y)) dp (z)

Poiché g,, convergono crescendo a g, per il Teorema di convergenza monotona abbiamo che per
ogni z € X3

/gn(xw)duz — / g(x,-)dps
X2 X2

n—-+oo

in maniera crescente. Quindi, ancora per convergenza monotona, otteniamo

i . ( /X 2 gn(x,y)duz(y)> dui(z) = /X 1 <ngrfm /X 2 gn(x,y)duz(y)) duy(x) =

:/X (/ng(fv,y)duz(yo dpa ().
> .

1
Allo stesso modo, esiste una successione hy > ho ., con h, > f Vn, a scala rettangolare

tale che
// Pondlt // T -
X n—-4o0o X

Come prima, la successione h,, converge in modo monotono decrescente a una funzione misurabile
h tale che h > f. Poiché I'integrale di f & finito, I'integrale delle h,, & definitivamente finito, quindi
possiamo applicare il Corollario del Teorema di convergenza monotona per ottenere

Jm [ ([t ane = [ ([ o) due) -

[ ([ neadnat)) dmo)
X; \JX,
Quindi, in conclusione, otteniamo

//de,u = /X1 (/X2 g(x,y)dm(y)) dpy (z) = /X1 </>{2 h(%y)duz(y)> i (x) |

Ora vale che 0 < g < f < h, quindi per il Lemma precedente

11 ({x € Xy: /X2g(fv,y)duz(y) # . h(x,y)duz(y)}) =0.

Se z € X ¢ tale che

/ 9z, y)dpa(y) = / Wz, y)dus(y) |
X2

X
allora, poiché g(z,-) < f(z,-) < h(x,-), f(z,-) ¢ misurabile per us e vale

s = /. ol i = /. e e

Per ottenere 'altro ordine di integrazione, il procedimento ¢ analogo. O



100 CAPITOLO 6. INTEGRAZIONE

6.4 Teorema del cambio di variabile

Nel seguito, dati z € R™ e r > 0, indicheremo con Q. (x) la palla chiusa di raggio r rispetto alla
norma infinito Boo(z,7) = {z € R" | ||z — &]|oc < 7}

Lemma 6.22

Sia R = [a1,b1] X - -+ X [an, by] un n-parallelepipedo e sia L € £(R™) un isomorfismo lineare
dato da L(x) = Az, con A € GL,(R). Allora

IL(R)| = |R| | det A

Dimostrazione. Dal Teorema di decomposizione polare sappiamo che esistono due matrici P € O,,
e S € S,,(R) definita positiva tali che A = PS; inoltre per il Teorema spettrale S ¢ ortogonalmen-
te diagonalizzabile, dunque complessivamente possiamo scrivere A = P;DP, con D diagonale e
Py, P, € O,. Adesso le trasformazioni ortogonali possono essere decomposte in un numero finito
di riflessioni, e dunque non cambiano la misura di Lebesgue; d’altra parte la tesi vale certamente
per le matrici diagonali, di conseguenza, se Lp € L(R™) & la trasformazione data da Lp(z) = Dz,
vale
IL(R)| = |Lp(R)| = |det D| |R| = |det A| |R] ,

dove abbiamo usato che le trasformazioni ortogonali hanno determinante +1. O

Lemma 6.23

Dato © C R™ un aperto, sia ® :  — R™ un diffeomorfismo di classe C* con l'immagine;
allora per ogni compatto K C € e per ogni € > 0 esiste 1o > 0 tale che per ogni r € (0,79) e
per ogni o € K si ha (I)(Qr(xo)) c TEO(Q(1+s)r(xO))7 dove TIO (x) = (I)(xO) -I—D(I)((EO)(IL'—[L'O)
¢ il polinomio di Taylor al primo ordine di ® centrato in xg.

Dimostrazione. Osserviamo preliminarmente, che poiché ® & C!, la mappa D® : Q — L(R")
data da x — D®(z) & continua (dove L£(R™) = R"* & topologizzato con una qualsiasi norma), e
analogamente D(®~!) & continua. Prendiamo allora

= D(®~! o
ci= max [D@7)()]

che esiste per compattezza di ®(K), dove ||[D(®71)(y)|l« denota la norma oo matriciale. Fissato
¢ > 0 sufficientemente piccolo, consideriamo M = {z € Q | doo(z, K) < e}: M & chiuso e limitato,
dunque & compatto; sia 79 > 0 tale che per ogni x1,20 € M con ||zg — 21]|c < 79 si abbia

|D®(x3) — DP®(21)]|co < €/c; senza perdere generalita possiamo supporre 79 < £. A questo punto,
scelto r < rg, sia y € ®(Q,(x0)), e siano z € Q,(xg) e 2’ € N tali che y = ®(x) = T,,(2'): la tesi
equivale a mostrare che z’ € Q(14¢)r(20). Stimiamo allora

2" = #]loo = [[(D(®™1)(®(20))) (DD (0) (2" — 2))]loo < ID(@™)(P(20))loo | DB (20) (2" — 2) |00 <
< || D®(x0)(z" — x0) — DP(20)(z — 20)[|00 =
= c||®(x0) + DP(z0) (2" — x0) — ®(x0) — DP(20)(x — 20)|l0c =
= | Ty (2) = ®(20) — DP(w0)(x — 20) |00 = ¢l|P(x) — P(x0) — DP(20)(x — T0) /|00 =
= c[|D2(&:)(z — z0) — D®(20)(z — T0) [0 = ¢|[(DP(&x) — DP(20)) (% — 20) oo =
= c[|[D®(&:) — DP(z0) ool — zolloo < ellz — 2o||oo

e dunque [|2' — Zolloo < |2 — Zolloo + [|2" — Z[loo < (1 4+ &)||z — 20]|oo < (1 +&)r. O



6.4. TEOREMA DEL CAMBIO DI VARIABILE 101

Teorema 6.24: Teorema del cambio di variabile

Dato 2 C R™ un aperto, sia f : R® — R una funzione integrabile con integrale finito e sia
® : QO — R™ una mappa di classe C!, iniettiva e tale che ogni punto & regolare. Allora

f()dz = /Q (f 0 ®)(y) o (y)dy .

3(Q)

dove Jg(y) = |det D®(y)| & il modulo dello jacobiano.

Dimostrazione. Osserviamo che basta dimostrare la disuguaglianza

f(@)de < /Q (f 0 ) () Ja (v)dy

()

per ogni f non negativa; infatti considerando ®~! : ®(2) — € troviamo

f(x)dz < / (f 0 ®)(y) o (y)dy < / (Q)(f 0 ® 0 & 1) (2)Ja (B (2)) g (2)d <

< [,y @l Do @) 0 DI i = [

()

e a quel punto se f & generica basta osservare che 'uguaglianza vale per f* e f~.

Mostriamo a questo punto la disuguaglianza rilassando progressivamente le ipotesi.
Supponiamo che E C Q sia un n-cubo (o unione finita di n-cubi) con lati paralleli agli assi e che
/= Xa(p); sia € > 0 e sia 1o dato dal Lemma precedente per € su FE, allora per un certo r < ro
possiamo prendere finiti punti z1, ...,z tali che E = Q,(z1) U+ U Q,(zx) e 'unione & disgiunta
a meno di trascurabili; possiamo inoltre supporre, a meno di ridurre 7, che se ||z — z||o < 7 allora
Vo (2) — Jo(2)|lcc <. A questo punto, denotando r. = (1 + €)r, possiamo stimare

k
Z Qrzz Z alera |—Z/ dr =
=1

=

(I+&)" Z/ o(x;)de =

(14¢e)" Z/ z)dr + (14¢e)" Z/(z (Jo(x:) — Jo(z))dz <
g(1—|—6)”/EJ@(x)da?+(1+s)"s|E\ :)/EJ@(m)dx

dove I'uguaglianza (x) vale per il Lemma sul caso lineare.
Se invece E C ) ¢ aperto, esistono numerabili n-cubi {@,,} tali che £ = |J,, @ ed i Q,, sono
disgiunti a meno di trascurabili; allora

I—Z|<I>Qm|<2/ Ja(z dx—/

Jo(x)dx = / Jo(x)dx
meN meN UQm 2
dove la penultima uguaglianza segue per convergenza monotona.

Se poi E C Q) & misurabile, possiamo supporre F limitato a meno di intersecarlo con dei compatti
e stimare singolarmente le intersezioni: allora per ogni € > 0 esiste un aperto limitato A tale che
E C Ama |A| <|E|+e¢, e di conseguenza

B(E)| < [B(4)] g/AJq)(x)dx:LJ¢(x)dx+A\EJ¢(x)dxg/EJq)(x)dx+5||Jq>||oo
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e si conclude per arbitrarieta di e.
Abbiamo allora mostrato che per ogni misurabile E C 2 vale

/ Xa(e) (@) = |B(E)| < / Jo(y)dy = / (xa() © ®)(4)Js (y)dy
(Q) E Q

ossia la disuguaglianza vale se f € un’indicatrice; per addittivita allora vale anche se f € semplice.
Per concludere, se f & non negativa e misurabile con integrale finito, esiste una successione h,,
crescente di funzioni semplici tali che 0 < h,, < f e tali che

lim hn(a:)d:c:/ f(z)dz |
2(Q) ()

n—-+o0o

pertanto detto h = sup,, h, si ha

f(zx)de = lim hp(2)de < lim hp o ®)(y)Jo(y)dy =
f =t [ @yt < i [ (o 9)0)a)

Z/Q(hO‘P)(y)Jq>(y)dy§/Q(foé)(y)«k(y)dy ;

se f ¢ invece integrabile con integrale finito, ci si riconduce alle parti positiva e negativa f* e f~,
per cui abbiamo gia la tesi. O

6.4.1 Coordinate polari, cilindriche e sferiche

Nel calcolo di integrali & spesso necessario fare un cambio di variabile ad hoc; tuttavia alcuni di
loro si ripresentano con una certa frequenza.

Il primo consiste nel cambio in coordinate polari in R2.
Consideriamo ® : R? \ {0} — RT x [0,27) e la sua inversa ¥ : RT x [0,27) — R?\ {0} date da

(2, ) > (\/fv2 +y2,arg(x,y)) ¢ (p,0) ™ (pcost, psind) ,
allora det DU = det COS.Q sin0 =p.
—psinf  pcos6
Pertanto, dati Q@ C R?\ {0} e f: Q — R, vale

//Qf(x,y)dxdy: /L(Q) F(W(p,0))pdpdd .

Esempio 6.25. Un’applicazione classica e utilizzare le coordinate polari per calcolare l'integrale

/e_m2d1:: N
R

infatti attraverso il Teorema di Fubini ed un cambio di variabile possiamo calcolare agevolmente
il suo quadrato

2
() = (o) (o) -
R R R R2

2m ptoo R 400 ) . +oo
= / / e P pdpdf = 271'/ e P pdp=—m [e_f’ } =7 .
o Jo 0 0

A volte la via piu breve passa per posti non sospettati.

Carlo Carminati

11 secondo consiste nel cambio in coordinate cilindriche in R3.
Consideriamo ® : R3\ {0} — R* x [0,27) x R e la sua inversa ¥ : R x [0,27) x R — R3\ {0}
date da
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~

(l’,y,Z) }E} (p,ﬂ,z) € (p,&,z) }E) (I7yaz) ) P

h %
secondo le seguenti relazioni C) /

x = pcosf p =z +y? (3

y = psinf f = arctan(¥) *
Z2=2z Z2=2z
Risulta cosi
cosf sind 0
DV = | —psinf pcosf 0| e det DY = p.
0 0 1

Dunque, dati Q CR3\ {0} e f: Q — R, vale

// 0 f(z,y, z)dzdydz = // . F(U(p, 0, 2))pdpdodz .

Il terzo consiste nel cambio in coordinate sferiche in R3.
Consideriamo @ : R3\ {0} — R* x [0, 7) x [0, 27) e la sua inversa ¥ : RT x [0, 7) x [0, 27) — R3\ {0}
date da

P
(,5,2) 5 (0,0,0) e (p,0,0) ™ (,9,2) ,
secondo le seguenti relazioni
x = psinf cos @ p=+22+y2+ 22 _,té
y = psinfsin g 0= arccos(p)
z = pcosf ¢ = arctan(¥)

Risulta cosi

sin 6 cos @ sin # sin ¢ cosf
DU = [ pcosfcosp pcosfsing —psinf | e det DU = p? sin 6.
—psinfsing psinf cos ¢ 0

Quindi, dati Q CR3\ {0} e f: Q — R, vale

||| 1w pdsdyaz = [ (o6, 00 sinbdpdta
Q 3(Q)

Esercizio 8. Data una matrice A € M, (R) simmetrica e definita positiva, si provi che

—(Az-x) _ ™
/ne dx ot A

Suggerimento. Si utilizzi il Teorema spettrale per diagonalizzare la matrice A, e si usi il Teorema
del cambio di variabile.

6.5 Funzione Gamma e integrale di funzioni radiali

Consideriamo la funzione Gamma, cosi definita (per ¢ > 0):

+o0o
I(¢) z/ 'l dy .
0

La funzione Gamma risulta fondamentale per calcolare alcuni volumi in pit dimensioni; elenchiamo
alcune sue proprieta.
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Innanzitutto la funzione Gamma & continua. Per dimostrarlo, facciamo vedere che rispetta
le ipotesi del Teorema dell’Appendice: mostriamo quindi che esiste una funzione integrabile
g:R = Rtale |f(t,z)| < g(z) Vt € [, n].

Distinguendo il caso 0 < x < 1 da quello z > 1, otteniamo le seguenti stime:

1
|mt_1e_w| <gn ! perO<axz<1l e e < gt per x > 1 .

Percio, definendo la funzione

(@) zrl sed<x<1
xr) = 9
g x sex >1

otteniamo che g & integrabile e che |f(¢, )| < g(z).
Ora mostriamo che I' & derivabile e vale

/ oo 6f Hoe t—1 —x
I'(t) = E(t’ x)dx = ; log(z)z* ‘e "dx .
0

Per farlo, mostriamo che valgono le ipotesi del Teorema[T.4] dell’Appendice: come per la continuita,
mostriamo che esiste una funzione integrabile g : R — R tale ’%(t, x)’ < g(z) vVt e [, n].
Distinguendo nuovamente il caso 0 < x < 1 da quello z > 1, otteniamo le seguenti stime:

[log(z)z' " e™"| < [log(w)] a7t per0<z<1l e [log(z)z'""e™*| < [log(x)| 2" " peraz>1 .

Percio, definendo la funzione

(z) llog(z)| 2w~ se0<z<1
€T =
[log(x)| am~! sex>1

otteniamo che g ¢ integrabile.
Inoltre, la funzione I' soddisfa la seguente proprieta:

Tt+1)=1tT'(t) VE>0 .
Infatti

+oo +oo
rit+1) = / rle " dx = [—xte_t](—;oo +/ te' "t dr = tT(t) .
0 0

Osservando che vale I'(1) = 1, abbiamo ottenuto che la funzione I' interpola il fattoriale sui
numeri naturali. Con metodi analoghi si prova che ' & di classe C* su RT, e inoltre si dimostra
che la funzione log I'(t) & convessa.

Queste condizioni in realta caratterizzano completamente la funzione Gamma: vale infatti il
seguente risultato (che non dimostriamo).

Teorema 6.26: Teorema di Bohr-Mallerup

Sia f : R™ — RT una funzione tale che f(1) =1, f(z + 1) = zf(z) e log f ¢ una funzione
convessa: allora f =T.

Nel seguito indicheremo con wy, la misura della palla unitaria n-dimensionale BYL) (0), omettere-
mo apice (n) quando sara chiaro dal contesto e tutte le palle si intenderanno centrate nell’origine
se non specificato altrimenti. Segue immediatamente dal teorema del cambio di variabile che

IB| = R,
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Proposizione 6.27: Integrale di funzioni radiali

Sia f : R™ — R una funzione radiale e sia ¢ : R — R tale che f(x) = ¢(|z|); se ¢ & integrabile,
allora anche f & integrabile e per ogni R € [0, +00] vale

R
f(x)dx:/ (t)nwpt™tdt .
Br 0

Idea di dimostrazione. Basta dimostrare la tesi per R = 400, infatti in tal caso possiamo sostituire
f con f-xpy, e trovare la formula generale. La formula vale se ¢ ¢ una caratteristica x[,y), infatti

b
/ Xia (2] dz = / ldz = | By \ Ba| = wn(b" — a”) = wn/ "Lt —
R By\B. a

+oo
= / X{a,b] ()nwnt™ i
0

e dunque, per additivita, anche se ¢ ¢ una funzione semplice. Si dimostra allora per una ¢ con-
tinua e integrabile approssimandola con funzioni semplici e utilizzando il Teorema di convergenza
dominata; infine con un argomento di densita delle funzioni continue nelle integrabili si prova il
risultato per ¢ integrabile. O

Applichiamo la Proposizione alla funzione ¢(t) = et

+o0 too
0 nw
T2 = / e 1" d :/ e nw, t" L dt = —Qn "2 2t dt =
" 0

0
+oo
nw n_oq _ nw n
= sz le Sds:—nF(—)

s=t2 2 J, 2 2
di conseguenza abbiamo trovato un’espressione di w,, in termini della funzione I':
o
T2
Wn = 75 n .
50(3)

Esercizio 9. Data una funzione f € C?(R™,R) e un raggio r € (0, +00), consideriamo I'integrale

mostrare che vale lo sviluppo asintotico J(r) = f(0)w,r™ + ¢, Af(0)r" T2 + o(r™*+2) per r — 0F,
dove ¢, € una costante che dipende da n.

Soluzione. Chiaramente per la continuita di f, se x € B, allora f(z) = f(0) + o(1) per r — 0", e
dunque J(r) = f(0)w,r™ +o(r™); esercizio ci dice che per le mappe C? si recupera una precisione
maggiore sul resto, e in particolare J(r) = f(0)w,r™ + o(r"*1). Ora sviluppando f al secondo
ordine con Taylor otteniamo

1

f(z)=f(0)+Vf(0) z+ 5

(Hf(O)x) ~x+o(l)|z)* :

chiaramente
/ f(0)dz = f(0)wpr™
B,

mentre

/Br Vf(O)~a:dx_/BT;8xi(0)xzdx—Zaxi(o)/B zydr =0

i=1 "

per simmetria; ora

" nw w
/ |z|?de = / Prw,t"tdt = —=r"t? ¢ quindi / ride = —"—pr"T?
B, 0 n -+ 2 B, n -+ 2
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invece se i # j per simmetria vale anche

e di conseguenza

JRECZCERTIEEY 1D 9) i STINEFITES 3) peca SUY QR
B, 2 f * rar= 2 B =1 j=1 8%81’] xzx] = 2 121 Gxﬁa:j B, le‘j =

T i=1 =17
1 = 0%f 9 w
— - J _ n A n+2
32 5t O /B o= g AfO)r

6.6 Integrazione su curve

Definizione 6.11 (Divergenza). Dati @ C R™ un aperto e F' : @ — R"™ una mappa
differenziabile, definiamo la divergenza di F' come la funzione div F' : 2 — R data da

OF, OF,

div F(x) := 6m1()+---+a—xn(x).

La divergenza di un campo vettoriale & dunque definita come la traccia della sua matrice jacobiana,
e fisicamente misura la tendenza del campo a divergere o a convergere verso un punto dello spazio.

Dopo aver recuperato dal calcolo in una dimensione il Teorema del cambio di variabile, vedia-
mo come si puo reinterpretare in pitt dimensioni il Teorema di integrazione per parti.

Proposizione 6.28
Sia Q@ = [0,1]2 CR? e siano f: Q - R e g: Q — R? di classe C; allora
J[rava=[ ggv- [ vig.
Q oQ Q
dove v denota la normale uscente dal quadrato Q).

Dimostrazione. Dal Teorema di integrazione per parti, fissato y € [0, 1], abbiamo che

|
| e Fr@is = 1000 0.) - 100000 - [ F @ nm @i

e integrando questa espressione nella y otteniamo

/Qf(xvy)(z)gxl(%y)dxdy:/o (f(l,y)gl(Ly)—f(Ovy)g1(0,y))dy—//Qgfj(ﬂs,y)gl(ﬂc,y)dxdy

e analogamente, invertendo i ruoli di « e y e considerando g» anziché g;

// F o, 9) 2 (2, y)ddy = /0 (F@ Dga(en1) - Fla,0)ga(ar 0))d — // (2, 9)92 (2, y)dady

sommando le due espressioni termine a termine segue esattamente

%fdivg=AQfg-v—/QVf-g-

Per definire 'integrale lungo una curva abbiamo bisogno del concetto di lunghezza.
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Definizione 6.12 (Lunghezza). Sia v : [0,1] — R™ una curva C!, definiamo la sua lunghezza
come

() ==sup g Y [r(tia) — ()] ’ keN, 0=ty <t; <---<tp=1

Date due curve v,7 : [0,1] — R™ di classe C, se esiste una funzione ¢ : [0, 1] — [0, 1] continua
e bigettiva tale che 4 = v o ¢ allora £(vy) = (7).

Dimostrazione. Chiaramente ¢ ¢ monotona, e senza perdere generalita supponiamo ¢ crescente;
dati tg < --- < ¢ come nella definizione troviamo

k—1 k—1
0F3) 2 ) A6 ) = A0 ) = Y () — ()] 5
j=0 §=0
passando al sup troviamo ¢(7) > £(y). Analogamente si prova la disuguaglianza opposta. O

Osserviamo che per definire il concetto di lunghezza non abbiamo davvero usato che i cammini
fossero C''; la seguente Proposizione pero, valida solo sotto questa ipotesi, fornisce un metodo
esplicito per il calcolo.

Se v :[0,1] = R™ & una curva C* (o C! a tratti), allora

1
- / I/ (8)dt
0

Dimostrazione. Per definizione di lunghezza, per ogni € > 0 esiste uno spezzettamento 0 = ¢y <
t; <--- <t =14di][0,1] tale che

ZW i) =) 2 (7)) =€ ;

d’altra parte

k—1 k—1 tit1 t9+1
itz =2t =3 | [ o <Z / (1)t = / Y (W)t |
7=0 5=0 |7t t

pertanto per arbitrarieta di € > 0 si ha

1
) < / I ()dt

Per altra disuguaglianza sia ¢ > 0 e sia § dato dall’uniforme continuita di 4’ per € sul compatto
[0,1]; staora 0 =ty < t; <--- <t = 1 uno spezzettamento di [0,1] tale che [t;11 —t;| < J e tale
che la relativa somma sinistra di Riemann per |4'| approssima l'integrale con errore al piu €, ossia
in particolare

k—1 1
S )|t 41— t5) z/ Iy (8)|dt — ¢ ;
j=0 0
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allora
k=11 et b1 k=11 et
Zw =)l =30 | [y o >Z it =S| [ 0y - )] =
j=0 |7t j=0["ti
-1
> W ()t — 1) —e(1 - / I (#)]dt — 2¢
j=0
pertanto
/ |[v/(t)|dt — 2e e dunque £(v / |y (¢)|dt
per arbitrarieta di e. O

Definizione 6.13 (Aperto C'). Un aperto connesso Q C R? si dice aperto C! se esiste un
cammino chiuso v : ST — R? iniettivo di classe C? tale che |y/(t)| ¢ costante e 9Q = ~(S1).

Definizione 6.14 (Normale uscente). Dato 2 C R? un aperto C! con v : S' — R? dato
dalla definizione, chiamiamo wettore normale uscente da Q la funzione v : 9Q — R? data da
v(~y(t)) = unico vettore unitario ortogonale a +/(t) e uscente da (2.

Definizione 6.15 (Aperto C! a tratti). Un aperto Q C R? si dice C! a tratti se 9§ puo
essere parametrizzato da un numero finito di curve C.

Alla luce di questi nuovi strumenti, enunciamo la versione 2-dimensionale del Teorema della
divergenza, che dimostreremo piu avanti in forma piu generale.

Teorema 6.31

Sia © C R? un aperto C* (a tratti) e siano f : Q — R di classe C! e g : Q — R? di classe C*.

Allora
/fdivg=/ fg-v—/Vf-g.
Q o Q

6.7 Integrazione su superfici e Teorema della divergenza

Nel seguito denotiamo con By la palla unitaria k-dimensionale.

Definizione 6.16 (Varieta C'). Un insieme I' C R” si dice varieta k-dimensionale C* se per
ogni € T esiste un aperto A C R™ con & € A e una carta ® : B, — R" di classe C' e iniettiva
tale che ®(By) =T N A.

Definizione 6.17 (Aperto C'). Un aperto 2 C R" si dice aperto C! se per ogni z € 99
esistono un aperto A C R™ con 2 € A ed un diffeomorfismo ® : B,, — A di classe C' tale che
(B, N{x, =0})=00QNAe dB,N{z, <0})=0NA.

Nella definizione precedente non & restrittivo richiedere ®(0) = x.

Osservazione 6.32. Dalle definizioni appena date si deduce immediatamente che se 2 C R™ ¢ un
aperto C1, A & una (n — 1)-varieta C*.
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Definizione 6.18 (Piano tangente). Sia 2 un aperto C! e x € 99, e sia ® un diffeomorfismo

dato dalla definizione di aperto C* per il punto z: chiamiamo piano (o iperpiano) tangente a
0 in z Uinsieme T, := x + D®(0)({z,, = 0}).

Possiamo caratterizzare la giacitura del piano tangente a 02 in x come 'insieme delle direzioni
7/(0) al variare di v : (—¢,&) — 09 cammino C?! tale che v(0) = z.
Infatti fissati A un intorno di 2 e ® : B,, — A diffeomorfismo dati dalla definizione di aperto C*,
possiamo supporre v : (—¢,6) — 92N A a meno di ridurre ¢; considerando allora il cammino
indotto yo = ® 1oy : (—¢,e) = B, N{z, = 0} troviamo che

7(#) = 5 [® 0 70(0)] = D2 (1) (13 (1)

e dunque +'(0) = D®(0)(v4(0)), dove 74 (0) € {x,, = 0} in quanto v (t) vi appartiene per ogni ¢.
Viceversa, se w € {z, = 0}, possiamo considerare il cammino v : (—¢,e) — 9Q N A dato da
y(t) = ®(tw), che & ben definito per ¢ sufficientemente piccolo, e osservare che v & C! e vale
+(0) = DB(0)(w).

In virtu di tale caratterizzazione, deduciamo che il piano tangente non dipende dalla mappa ®
ed € quindi ben definito.

Definizione 6.19 (Normale uscente). Sia Q aperto C!, z € 9Q e ® diffeomorfismo dato
dalla definizione per x: definiamo il vettore normale uscente da € in x, denotato v(z), come
I'unico vettore unitario ortogonale a T} che ha prodotto scalare positivo con D®(0)(ey,).

Definizione 6.20 (Integrale di superficie). Data una carta ® : D — R™ iniettiva e di classe
C', D = B, N{z, = 0}, ed una funzione f : ®(D) — R, definiamo D'integrale di superficie di
f su ®(D) rispetto alla misura di superficie dS come

/ fy)dS(y) == / (fo®)(z)Js(z)dzy ... dEy_1
#(D) D

dove Jg(z) = \/det(D®T (x)D®(z)) ¢ il fattore di dilatazione.

Se Q & un aperto di R™, come facciamo a integrare una funzione h su 927 L’idea ¢ cercare di
parametrizzare 02 con un numero finito di carte ®; : D — 9 tali che 9Q = &1(D)U---U D, (D),

cosi da avere .
h(y)dS(y) = / i h(y)dS(y)
/69 ; 2:(D)\ U #;(D)

ed integrare singolarmente sulle varie carte.

Definizione 6.21 (Aperto C! a pezzi). Un aperto  C R si dice aperto C! a pezzi se per
ogni x € Jf) esistono un aperto A C R™ con z € A ed un omeomorfismo ® : B,, — A tale che
(B, N{x, =0}) =00NAe ®B,N{r, <0})=QNA (ossia Q & un aperto C?°) e inoltre
99 & unione finita di varieta (n — 1)-dimensionali C*.
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Teorema 6.33: Teorema della divergenza (Ostrogradskij)

Sia Q C R™ aperto C! (a pezzi) e siano f :  — R di classe C' e g : @ — R™ di classe C*.

Allora
/fdivg:/ fg-v—/Vf-g
Q o0 Q

Dimostrazione. Supponiamo che 2 sia un plurirettangolo n-dimensionale, ovvero:

n

Q = H[ai, bz] s

i=1
e poniamo y = (g, ...,x,); allora integrando per parti la funzione ¢t — f(¢,y)0:,91(t,y) troviamo

by by by

- 8f (t,y)gr(t,y)dt.

ai

1(6.0) 52 ()it = [ 1Cp)an0)

ay ai

Poniamo dunque
Fiy={b1} x [[lai.b] e F&={ar} x []lai,bi]
i=2 i=2

le facce ortogonali all’asse x; di 0€; allora integrando il risultato precedente in dy troviamo

391
/faxl / fg1dS — /fglds /axl /FF V_/ax o

Ripetendo il procedimento per ogni 7, sommando termine a termine e osservando che

n
Z/ ,fg-l/=/n ‘ ,fg-l/=/ fg-v
i—1 HLUFS .L,JlFBUFé o0

deduciamo la tesi.
Supponiamo adesso €2 unione finita di plurirettangoli: 2 = P; U--- U P,,; per ogni plurirettangolo

P; abbiamo dimostrato che
| rava= [ goevi- [ Vi
P; oP; P;

e sommando questa espressione termine a termine per ogni ¢ otteniamo che

/Qfdivg=iz:/8ﬂfg-vi—/ﬂvf-g;

d’altra parte fissato i e dato z € OF;, 0 z € 99, e in tal caso v(z) = v;(z), oppure esiste un unico
Jj # i tale che z € OP; e in tal caso v;(z) = —v;(2), pertanto

n

> fg'uizfmfgw.

oP;

A questo punto supponiamo che € sia un poliedro: mostriamo la tesi per €2 approssimandolo
con unioni finite di plurirettangoli. Fissiamo ¢ > 0: per compattezza di Q e 9 troviamo ¢ > 0
tale che se z,y € Q sono tali che |x — y| < ¢ allora |h(z) — h(y)| < € dove h & una qualsiasi delle
funzioni continue in ballo (in particolare h = f, g, fg, Vf,divg). Prendiamo allora . un’unione
finita di plurirettangoli tale che Q. C Q, |2\ Q.| < ¢ e inoltre i bordi di 2 e Q. si decompongono
in

m:@m e 00.=JI



6.7. INTEGRAZIONE SU SUPERFICI E TEOREMA DELLA DIVERGENZA 111

dove R; e I'; sono facce (n — 1)-dimensionali e per ogni 7 esiste ¢; € R; tale che R; C B(g;,9) e
T'; C B(g;,9); chiamiamo poi v; la normale uscente da T'; e v/ la normale complessivamente uscente
da Q.. A questo punto

/mfg-u=§/Rifg-u:§j/&f<qi>g<qi>-v+i/&<fg—f(qi>g<qi>>-v=

E

- il/r Flai)g(a:) - vi + il (/R Fla)g(a) v — /F Faalan) - w) B

E>

:;/Fifg'yi"';/ri(f(%)g(%)—fg)-l/i+E1+E2:
Es

= fg-u’+E1+E2+E3§/(fdivg+Vf-g)+E1+Eg+E3=
00, Q.

Z/(fdivg—i-Vf-g)—/ (fdivg+Vf-g)+E1 + Es + E3
Q Q

QE

Ey

ossia abbiamo dimostrato la tesi a meno di un errore Ey + Es + E3+ E4, dove il passaggio (*) segue
dal fatto che abbiamo gia la tesi per le unioni finite di plurirettangoli. Stimiamo dunque ’errore:

|Er| =

S [ o~ stwstan v <3 [ 1o~ stwgtan v <3 [ 1o~ sapntalli <

§EZ/ 1 =¢ePer(Q) ;
i=17 i

osserviamo ora che se denotiamo con 7; la proiezione ortogonale sull’iperpiano passante per R;,
vale la relazione

/1“7, fla)g(q) - vi = /m(l“i) flai)g(aq) - v

pertanto

<

|Ea| = <

; /Ri\m(ri) flagla) v

S (f, stavwtar-v= [ stasnta)-w)

= I £glloe Y [S(R:) = S(mi(Te))]

i=1

e a meno di raffinare la scelta fatta per R; e I';, possiamo porre S(R;) — S(m;(T;)) < eS(R;),
pertanto troviamo |Ez| < €|| fg|looPer(€2);

| B3| =

> [ agta) = fa)-n) < 3 [ |(radata) = fo)lln] < ePer(sr)

mentre
| By /Q\Q (fdivg+Vf-g) <IN [ fdivg+ Vgl < e(llflloclldiv glloc+I[V flllslglloo) -

Osservando allora che Per(€Q.) < nPer(2), abbiamo dominato lerrore con una funzione lineare in
€, dunque per arbitrarieta di €

89fg~u:/Qfdivg—i-/QVf~g.
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Infine supponiamo che 2 sia C! (0 anche C! a pezzi) e ripetiamo i ragionamenti gia fatti: fissato
€ > 0 scegliamo un poliedro Q. C 2 tale che |2\Q| < ¢, cosi da controllare l'errore Ey; scegliamo
4 > 0 in modo da far oscillare tutte le funzioni in gioco al piu di € su punti che distano meno di §,
e frazioniamo 02 e 9€). in pezzi di diametro minore di ¢, dominando cosi gli errori F; ed F3; per
concludere, a meno di raffinare il frazionamento scelto, possiamo imporre che la normale v uscente
da € si discosti da v al pit di € sui singoli pezzi, e cio sistema l'errore F5. Poiché abbiamo gia
dimostraro la tesi per i poliedri 2. otteniamo che

8Qfg~1/:/ﬂfdivg+/QVf~g .

I buoni trionfano sempre. E sempre nello stesso modo.

Aldo Pratelli

Osservazione 6.34. L’enunciato ¢ equivalente al seguente:

/divg:/ g-v .
Q o0

Infatti, dal Teorema, ponendo f = 1, si ricava immediatamente questa formula. Viceversa,
applicando la formula a fg si riottiene ’enunciato del Teorema, poiché

"~ 9(f9): [0 0g; .
div(fg) =) g;g? =Z<8§gi+fai)=Vf-g+fdlvg~
1:1 1 1 1

i=1

Grazie al Teorema della divergenza, possiamo ora calcolare la superficie (n — 1)—dimensionale
della palla B;"). Infatti, consierando le funzioni f(z) =1 e g(x) = x, otteniamo

nwy, = / n= / (z-x)dS —/ 0 cioe Per(Bin)) = nwy, -
B aB™ B™
(n)

Analogamente al calcolo del volume, per calcolare la superficie della generica palla By, si opera
il cambio di variabile y = rx, da cui otteniamo

Per(B™) = nw,r" !

6.7.1 Integrazione su grafici

Sia Q C R™ un aperto e sia u : 2 — R una mappa C': consideriamo ¥ = {(z,2) € R"™ | z = u(x)}
il grafico di u, che chiaramente pud essere parametrizzato con ® : Q — X, =z — (x,u(x)). Per
definizione, se f : ¥ — R & misurabile, 'integrale di f su X vale

/E f= /Q Fa, u(@)) o (@)

cerchiamo allora una formula chiusa per Jg in termini della sola u. Ora

P 0]
DP = ([«? g) = (VIST) pertanto D®'D® = I,, + VuVu'
X1 Tn

quindi D®T D® ha autovalore 1 con molteplicita n — 1 data dall’autospazio Vu', ed ha autovalore
1+ |Vu|? relativo all’autovettore Vu, di conseguenza Jp = Vdet D®T D® = /1 + [Vul?.
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6.7.2 Integrazione su superfici in R?

La geometria di R3 permette un calcolo particolarmente comodo per gli integrali di funzioni su
2-superfici: se ¥ & una 2-superficie in R3 parametrizzata da ® : Q — ¥ diffeomorfismo di classe
C!, con Q C R? aperto, e denotiamo (u,v) € Q le variabili e ®,, e ®, le derivate parziali di ®, si
ha B, 2
d P, -

D@T Dd = u u v

(<I>u -0, |, )

e dunque

Jo = Vdet DOTD® = /|0, [2|®, 2 — (Byy - By)2 = /| P02 0|2 — cos? 0]D,|2|®, |2 =
= sin0|®,||®,| = |®, x D,

dove 0 & I'angolo compreso tra ®,, e ®,; di conseguenza in questo caso

/fxy, )dS(z,y, 2) //f uv‘aq)xgq)dud

6.7.3 Superfici di rotazione

Consideriamo una curva v : [a,b] — RT x R in R? i cui punti hanno coordinate (p(t),z(t)):
vogliamo calcolare la misura della superficie S in R3ottenuta ruotando 'immagine della curva, -y
attorno all’asse z.

Definiamo quindi la mappa

U : [a,b] x [0,27] — R?
(t,0) — (p(t) cos b, p(t)sinb, z(t)) .
Il differenziale di ¥ risulta:

p(t)cosf —p(t)sinf
U(t,0)=|p'(t)sind p(t)coshd | ,
Z'(t) 0

quindi abbiamo

P2+ 0

DU DU =
( 0

) e 4/det (DUTDW) = py\/p? + 22 .
In conclusione, otteniamo:

b 27 b
// s = / / pV/P2 + 22d0dt = 27r/ pV/P2 + 22t
S a JO a

Esercizio 10. Calcolare la superficie del toro T, con raggio interno (distanza del centro del tubo
dal centro del toro) R e raggio esterno (raggio del tubo) r, con 0 < r < R.

Soluzione. Per applicare la formula per le superfici di rotazione, consideriamo una sezione del toro
lungo il piano z — p, che ha equazioni

p(t)=R+rcost e z(t)=rsint ,
da cui
p'(t) = —rsint e 2z(t)=rcost .
Quindi, applicando la formula, otteniamo:

27

2m
area(7T) = 27r/ (R+ rcost) V12 4 sin® t + 12 cos? tdt = 27 R+ rcostdt = 4n*rR .
0 0
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6.7.4 Funzioni armoniche e proprieta della media

Proposizione 6.35

Sia Q C R? aperto e sia f € C?(Q,R) una funzione armonica, ossia tale che Af = 0, su Q.
Sia inoltre (xg,yo) € Q. Allora vale la proprieta di media sulle sfere:
1

2mr 9B (z0,Y0)

f(z,y)dS = f(zo,v0) -
Inoltre vale la proprieta di media sulle palle:
1
— f(z,y)dzdy = f(xo,v0) -

2
= J B, (z0,y0)

Dimostrazione. Dimostriamo solo la proprieta di media sulle sfere. Supponiamo senza perdita di
generalita che (xo,y0) = (0,0) e che f(xo,y0) = 0, e parametrizziamo la superficie 9B,(0,0) con
la mappa @ : [0, 27] — 9B,(0,0), data da

®(0) = (rcosf,rsinf) dacui /det (DPTDP) =r .

Ora, poiché f ¢ di classe C?, valgono le ipotesi del Teorema dell’Appendice, per cui possiamo
derivare sotto il segno d’integrale:

0 1 o1 [
< s = —— 0,rsin0)df =
5 omr /SB 00, flz,y) arar |, f(rcosf,rsind)
1 27 a 1 27 .
=5 ; Ef(r cosf,rsinf)dd = 2/, Vf(rcos,rsing) - (z?r?g) rdf =
1 « 1 . 1
= — Vfn=— div(Vf)dzdy = — Afdxdy =0 |
27r 8B,.(0,0) 2mr B,.(0,0) 2mr B,-(0,0)

dove il passaggio (x) segue dal Teorema della divergenza. Dunque la funzione integranda & costante,
ed & uguale al suo valore per r — 0, che & f(0,0). O



Capitolo 7

Forme differenziali

Definizione 7.1 (Applicazione multilineare alternante). Sia k € N. Un’applicazione
F: (R")* — R si dice multilineare se F & lineare in ciascuna delle k& componenti, ossia

Fluy, ..., b+ pul oo ug) = AF(ug, oo uly o ug) + pF (ug, ol ug)
per ogni 1 <i <k, uj,u,u € R" e \,u € R.
Un’applicazione multilineare F' : (R™)* — R si dice alternante se per ogni permutazione o € Sy,
vale
F(ugy, .- Uory) = sgn(o) Flug, ..., ug)

per ogni u; € R™.

Scegliamo k indici 41,...,ix € {1,...,n}: esiste una funzione F' multilineare alternante tale che
F(ei,, ..., e ) =17 Certamente no se due indici sono uguali per alternanza; d’altra parte se tutti
gli indici sono diversi possiamo definire

0 Se{il,...,ik}i{jl,...,jk}
sgn(o) dove o(i1,...,ik) = (J1,---,Jk)

F(ejl,...,ejk):{

ed estendere per multilinearita, ossia

n n n
F(uy,...,up) =F <Zulg€[, . ,Zukgeg> = Z Urey - Upe, F(eoy, . y€0,) -
=1 =1 Ly, =1
Denotiamo la mappa F con dz;, A- - - Adx;, o con dzy dove I rappresenta il multi-indice (i1, ..., ix).

L’insieme delle applicazioni k-multilineari e alternanti su R”, che denotiamo My, o anche
A¥(R™), formano naturalmente uno spazio vettoriale di dimensione (}), una cui base & offerta
dai dz; al variare di I tra tutti i multi-indici di {1,...,n}: di conseguenza come spazi vettoriali
Ak(Rn) o~ Anfk(Rn).

Definizione 7.2 (Forma differenziale). Dato Q C R™ aperto, una k-forma differenziale &
una funzione a : 2 — AF(R™). Per ogni x €  a(r) ammette un’unica scrittura

a(z) = Zoq(x)dx[ ;
T

la forma « si dice di classe C™ se tutte le mappe ay : €2 — R sono di classe C™.

115
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La definizione quasi lascia...un po’... tristi.

Aldo Pratelli

In particolare, le 0-forme sono semplicemente le funzioni scalari, mentre le 1-forme possono
essere pensate (R™ = A1(R™)) come funzioni a valori vettoriali  : 2 — R™ ossia campi vettoriali.
Nel seguito sottintenderemo spesso il dominio €.

L’insieme Fj , delle k-forme su R™ e uno spazio vettoriale con le chiare operazioni di somma
e prodotto per scalare. La seguente definizione introduce anche un prodotto tra forme differenziali.

Definizione 7.3 (Prodotto wedge). Il prodotto wedge tra k-forme e h-forme & 'operazione
N Frn X Fon =+ Frtnn che associa a a € Fi, ., € f € Fp . cOn

alz) = Za;(x)dxz e fx)= ZﬁJ(x)de
1 J
lelemento a A B € Fi4n,n dato da

aAB(z) = Za;(m)ﬁJ(az)dmI ANdzy .

1,J

Osserviamo che il prodotto wedge & costruito ponendo
(dxiy A--- Ndxy, ) A (dxj, A--- Ndxj,) = dxg, A ANdzg, ANdxj, A--- Ndxy,

ed estendento per multilinearita in ogni punto. Segue inoltre immediatamente dalla definizione che
anB=(-)"pAa.

Sia © C R™ un aperto e sia f € C'(Q,R) una funzione, che interpretiamo come 0-forma.
Indichiamo con df la 1-forma data da

. 9f
o 3x1

(x)dzy + -+ ﬁ(m)dxn per ogni x € Q.

& (a) .

Definizione 7.4 (Differenziale esterno). Data o € Fj, forma di classe C™ definiamo il
suo differenziale esterno da come la (k + 1)-forma di classe C™~ 1 data

da(z) = Zdal(:c)dxf dove «f(x) = Zal(:c)dxf .
T I

Date due forme a € Fy, , € 8 € Fpp, di classe C", il differenziale esterno del loro prodotto

wedge &
dlaAB) =da B+ (—1)kaAdB.

Dimostrazione. Per le proprieta di additivita del differenziale e di distributivita del prodotto wedge
possiamo considerare il caso

a=fdx; N---Ndx;, e B=gdx; A --Ndxj,.
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Calcoliamo

da A B) = nggdxg/\dx“ ~/\d:z:jhz<af f)dmd%A-..Adxjh

ox
=1 t

of
< Oy

FMz

g dzg Adwg, Ao Aday, + Z fé)?gdxg Ndzi, A Adag,
4
(=1

e osserviamo che il primo termine coincide con

0
( 83{ dxe N dzi, A ~/\dxik> A (g daj, Ao Ndxy,) =da A B

mentre il secondo termine coincide con

(—1)k [(f dz;, N ..-/\dxik) A (Z %dl‘e Adxj, /\.../\dajjh>] = (—1)’“04/\d5 .
4

41

7.1 Forme chiuse e forme esatte
Esiste una corrispondenza naturale tra 1-forme differenziali e campi vettoriali: data una 1-forma
a = aydzy+- - +a,de, possiamo associarle il campo H : Q@ — R™ dato da H(z) = (a1(x), ..., an(z))

e viceversa.

Se sono un fisico disegno freccine.

Aldo Pratelli

Definizione 7.5 (Rotore). Dato il campo vettoriale H :  — R? di classe C!, definiamo il
suo rotore come la funzione RotH : Q — R? data da
OHs O0H, 0Hy 0H3 0H, 8H1>

RotfT = (8$2 B 8.733’ 8$3 - 8331 ’ 8331 B 8332

Definizione 7.6 (Forma chiusa). Una k-forma « di classe C! si dice chiusa se da = 0.

Data una 0-forma f C*, abbiamo che df = 8,, fdx1 A -+ A Oy, fdx,, pertanto il campo vettoriale
associato alla 1-forma df e proprio V f; le O-forme chiuse sono allora le funzioni a gradiente nullo,
ossia localmente costanti.

Sia @ = aqdz; + --- + apdz, una l-forma C!: allora a & chiusa, ossia do = 0, se e solo se
per ogni i # j vale

8aj Gai - .

8:51' 8$]‘ - ’
nel caso particolare delle 1-forme su R3 segue subito dalla definizione che o € Fj 3 & chiusa se e
solo se RotH = 0.

Similmente se o & una 2-forma C, che scriviamo come

o= Zaijdxi Adx;

1<j
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allora « e chiusa se e solo se per ogni tripla di indici ¢, j, k distinti vale

00% aaik 6aij - .
ox; ox; + Oxy, =05

nel caso delle 2-forme su R3, alla forma o = aadx; A dxs + assdzs A das + asides A dxy possiamo
associare il campo H = (aws, @31, a12): segue allora dall’osservazione precedente che a & chiusa se
e solo se div H = 0.

Osservazione 7.2. Per quanto riguarda le forme su R, abbiamo associato piuttosto naturalmente
un campo vettoriale sia ad una 1-forma sia ad una 2-forma: ci0 si accorda con l’isomorfismo
AF(R™) = A"~*(R™) che chiaramente si estende alle forme.

Definizione 7.7 (Forma esatta). Una k-forma differenziale « si dice esatta se esiste una
(k — 1)-forma § tale che a = dg.

Se a ¢ una k-forma di classe C? allora d?a = 0.

Dimostrazione. Per additivita, basta mostrare la tesi per a = aydxy: esplicitamente

d2a:d(da)=§n:§n:62—fdm-/\dm-/\dm => ’f _ _Of dz; Adzj Adzp =0
P—" 6215361‘1 J ! ! i<y 8951890] (990]8:1:1 ! J !
dove 'ultima uguaglianza segue dal Teorema di Schwarz. O

Le forme esatte sono chiuse.

Mostriamo subito che in generale il viceveresa & falso. Consideriamo su = R? \ {0} la forma

a= x2—+3/2(xdy — ydx)

che ¢ chiusa in quanto

1 222 1 29
da = - + —
2+ (24922 2242 (22 +12)?

> deNdy =20 .
Se «a fosse esatta esisterebbe una funzione H : 2 — R tale che
—y x
H=|-5"————
\ <x2+y27$2+y2> ’
allora definendo ¢(0) := H(cos#,sin#) troveremmo
/ d . : ,
¢'(0) = @H(cos 0,sin ) = VH(cosf,sinf) - (—sinf,cosf) =1

che ¢ assurdo in quanto

2

H(1,0) = ¢(27) = $(0) + [ ¢'(8)df = H(1,0) + 2 .
0
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Definizione 7.8 (Integrale di 1-forme su curve). Dato 2 C R™ aperto, sia o una 1-forma
su Q e sia v : [a,b] — Q un cammino C!; definiamo l'integrale di « sul cammino v (o sulla

curva ¥([a, b])) come ,
[a=[ atew .

Cerchiamo di capire se, sotto opportune ipotesi, puo valere I'implicazione opposta del Corollario.
Sia €2 connesso per archi: prendiamo « una 1-forma chiusa su €2 e cerchiamo di definire un potenziale
H. Osserviamo che se 7 : [0,1] — © & un cammino C! e a = dH, allora

9 /
(7)) = alr(®)) - 7'(1)

e dunque deve essere

pertanto € necessario che a abbia integrale nullo lungo tutti i cammini chiusi su €2.

Una 1-forma « & esatta se e solo se il suo integrale lungo tutti i cammini chiusi & nullo.

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato il solo se della proposizione. Fissiamo ora P € ) e per ogni
Q € Q scegliamo 7 = 7 un cammino C?! tra P e @: definiamo dunque il potenziale H : @ — R di

Q. come
H(Q) :=/a ;

allora H & ben definito perché se 7 & un secondo cammino C! tra P e @, allora

fom )=

dato che per ipotesi I'integrale di a su T*’T 1 & nullo. Mostriamo quindi che o = dH. Consideriamo

il cammino ~; : [0,e] — Q dato da ~.(t) = @ + te;, allora
H(Q +ce;) —/ a—/a+/ a=H / a;(Q + te;)dt = H(Q) + ea;(Q) + o(e)
T*Ye 0
vale a dire aH
3 (Q) = ;(Q) ossia a=dH .
L

Teorema 7.6

Sia o una 1-forma chiusa su un rettangolo  C R?, allora o ha integrale nullo su tutti i
cammini chiusi e quindi ¢ esatta.

Dimostrazione. Dimostriamo il Teorema alleggerendo progressivamente le ipotesi sui cammini che
consideriamo. Sia innanzitutto v un cammino C* che parametrizza il bordo di un rettangolo
R = [a,b] x [¢,d] C Q in senso antiorario, allora

b d b d
/a :/ aq (¢, c)dt+/ as(b, s)ds —/ oy (t,d)dt —/ as(a, s)ds =
¥ a c a c

d

b
z/ (—ai(t,d) + an(t, c))dt+/ (a2(b, s) — as(a, s))ds =

b d
:// 881tsddt-|-//82tsdtds—//<aa2 )dtd —0.
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Se 7 parametrizza un’unione finita di tratti :
orizzontali e verticali, possiamo ricondurci al
bordo di un rettangolo attraverso il metodo
illustrato in figura. --

Se I'immagine di v € un poligono, basta dimostrare che I'integrale su un tratto obliquo d si riconduce
ad integrali su tratti orizzontali e verticali.

Fissato € > 0, sia § > 0 tale che per |v — w| < § si ha
|a;(v) — oy (w)| < g, i = 1,2. Possiamo suddividere il
segmento obliquo d in tratti dy, ..., d, e scegliere ¢; €
d; tali che d; C Bys(g;): di conseguenza le proiezioni

orizzontali a; e verticali b; di ogni d; sono contenuti in
Bs(q:)-

Allora
fr=2 o3[ () (520) -
2L ) () - 2 (626 () -

Ey
n

0(d;) [e1(g;) cos 0; + az(g;) sinb;] + By = Z [ (i) l(a;) + a2(qi)l(b;)] + Er =

i=1
1 (/ al(q1)+/ ag(q1)> VB =

(/ oz1+/o<2>+2/ a1(qi —041)4-2/1) (a2(qi) — az) +E1 ;

E3

a1 —aq(q cos ;
as — as(q sin 6;

|

o
Il
=

NgE

7

NgE

=1

stimiamo allora l’errore:

By | =

), ) ()2
SZ/di\/ﬁs:\@d(d) ;

) Si;/ai‘al(qi)_allSi;/a,;g:igé(ai>§

|Ea| = (Oél(qz‘) !

<Z££ (d) ;

042 qZ —042

_z ) = et(a)

Complessivamente allora l'integrale di a su «y differisce dall’integrale di a su un cammino chiuso di
tipo orizzontale-verticale (che dunque ¢ nullo) per un errore dominato in modulo da e(v/2 4 2)¢(7),
e per arbitrarieta di € si conclude.

|E3| =

<Z/ e _a2|<2/5_255
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Infine se v & una curva C! (o anche C! a tratti), e quindi

ha derivata continua, fissato € e scelto ¢ dato dall’unifor- B

me continuita di a; e ag, possiamo spezzare v in archi

M1, -, Vs in modo che 4} oscilli in modulo al piti di € e che,

considerando i cammini d; che parametrizzano le corde de-

gli archi ~y; a velocita costante, esistano punti g; giacenti su

~; tali che Im~;, Imd; C Bs(¢;)-

Stimando i singoli errori come nel caso precedente troviamo che l'integrale di o su vy &€ dominato
da una funzione lineare in €, e questo conclude la dimostrazione. O

Teorema 7.7

Dato € C R™ semplicemente connesso, le 1-forme chiuse su 2 sono esatte.

Dimostrazione. Mostriamo che le forme chiuse hanno integrali nulli sui cammini chiusi. Sia o una
1-forma su Q e sia v : [0,1] — Q un cammino chiuso C!; poniamo z = v(0) = ~(1). Poiché Q &
semplicemente connesso, esiste un’omotopia di cammini H : [0,1] x [0,1] — € di classe C? tra
e il cammino costante ¢,, ossia H(s,0) = v(s) e H(s,1) = x; poniamo ~; : [0,1] — Q il cammino
che segue il tempo t dell’lomotopia, ovvero y:(s) = H(s,t), e mostriamo che la funzione

tl—)/ a , che vale /a pert=0e0pert=1,
¥

& costante: cio conclude la dimostrazione.
Ora, se @ = aydzxy + - - + apdx, alloreﬂ

il =g o(H (s,t)) (as) ds = — > ai(H(s,t)) 5 ds —

:/abgt [iai(H(s,t))aaj?] ds:/abigt [ai(H(s,t))aaj?] ds =

quindi integrando per parti il secondo termine troviamo che

b 2 b b
O°H, OH; ) OH;
/aozi(H(s,t))asatdsf — _/ %[ai(H(s,t))} s

oH; |° OH, OH,
o = ai(H(b. )= “(b,t) — ai(H (a,t)) 5 (@) =0

S=a
perché 'omotopia ¢ a estremi fissi, quindi

L= [ S o] GG locmen] 5 -
/ [(Val H(s 1)) a;j) 83]? - (Vai( (s,t)) - 88[:)
[ Somanen (2238

8041 8H] 8Hz 8Hj 8H1 -
/a o 18% H(S’t))<as ot ot as)ds_

_ /(da)(H(s,t))(aaH %f)d —0

a

a;(H(s,t))

a;(H(s,t))

}ds:
s

1Per il passaggio della derivata sotto il segno di integrale si consulti ’Appendice.
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perché « ¢ chiusa. O

Commento. Teoricamente H pud essere solo CY, ma si pud mostrare che possiamo prendere H
di classe C* tale che ||H — H||o € l'integrale di ||0sH — dsH||« sono piccoli a piacere.

Definizione 7.9 (Integrale di una forma). Sia S = ®(A) una k-superficie di classe C™,
dove A C R* & aperto e ® : A — R™ & una carta iniettiva di classe C™ tale che rnk D® = k;
sia o una k-forma su 2 C R™ aperto con S C :

o= Z ail)m’ikdmil VANREIAN dl‘ik .

i< <ip

Allora I'integrale della k-forma « sulla k-superficie S e

/Sa = Z /Aail,m,ik (@(z))W(z)dzl ... dzy,

ey ...,Zk)
dove 5(% ) 5%
O XE N L Pl
y = det <> a=1,...,k
INzty..y2k) 0z3 ) p=1,k

L’integrale di una forma € ben definito grazie al Teorema di cambio di variabile: infatti se ¥ &
un’altra carta come nella definizione tale che S = ¥(A), allora per ogni multi-indice I = (i1, ..., %)
si ha

= | « z Mz 2= aj o ®)(z)de 2)dz =
et = [ r(@e) Tt e = [ (oo @)(2) det D)
= /A(a10<1>o<1>_1 o W) (z)det DO (P! o W)(z))det D(® ! 0 ¥)(2)dz =
_ / 0 (W(2) det (DB (@7 0 W)()) D@ 0 W)(2) ) dz =
A
= / ar(U(z))det (D‘I)(((I)_l oW)(2))D(® to \Il)(z))ldz =
A

:/Aaj(\ll(z))detD(tbo@_lo\I/)I(z)dz:/ a1 (U(2)) det DU, (2)dz —

A
o(Wh, ... Wir) /
= ar(V(z))———————(z)dz = ardry ,
dove se M € M (n, k,R) indichiamo con M; il minore di M ottenuto selezionando le righe i1, . . . , i,

ed al passaggio (¥) abbiamo cambiato variabile con z — ®~1(¥(2)). In realtd cid che abbiamo
scritto & vero a meno del segno di det D(®~! o W), che stabilisce se ® e ¥ forniscono a S la stessa
orientazione.

7.2 Lemma di Poincaré e Pullback di forme

Teorema 7.8: Lemma di Poincaré

Sia ©Q = [0,1]", allora ogni k-forma chiusa su & esatta.

Dimostrazione. Definiamo A’g, con 1 < ¢ < n, l'insieme delle k-forme su €2 che possono essere
scritte solo in termini di dzq,...,dx,. Vogliamo mostrare che le forme chiuse in .Aé? sono esatte:
procediamo per induzione su £. Per £ = 1, abbiamo che le forme in A% sono nulle per k£ > 1, mentre
se k =1 abbiamo la tesi per quanto visto sulle 1-forme. Supponiamo adesso la tesi vera per ¢ — 1,
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e sia o una k-forma chiusa in Af. Possiamo scrivere
o= E ardry
I

dove il generico I & un multi-indice di lunghezza k in {1,...,¢}. Adesso per ipotesi da = 0, dunque
per ogni I e per ogni j > {, poiché d,,a; ¢ I'unico termine che compare come coefficiente di
dx;j Adzr, deve essere 0, ar = 0.

Scriviamo adesso @« = a~ + & con o~ € Aletp mentre

= Za(J,Z)de A dxy
J

dove J & un multi-indice di lunghezza k — 1 in {1,...,¢ — 1}; definiamo le mappe

Ty
gr = / (X1, Xp—1,t, Tty ..., Ty )dl
0
ogni gy & di classe almeno C!, inoltre
6g1 . agl

=0 perj>/{ mentre —— =ay .
Ox; h)

DS g day
J

chiaramente n € A?:ll, e inoltre B := a — dn € una k-forma chiusa. Per concludere osserviamo che

Definiamo allora la forma

. _ _ 99(1,0)
b=a 4+a—dn=a" + % aggpdry Ndry — (-1) E E ; dzj Adzg

4
= +ZOL(J[)CZI’J/\CZ£ZZ/ ZZ g(Jé)d jANdxy =
J

j=1

z1
0
=a +Za(”d [ g(xj’_z)dxj/\dxcz—i—zgif TAdry | =
j=1 J

e dunque B € A% |: per ipotesi induttiva allora 3 & esatta ed esiste una (k — 1)-forma ¢ tale che
B = d&, pertanto o = 8+ dn = d€ + dn = d(§ + 1), che prova lesattezza di a.

O

Osservazione 7.9. Si noti che abbiamo usato che 2 &€ un n-cubo solo per definire le funzioni g,
e piu in generale la stessa dimostrazione vale se {2 € convesso; d’altra parte vedremo a breve che la
tesi vale per tutti i domini diffeomorfi al cubo.

Definizione 7.10 (Pullback). Dati A CR™ e B C R", sia ® : A — B un diffeomorfismo di
classe C! e sia w una k-forma su B data da

Z Wil,...,ikdxil /\-~-/\d:vi,c

i< <lig

chiamiamo il pullback di w via ® la k-forma ®*w su A definita da

15009tk 1

1k *
i1 <--<ip
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Definizione 7.11 (Pushforward). Dati A C R™ e B C R", sia ® : A — B un diffeomorfismo
di classe C'': se w & una k-forma su A, chiamiamo pushforward di w via ® la k-forma su B data
da ®,w:= (®71)*w.

Per m = k, possiamo scrivere

o(P™, ..., P*
fI)*w = Z (wih._,ik (e] ‘b)ydyl JANRERWAN dyk ;
<o <ip 8(y17ayk)
infatti fissato un multi-indice I = (iy,...,ix), scelti x € A e vy,...,v; € R¥ denotiamo con

D®;(z) il minore di D®(z) dato dalle righe iy, ..., 4% e con V € M (R) la matrice data da V? = v;
e otteniamo che

d®; () A -+ AdP;, (@) (v, o) = dys A+ Adye (D (x)ve, ..., DOy (2)v)) =
= det (D®;(2)V) = det DO (z) det V =
AP, ..., Pir)

=—"~(x)dy1 A--- Ndyp(vy,...,v
o) (z) dyr yr(v1 k)

come voluto. Per m generico invece vale
* o(dh, ... P
w = Z Z (wiy,..., iko¢)%dyj1/\"'/\dyjk
(yju s ’yjk)

dato che

n

dP;, A--- A dD;, = Za.ldyﬁ Ao A Za Edy;, | =

=1 % = Oy;,
= odh OPir
= 2 o dyj A Ny =
i Tie O Ous,
odh ODbix

= Z Z sgn(o) e dyj, N+ Ndy;, =
j1<<jr 0ES 8yja(1) ayjo(k)
S A(®™ ... i)

dyj, A== Ny,
1< <in a(ij"‘vyjk)

Dalla definizione segue immediatamente che l'integrale di una forma differenziale o su una
superificie S = ®(A) coincide con l'integrale del suo pullback ®*« su A. Vediamo adesso alcune
proprieta del pullback.

Dati A CR™ e B C R”, sia ® : A — B un diffeomorfismo di classe C" e siano w una k-forma
e n una h-forma su B; allora ®*(w A1) = P*w A P*n.

Dimostrazione. Scriviamo esplicitamente

w:ZwIdxh/\-~-/\dx1k e n:ZanxJI/\-n/\dxjh
I J
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per cui

" (wAn) =" (ZZ(U]T}JCZSC]I/\"'/\dx]k/\del/\"-/\dSCJh> =
I

=Zzw1nJoq> Ao A---ANdBp ANdD g, A - ANdDy, =
I J

( > (wr o ®) ddy, A .Ad<1>,k> A (Z(nJoé) d<I>J1/\-~/\d<I>Jh> =
= d*w

J
A ®*n

Dati A C R™ e B C R”, sia ® : A — B un diffeomorfismo di classe C! e sia w una k-forma
su B; allora ®*(dw) = d(®*w).

Dimostrazione. Scriviamo in coordinate

1 <o <ip
da cui
8 K2 l
Z Z wl’ ”“dxj ANdziy A+ Nz,
1< <ip =1
adesso
Qw= Y (Wi 0®) dDy A--r AdDy,
i <o <ig
e
"/ Ow: )
(dw) = > Y (a—k oq>) dB; NdD;, A--- A dD;,
iy <o i j=1 Ly
mentre

T Wiy, iy 0@
d(®*w) = Z Z%dyﬂ\d@l Ao NdDy, =
i <---<ip £=1 Ye

I
\d
Ms

Z (8‘%1, ik > &dye ANdDP;, A---NdP;, =
0z Aye

i1 < <ip £=1 j=1
dwi WL
_ Z wh ik > Z_]dyZ /\d(I)il/\~-~/\d(I)ik:
i< < 8303 =1 ay[
1 ik -

<6w117 i

Ox;

I
¥
1M= 1M=

>dq) /\d‘bil /\"'/\dq)ik = <I>*(dw) .

1< <ip
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Osservazione 7.12. Per ogni k-forma w ValeEl ®,P*w = w: infatti per la Proposizione 7.10 basta
dimostrare che ®,9*(dx;) = dx;, e d’altra parte

=% I\ 0y,
m n o (I)_l ) n (I)—l
S () e Eom o (3
j=1h=1 Y h h=1 Th
= Z 6zhd$h = d.TZ
h=1

come voluto.

Introdurre il pullback ci permette di estendere facilmente il risultato del Lemma di Poincaré ad
una classe piu ampia di domini. Il seguente Corollario mostra infatti che 1’esattezza di una forma
puo essere controllata su un suo pullback.

Le forme chiuse sono esatte su tutte le immagini dell’n-cubo via un diffeomorfismo C.

Dimostrazione. Se ® : [0,1]" — Q & un diffeomorfismo C! e w ¢ una k-forma chiusa su (2, allora
0 = ®*(dw) = d(®*w), pertanto ®*w & chiusa sul cubo e dunque ¢ esatta. Se allora ®*w = d¢,
troviamo w = O, (P*w) = P,.(d€) = d(D.E). O

7.3 Teorema di Stokes

Euristicamente, quello che il Teorema della divergenza suggerisce e che la variazione di una quantita
in un insieme € ¢ data dal flusso della quantita attraverso il bordo 9. Cerchiamo di riformulare
questa idea nel linguaggio delle forme.

Definizione 7.12 (k-catena). Una k-catena singolare & una combinazione lineare formale a
coeflicienti interi di k-cubi singolari.

Definizione 7.13 (Bordo). Dato Q) = [0, 1]* il k-cubo standard, definiamo il suo bordo come

(k — 1)-catena come
k

0Qr = | J(-1)"'Fuyi + (-1)'F,; , dove
i=1

Fu;:=[0,1]7 ' x {1} x [0,1]*" e Fy,;:=[0,1]""' x {0} x [0, 1]**

Consideriamo ora una (k — 1)-forma a su Qy,
E
o= g a;dry N ANdT; A Ndxg
i=1
dove dz; e il termine omesso; allora il suo differenziale esterno e

k
i—10a

k
do=3" % d, nday Ao Adig A Ay = (Z(—n ) duy Ao A day
=1

=1

2In effetti il pullback & funtoriale, dunque ®,®*w = (P~ 1)*P*w = (P o 1) w = w.
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e di conseguenza

k k

. oo ; oa;
do =Y (1) “day A Ndaog =y (=1)7 “(w)dzy .. day =
/Qk ; o, 0 ; Q) O

k 1 1 1 1 1 )
:Z(_l)i—l/ / / / (/ Doy (m)dxi> dzy ...d%;. .. dzy
i=1 121:0 w7;71:0 1i+1:0 ﬂik:O x;=0 6%‘7/

=

ora pero
Lo
Q;
(v)dr; = ai(z1, .. zim1, Lzgga, o, 2p) — (@, .o 221, 0,541, .00, Tk)
pertanto

k

do=3 0 ([ o [ a) =30 (-
* i=1 Fa.i i=1 Fy
- /8 K

Data adesso ® : Q, — R™ di classe C? con differenziale di rango massimo in ogni punto, si ha
che ®(Qy) € una k-superficie in R", &, manda h-forme su @ in h-forme su ®(Qy) e valgono le
relazioni

3 S,

/ 3.8=[ B e d@.B8) =7 (db) .
B(Q) Q

Definizione 7.14 (Bordo di superficie). Data una mappa ® : Q; — R™ di classe C? con
differenziale di rango massimo in ogni punto, definiamo bordo della k-superficie ®(Qy) come
(k—1)-catena, che denotiamo 9(®(Qy)), I'insieme ®(9Q%) che ¢ unione finita di (k—1)-superfici
con seguo.

Teorema 7.14: Teorema di Stokes

Siano S C R™ una k-superficie di classe C? e 95 il suo bordo come (k — 1)-catena, allora per
ogni (k — 1)-forma « di classe C? si ha

/da:/a.
S as

Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che la tesi vale per S = Qy; d’altra parte se S = ®(Qy),
prendendo (8 la (k — 1)-forma su @ data da 8 = ®*a si ha

/Sda - /i’(Qk) A5 = /I’(Qk) b9 = /Qk = /8Qk ’= A(@Qk’) 0=

—/ o0 = a .
2%2(Qx) a8

O

Abbiamo dimostrato come conseguenza del Lemma di Poincaré una condizione sufficiente per
I'esattezza delle forme chiuse su un dominio €2, ossia che ) sia diffeomorfo ad un qualche cubo
n-dimensionale. Per quanto riguarda le 1-forme invece, abbiamo provato che la chiusura equivale
all’esattezza se () & semplicemente connesso: mostriamo che tale risultato non puo essere esteso
alle k-forme. Prendiamo Q = R3\{0}, che & semplicemente connesso, e consideriamo la 2-forma

1
w = m(xdy/\dz—kydz/\dx—kzdx/\dy)
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un facile conto mostra che w e chiusa; se per assurdo fosse esatta, ovvero se esistesse una 1-forma
¢ tale che w = d¢, potremmo considerare la 2-superficie S? C ), e per Stokes varrebbe

dato che 052 = (J; d’altra parte possiamo parametrizzare S? in coordinate sferiche con la mappa
®: [0,27) x [0, 7) data da ®(0, ¢) = (sin ¢ cos @, sin ¢ sin O, cos @), per cui possiamo scrivere

—singsinf cos ¢ cos b
DP(f,¢) = | singcosf cos¢sind
0 —sing

e dunque

®*w = sin ¢ cos B[ — sin? ¢ cos AdO A dp) + sin ¢ sin O[sin? ¢ sin Ode A df]+
+ cos ¢[— sin ¢ cos ¢ sin? Bdf A d¢ + sin ¢ cos ¢ cos® Odp A df)] =
= sin @[sin? ¢ cos? § + sin? ¢ sin? § + cos® ¢ sin? O + cos? ¢ cos? O)do A df =
= sin ¢pdo A df

2 T
/ w:/ @*w:/ / sin ¢dopdf = 4w # 0 . ¢
52 d-1(52) o Jo

7.4 Calcolo di integrali di forme su superfici

pertanto

Siano «, 3 parametri reali, 0 < a < 8 < 27, e sia f € C([, B],RT).

Consideriamo il cammino v : [a, 8] — R? dato da

07 ()= (i)

allora la mappa 7 delimita naturalmente una regione S.

Definiamo la forma ausiliaria w = 3(zdy — ydx), allora

/w = area(S) ,

infatti

Lw

— y(0)'(6))db =

B

1

2,

1 18

5/ 0) cos 0( f(B)sitid + f(0) cos0) 0)sin 0(f'(8ycosO — f(6)sinb))dd =
B

%/ (0) cos® 0 + f*(0) sin® 0)df = %/a QL

e d’altra parte

B rf(0) 1 B
area(S) = // dzdy :/ / pdpdf = 5/ 2(6)do
S a JO a

Consieriamo adesso una curva S (I-supericie) in R? che pud essere parametrizzata con un
cammino v : [a,b] — R? di classe C!, allora la direzione tangente e la normale uscente a S nel
punto v(t) possono essere scritte come

EAORE. _ 1 V5(t)
I e B L ) (—vi<t>>’
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dunque se F : R? — R? & un campo C!

b b
/ Foii= / F(y(1)) - Nygoy |7/ (1) dt = / (Fy(Y(0)5(8) — Fa(y (1), (1)) dt = / (Fidy — Fade)

ed il calcolo del flusso di F' lungo la curva S puo essere ricondotto al calcolo dell’integrale di una
1-forma su una 1-superficie.

Consideriamo invece una 2-superficie S in R? ed un campo F : R? — R3 di classe C''; mostriamo
che vale la formula

/ﬁ'ﬁ://(FldeAd$3+F2d$3Adxl+F3d561/\d(EQ)
S S

e che dunque anche in questo caso il calcolo del flusso di un campo F' si riconduce al calcolo
dell’integrale della forma w = Fydxo A dxs + Fodxs A dxy + Fzdxy A dxs.
Prendiamo ® : D C R? — S una parametrizzazione C' di S, allora

//sﬁ'ﬁ://[,(FO‘p)'(noé)\/mdudv:

- // (Fod)- <M> |y X By |dudv = // (Fod) (9, x ®,)dudv =
D |Dy X @y D

= // <F1 0 O(D2D3 — P3P2) + Fh 0 P(P3D) — DLIP) + 30 D(DL D2 — @3@})))dudv =
D
(D2, %) (23, 1) (D!, ®?)
= Flod —— L 4t Fod "~ 4 Fy0d — 2~ = :
J, (o0 S+ Brow S 4 moe Spaauin = ff o

Osserviamo inoltre che dw = div Fdx; A dxo A dxs, pertanto se S = 9§ con  C R? aperto

ed in questo caso particolare ritroviamo I’enunciato di Stokes attraverso il Teorema della divergenza.

Esercizio 11. Dato un campo differenziabile F' : R™ — R" ed un’ipersuperficie X, si trovi
un’opportuna (n — 1)-forma w tale che

/ F.ii= / w

b b

e si deduca la tesi di Stokes nel caso k = n attraverso il Teorema della divergenza.

Idea di Soluzione. B ragionevole tentare di provare l'uguaglianza per

w=Y (1) Fidxy A+ Ndii A+ Ady,
=1

cosl che se Q & un aperto e ¥ = 02, denotando con volg la n-forma dx; A --- A dx,, si ha
dw = div F' volg e dunque per il Teorema della divergenza

/dw:/divF:/ F~n:/ w .
Q Q o0 e}

Orase D CR"!e®:D — ¥ ¢ un difftomorfismo C! che parametrizza ¥, si ha che

/Ew:/Dw(d)(z))(D(I)(z))dz:/Ddet(F(@(z));D<1>(Z))dZ ;

ora sulla superficie ¥ il campo F si scrive come (F - n)n + T dove, per ogni x € X, T(x) ¢ un
vettore nel tangente T, %, di conseguenza det(T(®(z)); DP(z)) = 0 per ogni z € D e dunque

/Ew = /DF(<I>(Z)) -n(P(z)) det(n(®(2)); DP(z))dz .
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A questo punto si dimostra che se vy,...,v,-1 € R"™ sono linearmente indipendenti e generano
liperpiano V, detta vy la normale uscente da V e A € M (n,n — 1,R) la matrice data da A* = v;,

allora
det(vy,v1,...,vp—1) = Vdet ATA

in quanto entrambi i termini equivalgono all’(n — 1)-volume dell’(n — 1)-parallelepipedo generato
dai v;; dunque det(n(®(z)); D®(2)) = \/det D®(2) T D®(z) e

/Ew:/DF(<I>(z))~n((b(z))\/detDtb(z)TD@(z)dz:/EF-n .




Appendice A

Passaggio di derivata sotto il
segno di integrale

Consideriamo uno spazio di misura 2 e una funzione f : (a,b) x Q@ — R, e consideriamo la funzione
G : (a,b) — R data da

Gz) = / f(.y)dy -

In questa sezione cerchiamo di capire se e quando ¢ vero che G ¢ continua e che

G- [ O (2, y)dy .

an

Per la continuita, troviamo una risposta immediata:

Sia f: I x R® —» R, con I C R misurabile, una funzione tale che f(-,y) ¢ continua per quasi
ogni y € R™. Se per ogni x € [ esistono § > 0 ed una funzione integrabile g : R™ — R tale
che |f(t,y)| < g(y) per ogni t € [x — §,z + J], allora la funzione

Gx)= [ f(x,y)dy
R"L

¢ continua in x.

Dimostrazione. Fissato x € I, vogliamo mostrare
li — =
lim G(x+h)—G(z) =0,
che ¢ equivalente alla condizione

V{h,} C [-0,0] tale che h,, —> O siha lirf G(x+h,) —G(x)=0 .
n—-+0oo

n—-+oo

Vale

n

(ot ) — f(x,y)dy‘ < [ Vet by~ sl dy

]Rn
Ora, poiché f(-,y) € continua per quasi ogni y € R"

fl@+hn,x) = flz,y) — 0.

n—-+oo

Inoltre, per ipotesi, vale |f(z + hn,y) — f(z,y)| < 2¢(y), quindi, per il Teorema di convergenza
dominata, otteniamo

[ 1)~ sy — 0.

n——+4oo

131
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Riguardo la seconda domanda, iniziamo ad evidenziare alcune condizioni necessarie. Sicura-
mente per ogni x la mappa y — f(z,y) deve essere integrabile per la buona definizione G; inoltre
per poter scrivere il termine di destra nella seconda uguaglianza € necessario che f sia derivabile
rispetto alla x e che la sua derivata 0, f sia integrabile nella y. Supponiamo dunque tutte queste
ipoesi.

Fissiamo ¢ e scriviamo

Gt =60 L[ (10 ey ste.an= [ L ey

9 3

con &, € (z,x+¢). La dimostrazione adesso potrebbe procedere cosi: supponiamo che la funzione
t — 0, f(t,y) sia continua nella variabile ¢ = x per ogni y € Q, allora

0 .0
/Qa—i(x,y)dyz/mlg%a—i@, dy—;g%/a (& )dy = lim

Resta allora da provare I'uguaglianza (%), non vera in generale, ma a cui possiamo approcciarci
con risultati di convergenza. Ad esempio, se J,f ¢ continua su (a,b) x Q e & compatto, dato
§ > 0 tale che [z — §,2 + 6] C (a,b), O, f & limitata su [x — ,z + §] X €, pertanto se  ha misura
finita, I'uguaglianza vale per convergenza dominata.

Abbiamo cosi dimostrato il seguente.

Siano ) spazio di misura compatto e di misura finita e f : (a,b) x  — R tale che Vx € (a,b)
la mappa y — f(x,y) ¢ integrabile, e sia G : (a,b) — R data da

- / f(y)dy ;

se 30 > 0 tale che [z — d,2 + ] C (a,b), O, f esiste su [z — J,z + ] x £, & limitata e Yy € Q &
continua nella prima variabile allora G ¢ derivabile in x e

6= [ Shwnay

Osserviamo che abbiamo usato la continuita in entrambe le variabili e la compattezza di €
per ottenere la limitatezza, dunque supponendo 9, f localmente limitata possiamo rilassare le altre
ipotesi.

Siano ) spazio di misura di misura finita e f : (a,b) x Q@ — R tale che Vx € (a,b) la mappa
y — f(z,y) & integrabile, e sia G : (a,b) = R data da

=/Qf(:v7y)dy ;

se 30 > 0 tale che [z — 0,2 + 0] C (a,b), O, f esiste su [x — J,z + 0] x  ed & continua allora
G & derivabile in x e
of

8:0(

G'(z) = y)dy .

Inoltre abbiamo usato la limitatezza per dominare la derivata 0, f con una costante, che e
integrabile se 2 ha misura finita, pertanto se disponiamo gia di una dominazione integrabile lo
spazio di misura {2 puo essere generico.
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Siano ) spazio di misura e f : (a,b) x Q — R tale che Vz € (a,b) la mappa y — f(z,y) &
integrabile, e sia G : (a,b) — R data da

G(z) = /Q fzw)dy

se 36 > 0 tale che [x — 6,z + 6] C (a,b), O, f esiste su [z — §, x4 d] x Q, & continua nella prima
variabile ed esiste ¢ : 2 — R integrabile tale che

0
a—i(t,y)’ <¢(y) perté€|x—¥xz+ )
allora G ¢ derivabile in x e of
! — —_—
G'(z) = ; 5 (L Y)dy -

Altrimenti, possiamo approcciarci all’uguaglianza () attraverso il Teorema di convergenza
monotona, infatti se per ogni y la funzione ¢ — f(¢,y) & convessa (o concava), allora la mappa 9, f
¢ crescente (o decrescente) e dunque si ha convergenza monotona.

Possiamo riassumere nel risultato seguente.

Siano 2 spazio di misura e f : (a,b) x Q@ — R tale che Vz € (a,b) la mappa y — f(z,y) &
integrabile, e sia G : (a,b) — R data da

G(z) = /Q fy)dy ;

supponiamo che 36 > 0 tale che [z — §,z + §] C (a,b), che 9, f esiste su [x — §,x + 0] x Qe
che Yy € & continua nella prima variabile; se 2 = Q° + QF + Q~, dove Q° ha misura nulla
e la mappa t — f(t,y) & convessa su Q1 e concava su Q~, allora G ¢ derivabile in x e

0
6w = [ Faai .

Supponiamo adesso 2 C R™ e che per ogni z € (a,b) e per ogni 6 > 0 la mappa 9, f € integrabile
con integrale finito. Allora

Gt) = G(s) = [ Sty = [ sy = [ (1(6.9) = 7o)y =
= /Q (/St %(U,y)da) dy = /st </Q %(a,y)dy) do

H(o) = / g(o, y)dy

an

ossia se poniamo

troviamo che H ¢ ben definita e integrabile per il Teorema di Fubini, a meno di insiemi di misura

finita.
of

G(t) — G(s) = / H(o)do e quindi G'(z) = H(z) = /Q %(x,y)dy

almeno per ogni z in cui H & continueﬂ

LQuesta condizione & sufficiente: in realta cio che importa & che I'integrale medio di 9, f converga ad H(z) vicino
ad z.
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In generale, data una funzione ¢ : R — R, abbiamo chiamato derivata di ¢ una funzione ¢’ tale

che
lim 281 6) = (@)

e—0 £

VreR ,

d’altra parte, il Teorema fondamentale del calcolo dice che dati a < b si ha

b
6(b) — b(a) = / o (t)dt ;

chiameremo derivata debole una qualsiasi mappa 7 : R — R tale che

dunque H = G’ in senso debole.
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