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Lemma 
fondamentale 

del CdV

Metodo classico ed esempi 
Problema della brachistociona : trovare la curra che congiunge A eB

A per la quale un grave impiega il tempo

minimo partendo da A per arrivare aB

·B

A
. 23-y

XB

/
P

·

B
Emo +mgh = costante

W

P() =( y= U(x) u(x(H) =y(t)
X

E((H +itl) - gx(t) = 0 S
Nol = 0

, y(d =0

=+ yjz = 2gX Nd=0
, y(a=0

Ora T=J dt = 1* Edx
Y(t) = M(x(t)x(t) = -(1+ u(x) = 2gx

=> T = (
+B 1+x(xdx
& 29X

PROBLEMA: trovare una funzionee tale che uld = 0
, M/XB) = YB

UeC'che rende minimo Tul = f. u d

Pi in generale ,
possiamo considerare

b
2(u) = Sa LIX

,
U

,
e) de

funzionale classico delCol lagrangiana
V = LueCita ,b)) : ula) =ya ,

ulbl=yb) e uno spazio affine

TV =V -V = (4EC'(ta
,
b)) : Pla)=0

, 4(b) =0)=: Colta ,b)) e uno spazio vettoriale

Data PEColta ,
b)) e dato zett

se u e minimo di 2
,

2(u) = 2(u+eq) Ve ,e

F(2) = 2(u+zq) quindi F(dF() Frett

Se Flo esiste
,
allora F'(0) =0

F(e)
=0
= LIX

,
U+Eq( ,

v+20x)dx =

=Sab+(d

=,Ute ,Utequ ,+Eq=
=(X ,

u
,
u)P(+ (x ,

u
,u) -4dx = 0fqeC([a,

b))
by

Integrando per parti :

=- ,
u

,um))y(xdx +[ ,
u(x)

,
u, (x) -p() =

=ag(xq(dx con g(=(x
,
u

,
u)-( ,

u(x)
,v'(x)

Sia gec'(ta ,
b))

.

Se

Sagad=o Foecilla ,
b)

allora g= 0.

Nota CY(r) = /DEC : spaper compatto
Spty=XER : (4)+04



DIMOSTRAZIONE

Prendiamo Xoela,
b). Per assundo sia g(xd0

.
WLOG glo> o

Jaso : g(> Eg(o) >O FXETV-2
,
Vote) (a ,b)

Jyecilla ,
bi) con spteto-e , Note] , Q40 , Quo > 0 ·WDis

(ad es
.= (

XOVX3/

Quindig(pdx= (p(dx=gad >03

&Quindi,per il lemma , g(x = o
,
cioe

,u=X, ,) lequazione di Eulero-Lagrangea

Torniamo alla brachistociona
1+z2L(X

,Y ,
z) =

29x 0zgx
& u'(x) 1

CEL) 0 =

dx etrc2gx
quindi u'(x 1

= c

1+ u'(x2 X

=> u' = c 1+u x =( = -(1+(x(2x
C2X

=> MK(-(x)=x =>u =

1-C2X

da cu u=/x =/ =-Ex =

(Dx -2 x =
11-28X)

= E((2= dx - x-c)
2 X-C2X

ora x-x = -E-c = 21-4-2x2
, quindi

= /n -y -2x2dx - Ex-cx = -arcsina-2x)- Ex-c x +k=

=- Arcsinc-204- E2 1 - (-22x +h

U =_ Arsen +== k=

Quindi u(x = 2[-arcsin(1-28x +E - 1 - (-22x) =

= Tarcos(1-2x - 1 - x-22x)

e una cicloide :

TR

-
=

I - y
X(0) = R-RcostV

so Sy(0)= OR-Rsint

v

>
O =arcos(-I)S
y = RTarcos(-)-1-41-] = Ur()

OSS URI =Ru,(i)

S
> Y

xv



Def.

· Problema di Fermat

y =

A

· 2)(u) = (g ,
ux) 1+ uxx2dx

> x
con g(,y)=y)

,
u(a) = ya ,

u(b) =yb

((x
,y ,z) = g(x,y) 1+zz

gyz

IELWe u=
1+ UP

1
.

Dove g e costante : 0 = g(x ,u(x)u' 5(z)a
1+ UP

=>
d u'(x

=Of(u():=
u'(x)

= cost
-

dx 1+u

22

1+ UP Juzcurvatura

1+z2 - -

f'(z) = N+z > 0
+z2(1+z2)

=> u(X)= M Costante = u(x) = mx+q
2

.

Sulla superficie della lente 'Il
ca

O
1/

dg "Let
dy

Hu=gue
y=u(x) :

NOTA g(X ,y)=g(x) ga
U(x = tanx = 1+U = Ittanx =c

Quindi = sinxx

=> g(sinx( =cost g,sin =gasin S (legge di Sel

u e C'a pezzi, yeCilta ,
bil se

N

(i) ut Co(ta
,b])

(iil esistono n-1 punti t .
c

.
a=X.X...Xn=b s

ueC"[X2
,
Xm]) k= 0

, ...,
n- 1

Quindi 2(u)= L
,
u

,
)

· Problema di Fermat vettoriale

U : [a .b] - R3
A

Zm

·X. B
X1UX) -Y

L

X

2)(2)= (ag(u(x)(u(x))dx u(a) = A
,
u(b) =B

(14
,y,z) =g(y)(z)

In generale :

L : [ab]xXt-I
,
Zul= L(x

,
y

,
u'x1dx

Se 1 e Minimo
, FqeC: ([a ,b)

,

RY)

o= 2(u+4)=0

= (a(X , 4+2q
,
4 +2q)c=0dx =

=



Equazione di Beltrami

= [Te(( ,y ,
4) - q() +xz( ,yu) -q(x)dx =

= [TeL( ,y ,
2) - a4z((x ,y ,y)) . ((x)dx Li termini di bordo siannulland

searendo= i) ,

0=DL-XLPadx Fam , quindi

Xq((x ,
4

,
4=YXzL(x ,

4
,
2) LEL vettoriale)

Torniamo al problema diFermat

Xyl = +g(y) . ( Xel = g().

EL : Dg)(= g()= (g()-)g
Supponiamo u pl .a .,

cio (ul= 1 Y = T

Xg(y) = (Dg(y) - T)T + g(y)4"() ·

Quindiatteniamo Y"Le
'l"(x)

Xg(y) = (Dg(y) - T)T + kg(y). Y"(x) = k(X)Y(X)

Facendo il prodotto scalare con V :

= ⑳Blivelli dig
(shooting)

((X
,y ,

z) = ((y,z) 2u) = SaLLUM
,
UXIdx

CELL Gu ,(1)= .
u'(x) equazione diff

.

del zoordine, autonoma

Moltiplicando per U' :

U'.u,)=u,

marami

Problema della catenaria

ya La catena minimizza l'energia potenziale
*

> x
F (2) = Sau(x) 1+xxx2dx

L u: [a ,
b) -R

,
ulal= 0

,
ulbl=0

Questo e un problema vincolato : Ful min

Gu= 1+ xxxdx Sin
=o

Utilizziamo i moltiplicatori di Lagrange "XF =XXG
17

2(u) = f(u) - xG() = j(u(x) -x1+ x(x2dx

cio ((X
,Y ,

7) = (y-X) 1+z2

Possiamo usare l'eq ne di Beltrami
Oh Z

dz
= (y- x)

1+zz

(a-X) 14412 - u'(-Xa = C



Quindi :

(u- X)(1 + ((2 -((z) = C 1+(41

(u- x)2 = c2(1+ (u(z)

u =
(-x - c

= (u-X)2 - 1 = u = 1 (u=X)2 - 1
Ch

=> 1 = 11 =b = =(-x

NOTA settsinh = sink-

Dsettsink = coshisetsinns= its a Dsettcosh-sinh(settcoshs) = s

=> C . settcosh(X) = F(X-Xd = settcosh(X) = =+0 e= + 1

=> uX = cosh(++) = u=ccosh(+) +x
↓

Ora ulal = ulb) =0
,

X = Alb
=> o = cosh(90) +x = x= -cosh(at)

c si ricava da G(u)=L

Estremi liberi M

2)u) =S(x ,
u

,

v'(x)dx

2(u) min .
Ulbl = yb ma ulal e libero

= ZutE4)2=0=4+4 = /y-44ax +14)

Se scelgo 4 con anche (a) =o
, attengo (ELl :y=

=> il primo addendo e sempre nullo
dL

=> ,
U,) pla =o. Se selgo y con calfo ,

allora de (a
,
u(a),u(a))=0

Se avessi fissato ulal elasciato libero ulbI
,
avreib

,
u(b)

,
v(b)=0

Se avessi lasciato liberi entrambi
,Otterreia,ula

,
rica)=0,b

,
u(b)

,
u(b)=0

Nell'esempio della catenaria
,
El e sempre la stessa.

dL ua)
In pil attengo dz (a

,
u(a)

,
u(a)=0

,

cio (u(a) - x) = O
1+(u'(all-

O ulal =o o vilal= 0

> impossibile
,

infacti coshs o (sec+O)



· Problema di Plateau 6
Fissata una curra nello spazio, trovare la superficie
di area minima che "borda , la curva

&
& (superfici minimel

supponiamo che la superficie sia una superficie di rotazione

attorno all'asse comune dei due cerchi

I U : [r
, R] - R~ MIRI=0

,
url=h Ya

2(u)= 2(X1+(u(x) dx
O xx+xX

>x

L(X
,y ,

z)= X 1+z2

Lo=(2)e la curvatura media della superficiel

=>= => +(2 = c 2(1+(12) = 2412 =x

=> u =

1
=> U( =Csettcosh(E) +k

2 - 1

Quindi il grafico di U e una catenaria, percio la superficie e una catenoide

- stabile

& instabile -
2 soluzioni

R

Meccanica Lagrangiana
2(u) = (((x

,
u

,
u) L = E-V

,
u(X) posizione al tempo X

,

l'I velocita

E =Emu(z
F(y) = - XV(y) forza nel punto y
((X

, y ,
z) = EMIZR-V(y)

Xyl = - XV (z) = Mz

IEL) -DV(()= mu(x = mu"(x) cioe F = ma

Conservazione dell'energia :

-XV(U(X) = MU"(X)
,
moltiplicando ambo i membri per u'(X)

,
troviamo

-Vu= Em = Emi + Vu(x) = cost



Equazioni di ordine superiore
2(u) = (aL(X

,
M

,
v(x

,

U"(X) dx L= L(X
,y ,

z
,
w

uEC2([a ,b)) u(a) =Ya ,

u(b)= yp ,
u(a) =za

,
Y(b) = zb

Affinche uteQ abbia le stesse condizioni al bordo :

GEC2 con G(a) =y(b)=0
, y'(a) =y

' (b) = 0

LutE
=0
= ((x

,
u+20

,
u+ed' ,

u"+2")z=0dx=

perparti

=bu,+,+,)

=-4-4) + 184/a + 18.a.)a =

=-4+/ = 0 FaeCilla ,
bl) = C: ([a

,
b))

Per il lemma fondamentale del CdV :

CELL- = 0

· Spline Su
U: [0, 1] = IR

O i

Uld =0
,
Ull = 1

,
lld = 0

,
u'1 = 0

1

2(u) = So (u"(xidx -> minimo
dL

L(X
,y ,

z
,
wi = Zuz dur

= W

CEL)0 , ciou(x =u

=> u(x) = ax3 +bx=cx +d

u'(x) = 3ax +2bx +C

uld=o -d= 0
,

u(d = 0 -c=0
,
u()= a+b= 1

,
u'll)= 3a+2b = 0 - a=2

,
b= 3

=> u(x) = -243 +3x

· Estremi Liberi I ·

U: [0, 1] = IR y= u(x)

Uld =o
,
Ull = 1

,
4'ld = 0

O i
1

2(u) = So (u"(idx - minimo

In generale
2(u) = Sa L(x

,
u(x

,
v'(x)

,
u"(X)de

o= Lu+Ede=0
=

=-)4dx +(84)=

Posso comunque scegliere d' con 4 (b)= 0

per attenere lastessa equazione di prima:



Problemi in più variabili

CELL- = 0

OL
Se poi scelgo y con llbl+ 0

, attengo du x= b
= 0

dLTornando all'esempio ,
L= Lul=Zur

, an
= w

La condizione aggiuntiva e u"(1) =0

u(x) = ax3 +bx +cx+d u'(x) =3ax +2bx +c
,

u "(x) = Gax + 2b

Uld=o -d= 0
,

u(d = 0 -c=0
,
u(= a+b= 1

,
u"(l) = Ga+2b = 0 - a=

- z
,
b=3

u(= -Ex +Ex
Se lascio libero anche ula

,
noto che ukXI =X soddista le condizioni

e I(u)=0
, quindi u(x) = X e certamente un minimo

E anche facile dimostrare che se 7xo : U"doZulLo

=> u(X = CX +d e solo c= 1
,

d=o soddistano le condizioni albordo

&

X

Ex 2)= /R + /M-X2dX
,
UEC(to

,
13)

,
Ma

,
will Liberi -

((x,y,
z) = z2 + (y-x 28 =2z

, 8 = 2(y-x >

MIRER" -IER

X1 > u(X)
-

2)= Sa ((X
,
U(

,DUCA) de MEC'(R)
,
M=g() perEd condata

ML = L(x ,y , z)
,

L : RXRXIR - R

Facciamo il solito procedimento per trovare punti stazionari
,
con UEC(R)

O= 2(u+Ea)z=0
= (2(X ,

u+E0
,

Du+24)c=0dx =

teorema della divergenza
= In , ,xa)-p +4z((X ,

u
,
du) -Dadx =

= In(8-divx(4zL) 4dX + for4 TzL . Ve do

Per il lemma fondamentale del CdV (in pi dimensioni) :

Cell 8 ,M ,
Du = divzLk

,
usual

· Integrale di Dirichlet
2(u) = Ea IDUR + Saturda
MECE)

,
feCir) data

2u) - min& U =g(X) su de congecirl data

L(X
, y ,z) = E(zk + f(x) - Y

OL
dy

= f ,
Xz)= z

EL FI= diDu = DULA)

Equazione di Poisson : Au= - sur&u=g sude (condizione diDirichlet)



Senza le condizioni al bordo, atteniamo (EL), cioe Du=F.
e 8= O (seguedaU . V . =0 Xq) (ondizione di Neumann)

· Superfici minime : problemadiPlateau
2(u) = 12 1+ /Xu(x1dx U:er iR

larea della superficie del graficodiul

=
EL) 0 = div4z) =divur /extracciadea mentale

Du

2 Hu(x) = div
+1TR

curvatura media

I minimi
,
se esistono e sono sufficientemente regolari,

devono avere curvaturamedia nulla (superficiminimal

Metodo classico del CdV

(1) Risolvere (EL
(2) Dimostrare che la soluzione eun minimo

(convessita, .. I

Metodo diretto del CdV
· Per risolvere un'equazione ,

troviamo una formulazione variazionale

Ll'equazione e un'eqne di (EL) per un certo funzionale
· Dimostro che 2 ha minimo con Weierstras :

1) Prendiamo una successione minimizzante Uk

Coercivita : i sottolivelli sono compatti
=> abbiamo un'estratta convergente ek,U

(2) Se c'e semicontinuita inferiore (2(u) = limint2(un) se Un - u)

allora 7u minimo di 2.



Convessità
IDEA Se f e conversa

,
f'(xd =0 f(x)Yf(xd Ex

retta tangente
Consideriamo

2(u) = InLIX ,
u

,
Xul dx U :RetR

supponiamo che Exer (y ,
z)1 > L(x

,y,
z) sia conversa e derivabile.

Allora Free Fy ,YER Vz ,
z.
ER

L(X
,Y I z) > ((X

, Yo .
20) +(

,Yo .
20) · (y-yo) + XzL(X

,Yo ,
zd · (z-zd

(piano tangente in (u1Yo ,Zol
,
Yo ,
zo)

y= u(X)
,
z=XU(X) , Yo = Uo(X) , zo= XUo(X)

,
dove No e il candidato minimo

e u e un competitore t
.c. u(X)= U./X Frede

2(u)= SeL(x ,
U

,
Duldx

-> Sa LX
,
Mo

,
Dual+ (X

,
Ho,d - (U()-Uo() + TzL(X,Mo

.
Xeo) - (Al-Muddx =

=2(d + Sag(X ,
Mo

,
Mud - divxXzL(X ,

Us
,
DuaS (U-UddX+StzL(X ,MoUdVa(l-Udo

= Lud + Sa(ELl . (M-40)dx = 2Cud Se 1= 10 su de

se non ho condizioni

esempio Integrale diDirichlet : ((X
.Y ,

z) = Elzi al bordo

Superficiminime : ((X
,y ,z) = 12R

esempio Brachistocrona
1+z2L(X ,y ,z)=

e conversa in (y ,z)

ma 1+z2
non e conversa in (y ,

z)
J

esempio Catenoide
((x

,y ,
z)= X 1+z2 e conversa in (y,

z)



Lemma di 
allisciamento

Esempi in cui le cose vanno male

esempio Doppio Pozzo

=1:Wald con vifizlewec(i
S 2(u) - min

uld= un)=0

M

X seOx

& UE (ip(To ,
1])

No
No=

1-x sel
⑧ 17

=> Lud=0 = U. e minimo assoluto su Ci (ma non e unico

In C' non c'e soluzione

IELl O= -GU(1-U()
,
cioe WV'(UC) e costante

Se NEC'
,

n'non salta
,
W'lu'(I) Costante >u' costante => u(x=mx+q

Ma con i dati al bordo, segue UK=0, che non e un minimo (2(d= 1)
Quindi ci sono infiniti minimi in Cp ,

nessuno in CI

NOTA Ci sono successioni minimizzanti in C' :

UKEC't . c
.
[(r) > O

Ovvero,possiamo approssimareECp con UneCh
in modo che 2(un) - 2(u)

FUEC Veso JUzEC'(ta ,b]) t
. C.

Il Ma-Ullo = E
,

11Vello 2(IIV'llo +1)

e Kxzta ,b] :/E

Se l'ambiente e Ci
, posso Ottenere delle condizioni nei punti di non derivabilita

LEL non ha senso in quei puntil
ueCi(Ta ,

b)) Ja=Xo <... <Xn =b
,
MEC'[Xm

,
Xu)l

2(u) = (Lx ,u ,
vid=,

&+==,ul-]
M

Se o si annulla

sunoditeg-4,4:4 x=b
La somma diventa

=O - = O
= D

Se plas 0
se scelgo y conc)0

Se alb)+0

Otteniamo la condizione di Erdmann-Weierstras :

m ,
Uk

,
U_(k)=U

,
U per=

NOTA Se e iniettiva rispetto a z
,
la condizione dice che U'(K)=U = ueC

-WI

Nell'esempio precedente: (x,y ,
2) = 42122-1

~=>Mi((ui- 1)= u= (4=2
- 1)

-
. ·

Oss Questa condizione e la condizione di Snell che abbiamo visto



esempio finto cattivo

2(a) = Sowel

(2) - min

uld= 0
,

u(l)= 3

Si usa lo stesso metodo : 32 ·

W'u'l- cost dove n'e continua l'costante

=>I e linearea pezzi
U(X) =3X Soddisfa Uld= 0

,
Ho(l) =3

· I
2(ud = SoW(3) No e minimo assoluto in Cp?

In Ci EN : condizioni incompatibili
In C' No e l'unicasoluzione che soddista El e le condizionialbordo.

E D Wiz=N (conversificato diW)

2)ud = SoWil =Scul = Scul = Sinsu) =zi

W(z)=(3) FueC", uld = 0
,
unl = 3

poiche e convesso e 4. soddista Elper
=> No e minimo per 2

Idea banale se lo e minimo di Ind e Zu= Lind e [2,
~

allora No minimizza 2 : 2lud =Zind = 2(u) = 2(u)

esempio pii cattivo
2(u) = (TW(u) + Ecu(x))]dx

S
U20) = O

u() = 0

2(u) > min

230
, U : 2(u) = 0

Ma Vezo JueCht. c
.

2) = L non ha minimo

a

Es
E-

- >
2(a)= So +EakE=

Va

Us ECh ma grazie al lemma di allisciamento si ottiene Es :

2(tal = 1 Wind + ESRWANerter Wide +zer 10
Wu 20

(UrECp
,
UzeC' sono successioni minimizzantil

Oss Un >O uniformememente
,

ma 2(un) o mentre 2(0) = S:(d)= 1

L non e semicontinuo inferiormente

Nota Se scelgo la topologia diCI(Un"ut un)
Cl

allora L e continuo, ma UkO



La

esempio 2)u) = S. 1)2dx ua= 0
,
u()= 1

3

((x ,y , z) = 1+z2 -----
M -

· > z

i 7

Saleicadx= us)-uld

qualunque funzione crescente paga uguale (caso linear

Nel caso sublineare
,
conviene avere derivata grossa

sex= EUm(= I sex UKE(b([0 , 13)

2)Un= S%**31+ + 11 =+
+ 1- Eke

+1

2) = (.Hdx1
, quindi inf= 1 = inf2 (per allisciament

Se fosse 2(u)= 1 =/M = 0 = U' = 0
,
cioe ucostante ·

Moralmente il minimo e vix-limenti & 3

esempio (Weierstrap
2(u) =ExIv12dx Uld = 1

,
u()= 0

((X
, y ,

z) = xz2 e conversa in zx ma non uniformemente

8y =0, = 2xz

EL O=2xum = xum =c = u(x) == = u(x) = clogX+d

Unl = 0 - d=0
,
M(dy=0 + 1

&
se XIE

.. UE(X)=log seea

2(a) = 1x . 0 + jax(xege) dx = egaSodx = -age ans Of

Inoltre 2(u)0 = inf2= inf2= 0

Cp C

ma se fosse [lul=0 = u=costante impossibile

esempio 2(u) = Slu(x13dx u(d = u(1) = 0

non esistono i minimi



esempio ((X ,y ,
2) e conversa in z ma non in (y ,

z)

(transizione di fasel

2(u) = [WMM + EluMR]dx conW(yl= Ey= (-yz)
lim u(x = 0 Ya y=1

X - D

-enUN= 1 y= u(x)

> X
y= 0

((X
,Y,z) =W(yl + Ezz

(EB) L-l'8 = cost se L non dipendedax

=z W+Elk-l = cost

Erd-ul-El = c

=>(il = 12(1-ul2 -2 Ux- 0 = 11-412 30
,
cio( > -2

quindi c=0

=> u=111-u)

· OUEI

· u30

Quindi considero u = ul1-u)

=> Jusudu = X+c = logu-logu-u) =x+c

=> logit = x+ = Mu = ext = ux) =

ex

1+ex+c

C da una traslazione lungo lex (infinite soluzioni
ex

Scegliamo C=0 : Mo(X) =

1+ex

No e minimo di 2 ?

2) =E uuuuuumax = Sua-udu = [- = 5
a2+b2 u= u(x)
2ab du= u'dx

2(u) = 5) ar+b =zaba=b
,
doe u' = uk-u) = U=1.



Calibrazioni o campi di Weierstraß

Teorema

Lemma

y=U+(x)

2()= Lu , u)de #Yb

U(a) = Yo %S
u(b)= yb

·

A

>

con L conversa in z F(x,y)
a b

Al variare di tel intervallo intorno di o,

trovo delle soluzioni diELI U+(x) che "fibrano
,

una regione A,
doe f(x ,t) = (x

,ut()

# confinettivain realta sara

differorfisma

[ ,b]xI a b

( ,
t)

Allora U+/) realizzail minimo di L

sulla classe ditutte leU: Ta,b) -R

t
.c .

ula) = u+(a)
,
u(b)=ut(b) e (x

,
u)EA

esempio Geodetiche &

&

DIMOSTRAZIONE -L
M

Passo 1 Usare la conversita per rendere i

funzionale lineare in z - &

Fissati (x,y)

L(x 1y,
z)L(x,y,

E
,y)+(

,Y ,
E(

,y)) · (Z-E(,y)) (per conversita

Scelgo E(X,y) = z(X
, Mf(x) = M=()

&

(X,YIEA= 71t : (x,y) = (X ,Uz(x))

Poniamo MIX,y ,
z) := L(X ,y,

E
,y)+(

,Y, ,y)) · (z-E(x ,y)
2(u)= L

,
u

,
u)dxM( , um

,
umdx = M(u)

2)=(,
u=() ,
ut()dx = Sab((X ,

u+,=(
,
u+)dx = jaM(x ,

u+(x)
,
u+(x)dx = M(u)

U= Ex
,
U(x)

Se 2(u)M(u) Fut .
c .
(MEA e 2(u+=M(z)

,

se le e minimo per Ul allora u+ e minimo per 2.

Quindi basta mostrare che Miu) e minimo perU(u) =M
,
u

,

v'exidx.



Def. Se 75 tale che ((X
,
u(

,
u'(x1)=S(X

,
u(x)

allora L si dice Lagrangiana nulla (null-Lagrangian)

2)(u) = (((X ,
u()

,
u(x)dx = SaaqS(x ,

u()dx = S(b
,
u(b)) - S(a

,
u(a))

dipende solo daidati al bordo

=> 2 e costante sulla classe delle funzioni condato al bordo fissato
=> ogni e e minimo per L

Passo 2 Basta mostrare cheM e una Lagrangiana nulla

U=Sa (( ,
u

,eu)+ (
,
M

,
EUI) . (MC-ECX

,
M(N)) =

= Su w con U= (a) . V : [a.b) -IR2

W =((X , y,y)-y,,y .E(
,
y1)dx+ (x

,y ,
z(,y)dy

M e una Lagrangiana nulla w e esatta
,
cioe w=dS :

M(u)= Sfw = S((b)) -S((a)) = S(a
,
u(al) - S(b

,
u(b))

W = [dx+dy con x(
,y= ((X

,y ,
e) -zy ,

el
,Bayl

↑Z

tr

-X

-
-X

a
>

Xi
u

d(x,y)= (x,y ,
z(x,y)) R

2= (((x ,y ,
z) -z( ,y ,

z))dx+ (
,y ,z)dy (forma di Beltrami)

Si nota che w=*R

A semplicemente connesso f differmorfismo (w= f
**

f
*w)

V

W e esatta> wechiusa fw e chiusa

FW = 10f)* R

X=X dx=dx

y= u+(x) =g(x,t)

=U=9At ui(x)
Il

If= (L(X
,M ,MEC)-MEN ,

U
,MI()dx+ (x

,
u+() ,ui(x)(88dx +odt) =

= LIX
,
Ut

,
Mild+Ut , t)

e chiusa se :

O= ((X
,ut ,

ut)-((ut ,ut)8) =

=,+,

Ut soddisfa (ELl(UU)=Ut
,ut)



esempio 2(u)= /"luR- luMRdx u(a = u(bl= 0
O

((X
,y ,

z) =Ez2 -Eyz

CEL-U=qu) co u" +u= 0 (x +1 =0 = (1
,z

=ti)

=> U(x)= Acosx+Bsinx = Csin(X-Xol

Ud = 0 = A=0 > U=Bsinx

Ulb) =0 : se batt
,
allora B=0

=>U= 0 e l'unica soluzione di EL

210= 0

&

# Th

Hel =Esin(x-Xol con Xo= -Tb
- I->

b

Ogni U e minimo di 2 conil suo dato al bordo

e lo e il minimo di L con dato nullo.

2(u)2(d = 0 =FX dx se bat
,
Fuec(ta

,b)

diseguaglianza diPoincare



Superfici minime: problema di Plateau

Def. 

Def. 

Teorema

Approccio geometrico
FERRE abbastanza regolare , Baperto in
Per(E

,
B)= "area della frontieradiEcontenuta inB,

= JBndeda

In generale ,

Per si definisce sugli insiemi di Caccioppoli
2

E si dice localmente minimo se Aft .
c

.
EaFER

si ha Per(E
,
B) =Per(F

,
B)

dove Be un aperto limitato con EAFB *
Ha senso anche quando R e illimitato,ad esempio R=R".

B serve a localizzaree renderefinito il perimetro.

esempio E serispazio : vedremo che E e localmente minimo

Con questa definizione, si ha l'esistenza deiminimi.

Ci si chiede poi la regolarita di tali minimi.

Metodo delle calibrazioni

Dato E= R=R"
,
si dice calibrazione

un campo vettoriale 5 : -IR" t
. c.

(1) 15(4/1 EXER
(ii) 5(x) = Ve() ExedE
(ii) div = 0 FXER
ki' div50 su Fie

, div5O su EiF (sub-calibrazione

Se esiste una (sub-Icalibrazione 5 per EERE
allora E e localmente minimo.

DIMOSTRAZIONE E

Per (F
,
Bl-Perfe

,
Bl= Jefnzda- do n =

# Jon .Vedo-Genida Jofn5 ,
Valdo-So5 .

Vesdu =

EDFGB Teo
.Div

.

= Gbit5 . Vel doS
,Veldozdiv5-Beding o

Y

M

Ve
esempio E semispazio M

E

Ve e costante : pongo 5= Ve



Teorema

esempio Cono di Simons Ra
-

E = ((x ,y)ER
*

xIR: (y1= (1) --
M

- R

-

-
-

-

Se m>4 , E e minimo.

DIMOSTRAZIONE

f(x,y) = z((x|-1y14
E= ((X,y)ERxR: f(x,y) = 0 Y

IDEA 3 =
Df e una sub-calibrazione
Infl

(i) 13(x ,y))= 1

(i) 3(x ,y) = Ve(X,y) Se (iylede
El un sottolivello di f

,
dE= /f=0= DF 1 dE ed e uscente

=> 3 =Ve

ll' Calcoliamo div 3

xf(x ,y) = (x(x1
,

- y(yp)
IXf(X,y)) = x

=( + yz(y(4 = (1 + 1y1S

5= =

1 (X(R
,
-y(yR)

W16 +1y15

&
n
= KRX = 2+K

,
G = -2y - 1y1

4
3/X1 . 2Vkinfl

= din ((+ 1y(s)
*

= -E((S + 1y(0)3
= -

3x2(x
[IX16 + 1y16)3/

in Su= 2R-3x CRIS-3
=

((x16 + 1y16)3 ((x16 +y16)3/2

div3 = (sys13[(2NR +MNR)((XIS +y1S) - 3(XISNR - (2(yk +MIyP)(((S+ 1y(s) +31y1S(yR]=

= (Sys(32[ (m+2)((XR - 1yR)((X1S+1y(s) -3(X +31y] =

= (Sys(32 [(m-1) ((x18 - 1y18) + (m+2)(((yp((y) - N(4)] =

= (SFys(N" - 141) [M-(14+ 1214) - (M+2)NRIYR]

vorrei fossedi segno costante:

Ponendo t=
171

e dividendo per 114 :

#12

(m-1) (1+t 2) - (m+2)t = (m- 1)t2 - (m+2)t + (M-)

D= (M+2) 2 - x(m-12 = M2 +Gm+ 4 - 4m2 +8m -4 = -3m2 +12m

DO S 12-3M10 M34



Spazi di Sobolev
Def.

Def.

Def.

Def.

Def.

Lemma 
fondamentale del 

CdV

RR aperto
LP(82) = 44:R/R : U misurabile

,
SrluIP+04

dove une se u=r Exer
10(2) = (U: 1 -R : umisurabile

,
JMEIR :/= M Exer)

LP(2) e uno spaziodiBanach con norma : IU/ = (SaluP)"
L'RI e uno spaziodiBanach con norma : 11411s = supers in

Lo(1) = \U : UIBELPB) FBCR)

Se e ha misura finita

LP(R) = (12) FD>9

C: = 10 : R >Rt
.
c

. peCs , sptpor
dove Sptc = (x : q(x)+0)

WeLIR)
,
peCY

(uxN)(X) = Sirn U(y)Y(X-y)dy

I mollificatori sono SeeCi(R),
SptgncBlo,l

, Singa = 1
, gazo , ge = f()

Detto Uz=UXIa , valgono :

(1)(Ux4) = UX P
(2) Uz = UXGECO
(3) se MELPIRY)

,
12Pho

,
Ue zoU in LPIIRY)

(4) C(R) e denso in LP(IRM)

(5) Dato Kr esiste YeCER) t
. c

.

1k(x[Y(x) = 1

Sia UELic(R) tale che

Saugel =o flecical
Allora u= 0 in Loc() .

DIMOSTRAZIONE

Sia KCc/ compatto, sia NECI (1) t
.
c

.
H()=W1

UPEL'(R)
,
anzi UNEL'IIR)

Un = (UN)*92 EC (R) se Edist(spe
,
ORI

Us(X) = SinUly19a(-yidy= 0

cir

Ma ne
"

, up = Un =o

Ma y= 1 su ==0 Suk FKR
=> u=0 sur



Lemma di Du 
Bois-Reymond

Def.

Lemma

Se ueliocla ,
b) tale che

b

Sauced = o Frecila ,
bl

Allora Icett t .
c

.

U=C in Lila, b)
.

Oss sefosse UEC' : Sug = - ja =0 =u = 0

Oss Sepecila ,
bl

,
allora jac = o

=> Jyecica ,
b) t

.
c

. Q =y
DIMOSTRAZIONE

() chiaro

(UM = Sac : N(= 0 in [a
,
a+ e)

,
4(b)= 19 =0

ma anche N(X) =0 in [b-e
,
b)

DIMOSTRAZIONE

Sia Necila ,
b)

Prendo neCi(a ,
b) t

.
C

.
JM = 1

= 4 e notiamo che P-KUECT :

↑ P-kM= S4-kM = 0

Per l'oss
, 74eCit .c. C' = P-kM

Per ipotesi
-

= qua =up-kin =(un) -k =

= Sup-4C = &(u-Cy
-ale

,
u-c=0Peril lemma fondament

Sia UeL'la,b)
,

veL'la
,
b)

v si dice derivata debole di u se

Suc = -Goo VueCilabl

Oss Senec
,

allora Me = -Save = v=u

La derivata debole,se esiste
,
e unica

DIMOSTRAZIONE

Siano v
,
w derivate deboli di U :

b

Vuec 14 =-Sa = -Se
=>-w=0 = v= w

NOTAZIONE Se U e la derivata debole di u
,
scriveremo v = u



Spazi di Sobolev 1D

Teorema

Lemma

Sia Pe[1 ,
+O]

WP(a
,
b) = [UE(P(a ,

b) : JueLila ,
b) t

.
c

.

v = u')
Ille

,p
= II WIEp + 1 p Le equivalente a llullp+ 114'IkP)

Se p=z
,
N2 e uno spazio enclideo.

WiP e uno spazio diBanach
-

Quindi W'2 e uno spazio diHilbert.

DIMOSTRAZIONE

Sia (ur) <W'P di Cauchy
=> (k)

,
(Uil↑ sono di Cauchy

=> UK >U in LP
,
Us N in LP

Mostriamo che u' = v

Fyec o= Und'+Und - Saud +oak+ +0

L
poiche Und'"-UO

,
wil too

Oss Se-ocacb+O

W"P(a
,
b) c Wi9(a

,
b) FP>9

C'(ta,b)) <WiPla ,
b) XP

esempio UM= I,= T UveL8
&

↑uQ +va = Sa -xx' +74 + (3xx + 1-4 = - ((xx) + jinx =

acob =

- [xQ]a + [xq] = - o . G(0) +ay(a) +by(b) -o- q(a)= 0

U
,VELPXpEl ,

+O] = MEW"P , C'(ta ,b]) se acocb

esempio u(x = X
,

v(x= U: [0
,b] - R

Jes0: 0 =0 su to
, E = q' =0 su to , a)

PR4 +24 = ((k4' = Ba(b) -Eq(z)= 0

UELP XPE[ ,+O]

veLPXpel ,2) = MEW"PFpetz)

Sia veL'(ta ,b]) ,
U = Jav .

Allora u = v.

(Nota: neCI

DIMOSTRAZIONE

Sia peCila ,
b)

b

la ux'= Javydy4 dxUyydxy
= Sama viyidy = Sa -y(yivydy = -Ga



Lemma

Def.

Corollario 

Seuaballora
DIMOSTRAZIONE

sia wex = Jan.
Peril lemma precedente ,

w' = u

Dobbiamo mostrare che w-u e costante 9.0.

Vogliamo usare il Lemma di DuBois-Reymond
Sia DeCla ,

b) :

-u=-Sara = -Sa +w=w -u)4 = 0

=> u-u =costante

Se neW"(a
,
b)

,
allora u= Juicyldy +c,

quindi u= el 9.
0 .,EC:

Vogliamo dire un po' dipil.

U: [a
,b) - R si dice assolutamente continua se

terrana
A((a

,
b) = co(a,b)

esempio UEC" (To
,
1]) - ACCO

,
1)

UK = [Xcos sexto -O Sex= 0

lam
,
bu] = Takin , 2k] : cos an = -i

cos b = 1
2k+1 - 2k 1

lbr-Arl =

12k+12kit
=

<k +2kl ak
(Ulbal - U(dr)) = br+an =

4k+ 1
-

~

14k +2k)1Lk

↳converge
test

malu(bul - Ulan)) = +x

Scelto z= 1
,
IN +c.bul-Ulan)

Oss neLip(Ta ,
b)) = ueAC

Infatti (u(x-U(y) = ((x-yl
llbul- Ulan=bu-Arl = (Se ses



Teorema

Teorema

Teorema

Teorema

Teorema

M

esempio UEAC([o
,
17) , Lip(to ,

1])

u(x)= X Lip (50, 1]) "u e concava
,
crescente e continua

Fissato h
, u(Xth)-UMX) e decrescente inx

M

ulbul-Ulan)/ = U(zbu-anl)-uldM/S)-Uld

ma e e continuain o Fezo 75 : U(s)-Ulo= E

FATTO LIFEW"WIPEW"EAC
C con C= 1-t

Sia UEW"P(a ,
b)

.

Allora Ju t
.2 .

u=90 .

e/yl-=SAxyeta , b).

In particulare nA((ia ,b1).

DIMOSTRAZIONE

= San ='
= u == u+19.0

.

~

u=-k =1 continua
,
e u(y)-(= (fu -k) - (Su -k) = fu

Oralbul-ur)= = Suz(4
Assoluta continuita dell'integrale: se fell

Vaso 7530 : 1AkS= Safe
Questo conclude

,
poiche n'el'

Se ueAc(Ta
,b) ,

allora UeW"(a ,
b).

Se new's(a ,b)
,

allora Ju +
.C .

u= 9.0. eeLip(ta ,
b]).

DIMOSTRAZIONE
~

In t .c . u(fl-u = Sin
,

ne

(y)-() = Su = Kulks 1y-X
=> i e L-Lipschitz con L= /IU'llis

Se ueLip(Ta ,b)) ,
allora uEW"(a

,
b).

Se ueW"Pla,b)
,
1p+oo

,
allora

Fut
.
C

.Ugo .

eecon= 1-5
.

DIMOSTRAZIONE

7) t
.
C./y)-u =Sal+= 1

H
=> lucy) -- = Klul 111111=IU'llp(19)* = 11kP1y-X1

In pi variabili
,

dato R= /R" aperto regolare con 12/+00,si ha

WMIP Clks . 14.
per km-3

I il Teorema delle immersioni di Soboler



Teorema

Teorema: 
equazione di 

Eulero-Lagrange

Def.

Def.

Sia (=((
,y ,

z)
,VifizelR

Lsidice di Caratheodory se

4) Fy ,
z XI >L(iy ,

z) e Lebesque misurabile

(2) EX (y ,
z)11L/,Y ,

z) e continua

Siano

Dim vedi lez. Il anno scorso

Sia 2 :VEWiPla ,
b) >R

,
V +CieV

u si dice minimo debole di 2 se

7830 t
.
C

.

2(u) = 2(u+3) FyeCilla ,bil con 114110+114'lloS

Oss Se u e un minimo deboledi 2 allora

Faecilla ,
bii si ha che 72.30 t

.
C.

2(u) =Lu+Ed) FEEl-8
,
Es

Infatti IIE4116+ /EQ'llo =E
. (11411s+114'lls)S se e eabbastanzapiccolo

Ess Se u e un minimo assoluto di 2
,

ciol·2(u) = Luta Faec
allora u e un minimo debole.

Sia L= ((X
,y ,

z)
,
xeta ,b]

, Y ,
zeR

.

supponiamo che Exta ,
b) 7 y,y,

z), e

14 1
,8 , sono diCaratheodory Lipotesi distructural

(ii) ]c>0 Exta ,b) Lipotesidi crescital

18(X ,y ,z)) + 18 ( ,y ,
z)[((1+ (y|P + 1z1P)

.

Consideriamo 2(u) = SLIX,UM
,
u')dx.

Allora
&z

DIMOSTRAZIONE

& (2(u+24) - 2(ul) = E((X ,
u()+ Eq(x) ,

u(x)+ Ey, (x)) - L(x
,
u(x)

,
u(x))dx eLi

(
L(X

,
u()+ Eq(x) ,

u(x)+ Eq(x)) - L(X
,
u(x)

,
u'(x))

=
L(x

,
U+z0

,
u' +Ed) - ((X

, u ,
u+zq) + ((x

,
u

,
u'+241) - ((x

,
u

, u)
-

E E

=Ut
,
+P+ (

,
u

,

u++4) d con 101
,
ltklal

R

10 ↳

Kul+e) C+++ToP) ...

&



Teorema

Oss latbIP/12a1D selalvIbi
= 12aIP + 12bIP = 2P(labIP)

12bIP se 1b1/al

Quindi lu' ++q'P-2P(lulP+IPle'P) C'Chtlip)

... C" (1+P + /P) EL'la ,
b) stima uniforme in E

Similmente X
,Uta ,

l +Ex) = "(1+ /P + /4) Ella ,
b)

Quindi 2(u)EIR e SLI
,
utza

,
u' +20) -Lx

,
u

,
videt = Iteq)EIR

2ute-2()==Saut ,
u+d

&

e questo tende a x,u ,
ul3+,u ,

vile

Possiamo applicare convergenza dominata:

Lim 2(uted) - 2(u)
=+u0) = 2(u+24)2=0

=0
2+0 2

IEL in forma integrale perche u e un minimo debole

QuindiFOEC up +re = o
,
cioe jux--Sq

che equivale a v' = U
,

con usel reW

Quindi(,U ,u) EW"(a
,
b) e vale (E-L)

.

Sia (= ((x
,y,

z)
,

LeCo
,
MeliPla

,
b)

, p> 1
,
t

.

C

·M, u) E1.1
· zl >L

,y ,
z) conversa e derivabileX

,by
· LI

,y ,
z)= XzIP-ply) con 220,deco

Allora neWi9(a
,
b) Lip(Ta ,

b]).

DIMOSTRAZIONE

L,y,l conversa ((X
,y ,
d (,y,z)-zy ,

z)

-
-> z8( ,y ,

z) > LIXYz)-L(
,y ,

O> CzIP-P(y)-L(x,y ,
O

Ora per y= u(X)
,
z= UC) : C(ta

,
b]) : e limitato
-

u( ,
M

,
MIL, CIUMIP-Pu-LU ,

a>NuMP - C

=> C+/u) ,UM
,
WM) L

, X/UMIP
M

W(0

Dove /1 : (I(CHU , wI/Is) XuCIP

quindi lu/P"C

Dove (/1
,
vale a maggior ragione (u(/IC

=> I/ e limitata UEWI0



Teorema Sia (= ((x
iy,

z)
,

LeCo
,
UeLiplta ,

bJ) t
.C

.

·,M ,
ve) e co

· zl -Ly ,
z) iniettiva Vix ,yl

· , UM
,
v) e Wi

Allora neC'([a ,b]) .

DIMOSTRAZIONE

Rademacher : UeLip = u'W) esiste per 9.0.X
N

U ,
C) =g( XX , gecilla ,b)

Sia Eeta ,b) : Ju,Unl=g(u) : KabjiEl==Edenso

claim Feta ,
by

,
se XiEE

,
XkX

,
X-X

,
lul >0

,
level new

allora v=we(X
,
u(

,
v) =g(x)

X
,
UX)

,
l'(xul) =g(Xk)

x
,

u = gi
ma anche(,

U
,
wi =g( = v = w.

Posso definite VI. Presa XEE
,
XuX

,
u'll e limitata (ueLip)

=> Jkj t.
C

. Ukil - V (nondipende dalla successione sceltal

dunque v(x) = lim ult
t-X

tEE

Orriamente(=u se vee = v(x=u'() Ex
e Feta ,by ,

u
,
e) =g(n

Claim veCo
Fissato Xeta ,b)

,Exn Xux devo mostrate che VIX) -I

v limitata Jk; Jut.C . V(X) -wi

j , Usi) ,Vill =g(xnj)

(X,m ,
w = g(x)

ma anche ,
Um

,
u() =g()== w = vec

Quindi ri=a() Ex eveco

= jetidt ,EC' perche vec
N s N neco

W=(=((X = u= u+c* = ueC



Teorema Sia (= L(xiy ,
z)

,

LeCk
,

2 =k= +0
,
Med t

.C
.

· u soddisfa (EL) in senso debole ;

-
&L(X

,
Mi

,
u'(x)>0 Axetab) .

0z2
Allora UECK([a

,
bJ)

.

si
DIMOSTRAZIONE Cl -

co

=2 : Hiz)=i
,z)-Sat ,

ult
,
utildt ec

Oy

&H( ,
ux)=(

,
u(

,
u()-x

,
u(

,
um) = 0

derivata debole

=> H(X
,
u(X)) e costante q.

o
., ma e=> ecostante

I
,
U'CI) e contenuto in un insieme di livello di H

Vogliamo applicareilTeoremadelDini

Hed,zl=(,) +( ,
u()

,
z) - G(x ,

u(
,
u'(x)

( ,
z)=(

,
U(X)

,
z)

,v()=,u
Quindi

,

fissato voela
,
b)

,
c'e un intorno di xo in cui

la curra (X
,
u') e un grafico C' : 7!zeC t

.
C

.

U(= z(x)

=> NEC'
,

H(X
,
v'() =Costante ueck

at
V

+u"u =o

=> u"(x)= -· =-·,()+-,

X ,
U

,
lica)

Poi si fa Bootstrap per kr2 :

MECh
,

LeC"ECUECKH



Def.

Elementi di analisi funzionale

Proposizione 

METODO DIRETTO

2) = StL(x ,
u

,
scalde

Cerchiamo min(2Cu) : utA)
con Aclasse di funzioni con una nazione di convergenza

(1) UneA successione minimizzante

2(un) vinf2
,

in particolare zun)C An
Funn-UEA kompattezzal scelta di S +ipotesi suL

(2) 2(u) < limint((Unn) (semicontinuital ipotesi su 2
m

(3) umin ins = MeLip ,
leCo neck ipotesi suL

esempidi S : C'(I)
,
LiplI)

,

WPI)
,
ACCI) =W: (1)

con eventuali vincoli o condizioni albordo

E spazio di Banach (cioe E spazio vettoriale normato e completo
E*

spazio duale

EX = [U : E >R lineari e continue
u(con llulled = Sup U = Sup
ille1IXIIE) X+0

Ex e uno spazio vettoriale normato.

E* e uno spazio di Banach.

DIMOSTRAZIONE

LundE* di Cauchy : Vaso Inst .C
. Ilan-UmlleE Frimr, na

,

cioe In()-Um()/Elle An
,mana Exce

In particulare Un(X) e dicauchy inR = Un(X)nutUSA)
Klax+by) = lim Unlax+by) = him aun(x)+bun(y) = au+busy)
quindi u e lineare

Un diCauchy Un limitata ,
cio(Un(/ =Cle En ,Ex

=> IU/CIXIE XX = MEE
*

lim (n()-Um()/ = In()-U/EXEnana Ex
m+ + &

=> Unl in Ex

OSS UeEt : In-u(y) = Iu(-y)/ Elulle* IX-y)
=> u e Lipschitz di Costante IluIIE

Oss E=R : Meir* Jer : u(= <e
,
XL

=> R*

EIRn

Lo stesso vale in spazidi Hilbert (Teorema di Rieszl

Oss dimiE= to = JU: E -R lineare non continua



Lemma

Def.

Def.

Possiamo munire E di una topologia debole,cioe con meno aperti
ma pil compatti rispetto alla topologia usuale.

ME ,
Ex) e la topologia meno fine che rende continue le funzioni UCE*

Una base di intornidi o sono gliaperti del tipoM

Multi ,
Eil) con Vie*,EisO

vaperto in Fe , EX) = V=+Xj) con VEE ,
U; come sopra

Yn n
X rispetto a Se

,
E ExU(n) nu FUEE

(n converge debolmente a x.

Oss Se unX
,
allora In -X; non everoil viceversa sedime=+o.

Oss se dimEctr
,

SCE
,
EM) e latopologia forte.

esempio e = ((n) : Exactl IIIe = >
*

spazio di Hilbert (2* El

dove <X,>=Xnyn
li = 10, ...,

, ...,
0

....
) basecanonica

li :
"O ma Kleille = 1

, quindi e: /0

esempio eP = ((n):P+S Illep = (In*
12pc+

28 = ((n) : SupKnk+84 Illes = SupIn
ep* 19 con+=

esempio (P(1) = /U :/ - IR misurabile
, Sup+~ , ReRaperto

IUIP = (Salup)*
(8)= (U :RR misurabile

, essup ((xk+03
Kulks = esssup(u()

X

L*

19 per 1P+ consta = 1

E
**

e il biduale di E.

Esiste i : E -E**
immersione lineare iniettiva

i(x)(u) = u(x) ExE
,FucE

*

iCE)cE** chiuso

Se iCEl = E**, E sidice spazio riflesivo.

Oss Se E= H Hilbert
,
allora E e riflesivo

esempio eP
.
LP sono riflessivi por 1P+0

e
,
L

,
es

,
Lo non sono riflessivi



Teorema di 
Banach-Alaoglu 

sequenziale

Def.

Def.

esempio Co= (n) : In 104098 : C =l
,

ex = 18

Edi Banach e separabile
se esiste FE denso e numerabile

esempio Co
,
lP(pd

,
(P(a) (patcol sono separabili

18 Lo(M) non sono separabili

E Banach

SCE*
,
El e la topologia meno fine su E* che rende

continue le funzioni1 >ul fxeE.

SCEX
,
El si dice topologia debole*

=*ed e meno finedi SCEX ,
E**) poiche EEIE)(

E Banach separabile.
UnEE* con IUnlexC
Allora Junn *

UEE* in SeYel
cioe Unk(X) a

> U() FxeE.

DIMOSTRAZIONE

Edenso numerabile : (Un(il/Inle* IilleCIjlle An
=> 7 Uni SSC t.

c
. Uni(ve) n

> UNER
=> Junessc t

.
C

. Uni (2)UIalER
:

=> 7 UniSSC t
.
C

. Uni(j) a vU(Xj)
V

Considero la successione UK= Uni
Esserviamo che(i) -Uj) Vj

IU(j)-U(Xel/ = limKum(i)-Ur(ill CIIX; -Nelle
=> ue C-Lipschitz F!:ER estensione C-Lipschitzdie

Inoltre = eim () AxeE
-

Infatti (l-Un()/Il-j)/ +(j) - Yk()) +Mn(j) -En(x)) =

E2CIX-Xjll + Li)-Emil
N

VEsO7j : -VIE ed Jkst .
C

. /])-En()lE Fkzka
=> In-Unle(2CHE Fkzke

-

Ne segue cheE* e UK- in dete)

Oss E separabile
,
B = Luce* / IlleRI

(B
,
&E*,Ell e motrizzabile

=> la compattezza diB* e equivalente alla compattezza sequenziale



Teorema di 
Banach-Alaoglu

Corollario

Proposizione 

Esistenza in 

E Banach
-

AlloraB e compatto per Se
,
El.

· Ite LP(R) a riflesivo e separabile per Patro,
con P=19

,
(PR)* = ((R)

,con = 1
.

Allora le palle chiusedi lPe LP(2)

sono sequenzialmente debolmente compatte
· C = l*, Lo = L'*, l'e L'sono separabili

=> le palle chiuse di loe Lo sono sequenzialmente
debolmentex compatte

· Le palle chiuse di l'e L'non sono

sequenzialmente debolmente compatte

esempio in l
,
la basecanonica en

Axel' t
.c . enly) = In n-Zym Vyels

may=em :Fak enly)= 0= ==0

may=1 : en(y)= 1==0

Wip

Sia KPC+o
-

Sia UnEW"P con IUnIwipC
PerBanach-Alaglu sequenziale ,

Ju
,
veLP t

.
c.

Una -u
,
Une debolmente in LP.

Joy = lim Suns4 = -eim Sunne = -Sud FRECI
-

-> UEWP e l=0

Sciviamo Unl inWiP

Se Un -U inWIP
,

allora

un "ue in particolare unU in LP.

DIMOSTRAZIONE

IUn/wp =C = /UnlisC e Un equi-Holder equicontinue
In(-Undy/ Skenap(S19)"9Ck-y
La tesi segue dal Teoremadi Ascoli-Arzela.

OSS JUnEW"
,
Klun/C t .

C
. eim Un(= u() per9 .0

.

X ma UEW
&

esempio Un se oX

un = Inx-E a z=x=+

>
1 setXI

8 +h 1

U() = 4PSe



Teorema di 
esistenza

Teorema di 
esistenza e 
regolarità 

Teorema di 
esistenza di 

Tonelli

SiaPat
.

L(u)= SLx ,
U

,
lld t

.c.

11) Le di Caratheodory
(2) z1 > L(X

,Y ,
z) Conversa FX,y

(3) ((x ,y ,
z)XIZIP +B x>0 Coercivita

Allora 7min2 dove SuEWIP : U-1EWP
,
NoFissata

,
2(40)+0

S N

Inoltre
,
se (y ,z)1 > LIX

,Y ,
z) e strettamente convessaX,

allora il minimo e unico.

DIMOSTRAZIONE

Sia Un succ
.
minimizzante

,
cioe 2(un)-inf2 =2(d=

2(un) =C = SIXnIP +Bill = L(un) =C

=>GnIPC = SKUn-Ud'IP <C+IVollp =Ca
-

-> In-Mollp &=Inpa InIwipC5Poincare

Per Banach-Alaglu , FueS ent
.
c

. Unn-uinWIP.
Mostriamo che 2(u) = limint2(u) = infL

A

Rafforziamo leipotesi :

(4) Ex (4 ,z)11Lx
, Y ,

z) e conversa
,
C, e siha

((y(x ,y ,z)) + 1z(x ,y ,z)) =(1+(y/P
+

+ (z(P+)

L(un) = (Lx ,UnUn)S((x ,2 ,
vi) + LyCan-2) + Lz-(ln-W)

Il n -N
2)u) g O

Se (4 ,
z)1 > Liviy ,

z) e strettamente convessa

anche u1 12/u) e strettamente convessa

=> il minimo e unico.

2(u)= Luuld
,
AueW'Pulal =C

,
ulbl=B) ,

kp+ 0.
a

1) L continua e C'in (y ,z)

(2) ((y) + 14z) <CletlyP + ZIP

(3) z11LIX
.Y ,

z) Strettamente conversa

(4) ((
,y ,

z) > CIZIP +& con >0

Allora esiste un minimo i di Lin A e TEC!.

Oss Vale (ELl: (tz(x,u(x)) = Ly(X ,
(

,
u(x)

2(u)= Luuld
,

A= \uEW" : ua= x
,
u(b) =B)

a

Icontinua

(2) L differenziabile in z e Lz continua

(3) z1 L(X
,y ,

z) conversa

(4) ((x
,y,
z)N(z) con Nu superlineare,
cio an

-

Allora esiste un minimo di L in S.

Oss Non si applica a 2(u) = S1+(u2 +g(u)



Proposizione: 
fenomeno di 
Laurentiev 

esempio

"2(a) = !e +u A=EW" : u(a =0
,
un = 1)

2(u) > ( - Isow = 1 Fuel M
2

Vediamo che inf2 =1* min

Un( = (0
sexeto

. 1-h)

-n+ sevelt
,
1] 1- 13

zen= ina-n+12+nSet = me

(2) 2() = Six A =Luewua = 1
,

Mil=0

se veto. 1-h)
Un =h see

zun) = Sinv Cogn misso ma Luiso fuet
&

(3) (Bolzal L(ul= S] (1-4 + Mr
,
Y=W.

Lul>o FueA 3

U= 11
,
Klunl8 = A > O ...

nvoete

2)un)= Sound > O

(1 + 14-f12 con fel?
X=uzW : u(al =2 ,

u(b) = B) 7 ! mindi Lin S

sof e Co > il minimo e c'esiha

(e) = u-f = uE e Verifica u" = u-f

(5) (Mania 2(u) = Solu3-Xi's non e coercivo

2(u) =0 = u= XeW"P fp
u =e SiPSo +82p3

Quindi 7 min di 2 in W "P Frapce ed e un =Xec

7so t
.
c

.
FueLip con uld=o

,
Ul= 1

,
si ha

2(u)0

DIMOSTRAZIONE

UELip
,

uld=0
,
u(l)= 1

3

a t
.
c

.
u=B= i /[U()/2 su [x . B) -2(u)= 1! (3 --us = (2) - 1) us()xu

Xe[,B]:
[(y) = u(x)

, y= x=,x=y=, dx=y
*dy

u(= zy'(y)
[(u)= 1y(y ydy = kidy conk = ((35
Per Jensen abbiamo :

2(u)= k(B* _ (15)fd)
(B

+
-

(21)5(u(B) - U(x)) =

=
k h(1-2(5)6(B-25) =

k(E-)
= -

33(1 - (5) 315)5 28 (1-1)5

-(1-0



Teorema di 
Weierstraß

Teorema

Def.

Semicontinuità e rilassamento 

Def.

X metrico
,
F : X :Fe semicontinuo inferiormente (scil

se FXnXF(x) = liminf F(Xn)
n

F :XEa e semicontinuo superiormente (scs)

sefXn-X F(x)> limsup F(xn)

Oss F sci (FIC) chiuso

Oss Fisci Sup F e sci

Se EX compatto ,
Fsci, allora

esiste menF.

2(u) = S=
L(x

,
u

,
u)dx :Wip - Rusty con 1 PC+,

Ldi Caratheodory e Lc con ceR.

Allora Le sci per la convergenza debole see
N

solo se zii((x ,y ,z) conversa FX Fy.

DIMOSTRAZIONE (traccia)

Supponiamo (= ((z)
Osserviamo che unU

,

Uni -ex elia se Ex.
2(u) = Seiminf Lun = Limint (Un) = limin ((un)

.

Fatou n

In particolare 12=M) e chiuso in WIP

Lonvessa = 12 =My convesso chiusodebolmente chiuso

=> Lsci per la convergenza debole.
-

() Supponiamo (scima non conversa,cioe
-

FD = PIP t .
C

. ((p)> (pl + <(pe)

Un =E
2

ua
2(u) = ((p) + ((q) > 2(un) = z)L(pi + L(pH) + L(a)

X metrico
,
F :X

FX +.c
.

Fix= Limint F(Xn)

si dice rilassato di F.



Teorema

Proposizione # sci e F=maxLGIF : G scil .

DIMOSTRAZIONE

Sia xeX
,
e siaXnx t

.
c

.

liminf F(xn)[F(x) + E

Allora FGzF Sci
,

G(x) = liminf G(x) = liminfF(F(u+GIF
M n

Fasci:n*, in t
.c.dele FelF() +E

En =F() =liminf F(unl = limintF(n) + E

2(u) = St LI, uvl
,

L di Caratheodory,.
Allora [Cu) = S(**

(X,
U

,
u),dove L**

e il conversificato
di 2 in z

,
cioe Exy (**

(X,Y ,z) =Max/G(z) : G Conversa eGl =L(X
,y.3.

Oss (** IL e (
#

=L z1 > ((
iy,

zl conversa

DIMOSTRAZIONE (traccial

Sia L= ((z) continua
,

(C.
~

2 =S*(4) = 2eesci
Data UEWIP JUnEW"Pt .

C
.
Unle

2(n) =S((un)-S(**U = Ecul

[(Un) =lim2(n) =E(e)

Vediamo come si costruisce Uni
· posso supporre u lineare a tratti
· posso supporre e lineare,u =p

· (**

(p) = XL(pl+ (1-X)((P2)

esempio (Bolzal ((u)= Si (1-42 +ur

[(a) =S**(4) = Sf(u) the

con f(z) = (-z4 selzt
salzl

esempio (doppio pozzo
2)=SU+-L= L**, L=



Funzioni bv

Def.

Def.

Motivazione : Problemi geometrici
EER" : PCE) = misura (n-1)-dimensionale di DE

Lo spazio degli insiemi E non e uno spazio vettoriale

Ec -Ne =He

us approssimano He

Duz-We normale interna
,

Va= SIDUal ~o P(E)

variazione (totale

SIDUal =(U .

5) dx = Sup( <Dun()
,
G()dx= supfun- dive

1911 101

palla unitariain
norma di un operatore lineare

C' (norma uniformel

=> PlE) = SIDXel
misura (limite debole diXual

Se E e regolare IDXE) = misura disuperficie su de

De e una misuravettoriale concentrata su de

DRE = VEC . H"LGE

Glu :a ,
bl = supl-UKal : AXo1X1-Inabb(Elluia

,
b))

Ma se u non acontinua non e propriamente una lunghezza

BU = (U : [a
,b) < /VM; a ,

b) <+Y (PBV
,
pentuale

Oss Ricordiamo cheEACFeso 7620-YKSUluiyS

esempio U(X) =I

O(w ;a ,
b) = 1b-al

Sex= 0
esempio UNI = [2 set Vluja ,

bl = 3 se acoab

esempio U(= [Jsin* Sexto

sax= O

X t
.c

. sin() = (1)
!

-

2(u(m) - U(Xu)l = [(xm+Xu1> [2nt+ = +0

=> UECBE

Oss Select ZIMH-U(a)) = [lu(Bu)/(Xm+-Xm) > SludX

Oss OVlu;a
,
b) = Vlu;a

,
C +Vu

,
c

,
b) seaccab ladditivital



Teorema

Corollario

Corollario

OSS &(H) -UN)) = /Z(uNm - u(n(/> (4) bl - u(a

=> llbl-UlallViu;a ,
b)

Quindi UEBV = /-ual) = Vlu;a.N = Vlu;a ,
b)+

=> u limitato

doe BV(a
,
b) =Lab

enta
Se Xa Ul (EC)-VC) =Vl;XeXa)
Ex2-V-luxal-U=Su

((k)-U(a)) - (o(-u()= (ocxz)-Ocul-(U(X)-u()30

(v(x2)+u(x) -((+u() = (v(x2) - V()) - (u(i) - U(Xal) 30

=> v-u e u+ U sono crescenti

Quindi U= (((v+u) -(o-u)

Oss U : [a
,b] -R crescente,

allora #xeta ,bJ1 e non e continuainX = N.

uEBU allora u ha una quantita numerabile di

discontinuit,e sono discontinuit asalto.

esempio (Cantor-Vitali
M

-

-

u crescente
,
continua

,
uld=o

,
us=1 -

Vu ; 0 ,
11 = U11- Uld = 1 E-

-

ma e derivabile 9.0
.
con u=0,

-

-
non hasalti : Slu' =o -

-

" 2 !
uavra unaderivata puntuale u',
delle SdiDirac sui salti DSu, e qualcos'altro Dcu (parte cantoriana)
con Dsu

,
Da misure

Data UEBV
, poniamo N:Susa -Sex=a

Alloracontinua asinistra e=u



Def.

Def.

Teorema di 
Banach-Alaoglu

Una misuradiBorel U a valori inR e una funzione

- -additiva definitasui boreliani.

esempio (1) L misura di Lebesque su la,b

(2) Su delta diDirac

(3) Cinsieme di Cantor : C=u( +3)
Cha "dimensione , frazionarias : H(X)=HC)

quindi H8C) =
H%C +H = S = log235

u(A)=19(CnA)

(4) Mi , 12 misure finite positive ,
allora M= M1-M2 e unamisura con segno.

Denotiamo con Mla ,
b) l'insieme delle misurediBorel M:Bla

,
b)R.

Mia
,
bl e uno spazio vettoriale ;

diventa uno spaziodiBanach se scelgo come norma lavariazione totale.

La variazione /M/e MIX) e una misura definita come

IMICA)=SUPLEIM(A) con An disgiunti ,
AnEA?

La variazione totaledi u e

IIM/Im= (M((X)

Mla
,
b) e lo spazio duale di Colta ,b)

Ogni L : Colla
,b11 >R lineare continuo si scrive

nella forma Lu(4)=du con Memca, b)
IIMIlm = Su(4) = Supaydu : yeC(a,b)

,
1441

Su Ula,bl c'e quindi una topologia debole
Un *U se Luna Luld FaeCo(ta ,b])

cioedur-ydu FeeColta ,b)

Se Un e limitata inMa
,
b)

,

allora

Zuemla ,
b) e 7kj t .

C
. Mr;

*
-M.

Inoltre 11 M/Im = liment /IMillie .

esempio Mr = St Um
*

- So

infatti Sedum=4(z)-4ld= Seds.
ma Il Sz-Sill = 2

, quindi Ma non convergeforte.



Def.

Teorema

Siano M ,
veMla

,
bl

,
540.

Me assolutamente continua rispetto a V
, MV ,

se

v(Al= o = (MIA)= 0

Me singolare rispetto aV se esisteBeBIX) taleche

VIBL=0 a /M/(XiB)=0

Se ueLi(X)
,
ur e la misura :

ur(Bl= Spude
Vale sempre ur

( Data Mem(a ,
b)

, posto U=M((a ,
X) = SandX,

si ha ueBV(a ,
b)

,
ulal = ula+=0

,
um= u(x) Axela ,b)

e Vluia ,
x = Vlu;a ,

X = /M/((a ,X).

(ii)Viceversa
,

se nebula
,
b)

,
7!MeMia,bl tale che

u(X= u(at) +M(a) e inoltre Vlu;a ,
N= /M/((a ,

x).

DIMOSTRAZIONE

li Passo 1 supponiamo M20. Posto U(N =Ma ,
N)

,
si ha

ulal= ulat) e u(x)= u(x1 Axela,b]

M40 = u Crescente= VlU;a .
N = u(x)

Vu;a ,
b) = ulb) = MKa ,

bl)+= ueBUla
,
b).

Passo 2 dataMeM(a ,
bl qualunque , M=M

+

-M- , (M/= M
+

+
-

con M+M-30.
Quindi posto u(x=M(la ,

x)=M+ (a) -M-((ax) =: u+ (x) - u- (x)

Ut
,
-EBU crescentiveBu

u=(a) = u+ (a+ ) =0
,

u+(x) = u= (x) => u(a)= u(at)=0
,
u(x)= u(x)

Vogliamo mostrare che Viu;a ,x[/M/(a ,
X.

(U(ke-U(Xk))= /M(a ,- Man)= /M((n ,Xma))

= (M) ([Xm
,X) = (M)([xm ,Xua) = (M)(a ,

X).

(ii) Sia MEBU(ta ,
b)

Passo 1 Supponiamo ulal= ulat) = 0
,
u(X =U(x+1 e ul crescente.

Per AcBla
,
b)

,
definiamo MIA)= KyeR : ExeA

,yea() ,
u(+]4) : Mr,0.

Allora u((a ,
x) = u(x-1 - u(at) = u(x) In crescente

Glu: a,
x=Vluja) = u(x =Mila ,x)o(M)(a ,

x).

Passo 2 Supponiamo solo Ulalulat) =0
,
u(= /N con MeBUla

,
b).

Sappiamo che U= U.-12
.
Con U

,
U2 crescenti

,
Uz(a)= Uez() , Unr(X = Mez(X)

ev(u;a= Mi(x + Uz(X).

Per il passo 1
,

esistono Mi ,M20 tali che Uz(x) = Mez (a,
X)

u(= U,(x - Uz(x) = Milan - Mala ,
x) = Mla ,

x)

M:=Mn-M2

v(x=V(u;a ,x) =u(x) + uz(x) = Mila ,
x) +M2(a ,

x) = x(a
,
x)

xi= Me+Mz

Dunque IMIELLE NIEL FEeBla ,
b) = (4) I



Def.

Man per (i)
, (MI(a,Vla;a ,

x = Ma.N

=>MKTBIX)[ ,BI) FriBelabl /Mi
=> Ml= con Mi=M

+

eMr= M-
Quindi u(x=Man ,

Vu;ax= (M)(a , x).

Passo 3 Sia ueBula,b) qualunque.
Sex=aPongo(= (i)-uat sexela,bl

usoddista le ipotesidel Passo 2.

La misura udiu va bene anche per u.

UNICITA Se U(X) = Mla ,N = Vla ,# ,
allora e eV coincidono

sugli intervalli = M=V.

BVla ,b) =
Bula ,

b)
N

Ula+) = Vlat)
doveno se UN =v Execabl

, ovverou(x) = v(x) freca,b)

Vlu;a ,b) e ben definito su BV se ignoro ilvalore di u

nei punti di discontinuita.

BVla,b) =Loa
,
b) perche veBO e limitata.

Oss UEBV E JMeMla ,
b) +

.c
.
U(= ulat +Mla ,

N

Inoltre Vlu;at
,
x) = /M/(aN

Dunque u e continua into (M/((vobl= o

poiche (u(x)-U()) = (M(X04)

Ricordando cheVew" Juel't.c .
u= Je

Acla
,
bl =W"(a

,
b)= BVla,b)

,
newu continua

Inoltre u rappresenta la "derivata distribuzionale, di UEBV
,
U= Ma,N.

b

Facial laun= Ma,0 dx = Satan du(yq(xdx =

=duy=y duye

M:=Du cula, bl e laderivata distribuzionale di u.



Proposizione 

Def.

Teorema

BVIa
,
b) =quel'la ,

b) : v'emia
,
blu

,
con une se u=v Ex

Norma su BV :

Mulliu = IWil + 1 v'llm
variazione totale

OSSW'"BV : v'EL'
,
cioe e assolutamente continua rispetto a 2

lllw = IUllBV

Oss (Radon-Nikodyn) UEBV = U = fdx+DSu
,
fel'la ,

bl

con DPU + 2
,
cioe JEclab)

,
IEl=0 +

.
c

.
(DSul(labliE) = 0

D'u parte singolare di U :

DSu = [x
;Sxj +Da con Du((x4) = 0 Ex

partedi salto parte cantoriana

BV e uno spazio di Banach.

DIMOSTRAZIONE

Sia [Un3=BV di Cauchy.
Allora Un -lin Le ein e inM

Foecila ,
bl: up = lim Und = -eimpdui = -de

Quindi ' =M e Unl in BV.

Unl in Bu se unuinleen * -vinul

Oss Unu'lUnu e IWimC e Kullu= limin /IWill m

OSS KEBVIuuyIll Mullo/ful+I

Siano UnEBV
,
IlunIlr-C.

Allora FueBV +.c
. Un iU.

DIMOSTRAZIONE

Killu= Frem enn +.
c

. Unn 'M in c.

Sia voela,b) +.c
. Unilob) = 0 e Mos=0 An.

Und+ Iden Ex>o&Un(X) =

Und-den Exxo

IlUn(XdllIC' => Posso supporte Unm(xd n
= C

underI
UEBV conv=M , Unm(x) -UExUmm -UinUna Bull



Esistenza in BV

Teorema 

L(X
,
2) : 19

,
b)XI" - R sci

,
z1 > ((x

,
z) conversa Ex

L
°

(X ,
z) = lim ((X

,
zottz)

: (a ,blxR-Rultos (funzione recessione
t- +D t

Oss ((X
,
z) non dipende da zo,

z1 > (
P /X

,
z) conversa e positivamente 1-omogenea : (o(X

,
+z) =t(*(

,
z) per +zo.

esempio ((z) = 1+2
,
((z) =lim = 12)

t- +D

LIX
,
z) sci

,
z1 > ((X

,
z) conversa FX (semicontinuita

L ,
z)xz1

,
conLo

, EX Coercivita)

Allora 7 minimo in BV di Zul= Sal ,fla+j* (g)dIDul,
dove u= fax+Du

, DSu= glDul,
gel'lla ,

b)
,
IDsul)

, (g) (DSul-9.0.


