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Equazioni del primo ordine

Equazione del trasporto

Def.

Proposizione

Corollario

EDP EDO

u(
,
-

,Xn)2 F(X
,
M.M

,
Du

,
-) = 0 u(t) 2 Alt

,
es

,
e,...,uk) = 0

ta

&
dol-,Du

= 0
M(t

,X)

OXj
(EDP) natefunzioni asseg

M10
,
X

, -,
Xn) = Uo(X1

, - Xn)
Rx

Clt
,
X

,
-

,
Xn)ER" campo vettoriale

~a Sistema di EDO

CEDO(Xi(t .
Xd) = Cj(t .

X(t
,
Xol

X; 10
,
Xa = Xo

,j

he curve (t
.
X(tvol) ERXR" si chiamano curve caratteristiche.

Caso n= 1 : OtM + C(X)
&M

=0& Ox -M10
,
X = Mo(X)

&N(tx= alt
,
X(t,Xo)

is
7

Rx
X(0

,
Xo) = No

(Hp) Le soluzioni Xitx) sono globaliet"

Se Mlt
,
X) e soluzione di EDP

,
allora

aUlt
,
Xt

,
Xd) = o Exet

.

DIMOSTRAZIONE

a Ult
,
X(

.
Xol)=M(tXXa)+ V =(u+G)(t ,

x(
,
x) = 0

M(t
,
x(t

,
Xo)) = M(0

,
X(0

,
Xo) = M(0

,x = Mo(d) Ft
,
Xo

Ult
,X) = Mo(Xo dove X(t

,
X)=X

esempio Risolvere &M+CQM= 0 CelR ta
C)0

M(0
,
x)= Mo(X)

XIt
,
Xo) : &X(t

,
X =C => Xt

,Xo) = Ct+Xo

X10
,
Xol =Xo => Xo = X-Ct

*

Xo
>

X

Quindi u(t
,
x) = Mo(X- Ct)



Leggi di conservazione

esempioM + XOM= 0& U10
,
X) = Mo(X)

I↓(t
,
x) = X(t

.
Xd => XIt

,Xo) = Xoet
X10

,
Xol = Xo

Quindi u(t
,
x)= Mo(xet)

esempio &Qu++OxM= 0

U10
,
X) = Mo(X)

&NAN =t => XItid=+o

X10
,
Xo)=Xo

Quindi ext
,
X= MolX-zE3)

& +M + &xf(m) = 0 IXERXR con f:R R

M(0
,
x = M(x)

oppure Ou+full=0

Ponendo cul = f'Cu), abbiamo che equivale a

&OtM +c(u)xM = 0

(10
,
X) = Uo(X)

esempio f(u)= e
OtM + uQU= o equazione diBurgers

(x(7 ,
Xo) = c(u(t

,
x(t-Xol)

X(0
,Xo) =Xo => ult

,XItXa)= Mold

=> X(t
,Xo) = C(Uo(Xd)& X10
,
Xo) =Xo => x(t

.
Xo) = Xo + C(Uo(Xd)t

ta discontinuita

⑧

It
,
Not C(Uo(d)t)
,
inX

Oss Secul= U e Holy
,

le caratteristiche non si intersecano per th. o



Teorema

Principio di Duhamel (o variazione delle costanti)

Teorema

2

Se UEC4.
Lo

,

:Lo
,
fluEC

,
allora

7) Soluzione Ult definita su To.TXIR
1Inoltre possiamo prendere T=

max (c'UNd)UiXoll

DIMOSTRAZIONE

Abbiamo provato che le curve caratteristiche sono (t
,
Xo++claoxal)

=> Ult
,
XottCIUo(Xd)) = CoNXo

Il teorema e provato se dimostro che
ht

Xol >XottClool e invertibile per +

Ult
,
he(d)= Co(Xo) - M(t

,
X) = CoChi(X))

hi(Xd= 1+t clod)Hod >0 per tal
,
had xeg'8

-

limitato

In generale
f(X

,
u

,
Xu) = 0 (Evans

,
EDP)

OtU = f(x
,
DU) equazione di Hamilton-Jacobi

Consideriamo il problema con termine forzante :

&&+M +Al = F(t)

u(0
,
x) = f(x)

esempio A=Sho ,

A= - D

Per la ODE :

u +al =flt) variazione delle costanti

&+u+ Au=0

ULON=F(x)

St : F()I > UAN

So = Id
, Sats = StoSs At ,S

esempio Se =G ,
StfM)=-(+()

dove S( = Cz(x)

&(x) =X

Sia A un operatore indipendente dal tempo e

sia St l'operatoredisoluzione al tempo + per il problemadi Cauchy.
Allora

Gau+Au=F(t
,
X)I u(0

,
X= f(x) ha soluzione Ult=St(f(x)+ 1 St+[F(x]de



DIMOSTRAZIONE

Cerchiamo ult
,
H = Stf(x) +WC

,
X

con
(x) &W(t

.
N + Aw(tx =F(t

,
X)EWION = O

Cerchiamo WH del tipo
St[VI] = Wit

,
X)

Imponiamo cheW risolva (*)

MON= O& &+S+[C]) + AStIv(tN] = F(t
,
x)

Ora &St(f] +AStTf7 =0
, quinditSt= -ASt

Stoth (0[toth
.
x)) - Sto(OCo.

H))
=

(Stoth-Sto)[N(toth
.
x)] + StoTUCtoth ,x)] -Sto(Octo

,X)]
=

N n

Quindi &+(Sztult ,
x))= &+Stult) +St(dtU(N) = - ASTUCX)+StIGUCt ,X]

=> delSzUlt ,
XI) + ASzTUCt

,x) = StTOtUCt
,x] = F(t

,N

Quindi Ult
,X) deve Soddisfare :

Vo
,x) =0&StIQUX]= FAN => dtU(t

,
x = S

- -TF(t
,x)

=> Ut
,
x = 1 S- [F(t ,X)]di

=> wit
,x = Sz([S-+[F( ,x]di] = j St-=[F(t ,

X)]dE

esempio Risolvere &&+u +&xu= F(t
,x)

U10 ,
X= f(x)

Risolvo X(t
,Xo) = 1S x(0 , X)=Xo => XtNo =Xott

Quindi St[f(x)] = f(x-t)

Per la parte diDuhamel abbiamo

↑ Szt[F(t
,
X]di = 1 F(t

,
X-It-il)de



Equazione delle onde
Equazione di D’Alembert (corda vibrante, onde)

Duhamel per le onde

&U-SU= 0 HERXR

&U(0
,
x)=f(x)

+U10
,
x) =g(x)

di - d =(d+
- (x)0(d+ + dx

= (d+ +Ox) + (b+
- dx)

Kar(o++x) = Ker(de-di)

Karldt-Ox) = Ker(d-di)

XG(x)
,
To

UI= P(X-t) + N(X+t) e soluzione didi-di = 0

Carchiamo O e to taliche

P(x) + 4(x) =f(x) => (d + N =f
= N =

f+g
2&

-P'(x) + w(x)= g(x) -D + N =g
SD =

F' - g
2

Quindi NW = N(d) +ElF +g =
↑( =((+f(x) - Ef(d) +zj9SP(x)= P(0) +EjF' -g
&P(x) = P(0)+f(x) -zf(0) -z/9

g(-t) +(x+ +) =m +zf(x-t)-- (g +(0) +zf(x+t)-+g
X+t

= E(f(x+t) +f(x- t)) +E(x
+ g(t)di

Se avessi due soluzioni Un
,
U2

,

allora

&
dE(U-U2)-d(U- Ur) =0

(U-Uz)10 ,
x) = 0

&+((- Uz)(0 ,
x) =0

&
DW-dW= O

3
W(Ox) = 0 => w= 0

OWIO= o

si
,
lo dimostreremo in agnidimensione (e falso per l'eq .

del calore

L'eq e stabile per piccole perturbazioni.

&tu+Au=F

&
GEU-dEU=F(t

,
N

u(0
,x) =f(x)

+U(ox = g(x)
GEW-W =F(X)

&W0

soluzione particulare

GEU-dEU=F(t
,
N DEU-GEU=FLAN Ou = V

& u(0
,x) =f(x) 2 S UOX=F(x) [ 3 Sdel-du= F(t

,
X) E ~ Ot)-()= (x)

+U(ox = g(x) Of4(0
,
x) =g(x)

(10
,
X=f(x)

V,
x=g(x)



 Proposizione

Unicità per l’equazione delle onde

 Teorema

Sx(f(x)
,g(x) = z(f(x+z) +f(x-t)) +Ejg(y)dy To

↑ Ste(0
,
F(t)d= F(t

,ydydi -

du-dU= F(t
,
x)

&
t

U=f(x)

Oulo
,
x)=g(x)

Allora UHx=
y(+)+f-+)+g(y)dy+(+x F( ,ydzdy

· Equazione delle onde con dato albordo sull'asse t

GEU-dU = 0 ENERXIR+

410
,
x)=f(x) con f(0) = o&+u(0,

x=g(x) g(d) =0

Ult
,
0 = 0

considero ~estensionidispariG
se X30(= 1 sexo , g( =Laser

&-din
=O AERXR

z

(0
,x) = f(x)

Oulo
,
x=g(x)

=(tx =Ex-t)
+Egydy

MIXTO
,
+d soddista Eliora(t

,
d = 0

DEl-Axl = 0 CNERXRi
(A) S 4(0,=f(x)

Gu(O =g(x) Con MECCIXIR")

(A) ammette alpi unasoluzione.

DIMOSTRAZIONE

Se per assundo u
,
U2 fossero due soluzioni

,
allora W = U.-U2Soddista

OW-Axw = 0

[**) S W(o
,x) =0

OtW(0,x)=0

Concludo se w =o



 Proposizione: 
monotonia 

dell’energia locale

Sia u soluzione di (A) e Siano RIO
,
X.E. Allora

SBr-t(Xo)
eluk) dX = /Br IXXfR + 1gRdx

dove elust
,
x) = (Ult + IXxMHR = IexUAR

En

R- ⑧

t -

n

= Br-z(X)

! -

Brd

Dico che se w soddista (**)
,

allora Wike=O VR -

=>XWN = O sukr = u costante su Kr
Ja(u(t)=o

-
KR

ma Wix)=0 = W=O SUKR XX-
elulo

,
l=0

DIMOSTRAZIONE

Strategia 1 : t,
e

: Sta /DzxURdX
e(t) 10

Strategia2 : Moltiplico (*) perU

Otu/bU-Axu) = 0

-u = 0
Il M

Edeld-du) +Zu= d+(d+4)- (d+udxu)+& + (dx
,4)2

Quindi div= F(x
,
) =0 dove F(

,
H= (-audl

,
-

,
-GUAU

,
ElMaR)

Prendo il dominio K (porzione dicono tra Pr(xd & Br-z(o)

Per il Teorema della divergenza
o = Ik divFdtdx = SanF .Fen do

Ora OK= B,UBzUL
,

B
, base inferiore

,
B2base superiore

↳F . Veda = -Elbre(o)dX = -bra)(4xfk + 191)dx
JF .Textda=Jared (MaxURdX

- Jira /XXf +grdx +Elbre /Dex Ult
,
/2dX + S

,
F . To do = 0

Per concludere
,
basta provare cheF .Text doO

Mostriamo che F . Text30 su L

Text =(,
/ T

&(-Xd + t -R=0) Tax G =
...

-

- GltN

EF .Ta(tX= -daUdxU(X-Xol -

...

- daUdxnU+EITUR =

IIX-Xoll

= -daU(TM .

(x-xa) + z((Xzxulk
IIX-Voll

&(-) (ul . IxUl = FIGUR +EUR



Onde 3d: formula di Kirchhoff 

 Teorema

Lemma

Lemma di 
Darboux

S
DU-AxU = 0 LEXERXR3

[* u10
,
x) = f(x)

d+U(0x =g(x)

La funzione Ult
,
x) =fig do ++(ttfdr)

dove St(x) = 1yeR" : 1ly- X1=t)
e soluzione di (A).

Oss Basta provare la formula perf= 0.
2

-Du =0 +U- AUz =0

Un(0
,
x) =0 U2(0,X) =0&

+Un(0
,
x) =g(x)

I d+Uz(0
,
x) = f(x)

Allora daz risolve

S
GE(d+(2) - A(d+4z) = 0

OtU210
,
x = f(x)

de(d+UzION) = AUz(0
,
X) = 0

Quindi Ult
.
X = U.(t ,

X) +&t Uz(t
,
X) risolve (#)

Sia h(x) C' :

an Srixh()dx = Sehy) do

DIMOSTRAZIONE

Weg Xo=o

Sirah()dx=kahyda)dr

caso particolare della formuladi coarea (g= (1) :

date hig .
Imhingid= (ighda)di

DIMOSTRAZIONE (2)

Jorhidx= J
, herysrady quindi

an Jirhexidx = nJa
,Kryldy + (b

, y .Dh(ry)mdy =

= nrrS
,Kryldy+Bry .Thydy=rhyldy+diviyhy-Shyldy =

=yhy) · Next==So

Datah(x)
,

consideriamo Mrh(x) =hydry
,

XeR
,

reRt.

drMrh(x +OrMrh(x) = Mr(Ah)()
(dr +dr e il laplaciano per funzioni radiali).

DIMOSTRAZIONE

rdrMrh +zrOrMrh = rMr(Ah)
Gr(tOrMrCh)

weg X=o

Or(shiy)dra) = Dr Sohaldry) =Or (Is
.
Krysdra) =

=Is
.y · Thiry day= Isn + .Thy) dry=seDhyday=r

Ahlyldy
Or(tOrMr(h)) = Or/arAh(yldy) = (srAhly) dry Er for Ahly)dy



Onde 2d: metodo di discesa

DIMOSTRAZIONE

Ult
,X) = Efs,giysdo e soluzione di (A)

UA forut,y)dy roUN
Il

Exit
,
r) con30

Ult,r) = MrUit
,
x)

DU-Au= 0 -MrdU =MrDU
II

di=diMrd Ou+Mru =On+
·Ulir) - OrUti)-EU(t ,

r) = 0 (t
,
r)eRx[o

,
+o)

SUx(0
,
H = 0

dzUx10,
M = Mrg(x)

W(tirl =ru(,
r

Wx(t
,
0) = 0

Moltiplica l'eq .

di U(r) per r:

& (rux(t ,r)-ror(tr)-2drUx(tH) = 0
Il

dW(t ,
M -Owlt ,

r) =0

Quinds

&
dW(tr) -Or Wilt ,M =0

Wx(t
,
o = O

W(0
,
H = 0

Gakcor= rMg() rg( = (NMG
sero

Seko

W =Essen=gas
Siccome interessa r >0

, posso supporte rat,e quindi
un=gds=rigds+igdMsg

=O

Ult
,
r = f Msgeds mentMag = Eifsglyda)

E
GEU-DEU-GU = 0 IylERXR
U(0

,
X, y) =0

Otu(o
,
x

,y) = g(x,y)
Wit

,
X

,Y ,
z) = ultX

,y) Soddisfa

EW-W-Gjw-w =O

Wo
,
x,y,z) =0Id+W(oxy,

z) =g(x,y)
- Aplico Kirchoff : WH

,
X

,y,
z) = +(fzy

,
o glu ,u) do)

= taktsyagu, do = Mitig
,aguido

Wit
,
X

,%,
2) = zitsigzglu ,a do

B(X,y - Set y,
o

(9
,
0)1 = (U

.
0

,
E-N-U2- (y-033)
-

g(u,
u)

=Sygu 1+ Kur dudu=y g) 1++un dude =

= etingl,8)yaz
dudu=Seyget=xyg dude

t
M

O%
0 O

Fenomeno di Huygens O
O

O po ①

> R3
O R O



Funzioni armoniche

Def.

Proposizione

Unicità 

u e armonica se Au= 0
,

con=

Vogliamo studiareil problema diDirichlet

EAU = 0 SUR

Ulor =g

Il problemadiCauchy

&
du+EU=O HERR

u(0
,
x = f(x)

GUlox=g(x) e mal posto nel senso di Hadamard

Faso Jfz(
,ge() ,

Walt
,

to 200 +
.
C.

(c) dEUn +dEUa=O

& Un(0
,
x) = fz(x)

OtUz(0
,
x) = Gz(X)

(ii) IIfallo + 11 gallo 20010

(ii) (Malta
,
0)) > to

DIMOSTRAZIONE

Separazione dellevariabili : cerco UnltX =hel falt)

him(x)(n(t) +ha(x)+e(t) = 0
, pongo (i(t) =X

,
(s(t) Xa> 0

&alt) (h(x)+ xha() = 0 => &h(x) = -Xcha(X)

la(t) = And
*+

+be
-t

ha(x) = Cesin(X) +decos(X)

Cn =ba = 0
,

an= 1
,
da= 52

Walt ,
x) = = extcos) aX)

Er in 10
,

basta X2=
E

Quindi Ult = se cost

Per ta= E
,

Valted =Edi 20 +O

↓Auto sur convert

fecidal

0 = Suau = - (r1441dx +Sedivuxu) = - (r(dX + JonU
perche Hor=-

C'e unicit se ueC(R) nC(&) (unicit condizionatal

Al= 0 Al= 0 A(M-(2) = 0
12SUldr = f SUldr = f => S U-Urlor =0 M=Un segitg
or =gi or=92

non ha speranza di averesoluzione



Teorema: 
principio della 

media

Teorema

Controesempio di Hadamard

zUky) ,
U:B R C

. AU = 0 sub
,
WeChel

,

well)MeCicel

Sia f(z olomorfa su B +
.
C

.

FeC(B)
, 11f'(z)/(()= +8

folomorfa = farmonica

perche per le eq .

di Cauchy-Riemann dif + igf = 0

fl= Esp=to fe

=(z) = In!Z Pallfl = [llz-IE
> sono ortogonali in (B)

&z sahtte (hik) : ( = /glzRzhk = [*] rakph-k eichkordrdo = o
B S

&(n))Izr
-1dz[mijjra-indikran-dr = In n = + 0

Sia UECR) con Au=0. Allora

(c) U= For Ulylda Keen, Barce

(i) U= FirKyldy Keen, Bar e

DIMOSTRAZIONE

(c) wog x=0

affsKyldt =o FinaMyldr = cost = u(a

uydu = Coma UltyiundoEuro My da = Con Isra
ar fraKy)dt =Co IsaUlty do = CoSsaDustyyda= IsraY .Ducyldo =

= Fr SaraVert · Daryl do=Bra Audy = o

(l) = (ii) SiriaMyldy = (sky)dads = Sund ISsalds =UWn,
sids=

= U(0)Wn- = Und (Bral

Sia eleaperto comnesso
,
All-o su 1.

Allora vale una trale sequenti :

(i)I e costante su s

(i) infeuksupe Ker

DIMOSTRAZIONE

Supponiamo (= sepu <+o

Sia R = /XER : F(x)=L) : e chiuso per continuitadif

R, e anche aperto : se U(X) = (per XER
,

allora

= Farmyldy == L su Br(d



Teorema: 
principio del 

massimo

Corollario

Teorema di 
Liouville

Principio del massimo 
(forma debole)

SiaRaperto limitato econtesso
,
nectrIncitc

.

Al=o sur .

Allora :

(i) maxu = maxu
,

minu=min u Forma debole)
-

- OR R Oh

(ii) seinaltre IXER +
.c .

UK= maxu oppere (forma fortel
I

UKa =minu ,
allora u ecostante

DIMOSTRAZIONE

Per Weierstrass 7 Fr +
.
c

.
u() = maxa

.

R

Allora UKU(E) oppure UK U ExerFedR

2 limitato e connesso.

Il problemadiDirichlet &Au=0 si
,

Ulor =g sude

con UECCRInCiCE)
,
ha alpiuna soluzione.

DIMOSTRAZIONE

Se u
,
42 sono due soluzioni

,
w =U. -12 soddista AW =0

,
con WeCtrlnCl.S Wor= O

Allora maxw= min w= maxw= minwo WesR

Sia U armonica su R".

Se ul e limitata
,
allora e e costante.

DIMOSTRAZIONE

Mostriamo che XU= O.

18Wal=Ii/ =I a=/IsrU:dol
divio

,
- ,

4
,
0

,
-

,
0)

= Iseldarkul reso

Oss In realto basta UC

Sia UEC(RInCYE) armonicasul,aperto limitato.
Allora maxu= maxu e minu=mineT ok

DIMOSTRAZIONE

tpasso-AlL0 minu= mine
Per assundo J.

ER t
.
c

.
UK) = Minu = -Aud04

-

R

2 passo - All =0 = minu = min u
I oi

Un( = UM-ENR
,

-AUn = -AU + EDINR) = 2nd > O

Peril 10 passo , min(a-E) = min(UM-ENR)
die

2- 0 2- 0

V

min u mine
& Oh



Teorema di 
tipo Liouville

Teorema di 
Bernstein

Teorema

esempio ·
- AU +Zu =0

In xo pito dimin
,

- AusO

·
- Au +Vu= 0

· -(a) = 0

Caso n=2 : X=(
,
X2)

.

AEM12) simmetrica e def
. positiva ,

con Sup /AW/K+o

div(AM)=j
s

Se A= I
,
divIAT) = Al

Sia UECIRYnLYI).

Se div/ATU) =0
,
allora u e costante.

DIMOSTRAZIONE

Sia Q:R -To
,17

,peC , G=o se (1
, q() 1 se W =z

Pr(x) =O()

Moltiplichiamo S'eq . per PeU

(4) Jr AU . De <0

(ii) JrAe . XM= 0

= IndivatelGe = -SreAme -Muge-2SmAm.Pr

=> Strate .Desc = -zir Ater MerUlr E 2Sra late - Mr HarlISir Ame . Merl Or
CS 112
= Cra Cate.Del* (Adem ·Dem Drc/mnAte .Dulce-

[#

Quindi sup I (Ate-M)de0

Per Beppo-Levi (e Amu - Me <+o

Ripercorrendo gli stessi passi :

# = AttendedXer rito so 9.
0. per Condom

R2

=> In ATM . Du = 0

Applicazioni
·Superfici minime

&nur 8) + eghur) = o ISM)

A(U) = (1+ /DUR : (SM) e lasua eq .
di Eulero-Lagrange

Se U: R >/R risolve (SM)
,

allora u(y)= a+bx+cy

Se :RR
,

UeL risolve (SM)
,

allora u(X
,y)=

DIMOSTRAZIONE

171DekA=) nur



Teorema

Teorema

· Congettura di DeGiorgi
DU= 13-U su

Se JVE2 +
.c . U To sur

,
allora Ju:1R

, Inet.c. UKy)= v ((X
,y)n)

Sia F :RRC: AU= F(u) sur,UeCR)
,

Nuelo
,
Jettc.To su

Allora u dipendeda una sola variabile.

DIMOSTRAZIONE

W(
,y) = ou +i ,
with RI

Aw = F(a)e rivestimento
iP(X,y)Ora w(x,y)= p(x,y)e con y regolare :Rein

Inoltre HEL : se v =(V .,) ,
allora

O=V+V = p(cosav+sinQV)

e sihache
,

se vitrto, alloraO, 1 costri + sinde e negativa in almeno

2 punti0,02 : quindi a e limitata e possiamo supporta in [-O.
,
2+52).

Inoltre D=%, e in tal caso

du · Ou
dx + C

by
= p(cosq+isinDo

Questo segueda:

Equazione per O(X,y) : Alpeid) = F'(u) peil
Cap +24p .Dei +pacie = Fulpeil
eAP+iP49e +pae = F(a)per
De =divliem)-ieAQ-IDP ein

Quindi:Ap+imp +par-Pinp= Fu)get

APITO.DO +IPAR-PIDOR = Fica)&

Prendendo la parte immaginaria :

2DP .A + PAR =0 20MOMO +D =0
I

TPMQ +PAY = divip Xo)

· Tecnica diPohozaev

I AU =XU-UR* SU Br ,
dave 2= UeCYBrInCBit

UlOBR = O (HYR-L**

(T)
,
con n> 3)

,
X0

=> u=0

Oss : Se sostituisco 2>2PC2*, allora 7 soluzioni

min SIDeR + XSIUR
IIIp =1

UEH:

·Se sostituisco Br IBrBz
,
il problemaha soluzione.

min SIDUR + XSIUR ha soluzione
Illi*('Ba)=1

UEtradHb

Hrad(BriBa) > [PBriBa)
crt

. L2(BriBal

· Se0
,
IXI1

,
allora 7 soluzioni (Brezis-Niremberg)



DIMOSTRAZIONE

- Du+Xu = UluR
*

-2

Moltiplichiamo per u :

- SAM- U +XIUR = SinlR
Br

Il

-Sismdiv(u) + SBrIDMR +XBrU
Il

-Jagu = 0

2

=>Sir +XSimil = Sir 14*

Moltiplichiamo per X.M:

Sim-AU(X .XML = (SU . MR* -2 - XM)(X.xe)
" #

#SMMUFM-
=div(X(XR - RSBMXR

= Josi Xer(lX0
I = -SimAU(X .XM) = -Sir UXO = -(Oi(duxork) + Jardildi (nOnu) =

-- Simdiv (De(X.Tesl)rIDMR + Ser DillXndidnl =

=- Jabr(.) +SimIDMR + EJBrOr[IdiUK). Xn =

=-Rem(ru +Erm)ur) . X =

=

-Robr(Sim/ter+BmOrkiter) - ElbrIDep =

=-Rab( + Jiruk +Elan perche=
=-Elar( + 2SmITUR

Quind's

Sir +XSimlUR= Sisal*

-Jabr(uzur = 2/1*

+Su
Moltiplicando laprima per 2-1 e sostituendo :

2

↳P = 0 = u=0

Oss Vale anche per N= 0 : = o su dir, ma leo sudbr

=> Uzo (metodo di continuazione Unical



Gidas-Ni-Niremberg

Principio del 
massimo debole

Teorema

1-AU
= f(u) SUBr confla =o

UlOBr= O

UEC" (Br)nC(BR) U30

U= 0 e soluzione

7! Soluzione 14,0
,
470

Se u risolve (A) e 10
,

allora U(X= UCKXI) (stati fondamentali
,groundstate

(Tecnica del moving plane

Sia UECRInCY) con Raperto limitato.
Se-All, o su 1

,
allora min u= min us.

E dr

Se-yuzo su 1
,
allora maxu= maxa.

T ok

DIMOSTRAZIONE

Se-Auxo = minu = minu
z da

Uz= U-E
,

-Ala = -Autzne> 0 = Min Un = min Us
as

Si conclude passando a >0

Se consideriamo l'operatore (U = -Au+a( .Du
,
aeC(),

O Teorema vale in modo analogo.

Sia UECRInCY) con Raperto limitato.
Se 144,0 su s

,
allora min u= min e.

E dr

Se 14 10 su 1
,
allora maxu= maxu.

T ok

DIMOSTRAZIONE

Se Luso
,
siha minu = minel (come per-A)

- &R

Introduciamo ora w t
.c

.

Luo.

Uz= U-Ew

- D(U-EW) + a() -T(U-Ew)>o

taTu +EA-a- Dw> 0

30 >O

Alex) = x-g
a.Tu = Xa

,
() ex,

- D(e
*) +a() - DuO =XeXae*O

=- Xa
.(>O

* -Xa(x) x2 -XMaxial> X - xh> 0



Lemma 
di Hopf

Lemma

Sia UEC" (Bm(Xo)) nCo (Br(xol)

Se-Alo SuBro
, FyeBr +.C. U(y) <UKeBr

ed esiste/yo ,alloray 10.

DIMOSTRAZIONE

um-eW=Un
,

con wex=/-log
Sen=2

-DW=o suIsol
sen?3

-Yo

whog Br(xd = Be --&
⑧

--

- UK-EW

U(-EW()oB
,

= U(x)

min UK) >U() = per E abbastanza piccolo ,
min U-swLUXd

&B1/2 &B12

- Alz = -AU+ EDW =- Au0E VelobiudbiUnd

min u()= U(Xd
&BiUdB1/2

Per il Massimo debole
,
Uz(X)L, UXo) su BiBu

=> Se esiste du-sm(X) =0
du

=>W 10

doveWo per calcolo diretto

Sia UEC" (Bm(Xo)) nCo (Br(xol)

Se Luzo suBra , JyeBr +.C.UyUKeBr
ed esisteyo ,allorayo

DIMOSTRAZIONE

Dobbiamo trovare ut.c. Lu fa la cosagiusta:

Lu= o
,

Wab
,
=0,Wo

Per il max debole
,

in realto basta (wo = (lu-ew)=-E
Cerchiamo W=ek _ et : Wor

,
=o,WNd 0

- Du = -divl-2kxek) = 2kdivlek) = 2knek + akX .(2kx)ekr =ekr(2kn- 4k-(1)

a) . DW = a(X) . (72keik) = -2kX .a)ekR

Lu= ekR(2kn-4k2R -2kx-a(x)

Basta scegliere k abbastanzagrande +
.
C.

2kn-4k(-2kx.ao XxeB,Bir

2kn-Gk2R -2kX .a= 2kn-k2 +eksupla) = -k2 +Ck10 per 11



Principio del 
massimo forte

Lemma

Sia e aperto limitato connesso, vectrlnc)
Se Luo,allora (i) u e costante

Oppere (ii) (> minu Exer
R

Se luko,allora (i) u e costante

oppure (ii)Umave Exer

Oss R connesso e Fondamentale

1 2

DIMOSTRAZIONE

Sia m= minu
,
Rn=/xeR : UK=m) .

Dico che Rn= Ro Rm = 0.
R

Seem+ R
.
IPERiRm : r = dist(P

,

Rm)
.

Considero BIP
,
H :

U(>M su BIPR, per lascelta dir

=EOB(PN +
.C . XoEhm= Ud=MU(0

=> JEso +
.
C

.

UKotEvI <U(d=M4
AChTUNG Non sappiamo che BlpeR

Dobbiamo trovare Perm +
.
c

.

dist(P
,

Rm) <dist(P
,
dr)

Em e chiuso, ma stiamo assumendo Enhperconfessione
.
Em non eaperto

=> JERm t
.
C

.

XoRm= 7Xk No Con Kathm

Ora distin
,
2m)o en Xo

,
madist(vo

,
dr)E.30,

quindi dist(k
,OR)L0 : basta prendere P=Xn. per n.

abbastanza grande

- AutVu = 0
,

UeCtrlncial
,

Velor)
.

Se 10
,
470, allora

(i) U>0 Su e

(ii) se X.Edr hala proprietadellastera interna (cioe

7BER t
.
C

.

&Brdr= (ol) con Und=o
,

allora

No co se esiste

DIMOSTRAZIONE

Consideriamo W=Ue**: basta dimostrare latesi per u con qualcheX.
Infatti We>o UN30 e

=(d)+UN
-8

- AW = -Ale
*

-*ye-2xe**U=

=>Ve-Xue* -2x(e*u) +2xue* = -Vw-2xw +Xu

Quindi-AW = w(-V+) - 2xw -2
,
w

-

>o per XL

- Du +2x
,
W, 0

,
cioe-AW +a) .NW 0

,
con a=124

,
0

,
-

,0)
Ora peril minimo forte

,
walo in e

Poi
, per Hopf ,Ou.



Teorema di Gidas-
Ni-Niremberg

Siaf : R IRC
,

f(0) =0,

- Au =fu) Su B=Xer : I)
,

MECCYBLS UloB = 0
,

U, 0 soB
,
UFO

Allora U() = e((X)
.

DIMOSTRAZIONE

FuelR" consideriamo Pu = /XeR : X. U = 0)
,

Ru riflessione rispetto aPu

Mi basta provare che U(X) = u(Ru() fu => u radiale

Infatti
, se per assudo Ex. X2 con IIIII = IIall e UK FUCX2)

Prendiamo poi Pu iperpiano equidistante da Xiexz = U(X) = U(Ra(x)) =u(x2)]

Posso supporte v = en
aXn

Quindi bisogna provare che
---

Bt
n

x

U(X
,
Xn) = u(

,

-Xn) F(F
,
Xn) EB+:= Bu(xn3ol

---

FERN-
Basta UK

,
Xn)UCE

,
-Xn) FLEXnIEB

+

perche se consideroIX1)= UCF
,
-Xn)

, Ottengo CE,
Xn)[,-Xn),

cioe U(F
,

-Xn) = U(E
,
Xn)

Se X= (F
,
X) con XnX

,
allora Xx=(F

,
2x- Xn)

Sia I=/Xel ,1 : u(x-a(X)O suBedxxbh
Passo 1 I+ &

Passo 2 infl= 0

=F(x)Itc
.
Xbo : U-U)O se Brdxn>Xu]

=> Fissato Melo ,D ,
zko t.s .

Xu.M : UK
,
Xn)- UF

,
2xm-Xn) =0 su Brinsul

Passo al limite k- +o : MEX) - U(F
,
-Xn) =0 su Brin>Ml

e si conclude per arbitrarietadiu.
Ora dico cheyo suBr/Xn>0)

- Au = f(u)-f(d) = f'(z(x)u() dove3To
,
u(]

-

VNE(s

Quindi-AU =Ve.

Per il Lemma (con R=B)
, 84 so sudB

Siccome U=0 sudb,/V subb = Th= MV ,Mo ,anzimon=Munco perche Unto

Inoltre uso in Be Ou
10 sooBrinsolOn

-

Passo 1 : Jr +
.
c.0 in Blen

,
No n

1-E
Considero XeRis() ,

con Xn> 1- >

UM-U(X) = U
,
Xn)- U

,
2-r-X=-



Passo 2 : Perassundo i=infl > o
-

18

Abbiamo U()-U()O SUBn/Xn]
10 WIs0

F

W(x) = u(x) - u(x) >

- AWx= -(AM-AU(X) = F(u) - f(u(x) = F'(z)(u- u(xx)=k(x)W()

WloBrin0 =W0
.

Fer il Lemma,Lo di so Su /n
=FinB&Xn &

=>(,)+(,0=(,)0

o I+Eo Uno
·1111IIIIIIII
& im

Se -Ecua ,
in Manetes

*-350

>

U(x) -U(u)=u(
,
Xn) - u(

,2m-xn)=((2xmu)0
* &

Ora JMnY +
.
c

. UK-UKul-0 in Inter :

UK-U()-S. con Solo
,

inAn+Eo) per Weierstrass

ma UK-UN=Uper uniforme continuita-So

IU(
,
25-Xn) - UK

,zMn-X/S sel-Mnlk1

Oss In realto
,
I=10 ,1 e Urb

,

Oruo

Funzioni armoniche radiali

Su"
,

se-Au=o
,
M= u(I)

,
allora u e costante

Su Ryos
,

se-Au=o
,
U= UII), allora u=a+bur

,
con a,bett,

e wel = (log
sana

sen?3

Sau= u(r),
Du= u"+ u

Cerchiamo u"+ C = o su (0
,to

Posto U' = 0
,

v' +Mu = 0

Moltiplica per engt (Negr) = 0 = (r)' =0Ur === a
=> Ur= (b+alogr sanz

b+ an- San?3



Lemma

Lemma

Consideriamo

(
- Du =0 MEGRInCl

Ular = O

Se u,verlnCE)
,

el regolare in R"
,
allora

In CAUV-uauld = Sora-voulda,con u normale esterna

DIMOSTRAZIONE

↳ACO-MAV=dive-Destv-dirCura) +Dut =

= Jorgu-u8

Esiste Cnt
.
c

.
Se Al-o sur

,
allora Exer

CnU( = JorK(y-X) -Ok do

dove k(y) =&ysent e lasoluzione fondamentale

Oss Non e vero che
,

fissati + egdatial bordo per Ulor e or,
la u cosi costruita rispetta talidati.

DIMOSTRAZIONE

Usandoil lemma precedente con v =Kly- Re= R Bal :

2

O = Jar. Kiy-X) -u do =

W

2- 0
g= Jor Ky--ukydrk(y-x-u0k-x)do

Se(X)
- &

caso n3) - CnU()

Isaky-da) = SupKM Is indo =C Isa etzdo=When = O()

&IsaUk da =-2) =in1y-X/

Gk(y-x)
&p

= (n-2n+ win Ssa4da = (2)Whiskyldonot -2) WnU)

(Caso n=2)

Isaky-do) =
SupKM (logly-da=slogado = cloga latel and o

IsaUK d = Isawy Hyxilid =+ (sUy)do > Wil()



Funzioni di Green

Def.

Proposizione

Dato SER", sidefinisce funzione diGreen associataala funzione

Hira(y)1-huyler
dove hx(y) e definita come segue (se esiste) :

SAyhx(y) =o sub

hx(y)= k(y-x) Sudd

Applicando il primo lemma alla coppia e ehxyl , ottengo
= Jonhy-yohydr = Son Ky-X-uohd

cioe

Jor ou Ky-dry= SonOh do

Se Au-o in R
,
UECRInCCE)

,

allora

(n-2(WnU = Son U(0h(y)- (y-X)do = Sor UG(y)dry

Caso R =Br(d
·

X

SAhxy)
= o Se Bald R

hx(y) = k(y-x) Su OBr(O

hx(y) = xk(y- X
*) Con (x*>R

,

x= x()
,

x*
= x* (x)

Bisogna solo imporre la condizione albordo.

(nt3)Xk(y-)=k(y-X) Yyc&Br(d
&

ly-x*(n-2
=

1y- X(n
-2 FyfOBr(d

xly-Xin = (y-x+12 Fyf&Br()()XE(y-XP = ly-x+ FycOBr(d
Pongo a= x12 : Arly-X = ly-X

+ 12 Fyf&Br(d)
,
cioe

& (yk + a2(k -2 x-y= (yp +(= 1 -2y . x
* FyfOBr(d)

2y.(x
*

-ax) = (yp(1- az) + N
= 1 -a NR FyEOBr(o)

2y . (x*
--x) = R2(1- 22) + (x p -aXR VyedBrId

Quindix* =-X
,

R-(1-az) +a+ (xk -a = 0

=> R(1-az) +a (a- 1) = 0 = (0- 1(a NR - R2) = 0
-

=> a = R = a= P = x=an(R
X*

= RX
Quindi hx(y)= Mr/-Ex =

Ra
#In2 In =(x)

(n=2)(k(y-x+) +B = k(y-x) FyB()
B-Llogly-* ) = -logly-XI FyeBild
log(e) =0 el = 1 suBina Scelgo=1

ePly-X1 = 1y-X
* 1 FyOBid



Come prima:

22P(R2 + NR -2x-y) = R +(+R -2y - X* FyOBi(O
2y . (x*

-C2BX) = R2(1-22p) + /* 1 - 22R FyedBid
=> X =22X

,
R2(1-ep) +e(e-1)NR =0

=> le)(eN - R3) = 0 => = log
# R2** = xX

Quindi

hx(y) = log()-logly- = log(intx
Complessiavemente :

& log/ini)
sen=

hx(y) =

(,yRx)
"

sen3

Ora calcoliamo Orhly) -dr Kly-X) per yeaBra

In3) Calcoliamo &(R
& k(y-X= . Xyk(y-x)=Y = (2-n), . y-x

ly-Xin

N -Gi hx(y)=Xyhxy)=R -1
(RNI = (2-n)kRCRND12y (AIR -R2x)

R lyIR-RexIn

Oss SeH e Hilbert
,
hihel ,

allora M

he

1)Me-hall 11hall-hell /P
· illhall

.....
inhell

Infatti N2
7

Il hall + Ilhalk-2he .hz = llhuR + KhelPlaR-Thha
Ilhall

Ora ly-x1 = (e-R) = (y(R -Rx/
RIX

= 12-)R(R* (Y(XR-R2x)
=

(2- n) Y YIR-RX
I

SRK" 1y-X/2 R2 R ly-X/n

& hx(y) -ok(y-X) = (Y(YERX -yX)= Y(YRRX-RyRR2

in-2)(R2-NK)
=<IX1-R2)z =

Rly-x/n
Nucleo di Poisson

Quindi la candidata soluzionee

U(X) =R Jabipy) do
ly-xim

Verifichiamo che u funziona



Teorema Per ogni peClOBR) la funzione
UK) :=

Re-NR Sobn,in do
Wn-R

Soddisfa

& Au=0 su Br

Ulobr=O

DIMOSTRAZIONE

1
.

Al= 0 SUBR

Posso derivare sotto il segno di integrale perche XeBr
,YedBr

AxRE
Ax(R2 - (R) = -2n

1 n(n+1)
=

NYDien
rn+2

24xR2-KR) · * Nyin = Un x :T Wynt =
4NR-anX. Y

|-y(n+2

- +,Mintz (R-KR) +
GNR-anX. Y

|-y(n+2

Il

- 2n(R2 +R-2X.y) +2nR2-2NR +NNR-UNXy = o
ly- X/n+2

2
. VyEOBr Sim U(x) = 01Yo

x-yo
u(x) -G(y)) x- yo

> O

claim : WhirlapR2-KRdr = 1
ly-Xin

Assumendola,possiamo scrivere
M

UK-Plyd =

warSabin (01) -Payal do

Vaso 7830 +
.c

. 1y-yol8 => 14(y)-Plyok
1 S (R-R) (41)-Ply/dtEwR JobrabisWh-R OBrlBlyo,S) ly-XIn

1 R2-KR(R-NR) (4(y)-P(YO/dOI JOBRBlgosly -S &

WatR Sobrabiyasi 1y-xin
-

E se XnYo

Dico che 1y-X= 1y-yol - 1y0-X1S -E= seveblyo,

↳ 21101ks(R2-NR) (3
Wn-R

Posso ora prendere MUR +c
.

211a/k(R2-NR)(3)
Wn-R

R2-KRdr = 1 FxEBRProviamo orait claim : whir labr ly-Xin
-

UK) e armonica e U(x =VII) => U costante : v(x)=U(0)

Per X=0: SabrindtWR=1

u e radiale : O transformazione ortogonale su R

Jaim lykin da = Jobr ly-oxin da

Il Fr
Jobie loyloxindo

Seg:Br -R
. Jorgloyldr = Job g(y)dr



Rimozione di singolarità

Teorema di 
estensibilità 

Def.

So feH(Br04)nLoBrYol
,
allora FeH(BR)

.

Au = 0 = UK) = formUdo
Au= 01EC e U(X= Formeldo

> U= Ux02 : questo dimostrache le funzioni

armoniche sono co

Au= u* A92 = 0 UXP(X) = (
,
U(y) Pe(x-y)dy

# Fr>o +
.
c

.
UN = ForUda Freto ,res = u armonica

SiaUe)
,

AU = O su rol con u =Local san3

sen=2

Allora UEC2)
, quindi AU=0 sur.

DIMOSTRAZIONE

Weg Xo =0
,

Blo
,
r)(

. Suppongo M= Blo
,1)

Dico che posso supporte ulobion =0 .

& Au = 0 su Bro
,r

Vloblon= U Per Poisson
,
7!U soluzione

=> W= U-0 e +.c : · Wlobion =O

· AW = 0 su Blon10

· W =(a) san3

O Llog(X-Xol sen=2
We O

(n>3)

2 E OIntroduciamo Wa(x =WW-E(ia-rnz) = wa-
#In-2

+
un- 2 In

&

-

Lo se NkSa Sa

Peril principio delMassimo
,
We(x) -Sa<<+ ↓

O

&
2- 0 E+0

~ V & -

W = 0 Wan

=>Walto Su Blonyo O

5
-

Lo stesso Vale per-w : -W()O su BloYo WW) 10
8

-

=WK= 0 suBlo=wh=0 Subco

UEC(r) soddista il principio della media forte (MF) se

UK-EsuedeSnor

UECIR) soddista il principio della media debole (MD) se

U=Esaldor



Teorema

Teorema

Lemma

Se el e armonica
,
Vale (MF).

Se leC(r) eVale (MF),allora ee armonica.

DIMOSTRAZIONE

Passo 1 UECTR)

Dico che U(X) = UXP2(X) (Posso supporte R=R" ; altrimenti lavoro con Rs)

UXOa(x) = Sim UK-y) Pecyldy = jj() ux-yaydr)dr = jpa(H(IsamUK-yldo) dr =

+8 Scor)
= So falt ISr UM dr = e) each nuntdr = um

Passo 2 Au=O

DU = UXAP = o perche Istessi conti di sopral :

UXAfz(X) = U()(Afah nunt-dr = O

Se w soddista (MD) suun confesso,allora vale una tra le sequenti :

(i) W e costante

(ii) W non ammette max e min interni

DIMOSTRAZIONE

M= maxw
,
allora (UK=MI e chinso per continuita e aperto per (MD)

E

=> hum =My = 0 or

Se ue((R) e vale (MD), allora e earmonica.

DIMOSTRAZIONE

Dico che u e armonica su Beyonc

Au =0 so B(Xo
,
M eIVIOBNM = Maber 715

G
Dico che U= U su B(or)

W : = U-U soddisfa (MD) e inoltre WIOBM =0

=> WeO su Both



Metodo di Perron

Def.

Proposizione 
(reticolo)

Proposizione (principio 
del massimo)

Lemma di 
incollamento

Consideriamo

(AU
=0 sur ↓ connesso limitato

Ulor=DeClor)

UEC(R) sidice subarmonica se

um Forda Fort

SiaYa =/U:RRIMeCInsubia) e Wyl <P(y) Fycor!
v(y) = Sup u(y)

neyo
YaO perche =infoeta

Mostreremo che : · Du = 0 VR

· Ulor =& sotto opportune ipotesi su e

SeuneSub(r)
,
allora max(av=UVUSub().

DIMOSTRAZIONE

UkFrauda Focke , UN Efrado For
=> max/u

,
amax Farada , Forauda Formin/r ,

m()
=> for maxla ,al do

Se lesub(riecle)
,

allora maxe = max e
&

DIMOSTRAZIONE

Vale l'alternativa : (i) el costante

Liil U non ha max interni

considerando (UK)=Max 4) aperto e chiuso.

Sia Uesuble)
,

Birch.

Allora se AV = 0 suBNON)&V= U sodB(Xo
,r)

S

= (4) Se xeBor e Sub(a)
UN) Se XfB(Nor

ed inoltre u(xUN).

DIMOSTRAZIONE

Abbiamo 3 casi :

· XeB'(Xo
,
H : uso il fatto che MeSub(a)

·XeB(ir) : Uso che earmonica e quindi vale (MF)
l

·Xe&Bar : Fordo =

ISr Isrensonda + Sensor)
Dico cheUNCsu BK

,
H : U-U e subarmonicaseBor

quindi U-0 = 0Sub = u U) zu Blo
,
M

l
->

isri (Ssrnom Uda + Srensen U) UNI = Em



Teorema

Teorema

Def.

Sia (Un) t
.
C

.

AUn=o sur
, Sup Kna) to ,

Un U VER

Allora Al= o sur

Consideriamo geCor
Yg=\Wesb(anC) : Wag sor
Oss WeYg = maxw = Max gR

U() = Sup W
WeYg

Auto sud

DIMOSTRAZIONE

Fissiamo Xer e B=Bokod

Per definizione
, 7(WilcYg +

.c . Wh(o) n- UN

Posso supporte che Wine AW =o suB:

da W i, considero i. EYg per incollamento
-

da Us
,

consideroveseyg ,
... poi itero

Quindi Win t +c
. EYg,(= U()

,
A= o suB

Dico che viy) = w(y) FyEB
Per def

, 7(un)cYg +
.
c

. Un(y)n-+U(y)
Posso supporte che Un(Xd n-to"UN) :

infatti posso sempreconsiderate UnvWn

Inoltre posso supporte per reticolo e incollamento che Un-e Al= o siB

Quindi abbiamo che Un it +
.c

.
A = o SUB

,
Un(xdx=(d)

& UnWn=(x) ExeB

Ora Alt-u) =0 su B,(x)-uN= 0
,

-O SUB

Per il massimo forte,-T= 0 = u(y) =u(y)=(y).

Domanda : V(y)=g(y) suor?

Xedr e regolare se JaxeSub(rincle) +c.

&Ko=0 eQuoFear ol

Se esista Blyo ,
M +

.
C

. Blyo ,
H nor =(o)

, BlyHnr= d

allora xo e regolare.

DIMOSTRAZIONE

Basta scogliere Px(= Nyanz-nz



Teorema

Proposizione

Teorema

Sia vex la funzione di Perron su e con datog.
Se XoEar e regolare ,

allora limu=g(x)).

DIMOSTRAZIONE

·eiminf er(xg(x)*+Xo

DicocheVaso Isc(eYg +.C
. Sel = g(d)- E

=> JB(
.
S) t

.
C

.Sa(g(x-22 ExeBusine

=>KxEBSInR WSelg(x-22
Ora costruiamo S(x:= Myx() +g(x-e eSub(r)nCCE) :

7M1 +
.
c

.Max() +g(x)-Eg KedR

MUx() +g(x) - E =g(X-E => poichegecontinuainXo
,g(d-g( ExcornB,S

Se mi trovo sudrnBix
,
S)

,

allora
se ML>

M4x(x) +g(x) - 2 = M Sup 4 +gid-E = infg
ORBY,S
-

10

· limsup v(X) =g(Xd
X+40

JSEYg +
.c

.
Sel = -g(x-E

WeYg : Sa+WW-g( +ge=0 su de

Per il principiodel Massimo
,
Satwo su l Fuely

=> We-Sax) FueYgKes
Inoltre Sappiamoche-sad=g(xd+E

=> -Sell [G(o) + 25 se XeBo
,
Sind

=> Wieg +22 FweYgxeBsInh

Alr=0 sur
,
supIUnIlical+, Un

N

Allora UK) = im Un(x) e armonica sur.

DIMOSTRAZIONE

Verifico che UeCI) e Vale For e = UI) Escor
Per ipotesi

,
Un(x) = ForUndo

u = fauda per condom lo common

Ora Un(= FisrUnd2

ui = trice de
Dico che se veli

,
XI - IsmUd2 e co

InUd2 = InXismmUdL " laXianud2 per ConDom

Sen, XBMM >Nar

esempio Se un 30
,
XeRiQ

Xat/ >XQ

Sia AUn =o su e connesso
,
UnJE t

.
C

. Sup(Un(os/too.
Allora Un

Lic
, U e quindi AU= 0.



Lemma

Teorema

Disuguaglianza di Harnack

Teorema: 
disuguaglianza di 

Harnack

Sia R=" aperto connesso, KcaR compatto.

Allora JC=(Cr
,
K) > o t

.c
.

Fu con All-o sur
,

U20

vale maxaC min u.

Oss . Non si puo estendere risultato a tutto

· La confessione e fondamentale

AU = o su Br
,
Upo

.
Allora F

,yeBr U =zU(y)

DIMOSTRAZIONE

B,)= Bly,r) = Br

=> umfid (inUd2" =

IBK,) ↓ Br

yo

= FlyinUdIBy = u(y

DIMOSTRAZIONE

Kar
,

redist(k
,

2%0

Per compattezza FX ,
-XeK t

.c
. KcB

Assumiamo K compatto e connesso (infatti
,
se 1 e connesso,

ogni Kcc1 compatto e contenuto in un compatto connesso, congrungendo i centril.
Se N=2, per il Lemma

U([3U(z) 32 Uly zOra Vijell , - ,
N Ji

, _,
in=j +

.
C

. B(Xid &Bin + 0 :

#= (i) .
Iz =(l : B. B(i)+04 +D

....

Herando
,

Im =/l : B,u +O saturanogli indici /1-,
N).

Quindi U()3u(y) Ex,yek.

Aln = o su de connesso
,
UnY

,
(Un(d)/

Allora FK compatto in 12 Un
1

> I e inoltre All=0.

DIMOSTRAZIONE

Fe
.
meIN

,

l>m AlUn-Uml = 0 e Un-Um30

Per Harnack
, JC= CCR

.

K) +
.
c

.

Se= ku/v) ,
allora

OEMe(X) - Um(x) =C(Ued-Um(o)

Siccome Un(X) convergea supUn(X) ,
(Un(X) e di Cauchy :

Vaso (lUs(o)-Um(X)Ce se l
,
my

VI

Us(X) - Um(X) >0



Teorema

Teorema di 
Liouville (forte)

Sia (Un) +c
.

Dun =o so e
, supInlicai+8

Allora JUnm +
.
c

.

Unm ( u fK compatto

DIMOSTRAZIONE

Basta dimostrarlo per un singolo compatto, poi applica un processo diagonale.
SiaKcr compatto. Mostriamo che (41) e equicontinua so K.

Usiamo le stime del gradiente
N

Sia r = dist(k
,
dr)

,

Kc.Bil

Sup 11MUnII(Wel<+O :

=In&audlin/land2 = con XeBi
,El

= En/lese UV
;dele En Leberida

Posso quindi applicare Ascoli-Arzela' su B(Xi
.El

Poiche e ricoperto da un numero finito dipalle ,
vale su K.

Sia U con Au=0 sur"
,

infu)-0.
Allora U=cost

.

DIMOSTRAZIONE (1)

Posso supporte 1, 0.

&(x) =E2 =
lesen Ur;

do

IB(,r))

=>IdxU()n Sorenldr=UNI= m t00

DIMOSTRAZIONE (2)

Ue(X) := Ulex
,

Alle=O
,

Me30.

Applica Harnack con R= IR"
.
K= Blo

,I :

Yxek U(x) = Ue(x) =CUe(0) = CU(O)

=> sup uCudVlsupucud
B(0,e)

Siccome 40
,
ve LR).



Equazione del calore

Lemma

Consideriamo

& O-Axu= 0 LERRY
U(o

,
x = f(x)

In generale

(G - Ax=0 u = 0

U(0
,
X) = 0

quindi non puo esserci unicita.

Esistenza : ettf(x) serigruppo delcalore

(In analogia con : = Au = UH = etA)

Transformata di Fourier

Jf(5)= =(5) = I eix5fdx
F'g(x)=g(x) = (Se5g(z)d3

Quando ha senso
, JFf = f

Inoltre F)-df)= 13 [(3)
, F'(fg) = = "(f) * f (g)

Se dell-Axl= 0
,

allora Fs(dU-AxU) = 0
,
cioe

Ora (eulx=eiu
,
XdX=ut) , quindi

&dult ,3) + 131(t
,3) = 0

dt

20
,3) = [13)

=>lt
.3)=+(3)

=> Ult
,
x = Fult ,3) = J(RE(3)) = z"(e+11)*f(X)

Calcolo di F'(e-5)
=(5)(=get5=- ....d3n=re- t5=g+

Basta alloracalcolare 9_
/)= (pe-t5d5

Speix5-t525=Se--id3= Ime-5- +7 =- =-
E5= n

Per ogni yet , (entigan= /redn.

DIMOSTRAZIONE
M & &

Consideriamo z1 >eolomorfa su K iY
↳n

i
Per domorfic

vLz

↳edz+/edz +/edz + /edz = 0

&

-R 3 R
>

R3 +0 -R+ +o

-Legared O

Iedzfe-trink idn/ =/Gr+indn/erdn = Cyle-R m= +00



Teorema di 
esistenza

Quindi 91()=en
Allora(e)(= = k+(

1
Sia Kt() := curt SnKadx= 1

Sia FeCIRMn LOCI")
.

Allora Ult
.
X) := K+f() Vitxelo ,

+o soddisfa:

(1) Ult
,
X) eC

* 10
.
+IXIR")

(2) dol-AxU=0 FINE(o
,
+NXR"

(3) FX
.ERVMoxa Ult

,
x)= f(Xd

DIMOSTRAZIONE

1) / Aydy : si pu derivate sotto il segnodiintegralat

(2) Basta Verificare che +Kz(-Axk+(x) = 0

ItKt=
-

r2

IHEAxKa= EmAxe=(+ =

= En(Orte)+-)=---) =

=

- tetze

(3) lim Ult = f(x)
t+ 0+,X-Xo

IUX-f(Xdl = 1 SiyK+(x-ylfcyldy -f(x) = 1/iy K=(-y)f(y)dy - Siyk+(y)f(x)dy)=
=(Sin K+(y)#+y]dy - Jrn Kt(y) f(xdyl = (Srn (+(y) (f(x+y) - f(x)dy)

Perlacontinuita diF
,
Feso 750 +

.
C

.
/F-fxdke se -XokS

/Sin K+(y) (f(+y) - fxd)dyl - 1 K(y(ty
-foldy+)xs

K+(y)/f(x+y) - f(d/dy
#

IEJirKz(y) = E

# 1211f118 Sixty-v2K+(y)dy
Considero ora IX-X : allora lacondizione (+y-Xol>S

implica (y1> 1y+X-Xol-1-Xolt6
=>I 1211fllo Jigke Kayldy se-Xok
Dicoche Itaso t.c

. Ligkalyldyce se orate

Se cio e vero
,
trovo luctx-fNKE+21/flE se Octits

, I-XokS
Mostriamo quindi che VSO line Kayldy +-o

+ 0 :

1y12

ligedazdz zo0 per condom

Oss SeFEUCIRn(Y
,

allora

ethe 10 if
t+ 0



Teorema

Sofelt
,

e* - ?

Oss Siano TEL(X)
, SupIITHIC .

SeTIP +o " & FGED denso in X.
allora Tex =X Kxex

Nel nostro caso : X= (PCR)
,
Tef = @

+#

Oss 111**Ikp: /All per YoungDe+

Sedelp
, pell ,+o

,
allorae0 .

DIMOSTRAZIONE

ConsideriamoD = CICIR") : seECIIRY ,
alloraep??

Se pell ,
+o :

lletta-Olle t - 0
- O

per sopra

Vale in realta per pet , +8) : se provo e+O FeC:(IRY conclude

Bastail caso p= 1

Sia DeCIIR")
, Suppl=Br(d) : Vogliamo /le

*

0-PIILIRY -ot
"O

llet-Pll(O(Bar(a) +-o
> 0 => lletB0-PIIL'(Barfl toot "O

Rimana lletQ-41/L'(Birla = lletB&1/ LlBrca)

Je Kiyimdydydx =

1-1.
WOllis /marlijk EddyR(mmdS

Oss Si puo dimostrare che
**

0
+-o O 9 .

0
.
FeL'



Lemma

Non unicità 

Teorema Esiste una soluzione UEC(0
,
+axReCoto ,

+XIRI
,
UO

,
di

OU-DU=0 It
,
XE10

,
+xR& U(0

,
X)=0

DIMOSTRAZIONE

Cerchiamo U=fam(t) yak

Ot=Fina
&U=22k+2)(2kt F2k+z(t)xh

Se del-dU=0
,
allora far = Fakta lakta)(2ktl

Dico che Fak() =
Fo

qkti
(2(k+1))!enduzioneaadefiniteC. la serie converga au=

=> Folt =et

Dimostriamoche
(k)!

2 e una serie assolutamente

con
-

> so [0 , todx[-R
.R] :vergen

+

SupKx/
Co+x[RR] (2k)!

Esiste aso t
.
c

. ( 2k

DIMOSTRAZIONE

Safeh(r)
, fitzdz ⑳

Scegliamo z=ter
,

e=yo
,
Fl=e

~

Gr
>Ker()= fo 12-tmdz) = ·+Ea

updm
In polari z=perect pet)

.
deF5.]

=Lea = /Q-Kosta-isincal/ = &-Cosa -
> Q -&

Cos120y
,

Cos/3)
&2 gint

= g

=2!Sp!20 ,+

Derivandola,troviamo-als +Eg =0 = S= Ea

M

Applichiamoi criterio della radise : Mk stirling~

(e) zittlinMgin
- 0

Allo stesso modo si fa per le derivate.



Def.

Teorema: 
principio del 

massimo

Corollario

GtU-Ax = 0 (telo ,
+XR&U

,
x= 0 => UzO sotto quali ipotesi?

Se lult/Ce
,
allora U= 0

O anche (Ult,/CC)HAR con Ce Lis
Se 130

,
allora U=0

Dato SER
,
To

,

si definisce la frontieraparabolica di 2x10.) l'insieme :

&(2x[0 ,T]) = &(RXTO
,TJ) : 2xT) = Exolodexto

,
T]

Sa UECIEXTO
,
TI)nCE(RX0

,
T))nC(Rx0,Th

Soluzione di Gtl-A=0 su rat).

Se 1 e limitato
,
allora

*U =apU e U =apU

DIMOSTRAZIONE

Se dtU-AxUzo
,
allora min u = min 8. O -

Ex[oT] &PIEXIO,TL Il

Infatti
,
se Hox) E 2x10

,
Tl fosse di minimo

,
allora+Ulto

.
Xol-AxUltold04 .

20 10

se (to
.
Xole RX/TY Fosse di Minimo

,
allora delt

.
X)-AxUltoX20 ↳

Consideriamo ora Us:= U-EIX. Allora

din-Axtato min un = min de
Ex[o

,T] &P(MX(0,T))

2
- 0

V

2-0

nein U = mein U
EX[0,T] &P(RX()

Analogamente per il massimo.

Dato e limitato
,

il problema

I
Al-AxU= 0 su RX10

,
+0

U= f(x)

u(t
,y) =0year

ammette un'unica soluzione.

DIMOSTRAZIONE

Se u, e Uz sono soluzioni
,

allora

I
&(1 - Unl - A(U - (2) =0

(U-UzKon = 0

(U-Un)(t ,y)=0 Fyedl
=>U-Uz = 0



Teorema di 
unicità 

condizionata
&&

- Au = 0 Du RX10
,
to

U10
,
X=0

Am
su (.TXR"

,

alloraSe IUIICe

=O DU To
,
T]XR".

DIMOSTRAZIONE

daim Iw
.
c

.
Wo, aW-AW =0

,

/WhCats su (0
,
T) XIR".

Se tale i esiste per 8
.
>0

,
allora introduciamo U2 := 1-zw

Si hache JR230 +
.
C.

& Us0 se Bri(ax[0,
T] Un

10 10

Ua(ONO RE

quindi peril principio del Massimo 10

VIXO AU Bradx[o.T]

> OSe ora fissiamo Fo
,
allora abbiamo che se 5

alloraRa = Halt/0 su BrldX[o
,T]

doe Ult,
NEW( SU BildXTo

,T]
Mandando & 10

, UN0 Su BrdXTo,T

Essendo &arbitrario
,
si ha 40 suRx[o,T]

Applicando lo Stesso ragionamento a-U
,

siha-U10 suxto
,T]

=> =O su RXToT]
.

Per dimostrateil claim, basta scegliereW come lagaussiana troncata
W(t

,
x) =

enlitst con S30
,
S/41.

CT+S- t)nz

Consideriamo l'equazione del colore non lineare con condizionidiDirichlet :

I OtU-AU = f(u) (NE(0,
+XR

U
,N=P(x) con flul=Fululp con p>

L'equazione integrale associatae :

uHtX = etDp(x) + 1 et - f(u(s))dS
-

ToU
Abbiamo quindi un problemadi punto fisso: Toll= U



Lemma

Teorema

Corollario

Poniamo Fixo X = (i) ; (2)

SupletII wke
116 e**F(sdsIke II FIIL'To

,iS ; (2)

DIMOSTRAZIONE

Infatti ett = Gzx4 e llG*NIIGel/I= Ille
e 111 eltsbF(s)dsI lle#

-*DF(s)/led [[lIFIs)Ikeds

Per agnipeLi .
D31

,
7t= T (114/k0) >0 t

.
C.

(i) To : Ballalks(i) -

(ii)Ta : Balalko(X) e una contrazione

Se Tmax(4) e il tempo massimale di esistenza,

allora abbiamo due alternative :

(i) Trax(D) = +

(ii) Tmax(2+ no e limsup IUII = +o
t-Trax

Oss Se Fosse T=T(Q), non sipuo dedurre ilcorollariocasi critici]

DIMOSTRAZIONE

(c) IITaulllle+pllx + 11) e+sdf(usids/= 101 + /Ifculicious : (2)
= 114112 + 5 Klusilds : Ilke+Ill

Dico che 7t=Tell t
.
c. IlTaullallall seI=2110lle

p+1

IITaulk== Halle +Full = (ly1ke +=(211alke) = 21141 FUEBale(Xe
M

che evero se TallallP
*

IIIAllie
,

cioe =z*

IAll
(ii) IITaUn-Talallx+* EllUn-Halle FU

,UzEBalake(X)

IITal-TaUzlk== 11/ ed (f(u(s))-f(Uz(SU)ds/lx+= JIIf(U(S1)-F(UCSI/l+ds

If-f(Uz(S]]/l2[0
.[S: (E)

=> TIM-Uzllx=(P+(214/IP IE114-Ualke
=> (ls)-Uz(s)/(p+1) max((u.()1

,
(42(S/P

1
che vero se tipt(allall" .

cioeT+2* 191

1Quindi basta prendere T =H2P
*

Ip1



Lemma

Lemma

Esistenza globale per dati piccoli

Def.

(G-U=fu) (E(o
,
+x

UO=G

Se riesco a stimate /Ult
,X/I10 [0.T] FT , posso applicate il corollario.

Qua serve il segno-perf, e non e sempre detto sipossa fare :

quindi non seguiremo questa strada.

Y= [U : 10
,
+XRIR/SUDCtL"llUCtIke + SUP llUA

,XII+Y
cioe [lktL" UHNIk + IUEIk) -+o dove <ty = 1+t
-

Ilully

llettOllie IlOllix
lletplu = -

N/2(t) (11411 + 1141/2)
cioe 11 <tilleAllellie =C(IIAll+101ke)

DIMOSTRAZIONE

Infatti IIG*All IIGellwall= 1191lx
Il epile = Il 01le

lletOllie = llGz*Alle IIIGelle/All Kellixth/2

=> lettplliemin he, (IAll+ 1141k)
N C

<7)n/2

Quindi llettally =alleII

115 esIDFisIdsIly [ IlFill + 11 <t(IFisII+ IIFiske do Ikest-S>N2

DIMOSTRAZIONE

115 esIDF(sIdsIly = 11f et-D F(s)dsIEL+1ktie Fisds/I LiLe

- SopflleAsIDF(sllids +Sep <t
*(tilledFis)Ikeds) <

N12
I SUPIFIskids + Sep (t) FI +11F keds

Lt-SN2

IIFILL



Teorema Sia >2 ,
ELInLi

.

Esiste Esto tc
.
se 114111 :=Halli+19/lEo

,

allora

(i)Ta : Balla(Y)

(ii)Ta : Baila(Y) & e una contrazione

DIMOSTRAZIONE

1)Toully =llettally + 111 et*a Kludsly I Cle +Cu

IIIetsa KludsllyCululil +C supKulu + 11 kupeds
<t-Sy

=Illus +Csop (tflukusie + Ilussillds
<t-Sykle

cusIllesileds +CP(tElkilllukilds +CusiLt-Syr2 (t-sy
*k

I #

ISupluklubidsCulluSd Clyd

#I supMidsplyc-sdsS-Sy
*

LessLetsds + /in ct-sirds

#
andis

=- 1-0

Ct-S)* STEP+

- -strcmdS + Ctyfin
(t-Syn(S)(P+

--

~Isse &S ~sds== (t)
- E+ -

L - (p+DE +10

Quindi IIToullyCall +cluli ↳> zIllalI se llully: zilla e Ill41lI

infatti IlTaully =Call +<Szca)P=2CIIIIII per Ill4III* 1
12CPH



Teorema &OfU-AU=UMP It XelotXIR"
,

con Olpl
UN

,x) =0 UEC%10 +OXIRnCTo
,
+adXR) e 130

Allora u= 0

Oss Tall = ety + et(UUIP)dS

Y Y = Ye/4202 e chiuso e Ta-invariante, quindi basta U1, 0

DIMOSTRAZIONE

Funzioni test

Sia(NECi(10 ,
+S)XR)

,
$30

1) IIP+ dxdt = (Im(d+- yu)d(t,dtdy =

= [In Otual-UAD-tbUdtdx =j Ul-DD-OtD) - InMia dladx
= (UL-AD-Otd)

Sceltadelle : &(IXI)

Pr(tx)=M(P()m dove m= 2(i)
i4t) z

12 13t 12 1X

Claim -Adm-Geil(Da)
Quindi

Holder

IP AndalismUDr*dxdt) pr
=> (DIP"PR) "if CR

**-2

Mandando Rto
,

basta (2tr-210
,

cioe np2

Oss Se p=E
,
trovo MELP*, ma in realtogli integrali sono su corone

o su intervalli contani dall'origine, quindi sista integrando contro

caratteristiche che puntualmente tendono a 0.

Mostriamoit claim :
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Equazione di Schrödinger
Consideriamo

& idel + AU = o (tNeRaRn

U
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X =G(X)

Come per l'ea. del calore :
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x)=it1) *0 Gruppo di Schrodinger
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XR = /DECOR) : N80ELVx ,B) con servinorme Prp(4) = 11Ballas
7 :JJ e invertibile

J'IIRM e il duale topologico di SCRY
T:R - C lineare e continua
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F(z)=/erzeisd3 ,

z=Etit "My,
Fe olamorfa su (rezso
Flatio = /e-aBred5=-

ha estensione domorfa su /Rezsol
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(4tzne4z Idove laradica ha Resol
Poiche sono domorfe su /Rezso/ e coincidono sulla semiretta reale positiva
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eil nucleo di Schrodinger


