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1 Grandezze fisiche e loro misurazione

Una gradezza fisica descrive in maniera
quantitativa una proprieta di un sistema fisico. La grandezza deve essere for-
nita in maniera operativa, ossia fornendo una procedura e uno strumento per
misurarla.

Data una grandezza fisica A, bisogna scegliere un’unita di misura u: A = A, u.
Il campione dell’unita di misura deve essere: inalterabile e riproducibile con
elevata precisione.

Esempio. Lunghezza, massa, tempo e velocita sono grandezze fisiche usate in
Meccanica.

Un insieme di grandezze fonda-
mentali € un insieme di grandezze tra loro indipendenti e capaci di rappresentare
un sistema di grandezze completo. Le altre grandezze del sistema sono dette
grandezze derivate.

Le grandezze fondamentali in Meccanica, e relative unita di misura SI (Si-
stema Internazionale di unita di misura, anche noto come MKS), sono:

Grandezze fondamentali della Meccanica
Grandezza, Unita di misura Simbolo
Lunghezza Metro m
Massa Chilogrammo kg
Tempo Secondo S

Il campione della lunghezza ¢ stato piu volte ridefinito:

e (1791, dall’Assemblea Nazionale Francese), 1 m = ﬁ della distanza polo-
equatore lungo la meridiana che passa per Parigi;

e (1899) 1 m = distanza tra due sottili linee incise alle estremita di una
barra in platino-iridio a 0°C’ (5% ~ 1077);

e (1960) 1 m = la lunghezza pari a 1650763.73 volte la lunghezza d’onda
Ak nel vuoto della radiazione corrispondente alla transizione fra due livelli
atomici (2p'° e 5d°) dell’atomo di kripton-86, 36 Kr;

e (1983) 1 m = distanza percorsa dalla luce nel vuoto in m secondi;
cio equivale a porre ¢ = 299792458 m/s.

Il campione della massa é:

e 1 kg = massa del campione di platino-iridio a Sévres (Parigi);

12
e spesso in fisica nucleare, si utilizza 1 wm.a. = 29 — 1,660 10727 kg.
Il campione del tempo e:

e in origine ¢ stato posto 1 s = Wloo della durata del giorno solare medio;

tuttavia il periodo di rotazione della Terra non e costante a causa delle

: 5 ., AP _ 171077,
forze di marea (P ~ X+ = ~g55,—);




e (1967) 1s = (v(133Cs)) 1, dove v(133Cs) = 9.192631770 Hz & la frequenza
di una specifica transizione atomica del cesio-133.

Le grandezze fisiche si dividono in: scalari, vettoriali, tensoriali.

Una grandezza scalare € una grandezza
definita unicamente da un numero del campo K.

Esempio. Massa, temperatura e pressione sono grandezze scalari.

Una grandezza vettoriale € una gran-
dezza descritta da un vettore ¥, ossia :
(i) modulo o intensita v = |9] > 0;
(ii) direzione nello spazio;
(iii) verso.

Esempio. Lo spostamento S, la velocita v e la forza F' sono grandezze vettoriali.

Uno spazio vettoriale V' su un campo K
¢ un insieme con una somma + : V xV =V (F=d + 5) e un prodotto per
scalare - : K x V — V(b = k@), tale che:
SV1 30:a+0=0 ;

SV2 a
SV3 (
Sv4
SV5
SV6 ki(ked) =
SV7 dleK:1-d=d-1=a.
Dato un insieme di n vet-
tori dy, ..., @y, essi si dicono linearmente indipendenti se:
1@y 4 o+ Cpin =0 = c1=..=c, =0

Poisiha: @ = aa, dove a = |@ > 0,a = {-u, ¢ilmodulodidea = §,|d| =1

¢ il versore di d.



1.1 Coordinate

In uno spazio di dimensione 3, si possono definire le com-
ponenti di un vettore d rispetto a un sistema di coordinate:
d = (a1, az,as3).

In particolare, nello spazio euclideo R? si puo scegliere un
sistema di coordinate destrorso (slmmetrlco per paritd), de-
terminato dai versori ortogonali i, j, k: corrispondenti ai tre
assi cartesiani. Quindi in un sistema di coordinate cartesiane

si ha: @ = (ag,ay,0;) e a = |d] = y/a2 + a2 + a2.

In forma vettoriale si puo scrivere : @ = a,% + ayj + a.k.

Dato un vettore nel piano @ = ay? + a,j, €sso puo essere
definito anche mediante le sue coordinate polari: @ = (a, ),

con
{azacosﬂ {a—,/aQ—i—aZ

ay = asin® tan g = v

Dato un vettore nello spazio @ = a1 + ayj' + azl;:, €sso
puo essere anche definito mediante le sue coordinate sferiche:
a = (a,0,p), con
a, = asinf cos p
ay = asinfsin ¢
a, = acosf

dove 0 e 'angolo polare, ¢ & ’angolo azimutale.

1.2 Operazioni con i vettori
1.2.1 Somma di vettori

Dati due vettori a, 5 il vettore somma 7 = G+b si puo ottenere
dal punto di vista geometrico con la regola del parallelogram-
ma. La differenza d = a —b puo invece essere interpretata
comed=a—b=a+ ( b), dove —b ¢ il vettore che ha stesso
modulo e direzione di b, ma, verso opposto.

Se 6,5 sono espressi in coordinate @ = ayi + ayj' + ak,
b= byi+byj+b.k, siha: 7= (az+bs)i+(ay+by)j+(az+b.)k.

1.2.2 Prodotto per scalare

Dato un vettore @ = ayi + ay}‘ + azlAc, il prodotto per scalare b= ki = kayi +

kayj + kak & un vettore che ha modulo b = |k|a, stessa direzione di @ e verso

determinato dal segno di k: b=1"1= ﬁ“.



1.2.3 Prodotto scalare

Dati due vettori a, l;, tra i quali vi ¢ un angolo 6, il loro prodotto scalare é:
a b=ab cos

In coordinate cartesiane @ = az1 + ay] + azk b= byt + byj + b, k‘ si ha:
a-b= azby + ayby + a.b,
poiché i -1 = jlj'zl%-fc:le% j=7 k=k-i=0
Inoltre se @ = b: @* = d-d = a*. .
Ponendo & = @ — b, si pud ricavare il teorema dei coseni: ¢ = (@ — b)? =

@—b)-(@—b)=a—a-b—b-d+b* = a®+b? — 2abcos.
Si ricava anche: a, = a - zay a-j,a,=a-k.

Proprleta

1.2.4 Prodotto vettoriale

Dati due vettori a, l_;, tra i quali vi & un angolo 6, il loro prodotto vettoriale e il
vettore a X l_;, con:

e modulo |@ x b| = absinf con 0 < § < 7 (ossia sind > 0);

e direzione perpendicolare al piano di @ e b;

e verso dato dalla regola della mano destra.

In coordinate cartesiane, dati @ = axz + ayj' + azl;y b= bmi + byj' + bZI%, si ha:

R AN
axb=la, a, a,
by b, b,
pomhezxy*fcjxl%:%,l%xizje%x%:}xj:l%xfﬂzo
Proprieta:
o&'xgz—gxd’;
ix(b+&) =axb+axdc
m(@ x b) = (ma@) x b=a x (mb);

[ ]

. )

e ixb=0 < a//
e il modulo di @ x b & l'area del parallelogramma che ha come lati @ e b.

Si puo definire il triplo prodotto vettoriale:
a x (b x &) = (a- c?)b (
(@xb)yxé=(a ab—(

- b)E
da

a
b

Si puo infine definire il triplo prodotto misto: B
a-(bxc)=b-(¢xa)=2-(adxb)

Si ottiene che:



. Gy Qy G
- (bxd)=|by by, b

Cx Cy C;

Geometricamente, @ - (5 x €) & il volume del parallelepipedo di spigoli @, b,é



2 Cinematica

L’approssimazione del punto materiale &
I’approssimazione di un corpo di massa m, di cui vengono ignorate le dimensioni

fisiche.
Un sistema di riferimento S & una quadrupla S = (O, 7, 7, 2).
Dato un punto P, si definiscono:

o 7= OP il vettore posizione del punto P;
e v la traiettoria del punto P;

x = x(t)
o "=7(t)=qy=y(t) lalegge oraria del punto P.
z = z(t)

Dato un punto P e i vettori posizione 7, =
™ (t), ™ = 72(t), si definisce il vettore spostamento di P:

AF =7 — 7

La velocita media del punto materiale nel-
Iintervallo di tempo At é:

AF
(£, 1+ At) = —
Ut A = 3
Quindi [v,,] = Wnghezza Ne| ST, ¢ & misurata in m/s.

tempo

La velocita istantanea del punto mate-
Ft+AL) —7(t)
At

riale &: ¥(t) = lim ossia
At—0
dr(t)
(t) =
dt
La velocita istantanea ¢ sempre tangente alla traiettoria ~.
In cordinate cartesiane si ha: ¥(t) = dz(tt) = %(aﬁ—kyﬁ'—kzk) = ‘é—f%—l— %5—1—%]@ =

i+ yj + k. Percio: v, = &,vy =9,v, = 2.
Data una curva orientata v e fissata
—
un’origine {2, I’ascissa curvilinea di P € v e s = QP.

x = x(s)
Da cui la traiettoria v: ¥=1r(s) = ( y =y(s) e la legge oraria s=s(t).
z=z(s)

La velocita scalare di un punto materiale
R . t+A) —s(t .
e: Vg (t) = Alygo w ossia




Dalla definizione, vs; > 0 se il punto si muove nel verso in cui e stata orientata
v; vs < 0 se il punto si muove nel verso opposto rispetto al verso in cui & stata

orientata +.
Percio 7= 7(s(t)) e quindi (t) = drit) _ did) , ds(t)

at T ds(d) dt
W0, (#). Ponendo #(t) = 950, si ha #(t) = v, (t)7(2). s
Quindi U//7 e 7 & tangente a y. Geometricamente, si vede i . X
- - = i
che il modulo di 7 &: |7| = lim %ﬂr(sw =1 P\
As—0 S 0
Si conclude che 7 € un versore tangente alla curva .
Quindi vg = v, doveil + e datose v = 7,1l —se 0 = —7.
L’accele-
razione istantanea del punto materiale e: @(t) = lim w
At—0
ossia J
v(t
at) = *)
dt
L’accelerazione scalare del punto ma-
teriale e:
dvs(t)
as(t) =
(1) dt
In coordinate cartesiane: @(t) = dzsft) = %(x% + 4 + 2k) = & + ijj + k.
Dato che 9(t) = vf(t)i'(t), possiamo riscrivere a: a(t) = dil(tt) = L(vs(t)7(t)) =
d”(;%t(t)%(t) +s(t) d;(tt) = as7(t) +v2(t) d:l(st), dove nell’ultimo passaggio si & usato
d7(t) _ d7(t) ds __ d7(t)
dt — ds dt — S ds °
Supponiamo che v giaccia su un piano. Allora
dalla definizione 28 = lim ZEFA)=7E) o dedu- .
ds As—s0 As T(s4as)
ce che d;—(;) e perpendicolare alla curva 7. Questo in 29
realta puo essere ricavato anche da: 7-7 =1 — g—sf
H1)=0= 20 - 7=0= G L7 . ¢
Possiamo quindi porre |4 | = %ﬁ, dove 71, con |a| = 1, bf&(ﬂ
¢ un versore perpendicolare a v (nel semipiano local- T(s4as)

mente convesso) e p il raggio di curvatura locale, ossia
il raggio della circonferenza tangente a v in quel pun-
to. Si dimostra che queste considerazioni valgono anche nello spazio: dato un
punto P € ~y, & sempre possibile individuare il suo piano osculatore e la sfera a
esso tangente di raggio p.

Quindi possiamo scrivere:

U2

p
v?
P

>
—
fi
~

a=a,T+

dove a47 € l'accelerazione tangenziale, e “-n e l'accelerazione centripeta.



2.1 Moto rettilineo uniforme

Il moto rettilineo uniforme & un
moto in cui il vettore velocita ¥(t) ¢ costante in modulo, direzione e verso:
o(t) = .

Equivalentemente, poiché #(t) = dZ(tt) = @4 y) + Zl%, possiamo scrivere
Vg = cost, vy, = cost,v, = cost.
Considerando la componente x abbiamo:

Vyp = % > daj = ’Uzdt — f-fo d‘rl = ftt() Uzdtl

Le equazioni sono analoghe per le altre componenti.
Si ottengono cosi le legge orarie del moto:

=0,20=2(0
fo %m( ) z(t) = zo + v, t.

z(t) = xo + vyt
y(t) =yo + vt = 7(t) =70+ Ut (2)
2(t) = zo + v.t

2.2 Moto uniformemente accelerato

Il moto rettilineo unifor-
memente accelerato ¢ un moto in cui il vettore accelerazione @(t) & costante in
modulo, direzione e verso: d(t) = d.

. . ;= ot o dv, dv, 7 . .
Equivalentemente, poiché d(t) = dl;(tt) = dd”;” 1+ Sy + Sk, possiamo scri-

vere a, = cost,a, = cost,a, = cost.
Considerando la componente x abbiamo:
— dug v (t tozoxvng(to)

) t
4y = G = dvy = apdt = [, dv, = [, azdt!

vy (t) = vz 0 + agt (3)
Ma abbiamo anche v, (t) = %, quindi:
dr = v, (t)dt = [T da' = [} v, (t)dt' = [ vz 0+ apt'dt! =

1
x(t) = xo + v 0t + 5%152 (4)
Dall’equazione 3: a, = v‘"(t)#, sostituendo nella 4:
1
x(t) =0 + 5("}%0 + Uw(t))t (5)
Abbiamo inoltre: m(t);z“ = 2(vg0 +v(t) =
Vg0 + Uz (t)
m(t) = :
) = 220t
Dall’equazione 3: t = “(tl%,
sostituendo nella 5: z(t) = 2o + 1 (vz,0 + Vs (t))”(tl%, cioé:
2a, (x(t) — o) = v3(t) — vz (6)



Tutte le equazioni sono analoghe nelle componenti y e z. Possiamo quindi
scrivere in forma vettoriale:

Ft) = 7o + 3 (To + T(t))t
0 =05 + 2a - (F(t) — 7o)

Quindi la traiettoria giace sul piano individuato da vy e @, ossia il piano
z = 2y, dove ' = OFy, con Py = (2o, Yo, 20)-
Scegliamo j parallelo ad @ e scegliamo 4, impostando un sistema destrorso (ossia
dove k =i x j).
x(t) = @y + vy 0t
Dunque @y = (vz,0,vy,0,0) e @ = (0,a,,0). Allora: < y(t) = yo + vy0 + %aytz ,

z(t) = zo
che ¢ ’equazione parametrica di una parabola.
Infatti, eliminando il parametro t si ottiene:
Y=o+ 22 (2 — x0) + =2 (& — w0)?
Vz,0 2vz

2.3 Moto di caduta libera

Supporremo che i moti di caduta libera siano moti unformementi accelerati, con
@ = g accelerazione di gravita. Stiamo cio¢ supponendo che g = cost,g = 9.81%;,
che & un’approssimazione accettabile con variazioni piccole di altezza.

2.3.1 Caduta libera verticale

Si parla di caduta libera verticale quando ¥ //g.

Possiamo quindi scegliere un sistema di riferimento cartesiano in modo che
g =1(0,—-g,0) e tip = (0,vy,0,0). Poniamo poi to = 0 e g = z(to).

Si ricavano cosi le equazioni del moto:

{vy = Uy,0 — gt
Y = Yo + vyt — gt

Ponendo come condizioni iniziali o = h e vy = 0, si puo ricavare il tempo
di caduta libera 7f;. Poniamo y(7) =0 = 0=h — 5977, =

(7)

2h
T = _—
Ir g

A questo punto possiamo ricavare la velocita finale di caduta, poiché
vy(Trf) = =755 =
vy(Trp) = —/29h (8)

10



Ponendo come condizioni iniziali yo = h, vy 0 > 0,050 = v.,0 = 0, possiamo
ricavare il tempo di salita 7,. Infatti vy(7,) =0 = 0 =0y — g7, =

Vo Sin «
Ts = 9)
g

A questo punto possiamo ricavare la quota massima hp,qz: Amar = b+
1,2
VoTs — 54Ty —
2

v
hmaz =h 0 1
+ g (10)

2.3.2 Moto parabolico di caduta libera

Poniamo tg = 0 e consideriamo zg = x(tg) = 0,90 = y(to) = 0,20 = 2(tg) = 0.
Sia a l'angolo tra vy e 'asse x. Scegliamo un sistema di riferimento in modo
che §=(0,—g,0) e ¥9 = (Va,0,Vy,0,0) = (vo cos @, vg sin e, 0).

Ricaviamo cosi le equazioni del moto:

a; =0 K
x4 v (t) = vpsina .
z(t) = vy 0t = (vocos )t Yo
ay = —g X
Y1 § uy(t) =vosina — gt
y(t) = (vosina)t — Sgt*
In forma vettoriale, otteniamo: 7(t) = Tyt — 3 gt*j.
La traiettoria &: y = (tan o)z — mx
Per ricavare la quota massima h,,4,, poniamo:
i osin2 .
% =tana — qu =0 = z%x= vﬂs‘n;“’ow = ”0521; 2 da cui
(vo sin a)?
hma:c = T (11)
Invece, per ricavare il tempo di salita 75, poniamo:
Vy(Ts) = Vy0—9gTs =0 =
Vg Sin
Ts = 2 (12)
g

Inoltre: Az = % ng Yo

Il tempo di volo 7, & l'intervallo di tempo tra il lancio (yg = ho = 0
l'istante del punto di caduta (y(R) = 0, dove R & la gittata). Usando y(¢)
(tana)x — mﬂ, poniamo y(t) = 0, Troviamo cosl due soluzioni, ma
scartiamo 7, = 0, quindi:

) e

20 s
= Vg sin « (13)
g

11



La gittata R ¢ la distanza orizzontale percorsa dal proiettile. Si ottiene
risolvendo y = (tan a)x — mxz =0, da cui x = 0 oppure x = R:

2usinacosa v sin 2«

R = (14)
g g
La gittata massima si ha in corrispondenza di o = 71 Rpqz = %.
Si puo inoltre dimostrare che R(§ — o) = R(a) e x % (§ — a) = 2 * ().
Valgono inoltre le seguenti:
7r ™
hmaz hmam a5 = hmam 5
(0) + a5 = 0) = hnaa(5)
s Vo 1 T
v\ 7)) — 2— —F=To\ 3§
r(§) = V2R = 2 (5)
(5 — )+ m(e) = 7(3)
Sappiamo inoltre che v? = v3 + 2@ - (¥ — 7). Usando che @ = —gj, 7o = 0,
j -7 = h, abbiamo:
v =03 —2gh (15)

2.4 Moto circolare

Il moto circolare ¢ il moto di un punto ma-
teriale P che ha come traiettoria v una circonferenza o un arco di circonferenza.
Scegliamo un sistema di riferimento in modo che P = (x,y,0) e 2 = (R,0,0).
Risulta:
x(t) = Rcos(t)
y(t) = Rsin (1)
Il vettore posizione risulta 7 = x(t)i+y(t)] = R(cos 0(t)i+sin0(t)j) = R7(t),
dove #(t) = cos ()i + sin 0(t)j.
L’angolo 6 viene misurato secondo la convenzione per cui cresce in senso
antiorario e decresce in senso orario.
L’ascissa curvilinea &: s(t) = RO(t).
: B do’ _dy _ pdo
Risulta: v, = 9 = —R%; sin0(t) e v, = 5 = R cos0(1).
La velocita angolare di un punto che si

muove di moto circolare e: "

wt)=0(t) = g
Nel SI, [w] = a4,
La velocita scalare risulta: v, = % = R% = RO(t) = Ruw(t); inoltre v, =
—Rw(t)sinb(t) e vy = Rw(t) cosb(t).

Possiamo quindi scrivere 9(t) = vs(t)7(t) = w(t)R7(t), dove 7(t) = di(st) =
R
ds

12



Il vettore velocita angolare & &
un vettore tale che:

M) I8 = [F] = lw®);

(ii) la sua direzione & ortogonale al piano xy in cui giace la curva;

(iii) il suo verso & dato dalla regola della vite destrorsa (& =k =i x j).
Vale quindi & = Ok e & = \%II%
La velocita risulta: @(t) = RO(t)(—sinb(t)i + cosO(t))) e T = vi = v,7,

percid vy (t) = RO(t), 7(t) = —sin O(t )z—l—cos@( )j. In particolare v = |0] = R|d|.
Osserviamo ora che i versori w, 7, v formano una terna destrorsa. Da questo
segue che
T=d X T
Infatti 7 = v = v(@ x 7) = R|0| 9 erfaka =d X7

Nel moto circolare vario, I’ accelerazmne risulta:

{ax(t) e — —R(w(t)sin6(t) + w(t) cosO(t))
ay(t) = 2o = R(&(t) cos B(t) — w(t) sin 6(t))

Quindi @(t) = a,i + ay,j = Rw(—sinbi + cosfj) — Rw?(cos bi + sin6)) =
Rw? — Rw?#.

Ossia @(t) = w(t)R7(t) + w?(t)RA(t), dove la prima componente & I'accele-
razione tangenziale, la seconda 1’accelerazione centripeta.

2.4.1 Moto circolare uniforme

Si parla di moto circolare uniforme se vs = cost o, equivalentemente, w = cost.
Segueches-fs dtvs—Oew—H—O

t
Abbiamo w = ¥ = df =wdt = [; df' = [ _ wdt’, percio:

0(t) =0 + wt (16)
vy (t) = —Rwsin(wt + )
vy (t) = Rw cos(wt + 6y)
Il periodo T' di un moto circolare ¢ il
tempo necessario per compiere un giro completo. La frequenza v ¢ v = T71.
Nel SI, [T] = s, [v] =s7! = Hz.

Nel moto circolare uniforme, si ha:

La velocita risulta: {

27 1wl
=2 ==X
w T 2

P2 eoq

L’accelerazione risulta: aa(t) = Rw2 c?s(wt +0o)
a,(t) = —Rw” sin(wt + 6y)

13



Percio: a(t) =

—

Ora, usando che n = —#: d(t) =

un’accelerazione centripeta.
Usando che ¥ = & x 7, abbiamo:

- S R

(@ )& — (& &)F = —w?F

Quindi @(¢) = —w?F(t) = w2 RA(L).

14




3 Dinamica

Una forza F' & una grandezza che descrive l'interazione tra
due corpi. La massa m ¢ una proprieta intrinseca del corpo.

Le interazioni fondamentali o forze fondamentali sono le forze della natura
che permettono di descrivere i fenomeni fisici a tutte le scale di distanza e di
energia e che non sono quindi riconducibili ad altre forze.

Esse sono:

e l'interazione gravitazionale, che determina la forza di gravita sulla
Terra e 'attrazione fra i pianeti;

e l'interazione elettromagnetica, che ¢ responsabile delle proprieta chi-
miche degli atomi e della struttura delle molecole;

e l'interazione nucleare debole, che ¢ responsabile delle forze che inter-
vengono nei decadimenti nucleari;

e linterazione nucleare forte, che tiene uniti i quark, costituenti ele-
mentari dei protoni e dei neutroni, e anche questi ultimi all’interno del
nucleo.

La prima, secondo la teoria della relativita generale & un effetto della geometria
dello spazio-tempo, mentre le altre tre interazioni, che sono delle teorie di gauge,
sono dovute a scambi di particelle, dette bosoni di gauge: il fotone « per la forza
elettromagnetica, i bosoni vettori W, W™, Z per la forza nucleare debole e i
gluoni g per la forza nucleare forte.

Il modello standard fornisce un riquadro coerente nel quale sono inserite le
tre teorie di gauge, mentre ad oggi e stato impossibile ricondurre ad esso una
versione quantistica della gravita, sebbene sia stata teorizzata una particella
mediatrice (il gravitone) della quale non si hanno evidenze empiriche.

Proprieta delle forze

.
F;

M=z

(1) Additivita: la risultante di N forze &: F =
=1

(2) Interazione: la forza & una funzione che dipende da molteplici parametri,
F = F(’F, 17, dl,dg);

(3) per r — +o0 si ha F — 0. Inoltre si ha F ~ Tin con n > 2. Ad esempio,

— 1 — 1 — E_§
FgwﬁaFCL)ulNﬁaFN r -

La forza ha un significato intrinseco e non dipende dal sistema di riferimento.

Allo stesso modo, la massa non dipende dal sistema di riferimento (solo in
meccanica classica).
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N
Anche la massa gode dell’additivita: M = 5 m;.
i=1
(Anche questo vale solo in meccanica classica. Ad esempio: Myycreo < Zmy, +
Nmy,, infatti Myyere0 = Zmp + Nm,, — AM, dove AM rappresenta 'energia di

legame AM = £ con MAihf ~ 0.001.)

Principio : I principio della dinamica

Un corpo non soggetto a forze permane nel suo stato di quiete o di moto
rettilineo uniforme.

Principio : II principio della dinamica

Dal II principio, segue che [F] = [massa - %]

Nel SI, I'unitd di misura ¢ il Newton: 1 N= 1 kg-m/s2. Nel CGS, I'unita di
misura & il dyne: 1 dyn= 1 g-cm/s?.

Un sistema di riferimento

inerziale (SRI) & un sistema di riferimento in cui vale il I principio della dinamica.

Possiamo dire che un corpo non e soggetto a forze se &€ un corpo isolato.

Una volta individuato un SRI, tutti i sistemi che si muovono a velocita
costante rispetto ad esso sono SRI.

Dalla IT legge di Newton F = ma si ricava I’equazione del moto del punto
materiale.

Ad esempio, nel caso unidimensionale, ponendo F= (F,0,0),F, =F,F =
F(x,%),a, = &, l'equazione diventa mi = F(z,1); risolvendola, si ricava la
legge oraria x = x(t). Poiché ’equazione ¢ una EDO lineare omogenea del II
ordine, la soluzione sara z(t) = c1x1(t) + coxa(t); ponendo anche le condizioni
iniziali zo = z(to) e &0 = &(to), si ricavano i parametri ¢q, co.

Principio : III principio della dinamica

Dati due corpi, la forza Fio che il primo subisce a causa del secondo e la
forza Fy; subita dal secondo a causa del primo, vale:

(i) Fig = —Fo;

(ii) flg e f21 sono dirette lungo la congiungente dei due corpi.

J

Quindi, detti 7 e 7 i vettori posizione dei due corpi, 7= 7y — 7] = |7 — 7|7
e F = |Fio| = |Foy|, vale: Fio = £F7 e Fyy = FF#, dove valgono i primi segni
se le forze sono attrattive, i secondi se sono repulsive.
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Definizione 3.3 (Quantita di moto). La quantita di moto di un punto materiale
& definita come:
p=mi
Avendo definito la quantita di moto, si pud enunciare il II principio della
dinamica nella forma originale scritta da Newton nei Principia.

Principio : II principio della dinamica

Osserviamo che, nel caso di massa costante, questa definizione ¢ equivalente

alla precedente. Infatti: F' = m‘é—g = md. Invece, se fosse m = m(t), si avrebbe:
o dp g, dU  dm s

F=gr=mg+ G0

Definizione 3.4 (Impulso di una forza). L'impulso di una forza si definisce
come:

to
I(tl,tg) = / F(t)dt
t1

Teorema 3.1: Teorema dell’impulso

-

I(ty,t2) = Ap

Dﬂz’mosﬁmzione; Dal IT principio della dinamica, abbiamo:
F=% — Fdt=dp.
Integrando ambo i membri: I(ty,ts) = j;tf F(t)dt = plts) — pltr). O

Definizione 3.5 (Momento di un vettore applicato). Dato un vettore v, il suo
punto di applicazione A, la sua retta di applicazione, un polo 2 e il vettore
posizione rispetto al polo ¥ = QA, il momento del vettore ¥ &:

—

.///QZFXU

Il modulo vale .#q = rvsinf = vd dove d = rsin 6.

Si osserva che il momento del vettore ¢ indipendente dal punto di applica-
zione sulla retta d’azione; infatti, sia B un altro punto di applicazione. Risulta:
Fp = A + Fap, percid Mo = g X T = 4 X U+ Fap X U = 'a X ¥, dove si &
usato che 7ap X ¥ = 0 poiché ¥ e ¥ap sono paralleli.

Definizione 3.6 (Momento di una forza). Fissato un sistema s = (O, z,y, 2) e
un polo €, il momento di una forza F che agisce nel punto 7 e:

—

ﬁzZ(Fff’Q)XF
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Definizione 3.7 (Momento angolare). Fissato un sistema s = (O, z,y, z) e un
polo Q, il momento angolare (0 momento della quantitd di moto) di un corpo
di posizione 7 e con quantita di moto g é:

fQ:(F—FQ)Xﬁ

_Osserviamo ora: B .
Lo = L((F—7o) xP) = (—Tq) x P+ (F—7a) x & = (—Tq) x p+ (F—7a) x F =
UXpP—1Uq XPp+ Ta.

Poiché v e p’ sono paralleli, v x p’= 0. Quindi:
d -

%ZQ = —Uq X P+ Ta (17)

Principio : IT principio della dinamica per il moto angolare

Se il polo € ¢ fisso (Un = 0), allora:

7

Teorema 3.2: Teorema dell’impulso angolare

to . .
/ Todt = ZQ(tQ) — lQ(tl)

ty

Dimostrazione. Dal II principio della dinamica per il moto angolare, si ha:
déf? =T = Todt = de.
Integrando ambo i membri: ft? Todt = fQ(tQ) — fg (t1). O

3.1 Oscillatore armonico

Se Al < 1y, vale:

Molla a IiPoso
Teorema 3.3: Legge di
Llzale Molla elondata
X=R-Q >0
Molla compressa
dove k ¢ la costante elastica == *=L2-Q <o
della molla ([k] = 7%{;’;’:2%; nel
SL [k] = ).

Definizione 3.8 (Molla ideale).

Una molla viene definita ideale se:
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(i) Mumotta = 0 (nella realta,
Mmolla K mcorpo);

(i) lo =0;
(iii) F = —kx.
Dunque per una molla ideale vale: mi = —kx.

Ponendo w = \/% = cost, puo essere riscritta come:
i+ wiz =0
Risolvendo, si trova x(t) = ¢ cos(wt) +cg sin(wt), da cui la velocita & v, (t) =
z(t) = —cwsin(wt) + cow cos(wt).
Ponendo le condizioni iniziali all’istante tg = 0, si ricavano le costanti:

Tro = t =
0 = z(to) . Ja=m
Vo = ’Uw(to) Coy — %

w

L’equazione puo essere riscritta come:
x(t) = Acos(wt + ¢)

dove A si dice ampiezza e ¢ si dice fase.

Questo segue dalla formula di addizione del coseno: cos(a+3) = cos a cos f—
sin asin 8, da cui ¢; = Acos ¢, co = —Asin ¢.

La velocita &: v, (t) = @(t) = —Awsin(wt + ¢). Analogamente a prima, per
le condizioni iniziali:

2 2
{xo—x(to) . {A\/x3+$\/x3+m:°
vo /T

vy = vz (to) tanaﬁ:—ﬁ:_zo 1

Il periodo del moto armonico e
il tempo t =T per cui w1 = 2w. Percio w = 2%, da cui T' = 2m, /7.

L’accelerazione risulta: a(t) = —Aw? cos(wt + @) = —w?x(t).

Punti di massima elongazione:

r=4A4 = v, =0 = a, = Fw?A ossia |a;| = |tmaez| = W?A
Punto di elongazione nulla:

=0 = |vz| = |V2|maz = WA, az =0

Il moto circolare uniforme & la sovrapposizione di due moti armonici:

{x(t) = Rcos(wt + 6p)
y(t) = Rsin(wt + 6p)

Un punto dello spazio P & definito
punto di equilibrio se, ivi posto un punto materiale di massa m con velocita
nulla, esso vi permane indefinitivamente.
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Cio equivale a dire che:
= 7(t) =7p Vt

Conseguentemente: ¥(t) =7(t) =0Vt e d(t) =0V = ﬁ(Fp) =md = 0.
Un punto di equilibrio si dice
stabile se, perturbando il corpo nel punto, si instaura una forza che tende a farlo
tornare nel punto d’equilibrio.
Un punto di equilibrio si dice instabile se, perturbando il corpo nel punto,
si instaura una forza che tende ad allontanarlo dal punto di equilibrio.

3.1.1 Oscillatore armonico soggetto ad una forza costante

Supponiamo che sull’oscillatore armonico agisca una forza costante di modulo
Fy=F,p.

Allora F = (—ka 4 Fp)i.

Per la seconda legge della dinamica: mi = —kx + Fyp.

Ponendo w? = £ possiamo riscriverla come:

m’

Ny Fy
x —|—o.)2x = —
m

Una soluzione particolare ¢ T = z(t) = 7532 = %, che rappresenta un punto
di equilibrio.

Quindi x(t) = T 4+ A cos(wt + ¢).

Altrimenti, osservando che & = —%x + % = —%(m — %) , si puo risolvere
I’equazione con la sostituzione x — & = x — % = x — . Da questa segue
i=fef= —%f, da cui £(t) = A cos(wt + ¢); risostituendo, troviamo di nuovo

x(t) = T + Acos(wt + ).

3.1.2 Piccole oscillazioni attorno a una posizione di equilibrio stabile

Consideriamo F' = F(x) (cio¢ F non dipende dalla velocita &), e sia xg una
posizione di equilibrio stabile.
Consideriamo ’espansione in serie di Taylor:

F(z) = F(zo) + F'(w0)(z — 70) + %F"(mo)(x . .

Poiché z ¢ un punto di equilibrio stabile, F(xo) = 0 e F'(z9) < 0. Ponendo
= —F'(x0) > 0, abbiamo:

F(z) = —k(z — zo) + ...

il cui sviluppo al primo ordine coincide con la legge di Hooke.
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3.2 Vincoli e reazioni vincolari

Un vincolo & una condizione che limita il moto
di un corpo. L’azione dei vincoli si applica attraverso un insieme di forze, la
reazione vincolare R (queste possono essere ricondotte alle forze elettromagne-
tiche).
Vale quindi ma = ﬁattive +R.

Esempio. (i) molecole di un gas in una scatola;
(ii) moto su una superficie;
(ili) moto lungo una traiettoria,
(iv) pendolo.

Un vincolo si dice liscio se la superficie di
contatto ¢ priva di attrito.

Un vincolo si dice scabro se la superficie
presenta una forza di attrito f,.

3.2.1 Piano inclinato liscio

Consideriamo un piano inclinato liscio, su cui & posto

un punto materiale di massa m. Scegliamo gli assi x

e y come in figura, in modo che R = (0,Ry).
Abbiamo le seguenti condizioni:

x:mZ=mgsina

y:miy =R, —mgcosa =0

Quindi segue che a, = & = gsina (costante) e R, = mgcosa.
Percio, posto g = 0, si ha x(t) = zo + vo 5t + %g sin at?.

3.2.2 Fili, cavi, funi

Un filo viene detto ideale se ha massa nulla ed
¢ indeformabile. La tensione del filo & la forza che esso trasmette; in un filo
ideale la tensione & la stessa in tutti i punti del filo.

Una carrucola si dice ideale se ha massa
nulla e ruota attorno al perno senza attrito
Esempio (Macchina di Atwood). Consideriamo una carrucola ideale munita di
un filo ideale, cui sono agganciate due masse mq,ms, con mo > mq. Scegliamo
I’asse y rivolto verso l’alto. Abbiamo quindi

mijr =1 —mag
mgyg = T — mgg

Usando che ¢jo = —7j;, troviamo:
.. mo — My 2mimeo
="y T=——r
my + mo my + mo
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3.2.3 Pendolo semplice

Per il pendolo semplice, abbiamo:
s(t) =10(t), vs(t) = 10(¢), as(t) = 16(¢).

Abbiamo quindi: [ |§
a(t) = 10(t)7(t) + 102 (t)n(t). ® 2
Per la seconda legge di Newton, abbiamo : T -
anche ma = ff + mg. > "

Proiettamo su 7: mlé(t) = —mgsin6

Proiettamo su 7: mi6?(t) = Ty — mgcos 6

Dalla seconda, ricaviamo: Ty = mgcos 8 + mlf? = mg cos 6 + m%.

Dalla prima: 6+ 9sinf = 0. Ponendo w? = ¢, possiamo riscriverla come
0+ w?sind = 0.

Usiamo ora Papprossimazione delle piccole oscillazioni: supponiamo 6(t) <
1 rad, cosi possiamo sostituire con la sua espansione di Taylor al primo ordine

. 3 5 \
sinf =6 — g—, + %, — ..., ottenendo cosi:

6+ w20 =0

La soluzione & 6(t) = O sin(wt + ¢), da cui segue che s(t) = IO sin(wt + ¢),
vs(t) = 1Ow cos(wt + ¢).
Questo ¢ un moto periodico con w = 2% dove w = ﬁ, da cui segue:

T:Qﬂ'\/7
g

(1) T non dipende da © (le oscillazioni sono isocrone);

Osservazioni:

(2) T non dipende da m;

(3) da questa relazione si pud ricavare g: g = 47r2%.

3.3 Attrito
Empiricamente, si vede che la legge per I'attrito statico é:
Iy = |ﬁ9| SpusN = Fgmaz = Fiin

dove N = |Z\7 | ¢ il modulo della forza normale e pg ¢ il coefficiente di at-
trito statico, che dipende dalle proprieta delle superfici dei due corpi in contatto.

Se F' > usN = FI" = Fpn, si ha attrito dinamico.

Empiricamente, si vede:
fa=—paNv
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dove pg ¢ il coefficiente di attrito dinamico: in generale pg < ps.

Nel caso di moto in un fluido, si ha attrito viscoso, dovuto alla forza viscosa
F(¥), con F = £=-b
Se |U] < |Ueritical, vale la legge di Stokes:

F=_-8%

dove 8 & una costante positiva, [§] = g’ﬁ;g In generale, 8 dipende dalle
proprieta del mezzo (viscosita), dalle dimensioni e dalla forma del corpo.

Se |U| > |Ueritical, i sono delle turbolenze.

3.3.1 Piano inclinato scabro

Consideriamo una situazione come in figura.
La condizione affinché il corpo sia fermo é:
mg—+ Fs+ N = 0, che scomponendola diventa

Fs = i
{ s Tmgse Fs = (tana)N < pusN

N =mgcosa

Da questo segue che tana < pg.

In generale, definito ax = arctan pg, vale:
e se a < a, il blocco resta fermo;

e se « > %, il blocco comincia a scendere.

3.3.2 Moto in un mezzo viscoso

Supponiamo che "unica forza sia quella viscosa e che per to = 0,7 = U(tp) # 0.
Da F = — (7, segue che @ e ¥ hanno la stessa direzione, quindi si tratta di un
moto unidimensionale.

Per la seconda legge di Newton:

o - o dv, _ _ B

ma = f-ﬂv = ma, = —fv, = TGr= m V-

Poniamo ora 7 = % ([7] = tempo), e troviamo:
dve _ 1 1,9, _ 1 Voo 1o g0 (1 gy
ar *;Um = advx = 7;dt B4 f'Uw,O Edvm = fto 7;dt
= log v, —logu, o= —1%

Percio: v, (t) = vxﬁoe_ﬁ.

Ora ricaviamo la legge del moto: v, = Ccll—f = dz = v, dt = vmyoe_fdt

Integrando, otteniamo: x(t) = g + v, o7(1 — e~ 7)
Osserviamo che per t — +o00: z(+00) — xg = v, 07, quindi la traiettoria &

un segmento. Inoltre dalle precedenti relazioni segue che v, = vy 0 — %(x —xp).

Consideriamo ora il caso in cui, oltre alla forza viscosa, ¢’e¢ una forza costante
F = Fy = Fpi.
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Abbiamo quindi: m

dv, dvg v F
G = —Pve+Fy = GE+F =0

Questa equazione differenziale ha come soluzione partciolare o(t) = =2 =
%7’ = v;im- Nel caso particolare Fy = mg, vale U, = 74.
. . _t
Dunque la soluzione generale &: v, (t) = ce™7 + %
Imponendo la condizione v, (0) = v, g, ricaviamo ¢ = vy o — % Quindi
Fo, +  Fp _t
F)e T+ — = (Vg0 — Viim)e” T + Viim

B

Il grafico della velocita al variare di v, €
riportato in figura.

vz(t) = (Uz,O -

A\
* ® ® Vy o =Omls
: @ oaeNy , Ny
Supponiamo ora che ¢ < 7 e che |vg 0| = ® ov ‘;‘;u"*‘“
. . . ‘o N
|vg| < Viim. Considerando tempi molto picco- © .
li, possiamo considerare lo sviluppo di Taylor
i
e =1- ﬁ +

Allora v, (t) & (2,0 = Viim ) (1= L) +Viim = V2,0 — £02,0 = Viim + L Vtim +Viim =
Vz,0 + %'Ulim = Vz,0 + %t

Nel caso particolare Fy = mg, vale vy(t) ~ vy + gt, quindi il moto &
approssimabile con un moto uniformemente accelerato.
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4 Lavoro ed energia

Funzioni di piu variabili

Ananlogamente alle funzioni di una variabile, si definiscono le derivate per le
funzioni di piu variabili.

Consideriamo F' : D C R3 — R. Definiamo una derivata parziale di F' come:

OF OF

T F(x—i—Ax,y,z)—F(:r,y,z)
oxr Oz fim

v,z o Az—0 Az

Analogamente si definiscono 2, 28
dy’ 0z

Si definiscono poi le derivate parziali seconde:

O°F _ O°F

rE_o°r 9 oF
or2 Oz

~ 9z 0z

Y,z

: : 9*F 9%F
Analogamente si definiscono 537 a7 -

Si possono definire anche le derivate parziali seconde miste:

0*F 0 OF
Oydx Oy Ox
Analogamente si definiscono per le altre combinazioni di variabili. In generale

?F o?F
oyox oxdy

vale: . Vale pero il seguente teorema:
Teorema (Teorema di Schwarz). Data F : Q CR?® — R, con F € C?, allora:

PF  0°F
oydx  Oxdy’

Definizione. Consideriamo la forma differenziale:
dQ = A1 (z,y, z)dz + As(x,y, 2)dy + As(z,y,2)dz

Essa viene detta differenziale esatto (o differenziale totale) se esiste
Q(x,y, z), detta potenziale, che soddisfa le conidizioni:

12l 12l 12l
Al(x7y72) = £7A2($7y72) = TS?AS(‘%?:U?Z) = 9z

Data una forza costante F che
causa uno spostamento A7, da A a B, il lavoro compiuto da F' &:

Lag = F.A7= FArcosa

Un campo di forza & una forza F = F(7)
che dipende unicamente dalla posizione 7, e non dipende dalla velocita ¥ e non
dipende esplicitamente dal tempo.
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Dato un campo di forza F=
F(7) e una curva v da A a B, il lavoro compiuto da F &:

Lyapy= Zﬁ(ﬁ) AT

Dato un campo di forza F = F(7), il
lavoro infinitesimo o elementare compiuto da F' é:

dL = F(7) - dF

Percio risulta:
Lyap) = / E(r) - dr (18)
(A, B)

In generale: L4 By # Ly (a,B)-

Fissiamo ora un sistema di riferimento cartesiano. Abbiamo: F = F (¥) =
F(z,y,2) = Fy(z,y,2)i + Fy(z,y,2)j + Fa.(z,y,2)k e dF = dxi + dyj + dzk.
Allora dL = F - dif = Fy(z,y,z)dx + Fy(x,y, z)dy + F.(z,y, z)dz, quindi dL ¢
una forma differenziale.

Allora o o .
Lya,p) =~ / Fpdr + / Fydy +, / F.dz

A YA ZA
dove o [F Fpdx = [7 Fy(x,y(x), 2(z))dz (analogo per le altre due variabili).
x € [xa,xB]
Si ricavano quindi le equazioni della curva v: < y = y(x)
z = z(x)

Proprieta del lavoro

—

Lya,p)(fi)-

M=

— N — -
(1) Data F' = Z fi, vale L4 g)(F) =

=1 =1

—

. N N
Infatti Ly(a,) = [,ap F)-di = [, 5 ; fi-dr'= ; Lyiamy firdi =
. ) = =

2 Lycap) (fi)

(2) Vale Ly py(F) = —Ly(p,a)(F)

Dato un punto materiale di massa m che
si muove a velcita ¥, la sua energia cinetica K é:

K = Zmov?

Dalla definizione segue che [K] = (massa)(%)? Nel SI, 1 "unita di

misura dell’energia cinetica K & il Joule (pronunciato alla francese): 1 J=1 N-
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m=1 kg (m/s)?. Nel sistema CGS, & misurata in ergon: 1 erg=1 dyn - cm=1 g
(cm/s)?. Un’altra unitd di misura usata ¢ la caloria: 1 cal=4.186 J.

Teorema 4.1: Teorema delle forze vive

Dato un corpo di massa m su cui agisce la risultante F', vale:

dL = dK

Dimostrazione. Date m e ﬁ, sia v la traiettoria di m. Allora dL = F - dF.

Inoltre dalla seconda legge di Newton: F' = md = m‘;—f . Poi per definizione:
=9 = dF = vdt.

Sostituendo nella prima: dL = m‘é—f - vdt.

Notiamochev2:172-17 = %:%(5-6)22%-6 = ‘é—?-ﬁ:%dd—’f.
Quindi: dL = im%-dt = Lmdv? = d(3mv?) = dK. O

Equivalentemente, integrando ambo i membri, il teorema puo essere espresso

come:

1
Lyap =Kp—Ka= imv% - imvi (19)

4.1 Forze conservative

Definizione 4.6 (Forza conservativa). Una forza F si dice conservativa quando
il lavoro compiuto da F' non dipende dalla curva v ma solo dagli estremi A e B.

Proposizione

F' ¢ una forza conservativa se e solo se dL ¢ un differenziale esatto.

Poiche dL = F,dx + F,dy + F.dz, esso ¢ un differenziale esatto se esiste una
funzione scalare U(z,y, z) tale che: dL = f(%—gdx + %—Zdy + %—gdz) = —dU,
dove U(z,y, z) & di classe C2.

Definizione 4.7 (Energia potenziale). L’energia potenziale U(z,y,z) ¢ una

funzione scalare di classe C? associata a una forza conservativa F tale che

dL = —dU, ossia che Fy(z,y,2) = —%—57 Fy(z,y,2) = _?TZ’ F.(z,y,2) = _%J.
Integrando tra A e B, troviamo:

—

Lap(F) = [ 1 p dL = [} dL = —(Up — Uy), dove Up = U(7p).

Quindi: U(7p) — U(Fa) = — [5, F - dF.

Fissando ¥4 = 7 e considerando un punto generico g = 7, vale:
P —
U@ = U(i) f/ Fdi

Py

dove U(7) ¢ una costante additiva arbitraria (solitamente si pone U (7)) = 0).
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Corollario

Se F' & una forza conservativa, vale:

]{F(F)-dfzo

Definizione 4.8 (Gradiente). I gradiente V & un operatore differenziale defi-

0 0 -0
V:Za—-i-ja "rk&

nito come:

Risulta quindi: F=_-VU.
Definizione 4.9 (Rotore). Il rotore Vx & un operatore differenziale definito

come: )
R Y
F_|lo o @
VxF=|5 55 s
F, F, F.

Nel caso F forza conservativa, abbiamo F=_-VU. Dunque:

7k
o 2| _

)
VxF=-VxVU=- |2 £ £
ou  oU b0
ox oy 0z
., 00U 00U oou 00U, - 00U 09U, thSchwarz
N [Z(f)y 0z 0z 8y>+ (8x 0z 0z 8:17) k(f)x dy Oy 8:17)] = 0

Viceversa, V x F' = 0 con D dominio di F' semplicemente connesso, implica F'

conservativa.

Dunque F & una forza conservativa se:
1) L,a,p) non dipende da v ma solo dagli estremi A e B;
2 f F(F’) dr=20

(

(2)

(3) esiste un’energia potenziale U(z,y, z) tale che dL & un differenziale esatto;
(4)

4) Vx F=0.
Sia ora la risultante F = f + F’, dove _f ¢ conservativa: dunque F'=F— f
Per il teorema delle forze vive: L. p, p)(F) = Kp — Kp,.
f) f) — Up.

moltre Lup,.p) (F) = Lupy,p)(f) + Lo,y (F) € Lo, p) (f) =

Quindi: Up, — Up + L,y(pmp)(ﬁ/) =Kp— Kp,.
Supponiamo ora che nello spostamento Py — P l’energia cinetica non vari: K p,

Kp. Percio: Up = Up, + Ly(p,,p)(F ) Scegliamo ora Up, = 0. Risulta:
Up = U() = Ly, p) (F")
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Definizione 4.10 (Energia meccanica). Si definisce ’energia meccanica E di
un punto materiale come:

1
E:K+U:§mv2+U

Teorema 4.2: Conservazione dell’energia

Se su un corpo agiscono solo forze conservative, ’energia meccanica del
corpo non varia: 4* =

— N —
Dimostrazione. Sia m la massa del corpo, F' = 3 F; la risultante delle forze
i=1
conservative. Dalla legge F = md, si riava la traiettoria v = {7 = 7(t)}.
Allora per il teorema delle forze vive: L,p,,py=Kp— Kp,. Poiché le F; sono

conservative, posso associare a ciascuna un’energia potenziale: U;D) -U 1(30) =

—L(p,, p)(ﬁi). Posso quindi associare un’energia potenziale totale a F:

Up—-Up, = g: Ug) — UI(D?. Risulta:

Up—Up, = Lompy = Kpy— Kp = Kp+Up = Kp,+Up¥Py,Pery. O
In caso agiscano delle forze non conservative sul sistema, si ha: F=F c—i—ﬁm.

Allora: Kp — Kp, = Ly(p, p)(F) = Ly(po.p)(Fe) + Ly(py.p) (Fue) = Up, — Up +
L py,p)(Fne). Risulta quindi:

EP — EPO =AF = L’Y(PO,P) (ﬁnc) (20)

4.1.1 Forza di gravita

Si dimostra che la forza peso (ossia I’attrazione gravitazionale) ¢ una forza con-

servativa (se si assume che I’accelerazione di gravita § sia costante, con g = 9.81

m/s?).

Infatti basta notare che, se F = mg = (Fy, Fy, F,), risulta 88% =0
0.

0,2 = 0. Quindi V x F =

oF,
bl ay -

Consideriamo un sistema cartesiano in modo che risulti:§ = (0,0, —g) e quin-
di F = (0,0, —mg).
Prendendo due punti generici 74 = (x4,y4,24) e 75 = (x5,YB, 25), otteniamo:
B L .
Lap = [, mg-di=mg.(zp — za) = —mg(z — z4).

Ora possiamo ricavare un’espressione per I’energia

potenziale del punto: Ugp —Ug = —Lap = mg(zp — &
z4). Poniamo ora z4 =0 e Uy = 0. Risulta: E.
0® Y%
U(z) = mgz (21)
t
T
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Esempio (Energia per un corpo in caduta libera).

Consideriamo un corpo che all’istante t5 = 0 si trova ad un’altezza zg = h
2(t) = 20 — 3gt*
v, (t) = —gt
quindi ricavare il tempo di caduta: 75 = \/% e la velocita finale vg = v/2gh.
La velocita finale si puo ricavare anche dalla conservazione dell’energia E =
%va +mgz:

mgh = Ey = Eg = tmv}, = vp = /2gh.

La conservazione di E(t) si pud anche vedere disegnando i grafici K (t) = $mg?t?
e U(t) = mg(h — 1gt?).

con velocita vg = 0 m/s. Le leggi del moto sono: { . Si puo

4.1.2 Forza elastica

Si dimostra che la forza elastica ¢ una forza conservativa.

Infatti, data la forza elastica F = —kF* = (—kx,—ky, —kz), possiamo calco-
lare il lavoro compiuto dalla forza lungo una curva ~ tra gli estremi A e B:
Lyan) = Jyppy - di = —k [0 wde — k [[7 ydy =k [77 2dz = —5la% —
2%)+ (y5 —yA) + (25 —23)]. Da cio risulta che L. (4 p) non dipende dalla curva
v, ma solo dagli estremi A e B.

Restringendoci ora al caso unidimensionale, possiamo quindi definire un’e-

nergia potenziale elastica: Up — Ua = —L(a.p) = 5(2% — 2%).
Poniamo ora x4 =0e Uy = 0:
L,
U(z) = ik:c (22)

Questo puod essere applicato alla situazione fisi-
ca del pendolo semplice, dove la legge del moto e E@®
¥+ w2z = 0, dove w? = % Come si ¢ visto, la '[
legge oraria risulta x(t) = A cos(wt + @) e la velocita
z(t) = —wAsin(wt + ). ‘
Poniamo ora tg = 0,z(tg) = A,&(ty) = 0, da cui — - %

¢ = 0. Per la legge di conservazione dell’energia

E =K+ U = cost = Ey, dove Ey = E(ty) = kA%

Si pud quindi ricavare K (z) = $kA? — U(z) = %k(A2 —?).

Altrimenti, se consideriamo U e K funzioni della posizione, si ha: K =
e U = 3ka?, da cui si ottiene U(t) = 2kA? cos?(wt) = Eycos?(wt) e K(t) =

-2
1k A? sin®(wt) = Epsin®(wt).

Inoltre possiamo osservare che, data E = E(x, ), vale: cost = E = 2mi? +
17...2 ) 2,2 _ 2E
skr® = ° +wx* = -
Derivando rispetto al tempo, si ottiene: 2i# + 2w?zi = 0 = @(& +w?z) =0,
le cui soluzioni sono x(t) = 0, che perd non ¢ fisicamente rilevante, e i+w?r = 0,
che ¢ proprio ’equazione del moto dell’oscillatore armonico.
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Questo in realta & vero in generale, ossia:
La legge di conservazione dell’energia meccanica € un
integrale primo dell’equazione del moto.

Esempio. Consideriamo un pendolo semplice con una fune lunga
[, a cui € appeso un corpo puntiforme di massa m, come in figura.
Poniamo zg = 0 e Ug = 0; in A vale vq = 0. Determiniamo la
tensione della fune nel punto B.

Poiché sul corpo agisce solo la forza di gravita, che € conservativa, vale
U(z) = mgz. Applichiamo la legge di conservazione dell’energia meccanica F =
%va 4+ mgz = cost; in particolare F4 = mgl = Fp = %mv% = v =+/29l.
Ora applichiamo la II legge di Newton al corpo nel punto B: Ty — mg = ma,
dove a = a., = % Quindi Ty = 3mg.

Esempio (Lavoro di una forza non conservativa). Consideriamo la forza di at-
trito dinamico ﬁ = —uqgNv, dove v = %, e consideriamo N = cost.

Allora: La By = fv(A,B) —pgND-dF = —pgN fv(A,B) §-0dt. Ora sappiamo che
V=00 =v,T eV =T, perci(\)ﬁ-{)’:%:%.

Quindi L'y(A,B) = —uqN f'y(A,B) vedt = —pugIN f'y(A,B) ds = —,uleV(A’B). Da
questo risulta che il lavoro della forza d’attrito dinamico dipende dalla curva -,
percio non e una forza conservativa.
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5 Dinamica dei sistemi di N punti materiali

Fissiamo un sistema di riferimento s = (O, x,y, z) e consideriamo un sistema di
N

N punti materiali, con masse {m;,i = 1,...,N}, con M = > m,;, e posizioni
i=1

{Ft),i=1,..,N}.

Definizione 5.1 (Centro di massa). Il centro di massa di un sistema di N punti
materiali & definito come:

RCM: — =

Si osserva che, dividendo il sistema in due sistemi piu piccoli, con N =
Ny + Ny e M = My + Mo, il centro di massa complessivo € uguale al centro di
massa di due corpi di massa My e My situati nei centri di massa dei due sistemi,
ECMl e R'CMT Infatti:

Ny Na

N N =
> miTs Zl mii+ 22 ijj M 7';1 miri M2 jzl\z’:1+1 A
R’ _ iz _ =t j=N7i+1 _ M, Mo _
CM M M M+ M2
M1R0M1+M2RCM2
My+M2

Inoltre, per un sistema di due corpi, il centro di massa giace sulla congiun-
gente dei due corpi in una posizione intermedia. Infatti:

—

Roy = Il — 347 4 837 = i + 22 (7 — 71)

Definizione 5.2 (Quantita di moto di un sistema). La quantita di moto di un
sistema di N punti materiali & definita come:

N N
P= E D; = E m;v;
=1 =1

Teorema 5.1: I teorema del centro di massa

Se le masse dei corpi sono costanti, allora vale:

P =MV

Dimostrazione. Se m; = cost, allora M = cost.

N —
E m;vU;
i=1

Allora Vorr = LRoy = “p— =L = P = MVou. O

Sit
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Teorema 5.2: I equazione cardinale della dinamica

d - N
~p= F(est)
dt

N

Dimostrazione. Consideriamo 4 = 4 Z Pi= 4p = Z F; = F, che ¢ la
=1 =1

risultante di tutte le forze agenti sul sistema. Ora scompomamo la risultante

come la risultante delle forze interne e la risultante delle forze esterne: F =

ﬁ(est) _’_F"(znt)

ﬂest) + ﬂint)

3 K3

Per il corpo i-esimo vale F, = , con fz-(mt) Z f(mt).

j=1
J#z
Risulta quindi F(€s?) Z f(eSt) e Flint) — Z Fumt) = Z Z _(mt).
1j=1
T
Per la III legge di Newton, vale f(mt) f(mt)Vi,jJ #£ j, percio FUnt) =,
Quindi 4° = Filest), O

Teorema 5.3: Teorema dell’impulso

I(t1,t2) = P(t2) — P(t1)

Dimostrazione. Dalla I equazione cardinale si ha: 4p — Flest) — ¢
F(es) i Integrando ambo i membri: I(t1,t5) = ft2 Festgr — P(ty) — P(ty

Teorema 5.4: II teorema del centro di massa

Se le masse dei corpi sono costanti, allora vale:

F(ESt) = Mdopm

Dimostrazione. Se m; sono costanti, allora per il I teorema del centro di massa
P = MVgyy. Allora Fest) = 4P — MﬂL Mdcw. O

Da qui, integrando, si ricava la legge oraria Roar = R ().
Definizione 5.3 (Momento angolare di un sistema). Il momento angolare di
un sistema di N punti materiali ¢ definito come:

N .
Lo=31
i=1
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Teorema 5.5: IT equazione cardinale della dinamica

d > (est)
—Lg
dt

In particolare, se si sceglie un polo fisso (g = 0), oppure se Ug// Vou:

’179 X MVCM

d > (est)
—Lq =7,
mo
. N _. N
Dimostrazione. Consideriamo diL = % Z:ll_g) = 221 %[("i —Ta) X pi] =
i= =
N N N N

S (T — Ta) x pi + Y. (75 — Fo) x B = ~Tg x Y pi+ > (7 — 7o) x fi =
i=1 i=1 i=1 i=1
54 5 D)

—Uq x P+ Z FQ .

z—l
Poiche 7 = 21 (z), si ha %LQ =Tq — U X MVou.

2
Ora scomponiamo la risultante dei momenti delle forze nella risultante dei
momenti delle forze interni e nella risultante dei momenti delle forze esterne:

- —(est) _»(int).

Q=T +To

Ora 7U™) = %(ﬁ — i) x fUm = Z Z( — Tq) X f_(mt). Fissiamo una
i=1 1= 1‘;7&1

coppia (i, j); abbiamo: ;) = (75 —7q) X f};"t) + (7} —Tq) X f(mt) Per la III

legge di Newton, f_)(lm) f(mt)7 quindi 7(;1 ;) = (75 — 7) ¥ f(mt) = 0, dove

I'ultima uguaglianza ¢ dovuta al fatto che 7; — 7 e f_i(;m) sono paralleli. Quindi

-a(int) —0.

_,(est)

Perc1o dtLQ = —Ua X MVgy. O

Teorema 5.6: 111 teorema del centro di massa

I_:O =] EQCM + RCM X MVCM

Dimostrazione. Dato un sistema di riferimento s = (O, x,y, z), consideriamo i

vettori posizione come somma della posizione del centro di massa e il vettore
posizione rispetto ad esso: 7% = 7, + Rom. Allora Lo = ). 7 x py = > (7 +
i=1 i=1

. N . N . . . .
Roym) X pi = Y. 7 X pi + Reym X D i = Lagy, + Roy X P. Dunque Lo =

i=1 =1
LQCM—I—RCM X MVe. O
Definizione 5.4 (Sistema isolato). Un sistema isolato € un sistema in cui

f_;(ESt) =0peri=1,..,N, da cui:
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S Flest) _ 5 y
(i) S /7Y = Fls) =0 = P(t) = cost

i=1

(i) 7 = (7 — ) x 1 =0 = 7 =0 = Lq = cost

1Q

5.1 Leggi di conservazione e III legge di Newton

Le leggi di conservazione della quantita di moto e del momento angolare per un
sistema isolato in realta discendono da delle particolari proprieta di simmetria
dello spazio considerato; in particolare, la quantita di moto si conserva perché
lo spazio ¢ omogeneo (i suoi punti sono indistinguibili, ossia non ¢’¢ un punto
privilegiato), il momento angolare si conserva perché lo spazio ¢ isotropo (le
direzioni sono indistinguibili, ossia non c¢’¢ una direzione privilegiata). Questi
principi discendono dalla IIT legge di Newton, ma si dimostra che in realta sono
equivalenti.

Proposizione

In un sistema isolato, la conservazione della quantita di moto e la
conservazione del momento angolare implicano la IIT legge di Newton.

Dimostrazione. Poiché siamo in un sistema isolato, vale: fi(e‘%) =0, ?g(i‘gt) =0,
che implicano Flest) = 0, %'f(;St) = 0. Ma allora 0 = dd—f = Flest) 4 Fint) —

—. — . N N —
Flin) =0, dove Fmt) = S~ S~ f.
i=1j=1
JFi
Fissando ora una coppia (4, j) (ci stiamo quindi riconducendo al caso N = 2

1), vale: ﬁ(znt) _ f;‘(jznt) + f;(zznt) -0 — f_;(;nt) _ _fTJ'(:nt)

'Analogamlente per il momento angolare, abbiamo: 0 = dﬁ—t" = ﬁ(zes” +
7__.S(Zznt) — Fg()lnt) —0. -
Nuovamente fissando ora una coppia (4, 7), abbiamo: 7__,((2mt) = (r] — 7q) X

frz + (72 = 7a) X far = (1 = 7q) X fi2 = (12 = 7Q) X fiz = (11 —72) X f12 =0,
che implica che le forze fi2, fo1 giacciono sulla congiungente dei due corpi. [

Tuttavia, la ITI legge di Newton prevede delle reazioni istantanee causate dal-
le forze, e cio ¢ in contraddizione con il principio di relativita ristretta, secondo
il quale non puo esistere un corpo con v > c¢. Percio si preferisce assumere come
principi la conservazione della quantita di moto e la conservazione del momento
angolare.

LQui in realtd stiamo anche supponendo che I’aggiunta di un corpo al sistema non modifichi
le forze gia presenti tra gli altri corpi.
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5.2 Corpi macroscopici come sistemi di punti materiali:
limite del continuo

Dato un corpo esteso di massa M e volume V, consideriamo le sue N = %

N
porzioni di volume AV e massa Am;, dove AV < Ve > Am; =M.
i=1
La densita media del corpo descrive
come la massa del corpo in 7; ¢ distribuita nello spazio, ed ¢ definita come:

o Amy;

Passando al limite del continuo:
N — 400 : AV — 0 (poiché V = cost).

La densita volumetrica di un corpo

esteso ¢ definita come:
Am  dm

)= lim — =—
p7) AV—0 AV dV

La massa di un elemento
infinitesimo di un corpo esteso & definita come:

dm = p(r)dV

Da queste definizioni, si possono generalizzare tutte le altre per i corpi estesi.

La massa di un corpo esteso e:

M:/dm:/vp(f')dV

corpo esteso € definito come:

Il centro di massa di un

. 1 [
Reym = i /rp(F)dV

La quantita di moto
di un corpo esteso e definita come:

Il momento angolare
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5.3 Sistemi di punti materiali soggetti a forze parallele

Proposizione

Un sistema di punti materiali in cui agisce un insieme di forze parallele
fi = fit & equivalente allo stesso sistema in cui e applicata la forza
. N . ]XV: fiTi
F =3 fi4nel punto Ry = =
i=1 2 fi
i=1

Dimostrazione. 1 due sistemi hanno chiaramente la stessa risultante, quindi ba-
sta mostrare che i due sistemi hanno lo stesso momento. Questo ¢ immediato da

To = Y7 —7a) X fuit = Y75 x futi— Y0 70 x foi = (0 fiff) x d— 0 x (X fiil) =
(Zfi)Efol,*??QXﬁ:ﬁfx(Zfiﬁ)foXﬁ:(Effo)Xﬁ. O
Nel caso della forza peso, abbiamo ﬁ = —migfc7 da cui F = —Mgl%.

_ 22 miT; _
Allora Ry = ZZm‘ = Rg, che & il baricentro del corpo (e coincide con il

centro di massa).

5.4 Sistema di riferimento del centro di massa

Fissiamo un SRI s = (O, x,y, z). Dato il centro di massa Rew, i vettori posi-
zione rispetto ad esso sono 7, = 7; — Ro.-
Sia ora il sistema di riferimento s’ = (0" = Qcpr, @', 9, 2') (in generale non SRI).

0,

— N N N
In s vale Roy = 47 . my;, mentre in &' vale Ri,y, =0 = Y. m;7]
=1 i=1
i N N -
10 = = = /
percid & 3 m;7 = Y. mU, = Y. p; = P/ =0.
i=1 i=1 i=1
Supponiamo z’,4’, 2’ abbiano un’orientazione costante rispetto a s.
Allora risulta: @ =7 — Rop e 0 =0 — Vo

Teorema 5.7: Teorema di Konig per il momento angolare

Consideriamo un sistema di N punti materiali, un SRI s = (O, z,y,z2) e
il sistema di riferimento s’ = (Qcar, 2',y', 2'), e supponiamo s’ si muova
di moto traslatorio rispetto a s. Allora:

y _
Qev LQCM
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Dimostrazione. Abbiamo che 7 =7 — Rop, ¥ =0 — Vou e Y, m7, = 0. Ora
risulta:

_’&C’M = Z’F’;Xmll_}z:Zﬁsz(j‘z_f/’CM) =
= YT xXml; — Yy T xmiVou =
= >.(7i — Row) x myv; — A= Vou =

27:; X mﬂ_fl _ZR'CM X mz’t_;z =

7 5 — IIIth.CM 7
= Lo—RCMXMVCM = LQCM.

Teorema 5.8: Teorema di Konig per 1’energia cinetica

Consideriamo un sistema di N punti materiali, un SRI s = (O, z,y,z) e
il sistema di riferimento s’ = (Qcas, ', 4y, 2'), e supponiamo s’ si muova
di moto traslatorio rispetto a s. Allora:

1
K=K+ 5MVgM

=
N[—=
3
Se\
N
+

N N o
Dimostrazione. Vale K = £ Y mp? = 3 Y my(¥ + Veu)? =
i=1 i=1 i

Il
=

N N .
(X m)VEy + 3 > mi - 20, - Vou = K' + $§MVE,, + 0, dove 'annullamento
i=1 i=1
. N
del terzo termine deriva dal fatto che P’ = )~ m;¥, = 0. O
i=1

Teorema 5.9: Teorema delle forze vive per un sistema di N

punti materiali

Dato un sistema di N punti materiali, vale:

dL = dK

Dimostrazione. Per ciascun punto materiale, vale dL; = dK;, dove la risultante
R , N

sul punto i-esimo si pud scomporre f; = f_l-(wt) + f_;(mt). Dunque dL = 3 dL; =

=~

N (est) (int) N Z

YL, +dLyY) =Y dK; = dK. O

i=1 i=1

Definizione 5.12 (Configurazione di un sistema di N punti materiali). La con-

figurazione {A} di un sistema di N punti materiali al tempo t 4 & I'insieme delle

posizioni e delle velocita di ciascun punto in quell’istante:

{A} = {7i(ta), Ti(ta)}
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Percio, in generale, dati due istanti t4 e tp e le rispettive configurazioni
{A} = {7i(ta), vi(ta)} e {B} = {7i(tp), Ui(tp)}, vale:

Liayisy = Ky — Kqay

5.5 Lavoro delle forze interne di un sistema di N punti
materiali

Consideriamo il caso N = 2: abbiamo 75 = 75 — ] = r12r12 = |ry — rl\ru
11 lavoro delle forze interne vale: dL() = f12 dry + f21 dry = f21 (diy —
dry) = f21 -df1a = ff12-dF12, dove si e usata la III legge di Newton (f12 = fle)
Ora calcoliamo %FH = dd d . Inoltre valedr12 = dt’T dove T &
un versore con 7 L 719 e w = E ¢ la velocita angolare di 715.
Vale quindi:

dris . dt9 driz

= fd’l“12 = fd|’l:’2 — F1|

Supponendo che aggiungendo un corpo, le forze gia presenti non vengano
modificate, si puo generalizzare il discorso per tutte le coppie.

Quindi in generale le forze interne di un sistema di N punti materiali com-
piono lavoro. Tuttavia se il corpo & rigido (ossia le distanze tra i punti non
variano nel tempo), le forze interne non compiono lavoro.

5.6 Sistemi di due corpi

Consideriamo un sistema di riferimento inerziale s = (O, x,y,2) in cui sono

presenti due corpi. Definiamo 7 = 75 — ;. Il centro di massa € Roy =
mi7T1L+maoTe
m1+m2. ) . . . . . . . / /
Consideriamo ora il sistema di riferimento del centro di massa s’ = (0’ =
Qom,a',y',2'), in cul vale ¥ = ¥ — Roym, ™ = T2 — Roa, @ = 7. Allora
valgono le seguenti:

S B HoL 3 - B _,
Re r=Roy——T > = Rcom ¥=Ropm + T
myp + ma my my + ma mg
ma - - my - N
= F=_t7 = F=t 7
my + mo my my + mo ma
dove p ¢ la massa ridotta, definita come p = -"L™2 gppure equivalentemente
mi+ma

1 1 1
,:7_’_7

"

Suppomamo che s’ si muova di moto traslatorlo rispetto a s. Allora le

=

velocita dei corpi sono ¢ = vlfVCM, Uy = vngCM eV =1y—0) =Ty—0) = 0.
Possiamo quindi riscriverle come

S
|
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Le quantita di moto risultano pj = m0] = —uv e ph = mavhy = pt, da cui
Dl _ o A
P =py +py = 0.

L’energia cinetica in s risulta K/ = 2m1v 1+ mav’ 2 = %,LM)Q. Per il teorema
di K6nig per 'energia cinetica con N = 2, abblamo.

1 1

5 2(ml +ma) Ve

1 1
2 2

Analogamente, applichiamo il teorema di Kénig per il momento angolare con

N = 2 e il III teorema del centro di massa: Lo = LQCM + RCM X MV(;M =

LQCM +RCM X MVCM, dove LQCM = 7| X P +7% X Py = X ut, da cui otteniamo

EO:FXMﬁ+ECMXMVCM

Consideriamo ora un sistema isolato di due punti: vale quindi fi“t =0e
fest =0, da cui P = cost e L = cost.

Un urto si dice elastico se 'e-
nergia cinetica si conserva durante 1'urto. un urto si dice anelastico se ’energia
cinetica non si conserva durante 1’urto; si dice totalmente anelastico se i due cor-
pi, dopo l'urto, si muovono con la stessa velocita e rimangono uniti a formare
un unico corpo.

Studiamo un urto elastico tra due corpi nel caso unidimensionale.
Porre la conservazione della quantita di moto e la conservazione dell’energia
cinetica equivale e a:

MmivV1; + MoV = M1V1f + MaVaf
1 2 1 2 1 2 1 2
5M1VT; + 5MaVy; = 5M1V]f + 5MaVyy

le cui soluzioni sono

mi — Mo 2mo
v1f = v1; + V24
my + ma my + ma
2m1 mo — M
Vaf = (e V2
mi + ma mi + ma
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6 Corpi rigidi
6.1 Trasformazione della velocita e dell’accelerazione

Calcoliamo la derivata di un vettore @ = (t) rispetto al tempo

it + At) — a(t)

b T
dt ~ At At
Fissando un sistema di riferimento s = (O, ,y, z), abbiamo @(t) = u,(t)i +
g8+ us(t )k, e quindi @ = ‘Zi—’; = uﬂ( )i+ 0y (t)] + U (t)k.
ra7> con |1l| =1.
dq2 _

Consideriamo ora il versore 4 = i
~2 d ~92 Ao ‘s
Da questo segue che 4 =1 = Z4° =0, ma 4° = @ - 4, percio 3;u* =

4(g-a)=2492. a—o = di ] g
Ora calcohamo 4% Abbiamo Ad = a(t + At) — 4(t); sia 6 'angolo tra a(t)
24— g sin 8 = |Ad| = 2sin 2
1aal

e u(t + At), allora ‘5= =
Ora possiamo scrivere i? = % @3\: per il primo termine vale ~%;
AG
che, per At — 0(Af — 0), tende a 2. Definiamo poi

QSmM __ sin
At - A" At

7= limas_o 2 \Aﬂ\’ e vale |7| = 1.
@t

Percio, per At —> 0, abbiamo 4 =%

Inoltre, poiché < E 1 4, vale 7 L 4.
Possiamo quindi introdurre un terzo versore 7 in modo da avere una terna

di versori destrorsa (i, 7, 7).
Definiamo ora &(t) = @5 = 07). Abbiamo che 44 = 407 — 4055 4), da cui
o .
E =w XU

Inoltre & = ¥i = Wi x 7) =ax L7,

= wu(t)a(t), abbiamo:

Tornando alla derivata di un generico vettore (t)
di du du » PN
di = dug 44 — dug 4 (G x ), percio:

Consideriamo un SRI s = (O, z,y, z), e un sistema (in generale non inerziale)

"= (0, 2',y, 7). Sia R=00": allora ¥ =7 — R.
Sia ora @ = u(t) un vettore con rapprebentamone in coordinate cartesiane in

/dl%"
zZ dt 15

ses 11’—umi—i—uyj—&—uzkz—u’z’—i—u’j’—i—u k.
Inoltre

(Tﬁ|5: dt|5i/+uﬂﬂdt3 dt|5]+uydt S+dt|k/+u

In s vale:
“z|s (analogo per le altre variabili).

Se il tempo ¢ assoluto, d—t'\s

41



3! — A, . . . . ~ . .
ijt s = W x 7 (analogo per gli altri versori). Otteniamo cosi la relazione di

Poisson:

di di S -
E'S:Eh/ +wXu (23)

- ~_ dFf| _ dR dr’ ; L dF _ dF -
. Percio vale 7 = S| = 57 |s + % s Inoltre per Poisson: G| = Gp|s +@ ¥

=0 +d X, B
Allora, posto V' = ‘fi—}ﬂs la velocita di O" misurata in s, otteniamo:

T(t) =T (t)+ V() + & x (F— R) = 7' (t) + 7 (t) (24)
dove 7,(t) = V(t) + & x (F — R) & la velocita di trascinamento.
Come casi particolari, se il moto & di traslazione pura, @(t) = 0Vt = @, =
V. Se il moto ¢ di rotazione pura, V() = 0Vt => R(t) = cost (cioe O’ & fisso
ins) = ¥, =& x (F— R).
Riapplicando lo stesso ragionamento per l’accelerazione, otteniamo:

— —

i=d +A+ax(F—R) +@x[@x (F—R)+28x T =a + dr + dco (25)

dove @, = A4+ d X (F— R)+ & x [@d X (F— R)] & accelerazione di trascinamento
e do, = 20 X U & 'accelerazione di Coriolis.

6.2 Cinematica dei corpi rigidi

Chiameremo corpo rigido un corpo indefor-
mabile, cioé un corpo per il quale le distanze |7%; — 7| fra ogni coppia dei punti
del corpo rimangono costanti nel tempo indipendentemente dalle forze esterne
che agiscono sul corpo stesso.

Un corpo rigido possiede 6 gradi di liberta? e quindi il suo moto puo essere
determinato dalle due equazioni (vettoriali) cardinali della meccanica dei sistemi
di punti materiali. In natura non esistono corpi perfettamente rigidi. Un corpo
reale puo essere approssimato ad un corpo rigido entro certi limiti che riguardano
sia l'intensita delle forze esterne sia la dinamica interna (vale a dire, le forze
interne) del corpo. Vediamo adesso la cinematica dei corpi rigidi.

Consideriamo il sistema di riferimento solidale al centro di massa s’ =
{0",2',y,2', v;' = 0 Vi}. Allora per la formula di trasformazione della ve-

. . . — . dR
locita si ha che ¥ =V + & x (F— R), dove R= 00" e V = o ’ ; riscrivendo
S
la precedente relazione per due punti del corpo A e B, otteniamo la relazione
Up = U4+ & X (Fg —Ta), e ponendo A = CM segue

T=Venu +@ % (F— Reu)

dove ECM = ECM(t) ew = ﬁ(t)

2Ad esempio le tre coordinate del centro di massa (CM) del corpo e i coseni direttori del
sistema di riferimento (SR) del centro di massa rispetto ad un sistema di riferimento inerziale
esterno. Questi ultimi sono 9, ma si riconducono a tre per le condizioni di ortonormalita dei
vettori di base.
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6.2.1 Moto di pura traslazione

Supponiamo che un corpo rigido abbia velocita angolare nulla &(t) = 0 Vi, e
si muova dunque di moto puramente traslatorio: la relazione precedente ci dice
che ogni punto del corpo rigido ha velocita v; = VC M- Per la prima equazione
cardinale vale F° = Mac M; per quanto riguarda la quantita di moto si ha
invece che P = M VC M, infatti

132 Zmﬂ_)" = (Zml) VCM = MVCM .

Mostriamo a questo punto che nel sistema di riferimento s vale EQC » =0, ossia
il momento angolare totale con polo il centro di massa e nullo. Difatti,

SO(7 — Ron) x mi@; = S (mafs x @) — Roaw X S.mit; =
(Zjniﬁ‘) x Vom — Rom x MVon =
MRCMXVCM—RCMXMVCM = 0.

LQCM

[l 1l

A questo punto possiamo usare il ITI teorema del centro di massa:
Lo = Lazy, + Row x MVen

EQ ZECM X MVCM .

6.2.2 Moto rotatorio attorno ad un asse fisso

IMMAGINI VARIE
Consideriamo il sistema di riferimento solidale al corpo s’ = {0’ = O, 2, y/,
2, 0y =0 Vi}, dove 2’ = z. Segue R=0eV = 0; supponiamo che il sistema
abbia velocitd angolare &(t) = w(t)k, dove w = %. L’espressione della velocita
nel sistema di riferimento s & v; = & X 7;. Dato che per il I teorema del centro
di massa P = MVCM, si ha che P = M (& x ECM); pertanto se il centro di
massa si trova su z (vale a dire xopr = 0, your = 0) vale Roy = zouk e di
conseguenza P=0.
Si hanno dunque due possibilita a seconda della posizione del centro di massa:
se .
P=0 Vt, allora Fest = % =0 ;

se invece

P=M(&x Rep) #0 vale che Fe' £0 |

Ci occupiamo a questo punto di calcolare il momento angolare totale per
il moto di un corpo rigido attorno ad un asse fisso. Dimostriamo quindi la
seguente
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Proposizione : Momento angolare totale

Il momento angolare totale L di un corpo rigido ruotante attorno ad
un asse fisso, in generale, non ¢ parallelo ad ¢ ma possiede anche una
componente ad esso perpendicolare:

= = =

LIL//‘FLL .

IMMAGINE

Dimostrazione. Scomponiamo come nel grafico il vettore posizione di ogni punto
in 7; = z;k + p;, con p; L k e di conseguenza p; L . Sia s il sistema di
riferimento solidale al corpo. Calcoliamo quindi il momento angolare totale dal
sistema s:

L = @ xmb =37 xmi(@ x 7)
Y (zik + i) x mald x (zik + 7)) =

S (zik + i) x mi(@ x fi) =

= Smizk x (@ % 5) + Smip x (@ x §i) *

—

Ricordiamo che vale la relazione del triplo prodotto vettoriale A x (B x C') =
(A-C)B — (A-B)C. 1l secondo termina della (+) diventa allora

S mipi x (& x pi)] = 2o milpid — (pe@)pi] =
= (Xmipl)d = Ly
il primo termine della relazione della () si trasforma invece in
Somizlk x @ x 7)) = Cmizl(b)e - (k- @)p1) =
=y myzipiw = L, .
Abbiamo quindi provato che L=1L /)t L. O

Definizione 6.2 (Momento diinerzia). Definiamo momento di inerzia I il valore

I = Zmzpz2 Possiamo quindi scrivere E// —IGel=1&+ El.

6.2.3 Momento di inerzia

IMMAGINE

Teorema 6.1: Teorema di Huygens-Steiner

Siano Icps il momento di inerzia rispetto ad una asse passante per il
centro di massa del corpo, I il momento di inerzia rispetto ad un asse
parallelo a quello passante per il centro di massa e posto a distanza d da
quest’ultimo e M la massa del corpo. Allora vale la relazione

I=1Icy +Md* .
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DISEGNI, MOLTI DISEGNI

Dimostrazione. Fissiamo ’asse z di s come asse rispetto al quale vogliamo cal-
colare I. Possiamo poi scegliere ’asse  in modo che il centro di massa del
corpo cada su di esso, cioe in modo tale che si abbia: xopy = d, you = 0,
zcm = 0. Consideriamo ora un generico punto materiale F; del corpo e sia P}
la proiezione di P; sull’asse z (si ha quindi P; = (z1,y1,21), P = (0,0, 21));
allora il quadrato della distanza del punto materiale P; dall’asse z e

(PPP)* =i +y;

e dalla definizione di momento d’inerzia si ha I =Y m;(z2+y?). A questo punto
osserviamo che x; =z} +d, y; = y} e z; = z} e sostituiamo nell’espressione di I:

I = S m(@h+d)? +y? =S mia? + d* + 22id + y?] =
= Yomi(@P +y?) + Cme) d* + 2 (3 mxi) d =
= Iom+Md*+ 2Matd = Ioy + Md? .

O

Abbiamo definito il momento di inerzia come somma dei vari {m;p?}i=1_n,
ma abbiamo anche definito il corpo rigido come un corpo continuo: € quindi pit
appropriato definire I passando al limite del continuo interpretando 'integrale
come limite della somma (p? — r2)

I:/r2dm.

Abbiamo gia incontrato la densita (o densita volumetrica) che abbiamo indicato
con p. Introduciamo altre due grandezze analoghe che sono spesso utili per
trattare momenti di inerzia.

Chiamiamo densita
lineare \ e densita superficiale o rispettivamente la derivata della massa rispetto
alla lunghezza e la derivata della massa rispetto alla superficie:

_dm _dm
C dx - dS

Calcoliamo alcuni momenti di inerzia notevoli. (DISEGNT)

g

Disco omogeneo Sia M la massa del disco e R il suo raggio. Dal
momento che il disco € omogeneo,

% costante e val M
0 =—= ecostanteevale oc=— ;
ds wR?
inoltre si ha che dm = odS = od(nr?) = o2nrdr. Possiamo quindi

concludere che

R R
I= /rzdm :/ r?(o2nrdr) = 2770/ r3dr
0 0

1
= I:§MR2 )
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Barra omogenea sottile Sia M la massa della barra e sia £ la sua
lunghezza. Ricaviamoci il momento di inerzia della barra quando ruota
attorno ad un asse passante per il suo punto medio e quando ruota attorno
ad un asse passante per una delle sue estremita. Dal momento che la barra
¢ omogenea si ha che

m
A= — ¢costante e vale A= — ;
dx J4

pertanto
[
I= /x2dm= /5 Me2de = iM€2
,g 12 '

Per ricavare il momento nel secondo caso usiamo il teorema di Huygens-
Steiner:
I:meka:>£Mﬁ+Aﬂi:lMﬁ
12 4 3 '
Cilindro cavo Sia M la massa del cilindro cavo, R; il suo raggio interno
e Ry il suo raggio esterno, e sia ¢ la sua altezza. Poiché il cilindro &

omogeneo, la sua densita volumetrica € costante:

dm = pdV = p2nrldr, pertanto

R2 R2
1 :/ r2p2mrldr = 27rp€/ r3dr
R1 Rl

1
= 1=§Muﬁ+R@.
Cilindro pieno Nel caso di cilindro pieno si ha R =0, R; = R, e
il momento di inerzia coincide con quello di un disco I = %M R2.
Anello Nel caso di un anello, ossia quando Ry — Ry = R, il momento
di inerzia vale doppio: I = M R2.

Sfera omogenea (mia dim, se non ti piace sostituiscila o toglila
pure) Sia M la massa della sfera e R il suo raggio. Dal momento che la
sfera & omogenea, la densita

_3M
T 47R3

™ & costant ]
= — € costante € vale
p=v p

Usiamo nuovamente la relazione dm = pdV = p2nrhdr, con h = 2v/ R? — r2.

Pertanto R
I :/ r2p47rr\/md7“ =4mpRLI  dove
0

R 72 p
T — / /1= —dr = R* / sin® t cos® tdt =
0 R r/R=sint 0

dr=Rcost

INTE
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: 5t 52 9
= R4/ (sintcos®t — sint cos® t)dt = R* ) R
0 3 5 |9 15
Per concludere
2 3M 2 2
I =4 R7R4:4 R5'7:*MR2.
TR - i ==z

6.3 Dinamica dei corpi rigidi con asse fisso

Consideriamo il sistema dato da un corpo rigido in moto rotatorio attorno ad un
asse fisso (DISEGNO). Sia & = wk la velocitd angolare del sistema s’ rispetto
al sistema s, e sia 6 = 6(t) la legge oraria del moto. Per la seconda equazione
cardinale della meccanica

dLo | L -
—_— = TQeSt — Vo X MVCM y
dt
. 5 N — dL — est
e nel nostro caso prendiamo (2 sull’asse z, cosi che v = 0: s T ¢%t.

Definiamo il momento assiale delle forze
esterne come la componente assiale del momento totale delle forze esterne:

TZest — 7—_»est ko

Dall’equazione precedente ricaviamo che

ar . d -
et = — k= —(L-k) ;
i dt dt( )
a tal proposito denomimiamo momento angolare assiale proprio la componente
assiale del momento angolare L, = L - k, per cui vale la relazione tra i momenti
assiali 765 = dL.
i dt -
Scrivendo la scomposizione del momento angolare in componente parallela
e perpendicolare all’asse troviamo

L, = L-k=(US+L)) k=I&3 -k+Lr k=
= Jw .

Dato che il momento di inerzia € costante nel corpo rigido, possiamo concludere

che p J
est _ T — Ii -7
Tz dt( w) dt “

dove abbiamo chiamato « l’accelerazione angolare

dw  d*0

dt  de?
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Da cio possiamo scrivere I'equazione del moto che produce la legge oraria:

d?0
dt
(a questo punto bombaci mette un disegno e scrive di nuovo le equazioni
cardinali. . . secondo me possiamo evitare)
La scomposizione in componenti del momento angolare induce anche una

scomposizione del momento torcente:

dL  d AL, dLi L. e
dt dt(L//+LJ-) //+i:T//t+Ht~

dt dt
Per la componente parallela si ha

= est __

zZ7 _ _est]
=71."k .

7ot =120 = 120G =

BELLISSIMI DISEGNI

Dimostrazione. Definiamo

. 1dw - - I
TJ_11:*7LJ_ e TJ_Q::CUXLJ_
w dt

t = 7,1 + 714. Partiamo dalla definizione di momento

e mostriamo che 7
angolare perpendlcolare all’asse di rotazione: L, = —> m;zwp;, con 7 =

2k + piep; L k Vi. Inoltre k & costante nel riferimento di s, mentre z; e | ;]
sono costanti perché il corpo ¢ rigido. Allora si ha

dL, d L\ ldw .

per quanto riguarda il secondo termine osserviamo che

., A L dr, dp; .
r, = sz + pi — Vi = dtz = dl: i

pertanto

dp;
wamizi dp = wamlzz @ X p;) =

Ei

\
3
{2
&
S

~_

Il
&l
X
il
F
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6.3.1 Pendolo fisico

Si dice pendolo fisico (o pendolo composto) un corpo rigido vincolato a ruotare,
senza attrito, attorno ad un asse fisso orizzontale non passante per il centro
di massa del corpo. Fissiamo come nel grafico (grafico) un sistema di rife-
rimento ponendo in z l'asse di rotazione e scegliendo O in modo che FBC M =
(xewm, you,0),d = |ﬁc M| A questo punto calcolo il momento delle forze ester-
ne (la forza peso & I'unica ad intervenire): 7% = Repy x M§ = —Mgdsin Ok.
Il momento assiale vale invece 7, = —M gdsin @, dunque si ha

Md
7, =10 =—Mgdsinf ossia 9+Tgsin9:();

Md .
ponendo w = -9 = f+w?sinfd=0,

dove abbiamo ritrovato ’equazione differenziale lineare del pendolo semplice
(attenzione: in questo caso w & una costante e non ha nulla a che vedere con 0)
Anche in questo caso possiamo fare 1’approssimazione per piccole oscillazioni,
ossia quando 0(t) < 1 rad, allora siné ~ 6, e pertanto ’equaione differenziale
precedente diventa 0 + w20 = 0 che descrive la legge oraria del moto armonico
0(t) = O sin(wt + ¢g), il cui periodo vale

27 I
T=—=2m|—F+ .
w m Mdg

Lunghezza ridotta Definiamo la lunghezza ridotta del pen-

dolo fisico come il valore £* = ﬁ. Sostituendo nell’espressione del periodo,
possiamo scrivere che T' = 27,/ %7 ossia un pendolo fisico ha lo stesso periodo

di oscillazione di un pendolo semplice di lunghezza ¢*.

Adesso utilizzando il teorema di Huygens-Steiner possiamo scrivere il mo-
mento di inerzia I del corpo attorno all’asse fisso di rotazione (asse z) in termini
del momento di inerzia Iy rispetto ad un asse parallelo a z e passante per il
centro di massa del corpo:

_Iem

I=1 Md? = M
cMm + - Md

+d .
figura cerchietto
Dalla relazione precedente segue immediatamente che se si prende un altro asse
qualsiasi (ad esempio un asse uscente dal punto P in figura) parallelo all’asse
z (asse uscente dal punto O in figura) la lunghezza ridotta £* non cambia e di
conseguenza il pendolo fisico oscilla con lo stesso periodo.

Pit in generale, se si prende un altro asse di sospensione parallelo all’asse
z (o ad uno degli assi ad esso paralleli passanti per i punti P precedentemente
individuati) e passante per un punto P; del corpo che dista d; dal centro di
massa (Qcar P1 = dy) il periodo di oscillazione del pendolo fisico non cambia se
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¢ soddisfatta la seguente relazione: £* = £*(P) = ¢*(Py) = {3, cioé

I I
M g =M g = (dy - ey = Mdid(dy — d) ;

si hanno dunque due casi:

(1) @, = d, ossia il caso precedenteo in cui gli assi sono equidistanti dal centro
di massa;

() dy # d e di conseguenza Icy = Mdyd, ovvero

(%) dlz%zé*—d e d+d=10".
DISEGNONE Si ottiene dunque una situazione anaolga a quella rappresentata
nel grafico: 'ellisse azzurra rappresenta la sezione del corpo rigido (intersezione
del corpo con il piano z = 0). Tutti gli assi di sospensione tra loro paralleli
che soddisfano ’equazione (x) danno, per costruzione, lo stesso periodo T di
oscillazione del pendolo fisico. Tali assi costituiscono due cilindri, detti cilindri
coniugati, di raggi d e dy e aventi come asse una linea retta passante per il centro
di massa del corpo.

Calcoliamo ora il periodo di oscillazione minimo 75,;, del pendolo fisico che
si ha in corrispondenza del valore minimo della lunghezza ridotta ¢*. Abbiamo
ricavato le relazioni

e «_ dom
T=2x 7 e E—Md-i-d,
(grafico di ¢* = ¢*(d)), cerchiamo allora il valore minimo tra i punti in cui si
annulla la derivata, e scopriamo che ne esiste uno soltanto:

0 Icn
M b

in corrispondenza di tale punto le funzioni assumono i valori

ICM 2 ICM
0 =2\ —— Tonin = 2w\ =\ — .
mn M € ™ g M

Esempio di pendolo fisico - barra rigida omogenea e sottile. DISEGNO
Siano rispettivamente L la lunghezza e M la massa della barra. Per quanto
visto il momento di inerzia vale
1 L2

1
Ioy = EML2 , per cui vale (" = od +d

1
d(n) = ﬁL ~ 0.2887 L ,
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e:nmfi L~0577 L ,

[ 1 L

Toin = 27 “min _ o- =
|L
TO =21y —
9

To ha le dimensioni di un tempo ed & uguale al periodo di un pendolo semplice
di lunghezza L; allora si ha

Poniamo

1
Tmin = ﬁ TO .

Riscriviamo a questo punto T' come segue

0* 1L
T =91 — =21 — -
Vo imid

e poniamo z := %, con0<xz<i 5 in quanto il centro di massa si trova a meta
della lunghezza dell’asta (omogenea). Allora possiamo scrivere il periodo come

funzione di =
/1

Pertanto nel caso di una barra omogenea sottile, la lunghezza ridotta del pendolo

fisico e il suo periodo di oscillazione possono essere scritti in forma adimensionale
come segue:

molti ma molti disegni.

z

Abbiamo visto che 75 = In particolare se ¢ = 0, allora L, &

costante, e dato che L, = Iw, allora anche w = w(t) & costante. In questo caso
w = 6 implica 0(t) = 0(to) + w(t — to).

6.3.2 Energia cinetica di un corpo rigido

Consideriamo i sistemi di riferimento s = {O,z,y,z} e s = {0 = Qcnr, 2, Y/,
2!, ¥, =0 Vi}. Per la legge di trasformazione della velocita, dal sistema s vale

T =0, = Vou + & x (7 — ﬁCM) pertanto
1 1 2
K= Emwiz = Z 5" [VCM +d X (7 RCM)} =

Z %ml {VCQM + [u_ﬁ X (7:; — ECM)]Q + QVCM . [(If X (Fl — RCN[)]}
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III termine:

S miVeu - [LU x (75 — ECLM)]

= Ve - {Jj X [Zmz(ﬁ *RCM)” =
Vou - {‘3 X [ZmiFi —MECM]} =

IT termine:
Ricordiamo che 7y’ = 7; — Rear = pi’ + zik', con gy L k' | e che & = wk’
(bombastic mette un disegno,..., si puo evitare imho), pertanto

& x (7 — Roy) =@ X 7 =& x gy + @xzmk =

i @B X
| sz ‘|LU>< —»/‘ )
o 2
per cui elevando al quadrato si ha [d}' x (7 — RCM)] = w?p,?, e di

conseguenza il secondo termine si riduce a

Z %mi [JJ' X (T — ECM)}2 = %Z [mipﬂ w? = ZIopw? .

% i

Abbiamo allora dimostrato che

Proposizione : Energia cinetica di un corpo rigido

1 1
K = §MVC2M + §ICMUJ2

Analizziamo adesso un altro caso particolare, e andiamo a calcolare ’energia
cinetica per un corpo rigido che sta solo ruotando attorno ad un asse che non
passa per il suo centro di massa (disegno, volendo).

Poniamo O’ = O, da cui R = 0 e dunque V = 0. Allora la legge per la
velocita € U; = & X 75:

1 1 1 1
K= izi:mﬂ)? = izi:mi(ﬁxﬁF: iz:mip?wQ = §Iw2 ,

dove nella seconda uguaglianza abbiamo usato 'identitd & x 7%; = p?w?. A questo
punto, usando il teormea di Huygens-Steiner possiamo sostituire I = Iops+Md?
(disegno) e trovare

1 1
K = §ICMw2 + §Md2w2 ;

. 2
usiamo per concludere che |gops| = d, che [GJ’ X RCM] = [wRc sin oz]2 = w?d?
(in quanto il quadrato scalare di un vettore ¢ sempre uguale al quadrato del suo
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modulo), e che VCM =W X ECM. Allora

1 1 .

1 1
= QICMOJZ + §MVCQM

il primo termine rappresenta ’energia cinetica rotazionale attorno ad un asse
passante per il centro di massa, mentre il secondo e I’energia cinetica rotazionale
associata alla rotazione di un punto di massa M posto nel centro di massa
attorno all’asse fissato (z), non passante per il centro di massa. DISEGNO
ULTIMA FRASE

6.4 Moto rototraslatorio

6.5 Statica dei corpi rigidi

Supponiamo che nel sistema s si abbia la condizione #;(t) = 0 V¢: allora seguono
immediatamente P(t) =0 e Lqo(t) = 0 Vt, e dato che per le equazioni cardinali

P -

—_— :F —_—

dt a e
si ha anche FESt—OeTESt—OVt

Sia f;, i = 1,..., N, la risultante dei vettori che agiscono sull’i-esimo
punto, e supponiamo che F' = > f; = 0. Allora il momento totale

7o = (7 — 7q) x f; non dipende da ©, ossia

o =T -

disegno in cui spiega quello che sta facendo
Dimostrazione. La semplice osservazione alla base si questo teorema ¢ che

_‘77'9/: FQ*QQI

N
(infatti in generale Q€Y = 7o, — 7). Pertanto

R = N =) x fi = S ) < - 0 x X =

-7
= T*Q—gﬁ*/F 7o

]



7 Gravitazione

Uno dei problemi scientifici che ha impegnato il genere umano per vari millenni
(a partire dall’ antica civilta babilonese (1800 AC) e a seguire assira e greca,
fino al XVII secolo) ¢ stato quello di descrivere e spiegare il moto apparente dei
pianeti (e in particolare il moto retrogrado) sulla sfera celeste.

Il moto retrogrado apparente di questi corpi celesti sconcerto gli astronomi
greci e fu una delle ragioni per cui essi chiamarono questi oggetti pianeti, che in
greco significa erranti(vagabondi).

Il sistema geocentrico &€ un modello astronomico che pone la Terra al centro
dell’Universo mentre tuti gli altri corpi celesti (pianeti e stelle fisse) ruotano
attorno ad essa. Questo modello fu alla base dell’astronomia di tutte le civilta
antiche ed ha ricevuto contributi (documentati) da parte di vari astronomi,
matematici e filosofi. Tra questi ricordiamo: FEudosso di Cnido (408 a.C. —355
a.C.), Callippo di Cizico(370 a.C. circa —300 a.C. circa), Aristotele (384 a.C.
—-322 a.C.), Ipparco di Nicea (200 a.C. —120 a.C.), Claudio Tolomeo (100 circa
~175 circa DC) .

Visione Aristotelica del mondo Mondo sublunare: <corruttibiles> Moto dei
corpi verso il luogo naturale Mondo sovralunare: <perfetto> e <incorruttibi-
le> Moto dei pianeti e delle stelle circolare.

Per interpretare il moto retrogrado dei pianeti le loro orbite attorno alla
Terra furono descritte come combinazioni di moti circolari (a volte eccentrici)
[Ipparco, Tolomeo].

Il sistema eliocentrico € il modello astronomico che pone il Sole al centro
dell’Universo mentre tuti gli altri corpi celesti, cioe i pianeti (inclusa la Terra)
e stelle fisse ruotano attorno ad esso. L’eliocentrismo fu introdotto nella prima
meta del IIT secolo a.C. dall’astronomo greco Aristarco di Samo (310 a.C. circa
—230 a.C. circa) e riproposto nel 1543 dall’astronomo polacco Niccold Copernico
(1473-1543), con il suo De Revolutionibus orbium coelestium(Le rivoluzioni dei
mondi celesti).

Le<stelle nuoves(novae) erano considerate dagli antichi come possibili se-
gnali di eventi infausti. Tycho Brahe osservo una nova(Supernova) nella costel-
lazione di Cassiopea nel 1572 e usando i suoi dati osservativi dimostro che la
nova era molto piu distante della Luna, demolendo in tal modo la visione ari-
stotelica di perfezione ed incoruttibilita del mondo sovralunare.(T. Brahe, De
nova et nullius aevi memoria prius visa stella, 1573)

Le tavole astronomiche di Tycho Brahe (in particolare i dati osservativi su
Marte) consentirono a Keplero di confermare la validita del sistema copernicano
contro I'imperante sistema tolemaico attraverso la formulazione delle tre leggi
sul movimento dei pianeti che a loro volta rappresentarono il punto di partenza
per le scoperte di Isaac Newton.

o4



7.1 Leggi di Keplero

Teorema 7.1: I legge di Keplero

Le orbite descritte dai pianeti attorno al Sole sono delle ellissi di cui il
Sole occupa uno dei due fuochi.

Teorema 7.2: IT legge di Keplero

Il raggio vettore che congiunge il Sole con il pianeta spazza aree
proporzionali ai tempi impiegati per descriverle.

\. J

Percio, detta S l'area spazzata dal raggio vettore, vale AS = kyAt con

_ . AS, _ ASp
ko = cost, da cui A= RE

Definizione 7.1 (Velocita areolare). Si definisce la velocita areolare come

. ds
5=

Quindi la IT legge di Keplero equivale ad affermare S = ko = cost.

Teorema 7.3: III legge di Keplero

I quadrati del periodo di rivoluzione 7T sono proporzionali ai cubi dei
semiassi maggiori a delle orbite ellittiche:

T2 = Kd?

7.2 Legge di gravitazione universale

Newton intui che la forza che provoca la caduta dei corpi sulla Terra ¢ la stessa
che governa il moto dei pianeti intorno al Sole.

Principio : Legge di gravitazione universale

Un punto materiale di massa mso € attratto da un altro punto materiale
di massa m1, a distanza r, con una forza di modulo

F= Gm1m2

r2

In forma vettoriale: M
= 1M
Fy = -G-——"12

7122

La costante G ¢ detta costante di gravitazione universale e vale

N 2
G = (6.67428 + 0.00067) - 10_11?;
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. . . 2 AmyAmisg 4 .
Per i corpi estesi, vale fo; &~ —G )y =577 7, Passamdo al limite del
- Z

- dmidms .
:—G _—
fa1 /ml /m2 2 T

Il termine massa e stato utilizzato per riferirsi a due concetti distinti:

continuo, otteniamo:

e la massa inerziale, che misura la resistenza di un corpo al cambiamento
dello stato di movimento quando viene applicata una forza, secondo la
legge F' = m;da;

e la massa gravitazionale, che misura l'interazione di un corpo con un
campo gravitazionale, secondo la legge F=_-GMmzap Dj fatto, la massa
gravitazionale puo essere vista come la carica della forza gravitazionale (in
analogia con le cariche della legge di Coulomb).

Ponendo a = g, abbiamo F = mja e F = GMTmG da cui a = mil =
GMr mg _ mg — (Mg —
R2 my ma a; = a1 — (mij)l = (E)Q = ...

Permo mG = cost: questo €& noto come principio di equivalenza. Definia-
mo poi
mg). _ (mg
()1 — (59)2

(21 + (52)2

mr

R:

Questo rapporto (che pud essere misurato sperimentalmente) ci permette di
stabilire entro quale precisione ¢ valido il principio di equivalenza, ovvero ci da
un limite superiore della sua eventuale violazione.

Nel 1909, E6tvos ha stimato R < 3-1077. Nel 1970 Braginski ha stimato
R<3-10711L,

7.3 Forze centrali

Definizione 7.2 (Forza centrale). Una forza f = f(7) si dice forza centrale se
vale f = f(7)7. Se inoltre si ha f(7) = f(r), la forza si dice centrale a simmetria
sferica.

7 ¢ una forza

Esempio. La forza di attrazione gravitazionale f = —G™Ly2

centrale a simmetria sferica.

Proposizione

Se f & una forza centrale (f = f(r)#) e f(r) & una funzione integrabile,
allora f ¢ una forza conservativa.

Dimostrazione. Abbiamo dL = f dF. Ora 7 = r#, da cui dF = dri +rd- s " dt, con
&= Gxi, & =Dk 2 1 i Allora dL = f(r)f - (dri + r%dt) = f(r)dr =
—dU. O
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Abbiamo quindi f(r) = —%; segue che Uy — U = Lap = ff f(r)dr.
In particolare, nel caso della forza di attrazione gravitazione f(r) = —G ™52,
per rg — +00, ponendo Ug = U(+00) = 0, possiamo definire l’energia poten-

ziale gravitazionale:
mimsa

U(r) =—-G (26)

r

Proposizione : Conservazione del momento angolare

—

Sotto l'azione di una forza centrale a simmetria sferica f = f(r)#, il
momento angolare si conserva:

f = cost

Dimostrazione. Calcoliamo il momento della forza f

F=Fx f=rix f(r)f=0
Quindi, per la IT equazione cardinale con polo O fisso, abbiamo
i

F="=0 = I =cost
dt

O

Quindi, in generale possiamo scegliere come piano il piano su cui giacciono
7o € Up, in modo che [ = [, k.

7.4 1l problema di Keplero: moto di un corpo in un campo
centrale a simmetria sferica

Studiamo ora il moto di un corpo sotto ’azione di una forza centrale a simmetria
sferica f = f(r)a, (dove si & posto 7 = 4,.).
Abbiamo che:

e [ e costante;
e f & conservativa, quindi I’energia meccanica F si conserva.

FIGUIRA
Fisso come in figura i versori 4, e ug, tali che d:; =0ug e dste = —0u,.

Posto ¥ = r,, abbiamo che ¥ = ¥ = 7, + Td;[, dove d;‘tr = O1y. Percio:

=7 =7, + 100y

<L

Allora il momento angolare risulta: [ = 7xmb = ri, x (i, + rfag) =
mr20(i, x 4g), da cui

= mr20k = I.k

1
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dove si e posto [, = mr20.
L’energia meccanica invece risulta £ = %mvz + U(r); nel caso della forza
gravitazionale, U(r) = —W%.
Svolgendo i calcoli, risulta v? = (i, + rfig)? = 7 + 62r2. Sostituendo,
otteniamo:
E= lmf—&— lmé‘zr2 +U(r) = 1mf—i— L +U(r)
2 2 2 2mr?

Da questa e da [, = mr20 si ricava la legge oraria della traiettoria.

Nel caso della forza di gravita, definiamo il

potenziale efficace e il potenziale centrifugo: E
12 GMm 2
Uers = omr? Ucent = 2mr? Veent

Vale %mr > 0, percio: E > Ugyy.

Studiando il grafico dell’energia potenziale ef-
ficace possiamo fare delle interessanti conside-
razioni sul tipo di moto del corpo in base
ai valori del momento angolare [ e dell’energia
meccanica F, che sono delle costanti del mo-
to.

Casol=0
Vale I, = mr26 = 0, quindi si hanno due casi:

(a) r(t) =0 ¥t, quindi il corpo ¢ fermo nell’origine;
(b) O(t) = 0 ¥Vt = 6(t) = Oy = cost, quindi il moto & puramente radiale.
Qui distinguiamo due sottocasi:
(bl) E=FE; >0 = 0 <r < +oo: se tip = |Up|tr, il pianeta si allontana
dallorigine; se ¥y = —|Up|d,, il pianeta si avvicina all’origine.

(b2) E=F; <0 = 0 <7 < rpmaz, sl tratta cioé di un sistema legato.

Caso | #£0
Vale E > Ugys(r.). Distinguiamo tre casi:

(a) E="Uess(re) = r(t) =r. Vt, ossia si ha un’orbita circolare, dove vale
Ee=Ugyss(re) = I _ GMm _

2mr? Te

(b) E. < E<0 = 7Tyin <7 < Tmas: sl ha un’orbita ellittica;

(¢c) E>0 = 1 > Tpin: si ha un sistema non legato. In particolare, se
FE =0, si ha un’orbita parabolica; se E > 0, si ha un’orbita iperbolica.
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Nel piano del moto fissiamo I’asse x in modo che il perielio (P) sia su di
esso, cioé in modo che si abbia: Trin = Tmint = (Fmin, @ = 0). Abbiamo inoltre
(0 =0) =1, Gg(0 =0) = .

FIGURA
Per ricavare la traiettoria del corpo partiamo dalla seconda legge della di-
namica di Newton, dove si & posto o = GMm: m% = —ijizmﬁr = -3, =

o dig : d (= a s\ E a
3.2 di Qa cui segue che % (7 — Eug) =0, quindi v — {~ap = cost.
Definiamo allora:

l

- zZ ~
€= —U — Uy = cost
@
Esplicitando ¥, otteniamo:

[ .
€= =7, + (=0r — 1)iy = cost
a a

Al perielio abbiamo 7 = r,i,, 7 = 0, Gg = }, quindi €= ej V¢, dove

L: O(Tmin) 1 e 1
€= —U\"min)TTmin — 1= ——— —
a mar?,.

Adesso consideriamo 'uguaglianza é(t) - 49 = ej - Gg; da questa segue %07" -
le

—z7, otteniamo I'equazione della traiettoria:

1 = ecosf. Sostituendo =

12 1
ma 1+ ecosf

Inoltre abbiamo che r > 7,,;,, da cui segue che ecosf < e che equivale a
e > 0.

Quindi 'equazione della traiettoria ¢ 1’equazione polare di una conica, da
cui abbiamo:

e ¢ = 0: lorbita € una circonferenza;
e 0 < e < 1: Porbita & un’ellisse;
e ¢ = 1: lorbita ¢ una parabola;

e ¢ > 1: l'orbita & un’iperbole.

7.4.1 Orbite circolari

Nel caso di orbite circolari, si ha r(t) =r. = 7(t) = 0.
Allora I, = mr20(t) = cost = w(t) = 0(t) = cost.

Dall’espressione della velocita, otteniamo v = |w|r. = cost: si tratta in
conclusione di un moto circolare uniforme.
. . . . du, .
Per calcolare il raggio dell’orbita, poniamo =7 = 0, da cui segue
12
r., = ——m3—m
" GMm?
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Da questo segue {2 = GMm?r,, e sostituendo nella velocita:

GMm
V= — =

a
! !

dove si ¢ posto a = GMm.
Quindi, nel caso di un’orbita circolare, I’energia cinetica risulta:

2
K= 27;7"0 - %m (%)2

L’energia potenziale invece risulta:

2
U(rc):7GMm: l — oK

Te mr2

Quindi, per la conservazione dell’energia, concludiamo che

U 12
+ 2 2mir?

7.4.2 Orbite ellittiche
7.4.3 Variazione di g con ’altezza

Finora abbiamo supposto che ¢ fosse costante, tuttavia il modulo di questo
vettore varia con l'altezza dal suolo, poiché F = GM = mqg — a = GTMQ.

r2
Al livello del mare abbiamo quindi:
GMT m
= —5— ~ 9.80665 —
go R% 52

dove My = 5.97-10%4 kg ¢ la massa della Terra e Ry = 6.371-10% m ¢ il raggio
terrestre.
Ad un’altezza h dal livello del mare abbiamo quindi:

My GMrp 1
h == G =
90 = G e R3 (14 &)
Per altezze tali che RLT < 1, possiamo considerare lo sviluppo di Taylor

attorno a x = 0 e ottenere

g(h) = go[l — 2}% +3 (RLT) +..]

7.4.4 Velocita di fuga e raggio di Schwarzschild

.....

a sfuggire da un campo gravitazionale, allontanandosene indefinitivamente.

Poniamo quindi E; = $mv? — GM™ = B =0, da cui segue
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2GM
vy = &

La luna non possiede un‘atmosfera. Un motivo di questo e che la velocita
di fuga dalla Luna € molto piu bassa rispetto a quella dalla Terra. L’assenza
di atmosfera sulla Luna e anche dovuta al valore molto piccolo del campo ma-
gnetico lunare rispetto a quello terrestre. Il campo magnetico terrestre infatti
protegge l’atmosfera del nostro pianeta dagli effetti del vento solare (un flus-
so di particelle cariche emesse dal Sole) che tende a ”strappare” le atmosfere
planetarie.

Il raggio di Schwarzschild di un corpo di massa M e il raggio massimo che
puo avere il corpo perché la relativa velocita di fuga sia maggiore o uguale della
velcoita della luce. Risulta quindi

2GM

Ry

7.5 Dimostrazioni delle leggi di Keplero

Possiamo ora dimostrare le tre leggi di Keplero (che & anche il motivo per cui
Newton ha inventato 'analisi cit. Alberti).

I legge di Keplero
Dimostrazione. O
II legge di Keplero

Dimostrazione. Consideriamo ’area spazzata dal vettore 7" nel tempo infinitesi-
mo dt: questa vale 1|7 x drl, da cui risulta

.1 1
dA = S (I x dF) = 5 (F x )t

Percio la velocita areolare risulta:

poiché il momento angolare si conserva.
Quindi in generale vale:

At1—>t2 = %(tQ - tl)

IIT legge di Keplero
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Dimostrazione. Dimostriamo la III legge innanzitutto per orbite circolari.
Vale: a = |d| = % = &lfme — GM Ponendo r(t) = d: a = %5, Poiché
I T mr T

il moto e circolare, si tratta di un’accelerazione centripeta:

2 2
v 9 (2m)
a= i wd = T2 d
Quindi:
GM  (2m)? T2  (27m)?
R R ey v

Dimostriamolo ora per orbite ellittiche.
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