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o EX“ = m € IQ_ ¥ n .

VM(X“) = ¢t € |R_ )Oth.,

Mre vole @ Teemo del Limts Cewtiale
" LEHMA 4
Siome  ByoyZaywii—ywn € C Gl e 1zl \wils O, Allora:

> EMMA 2

@-e;-o.oa/vuV\.)i @S\Até_mc.>0 Ea-@z.c,a.v..

IN

N
2

T



» TEOREMA L_wddoma—
Sia (QFP) ed (Xudy, mdipendewks cm EX, =0 Vn24
?orm’.om\o :D“': &\/o.n.(xk) e {W\-O%Y\« e >0 UO-QLJJL

-eé'\m % \é, E[Xk /ﬂ-hxkl"ED\«zl] ) O

n

More vole L TLC .

> TEOREMA Bomy - Esseon  ( velocitic d: m,mam)
S (2, F,P) com (Xi),,, mdipoudents con stona dishicbunions .
Sugponiome  Re EX =0 o EX =¢* o [EIX -0
A@Qmo. vaﬁa. C,Q.v.. \F\\('x) - C‘)('x)‘ < 3P3

c>Vw

doe - T-_,n ione. nwvelubivo.  d: G.SJ-& :
° Cb gv\MR‘O\M. .\Mvceub'vag cle,ﬁ@a. %M\\.MO“ S('MCIOJ\CI -

> LEGGI STABILI
TR sequks wsullaks o decvie  possbils limike delle. sowme S, ...
» [EOREMA
Siomo  (Xu)wor ~.a. ml;Pwa}c idekicam. dishbuts bl ke
bwn PLX2x) | 9 e Co,4] e lP[lX&IW_S = L(x)

w0 Pix, 1> x] % X
L(Ex)
dove L & o VARIAZIONE LENTA cee® b 53 =1 ¥#b>o0.

@m&mo 6_, qwkt‘o? =

* S M\gf{'x , IP[.:'X\\)‘)‘-S < Tl{‘g LV\:’ “E[X"ﬂ'{b‘.lsav}(]
e low. Su-ba ¥ Y ke ho dsbicburione - STABILE.

R\
/ ved:
solts




- DEF Dibounione. o~ Sabile.
Uno voniabile obrokinia Y ha dishcburione - STABILE = dakt
o € (0,2} © € (0,47 L> O celR
lo. sua fomrione  conalberabica. o
P, () = exp (ick - LIEI" (4 +i(20-4) s%n(t)wx(&)))
dove. boa (%7 ) se o4
w, k) = { %%UH) . wed
" DEF. Legge Shobile
Wno. lgae o si diew STABIE se ¥k Fay,by ¢R talk e

oo dpds b g "= Db g

Xk
COttemiame &M e swllads %_e;v\em.@u‘-

> | EOREMA La%%; Skabil;
S J T &%%L \olo cBe:
i e STABILE =P 4 o b di we TLC |

I Fw\/&ca@am_, o MMAoRL_ % s’ﬁ.‘abiﬁ‘ Sowo 6_ @Lﬁ%& X - St’ab&@‘.



Sveranza Cowpizionale
> DEF. Speramia. Condinionale.
Sia. (2,4,P) sporic & (robabilibe:  ed Fed wa o-algeha.
Sie. X € U (2,d,P) vanobih aliakinia . o sua. SPERANZA
CONDZIONALE dofa T ¢ uma vonobile ofhotiuia X com:

~J

G X F - miswnabile .

W X e U (% P)

) EX4]= E(X- 1] ¥Fe¥.

Uo. voriobile aleakinia X cow bl propreles st indica ELXIF]

> EseMpl

(a) Sia "\‘/ %evw\.aji. doo  wmon Pawt\&tm _'F:,__,—‘F-,\ d: L (ne Nu{.m‘):

ElxI¥]l = 2 4 E[0x4.]141_
1= FPCF.] \

(6) Dats_ (X,L{) o bomenks. conkinua.  com ‘g(xﬁ) demile>
E[Xsp)] = 4d ()
dve A= | a i (xlg) dx

IR
> Provesimione  Tntoyrebanions Geomaliica 3 in L
S, X € L (a,4,P) vonabile alookinia . Fissals F A o-alyelra
ok wn wwico X € L(aPP) e mmimara
["(aF®P) —— R

V —— E[1x-vI*].

NS

In pakicclana. X si mvela emeone ECXIF].



T asdbak si obendk wn nealles od X e [

» Teoeema 3! Sporemra. Coudinionale
Sa (2,4P) ed Fesd o-algeba. Daks Xe L (a4 P)
ante EXIT]  wnica quani - conbamenls

» (EMHA

S X € LU(a,d,P) varobile abratinia:
E[XﬂA“)’O VAG?‘ =b X? O ctuals\'-wkwmuvt.
E[Xﬂ.A.§=O VAG—?‘ =» X=0 qm\'-wkwmvﬁ,

» Prorriea d: ELX (Y] TIPS
(1) E[E[XI‘F']] = E(x . <43?MZ::|>@;=;Z:~
@) Lo wega X > E[XIF] ¢ fineone.
3 Se X<¢Y qe. ollaa EMXIF] < E[y|¥] qc.
) Se X & F - miruwabile ollaa E[XIF]= X q.c.
(5) Se X < imdiondemts da ¥ e ELX(F] = E[X] q.c.
(6) Dotz GeFeA o-algebre vole fo
E[ExIF]|g] = E[xIg].
(7) Ci sono Welz_ di convergemna. awéoa)ﬂp,:
. MONOTONA: sa X, X € L° con X, ' X  alloa omche
ELXJ¥]t ECXIF].
. DOMNATA: se Xo X €LY com X, 55X e IXale el
Moo E(X,|1F] — ECXIF] qe. e i LY
. FATOV: g Xel' aflna E[ &m X, |F] fim Elx. %]




8) Siame X, X-Velf ed Y F-misunabile . Allonre
E(xv |¥] = Y ECXI®].
(3) TENSEN: sioo @R —=IR covema. eom X, @(X) €% Allona
e (E[xIF]) < E[et) (]
(10) Sia pelarn] o Xe L' AMoa :
ExItTe " o TEXETIP s IXIe

> LEMMA ‘ngua, Lemmao.
Sia FeA wa o-olgdna ed X, vonabili aleskie se (,9,1P),
o valoi w R ed R mispehiaments . Sumomiawo e
X mdipondewke da. F e Y T - misunabile. .
Doks wna fuariome @+ R xR Boliomo. bubiks. , definiams
Mye R ¢y = Ele(Xy)] .
Seque Ke P & Bolowa ¢ wifica
ELe(xy) |F1 = o).

Comeludiamo con wn msullaks sullo possibilite: d: da{lw b probabidite
condinionoda. ad wn vole  reciso ‘/=3','
» TEOREMA
Sio. (Q,d,P) sponto & prbabilile: ;| S,S, spori placchs . Comnideniomo
va, X:N =-S5, e Y:Q->S, AeB(S,), yeS,.

> 3 uwme gmaim 62_)‘3(54) - ,Q, bol 0«!—
(3, A) _ IP[XGAl"/'-"a]

- Y AeR(s,) P[XGA(Y=%] = E[’EA(XH“/-‘-*&].



- V%G— 52 A — ‘P[XGA“‘/" %] e ‘\no(aa.b\'ﬁih: S 23(54)
> PIxeAly-y] bpode dlle ohe Gge cogrs & (X,Y).



CATENE di Mparkov
Sio. (A FP) sporie & (dbabilite ed S mwome di stk (# < K,).
Siamo  (X,),,o vorabidi akalsre o volow w S.
» DEF. T Qosiome
Ume. FILTRAZIONE s (A F.P) ¢ uma Succemione owcanls. ds
o - ollgebne  combenudz in ¥
= TeF. Cakema. d: Mankov
La succomione (X,),,, < CATENA & MARKOV se , posta

'l:/“z o‘(X‘,_,XM) g:ﬂﬁ'a&iom_, vole Ko
Ynr0 ¥ xeS P[Y“‘_‘?-X‘rl\:] = P[Xuﬁ:xlxv\].

Vole o sequents = conobterimanione :

> | EOREMA
Lo sucamion (XDuy, ¢ cabemo i Monkev se e sdo se
Mg x€S bl KA P[Xo=x, _. Xu=x,]>0
e Ra PIX =3, | Xomxy, Xz m] = P DXz %

Xu= 2|,

© /=y

V

“TEOREMA
Dotz la succomone (Xu)y,, ; poniame :
lo. LEGGE INIZIALE Q. = P X, = ]
lo. PROBABILITR & TRANSIZIONE  p.), = P[ Xz g | X2 2]
wnooq Xy €S ed n20. Alloe vale K
(XD).n, cotemo di Honkew a=b  P[Xe=x,_ X.==,] = Qo P, — P

X, = PX\.-."“ :



© 0SS lgge iminiole o pubobilitc & Rominions  idekificans wia cobeua
‘ Markoy  umivecomenti_.
- TEF Mobice Shocartica

Defriome & sepecks gt VETL pan

Q = (gu)aes
{?“ . (P:‘%)%es fen n» O MATRICE STOCASTICA
S we de.gz,.\;m o  melbipliconions. :
(22, - L PaPy

zes
Se. (X u,o ¢ cobewa d:i Hankov oflora :
Plxe=x,] = T quprn-pin = (QP-PT),

Xe1=r X €S

> “[EOREMA
Comaideniamoe  (Xu), succemione & voriobil alalore -
(X)un coltun & Horkov 420 ¥noo @ "ponats” ¢ il "ol s
indipendentsc da. X,
P precisomenti Vurd ¥xeS fmome X = x. Al
(Xutm) mpo € cabtna i Morkow  ndipoudents. da (o, —, X))

tﬁm\'mm Mo Cl«(\u«clmw rblu‘ dod “teu«[)o" n ...



> DeF. Cabewo. Olw\o%emeg
ulwx caku«o. (X“\“zo & OMOGENEA < come ﬁ‘mmw X,!a,és
PIXeg(XmxT 2 pay  aon dpde o w20

. 0SS M x€ S, La (ndabilibe P [ X x| X dipaude da m,
mo. stomts Ramdz € v.a. X,
Se fissiome A volae & X, ora mon dipende Pt dan

s 0SS: dobs (Xuso cobewa & Monkow omogeuea, {a bage do X,

52-%»& Re  med CaAO mno%me.o ?MM‘-‘ ??:Pm.

> ?ROPOS\ZJO NE Fomula d: C"\&fmm = Koemo%a\ov
S':°~ (Xv\\vw,o Cakw& d& Hcmkov O’W\O%UI\QQ AZQOIQ_ VM,n'r7o \7‘7:,265'-

PX ez [ Xz % = L P X = 21Xz g 1 P X g | X2 2]
%es




CATENE cL HARKO\I °. Ta_meo cL Aﬂn«'vo
Vediame come. Youmalinaane_ (2 Euufo QL OMive W Umo Sf,‘ajz

> DEF. Towpo i Annive
Sia (AF,P) ed S spanio & stake, (X.),,, osbeua & Monkon
omogenes.  ed AS S  stomseme. I swe TEMPO L ARRVO o
U, = ”‘%({ w20 | Xee AL {sal).
Yomiamo imothre b quambites -
ay L= PlUye] X2 x] e my, i E [Ua | Xo=x].

IQ se.%umki_ mSwekon CoA A0 ql«%{l C]!Awub\té.‘

» [EOREMA
La. gangQm (QA,x)'xes & lo minima  sdunione del siabema
% o, = i se. X € A
a, = .E—SF"'%&%’ < €A

fpm saecmwne, ! M\Mma” si. beude C/«ﬂ— —V(Qx)-xes SGGAA°omc Va@o.?

a2 &, ¥ xeS,




Carene di Markov : Compataments Asinbotice
Lo cido avmbtico si bor sullla &%mem, di ..
> TEF. Shoke Ricoventi /Tromienks
Sie (2F,P) ed S sparic degl shabi. Dake (X)), calua omogenea
e x€S & RICORRENTE & IP[‘:! n3d Xu=x | Xo= x] =41

e x€S o TTRANSIENTE o P[El n3i X“'-‘-‘x l X = "] < 4.

» DEF. T&M‘aa i Frimo ?a;m%,:o / Arnive

S x €S ,oadn.iww\o'-

T % {u/ 1| X - xIS TeMPo {: PRIMO PASSAGGIO

: U'x "= ‘MK' { nz O ‘ XK= 'le TEMPO i PriMo ARRWO .

r€S ticorenks = Plrco [ Xo=x]= 4
J=b gx‘x: i
x€S bomeds 4= Pl[Ten|X,=2]< 4.

Siee x€ 3. fDea@\mwmo d  NOMERO DI VISITE :
Mx= Ccm.ol{h_zo ‘ Xhz'xﬁ.



> FRoPOSZIONE
S xe O, vollgono G canolbeninronion -
() x€ S nicomewts a=» E[N, | X,=x]=+0
() x€ S neomets =2 P[Ny=o|X,=x] =1

> _EMMA

5(0.M.o 'x,‘ée S y Po'm'.amo Fx\a(v\) = P[X“= %' X°= ‘x] e

?x"‘k(t-) $= v\go F,‘%(\'\) t dove. P)ua,

Fag® = L fy & e o (0) 5
Aé@cna_ m.e,@,' wwameme cL. mvenﬁmag “:l ¢ 4 (FOV@MO ‘
?% (£) = puy (@) + I:‘%({')?.ﬂ({:)
P )= 4+F ()P W),

Vogliomme shidiane. ot mel \ooahca&m_ come. imteragiscono gl
dok e i o
= DEF.  Comumiconione
Sie. (A,FP) e (X, cobema & Horkov omogenea su S.
Dok: %,y € S, s dice Ao
ok CWDUCE ay i x> ¢ = Pl3no Xa=y[X=x]>0.
° X e \6.COHL)}0\CAMO: X Y R X E Ay X
e OSS: dafla clegmmm sowo equivalenks: :
@) « — Y -
(2) 3n22 32, xS bl ke P prs,. Peny O .



\ )

Tdlie Yo comuwnicorione o e lz.e,@oﬁl'm de e.qu;va.aaml}a..

Qoo relonion:  wvmellone di individuore e S :
» DEF. Toniome Chiwo / Tnidenecils
Sioo. CSS sotoumome degls shoki . Diciomo R
- C & CHUSO = dobi xe C e 4€O
3.0 P[Xuzgy | Xo=x] > 0 T = 4c C.
+ C o IRIDUCBILE se ¥ xye C  x e e .
. 0SS: vale fe

\\

C<sS fums <=> xe C a FM&>O =D %G—C”.

» Phoposizione
() St C lome d equivalomn pon bo. comumiconione.. Allora_
i ol sbli sanamme Gt neovewts o Gt Gomwsienk:
(2) Sia. C uma come micovewli. |, allna C e KRiua .

=~ _leorera Decomposinione
Doke. umae catena. i Mankev omogenea.  su. S, ol wa
decomposinione. S = U o ki)C;
dve T sovo o sk Bamsents e {Cih; cloms miduccbils |
Ruve < nicoments .

W OiS: o%m,.. Mome_ cﬁ,;u.m. 2. f‘mfz_ ' lu'cavn.exnjl.



Srdiowmo alora b s dom inniducibils ...

+ 0SS: doha (X coltun &k Honkov  omogenca. com Y obrica
Gamsinions., o didio arinbbico dfla  colaua s o' obbenene
cone. WP em nom dwe g @ b bgge imniale

Querts mobiva. U sequenti.  comcrkls

> DEF. Miswna. Lwvanionlz
Siw S sponto degli staki o (Xu)u coltna di Mankou omogenea
con P mokrier di Raminione . U misrme e s S
Lo INVARIANTE (o STAZIONARIA ) e W = g

¢ 055 se p oo mawna & pubebilila: e &c&gz, b Xo, ollora

| o X. avrawmo eo_%g,e, poa Yoo villz .

+ 0SS combinanion Ziveand i miswe wvoniomdl sowo amcorol  delle

» PRroposizione
Se S imiema cle:aﬁ sk < f«mt Mo exli ofimemo  urma
logae (i.e. miswa & webobililes ) savariamhl ed N almemo
umo ko nicovenls .

» DEF. Tem\‘;o e 2 \isilk

Siomo x,\&e S T¢ TernPo TRA DUE VISTE &

Ty-1

X‘,&‘: [E[ 2 :n-{x“-.-o} ’ Xﬁ%l'

W=0

— dimosb{amo eq_, g,%p.wh ‘\M :



> TFeoPosizione
S (Xu)u cakera omogenca e Y molier di Romircone  imiducibile
e veomewk. S y€ S, allona:
- gi = 1
- = (g ) ges € wn  amisva imvaniambs |
- §¥>0 e & fuk ¥zeS.
> PaocPosizione

P indechbile ¢ % misune wmvoniaadts

/

Sta. (X“)u cakerma. m%wm
con. Wy =4 e W coks 4eS. Alora 'Tczx%,
SQ. ea. co.t&u (Xm)“ 2 nicdw\k_,amou,_ ~N = 83‘

. %’. LQ MO l'b.sw&w(?: &CQ, C,Rq_, o mMemo d« MP&’ eAinlz

! wmico.  muisuwhal imvcu\;aw\il .

S e dberiovmanke.  specialinnone ba Jbg‘mLm & ricovenlt ...
» DEF, Ricoremts Rasibive / Nullo
S x€ S, dictamo He -
e x 2 RICORRENTE POSTTWO se E[Txl X,=x] ¢ oo
e x o RICORRENTE NULLO <o E[Txl X, =] = o
> [ EOREMA
Suypeniome e (Xu)uso sia imniduchife . Sono  equivalinks -
(4) oqni staks & nicovemte  positivo.
@) el umo stako nicovewls posibive .
() oids uma lagge wvaniamka .



> DEF. Yoniodo i ume Skt
Siee €S, Definiamo € suo TERIODO  come
P = HCD{ wso | P30}
Uno shoke %€ S si dice APERIODICO o p(x) = 1.

> LEMMA

Sie (X))o imiduchbdle ¢ xe S stz opwriodico Alora_

\7‘ 4, e S (P‘kz(n,\ > O '\7[\& okbortomaa. %rlcw.cle.
Tn oJfre ponde., Gikts 8@ skak: sono O.rtwocL.cs
> LEMMA

= JEOREMA

S‘:Q (XV\)\'\zo WA‘WL‘*@-' WA&CQ {:-O-QQ— 09\.0.. QA\AE wna. 6—682.
imvaniomle Y Al -

w=> 00

P[Xu=x] —> MY xe S



DISTR "TBOZIONN MOTE\/OL l

DI STRIBUZIONE DENSITA Fonzione CARATTERISTICA
Bervmeudll plixeny * (4-p) Ly (4-p) + oot
i . n k w-k : w
Cg hw_ (i-P)k-i eib
i 4 - (1-9) e
k ‘
@o\ssov\. 2\_ g-x e’)(e."-d.)
k!
- (x-wm) 212
4 c o't
%M\M me’z‘ &P("»”“E— 2 )
EsFowuwa-u.QL >\6- . fﬂ. (0, +a) ('x) >\
X — it
(Lﬁaj:ow\z, i ﬂca,bj (x‘) eibt- _ eio.b
b-a £ (L-a)t

CQAA-‘/Q‘V 6 e".’x°b - 5‘b|



