Aritmetica e Algebra I

Mirko Torresani

31 gennaio 2025



Indice

Introduzione

1 Combinatoria

1.1 Principio di Induzione . . . .. ... . ...
1.2 Prime Nozioni di Cardinalita . . . . . . ..
1.3 Coefliciente Binomiale . . . . . .. ... ..

1.4 Formula di Inclusione-Esclusione . . . . . .

1.5 Stars and Bars & Double Counting

2 Teoria dei Numeri

2.1 Relazioni d’Ordine . . . . .. ... ... ..
2.2 Divisione Euclidea . . . . .. ... ... ..
2.3 Equazioni Diofantee Lineari . . . . . . . ..
2.4 Primi e Irriducibili . . . . .. ... ... ..
2.5 ClassidiResto . ... ... .. .......
2.6 Congruenze Lineari . . . . . ... ... ...
2.7 Sistemi di Congruenze . . . ... ... ...
2.8 Congruenze di Grado Superiore . . . . . . .
2.9 Operazionisu Z/nZ . . ... ... .....
2.10 Funzioni Aritmetiche . . . . . . . ... ...
211 LapdiEulero . . .. ... ... ...

2.12 Congruenze Esponenziali . . . . . .. .. ..

Indice



INDICE 3

2.13 Idem- e Nilpotenti . . . . . ... ... ... ... ... .. ... 66
2.14 Quadrati Modulop . . . . . . . ... ... ... ... ... ... 68
2.15 Miscellanea . . . . . . . . ... 70
3 Gruppi 77
3.1 Prime Definizioni . . . . . . . . ... oL 7
3.2 Gruppi Ciclici . . . .. ... 85
3.3 Omomorfismi di Gruppi . . . . ... ... ... .. ... .... 89
3.4 Omomorfismi tra Gruppi Ciclici . . . . . . ... ... ... ... 97
3.5 Prodotto Diretto . . . . . . .. ..o 102
3.6 Classi Laterali . . . . . ... .. ... .. ... ... ... 104
3.7 Gruppi di Ordine Piccolo . . . . . .. ... ... ... ... .. 107
3.8 Quozienti di Gruppi . . . . . . . ... 116
3.9 Gruppi Abeliani Finiti . . . . .. .. ... ... 129
3.10 Il Gruppo Z/nZ* . . . . . . .. 133
3.11 Presentazione di Gruppi . . . . . . . . .. ... ... 139
3.12 Il Gruppo Dy o . v v o o o 150
3.13 Automorfismi di un Gruppo . . . . . . . ... 155
3.14 Azioni di Gruppo e Formula delle Classi . . . . . ... ... .. 161
3.15 Gruppi di ordine p™ . . . . ... 171
3.16 Il Gruppo Sy - - v o o 175
3.17 Sottogruppo Derivato . . . . . . .. ... 181
3.18 Prodotti Semidiretti . . . . . .. ..o 182
3.19 Gruppi Abeliani Finiti . . . . . . .. ... ... 187
3.20 Teoremi di Sylow . . . . . . . .. .. ... 196
321 I Gruppo Qg - - -« v o o o 205
3.22 Gruppi Semplici . . . ... 210
4 Anelli 219
4.1 Prime Definizioni . . . . . . . .. ... ... 219
4.2 L’anello dei Polinomi . . . . . .. ... ... ... .. ...... 221
4.3 Polinomi suun Campo . . . . . . . ... ... 223
44 PolinomisuC,Re@Q. .. ... ... ... ... .. ...... 226
45 Quozientidi K[z] . . . . .. ... ... ..o 229
4.6 Ideali. . . . . . . . . 231
4.7 Anelli Quoziente . . . .. ... L 235



4 INDICE

4.8 Localizzazioni . . . . . . . . ... .. e 240
4.9 Domini Euclidei e a Ideali Principali . . .. .. ... ... ... 245
4.10 Domini a Fattorizzazione Unica . . . . . . . . . ... ... ... 250
4.11 Gliinteri di Gauss Z[7] . . . . . . . .. ... oL 258
5 Campi 259
6 Estensioni di Campi 261
7 Costruzioni con Riga e Compasso 263
8 Risolubilita per Radicali 265
A Dimostrazioni Postposte 267
A.1 Il Teorema di Cantor-Bernstein-Schroder . . . . . . . . . . . .. 267
A2 Automorfismidi S, . . ... ... ... 268
A.3 Teorema di Wedderburn . . . . . ... ... .. ... ...... 271
A.4 Dominio a Ideali Principali non Euclideo . . . . . .. ... ... 273
Bibliografia 279



Introduzione

Queste pagine raccolgono la teoria presentata dai professori Ilaria del Corso e
Davide Lombardo nei corsi di Aritmetica e Algebra I.

La teoria di queste pagine non viene presentata in ordine di corso, ma in or-
dine di argomento. I primo capitolo riguarda le prime nozioni di Combinatoria
relative al corso di Aritmetica. Successivamente si analizzano i primi teoremi
di Teoria dei Numeri, in particolare le classi di resto e il teorema cinese del
resto. Questo funge da introduzione per la teoria dei gruppi, degli anelli e dei
campi relativa ai corsi di Aritmetica e Algebra . Infine si parlera di estensioni
di campi ed estensioni di Galois, nozioni affrontate specialmente nel corso di
Teoria di Campi e di Galois.

Successivamente troviamo le costruzioni con riga e compasso e la risolubilita
per radicali, che mostrano la potenza delle teorie sviluppate da Galois.

Infine queste pagine si chiudono con un appendice, che contiene fatti e
teoremi complementari, non rientrano nel programma ufficiale dei corsi, ma
presentate per ragioni di completezza. Contengono sia complementi presentati
dai professori sia dimostrazioni di teoremi da me ricercate.

Buona lettura e buona scoperta del magico mondo dell’Algebral
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CAPITOLO ].

Combinatoria

1.1 Principio di Induzione

Il primo oggetto del nostro studio ¢ I'insieme N dei numeri naturali. Li con-
sideriamo gia definiti e in particolare possedenti tutte le proprieta date dagli
assiomi di Peano. Una loro proprieta, per noi fondamentale, é il principio del

buon ordinamento.

Fatto 1.1.1 (Principio del Buon Ordinamento). Ogni sottoinsieme non vuoto

di N ammette minimo.

Di fondamentale importanza ¢ anche il principio di induzione, che enun-

ciamo in due forme.

Fatto 1.1.2 (Principio di Induzione - I forma o Debole). Sia P una proprieta
definita per i naturali maggiori o uguali di ng. Supponiamo che wvalgono le

sequenti:
1. P(ng) ¢ vera,

2. Per ogni naturale maggiore o uguale a ng, se P(k) é vera anche P(k+1)

lo e.
Allora P(n) é vera per ogni naturale maggiore o uguale a ng.

Fatto 1.1.3 (Principio di Induzione - II forma o Forte). Sia P una proprieta
definita per i naturali maggiori o ugualt di ng. Supponiamo che valgono le

sequenta:
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1. P(ng) ¢ vera.

2. Per ogni naturale k maggiore o uguale a ng, se P(n) & vera per ogni

naturale ng < n < k allora anche P(k + 1) ¢é vera.
Allora P(n) ¢ vera per ogni naturale maggiore o uguale a ng.

In entrambi i casi chiameremo la prima ipotesi passo base, mentre la se-
conda passo induttivo. Inoltre la supposizione su k presente nel passo in-
duttivo verra chiamata ipotesi induttiva. Se non diversamente specificato, per
semplificare la notazione, indicheremo con principio di induzione quello debole.

Benché i tre principi sembrino differenti vale la proposizione seguente.
Proposizione 1.1.4. [ tre principi sono equivalenti.

Dimostrazione. (1.) = (2.) Dimostriamo che il primo implica il secondo. Sia
P una proprieta definita per i naturali maggiori o uguali a ng, tale che valgano

le ipotesi per il principio di induzione (I forma). Sia allora
S={neN|n>ng, P(n) e falsa}

e supponiamo per assurdo che S # (). Per il principi del minimo, esiste my
minimo di S. Essendo che P(ng) ¢ vera, allora mg > ng. Quindi ng < mg —1
ed essendo mg minimo per S, my — 1 non appartiene a S. Quindi P(mg — 1)
¢ vera, e per ipotesi induttiva lo & anche P(mg — 1+ 1) = P(mgp). Quindi
mo ¢ S. Assurdo.

(2.) = (3.) Dimostriamo che il secondo principio implica il terzo.

Sia P una proprieta definita per i naturali maggiori o uguali a ng, tale che
valgano le ipotesi per il principio di induzione (II forma). Allora consideriamo

la proprieta
Q(m): P(n) é vera per ogni naturale ng <n <m

definita sui naturali m > ny.

Verifichiamo che @ verifichi le ipotesi per il principio di induzione (I forma).

Dato che P(ng) & vera, anche Q(ng) lo é.

Sia k > ng naturale tale che Q(k) & vera. Allora P & vera per ogni naturale
ng < n < k. Allora P(k+ 1) é vera. Quindi P & vera per ogni naturale
no<n<k+1leQ(k+1)eé vera.
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Per il principio di induzione (I forma), Q(m) & vera per ogni naturale
m > ng. Quindi P(n) & vera per ogni naturale n > ny.

(3.) = (1.) Dimostriamo che il terzo principio implica il primo. Sia S
sottoinsieme di N senza minimo. Allora sia la proprietd P(n): n ¢ S definita
su tutto N.

Sappiamo che 0 ¢ S, altrimenti S avrebbe come minimo 0. Quindi P(0) ¢
vera.

Sia invece k naturale, tale che P(n) & vera per ogni naturale ng < n < k.
Allora per ogni n nel suddetto intervallo, n ¢ S. Quindi se per assurdo k + 1
appartenesse a S, esso sarebbe minimo per S. Ma questo nega 'ipotesi su S.
Quindi k+1¢ S e P(k+1) ¢ vera.

Quindi le ipotesi per il principio di induzione (IT forma) sono verificate e

P(n) ¢& vera per ognin € N. Cioé n ¢ S per ognin € Ne S = 0. O

Con il principio di induzione possiamo gia dimostrare la classica formula

provata da Gauss sulla somma dei naturali

Proposizione 1.1.5. Sia n > 0 numero naturale. Allora

Zk:n(n—i-l)

2
k=0

n

Dimostrazione. Procediamo come annunciato per induzione.
Per n = 0,1 é evidente.

Supponendolo vero per n, dimostriamolo per n + 1.

n+1 n

n(n+1) (n+1)(n+2)
- 1= -7 1= AT
kZ_Ok kZ_OkJrnJr 5 Tt >

Quindi per il principio di induzione la formula é vera per ogni naturale n. [
Proponiamo anche un esercizio riguardo alla successione di Fibonacci.

Esercizio. Consideriamo la successione di Fibonacci F,, definita per ricorsione

come:

Fn+2:Fn+1+Fn

9
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Per studiare questa successione € importante introdurre la seguente costan-
te, per ragioni storiche/artistiche detta costante aurea o costante di Fidia:

C1+VE
2

¥

Notiamo innanzitutto che la costante aurea rappresenta una soluzione del-

'equazione 22 —x —1 = 0, mentre I'altra & costituita da —p~! = 1 —¢. Questo

implica le relazioni ricorsive

<’On—&—Q _ (’On—&—l + SOn

L= =1=-p)"" "+ (1 -y
Quello che vogliamo dimostrare, per induzione forte, € che

F, = ;5«0" — (1))

Per n = 0,1 ambo i membri dell’'uguaglianza valgono 0 e 1 rispettivamente.

Supposta vera per ogni 0 < n < k, allora dobbiamo provare che

\}g(@k+1 _ (1 _ (p)kJrl) _ Fk+1
=Fj + Fy
- \%( Bl A G Ol

- jg«ok T o (1) - (1 - )Y

Questo ¢é sicuramente implicato dal sistema,

O = oF 4o

(1—@)ftt = (1—)f + (1 — )t

k—1

Che é verificato per quello detto precedentemente.
In verita la formula dimostrata si poteva ricavare per altre vie. Noi sap-

piamo che la successione di Fibonacci verifica la relazione ricorsiva

(pt2 = Qpi1 + an (1.1)

Supponendo di voler cercare una successione della forma {A\"} che risolve

(1.1), otteniamo l’equazione
An+2:)\n+1+)\n:>A2:A+l

10
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che da come soluzione A = ¢, 1 — .
Ma a questo punto notiamo che una ricorsione del tipo (1.1) é determinata

da ag e a;. Inoltre ogni ricorsione del tipo
an = a@" +b(1 — )"

¢ soluzione di (1.1). Quindi dobbiamo solo sperare di poter trovare a,b tale

che ag = 0 e a; = 1. Possiamo quindi imporre il sistema

a+b=0
ap+b(l—p)=0

che ha come soluzione

a=-b

a=1/(p-1+p)= %

1.2 Prime Nozioni di Cardinalita

Ora che abbiamo enunciamo i principi di induzione incominciamo col calcolo
combinatorio. Per il suo sviluppo ¢é centrale il concetto di equicardinalita, che

procediamo a definire.

Definizione 1.2.1. Siano X e Y due insiemi. Diciamo che X e Y sono

equicardinali, e scriviamo che | X| = |V, se esiste una bigezione tra di essi.

La nozione di equicardinalita gode delle proprieta simmetrica, riflessiva e
transitiva possedute dalle delle relazioni di equivalenza.
Inoltre le cardinalitd sono in un certo senso "ordinate", nel senso che

possiamo andare a definire la seguente relazione

Definizione 1.2.2. Siano X e Y due insiemi. Diciamo che la cardinalita di
X ¢ minore o uguale a quella di Y, e scriviamo che | X| < |Y|, se esiste una

mappa iniettiva da X a Y.

Questa relazione gode delle proprieta di transitivita e riflessivita delle re-
lazioni d’ordine. La proprieta di antisimmetria, invece, é data dal seguente

teorema (la cui dimostrazione si puo trovare nell’appendice).

11



12 CAPITOLO 1. COMBINATORIA

Teorema 1.2.3 (Teorema di Cantor-Bernstein-Schroder). Siano X e Y due
insiemi. Se | X| <|Y| < |X]|, allora | X| = [Y].

Una classe speciale di insiemi consiste nei cosiddetti insiemi finiti, di cui

diamo la definizione.

Definizione 1.2.4. Sia X un insieme. Diciamo X ¢ finito se esiste un k € N

tale che X e Ny = {1,..., k} sono equicardinali. (Dove abbiamo posto Ny = 0)).

Sorge spontaneo porre come notazione | X | = k. Tuttavia per poter definire

in questo modo la cardinalita di un insieme finito occorre il seguente teorema:

Teorema 1.2.5 (Principio dei Cassetti). Presi due naturali 1 < k < n allora
Nk | < [Np|.

Dimostrazione. Certamente esiste una mappa iniettiva, data dall’identita, da
N a N,,. Volgiamo dimostrare che non puo esistere una bigezione f: N,, — Nj.
Procediamo sempre per induzione.
Se n = 2 allora ogni mappa f: {1,2} — {1} non & banalmente iniettiva.
Posto vero per n > 2, supponiamo che esista f: N1 — N iniettiva.

Consideriamo quindi la restrizione

Flag, .o AL .oon} = {1,k \{f(n+ 1)}

Sia allora la bigezione g: {1,...,k}\{f(n+1)} — Ny_1. Alloragof: N, —
Ni_1 € una mappa iniettiva. Assurdo.

Quindi 'affermazione & vera per ogni n € N. O

Corollario 1.2.6. Sia X wun insieme finito. Allora esso mon pud avere la

stessa cardinalita di un suo sottoinsieme proprio.

Dimostrazione. Sia X un insieme in bigezione con Ny, tramite f: X — Np.
Preso Y C X, esso ¢ in bigezione con f(Y) sottoinsieme proprio di Nj.

Tramite induzione su |Nj \ f(Y)| si pud immediatamente verificare che se

INt \ f(Y)| = h, allora |f(Y)] = |[Ng_p|. Cioé Ni e Ny_p sono in bigezione.

Impossibile per la proposizione precedente. O

Per gli insiemi finiti valgono interessanti proprietd, tra le quali la seguente

utile proposizione

12



1.2. PRIME NOZIONI DI CARDINALITA 13

Proposizione 1.2.7. Siano X e Y due insiemi finiti della stessa cardinalita.
Allora una mappa f: X —'Y ¢& iniettiva se e solo se é suggettiva (se e solo se

¢ bigettiva) .

Dimostrazione. (in.) = (sug.) Se f ¢ iniettiva, allora X & in bigezione con
f(X) sottoinsieme di Y. Inoltre |Y| = |X| = |[f(X)|. Per la proposizione
precedente f(X) =Y e f & suggettiva.

(sug.) = (in.) Se f & suggettiva, allora consideriamo la mappa

g: Yy - X
y—min{zeX|f(x)=y}

Essa ¢ iniettiva, in quanto se g(x1) = g(z2), allora z1 = f(g(z1)) =
flg(x2)) = z2. Quindi | X| = |Y| = |g(Y)| e per la proposizione preceden-
te g(Y) = X. Ma per ogni y € Y, g(y) € f~y}. Quindi affinché valga la
precedente uguaglianza deve essere che per ogni y € Y, |f~{y}| = 1. Cioe

deve valere 'iniettivita di f. O

A questo punto andiamo a considerare il calcolo di alcune cardinalita
fondamentali.

Dati due insiemi X e Y, & interessante considerare la cardinalita del-
I'insieme di funzioni da X a Y. La prossima proposizione ne dimostra la

cardinalita.

Proposizione 1.2.8. Siano X e Y due insiemi finiti. Allora l’insieme
Y¥={f: X >V}

ha cardinalita |Y|1X1.

Dimostrazione. Procediamo per induzione sulla cardinalita di X.
Se | X| = 0, allora X = (). Ed esiste ovviamente un unica funzione f: § — Y
(corrispondente a ) C X x Y).

Posto vero per n > 0, sia X di cardinalita n 4+ 1. Per ogni funzione
f: X=Ar1,....,2p1} =Y

posso considerare fli;, . ..} € yAz1,zn}
Per ipotesi induttiva y{z1,@n} ha cardinalita |Y|". Inoltre ho |Y| scelte

per . 1. Ergo YX ha cardinalita [Y[*Y| = [Y|*+! = [v|IX].

13



14 CAPITOLO 1. COMBINATORIA

Quindi, per il principio di induzione, I’affermazione € valida qualunque sia
la cardinalita di X. O

Se invece vogliamo calcolare la cardinalita dell’insieme delle f € Y iniet-

tive, viene in soccorso il seguente.

Proposizione 1.2.9. Siano X e Y due insiemi finiti di cardinalita n e m
rispettivamente. Posto 1(X,Y) linsieme delle funzioni da X a 'Y iniettive,
allora

se Y] < |X]|

m! se Y] > |X]|

(m—n)!

(X, Y)] =

dove con n! intendiamo il fattoriale
nl=nn-1)...1
posto per convenzione 0! = 1.

Dimostrazione. Se |Y| < n, allora una eventuale mappa iniettiva f: X — Y
darebbe luogo a una bigezione tra X e un sottoinsieme Z di Y. Tuttavia
2] < Y] < |X]|

Se |Y| > n, notiamo innanzitutto che vale la bigezione

V¥ 5 Y"=YV x--xY
f= (f(@1), .., f(zn))

Allora dobbiamo calcolare la cardinalita delle n-uple (y1,...,y,) tale che

Y; # y;j per ogni ¢ # j. Esse sono

m!
Infatti ho m scelte per y1, m — 1 scelte per ys, m — 2 scelte per y3 etc. [

Un tipo particolare di funzioni iniettive sono le cosiddette permutazioni

Definizione 1.2.10. Dato un insieme X, definiamo le permutazioni di X,
indicato con S(X) o Big(X), come l'insieme delle funzioni iniettive da X in
X.

Proposizione 1.2.11. Preso un insieme X, allora S(X) ha cardinalita n!.

Dimostrazione. Immediato dalla proposizione precedente. ]

14



1.2. PRIME NOZIONI DI CARDINALITA 15

Sarebbe naturale introdurre il conteggi delle funzioni suggettive. Tuttavia
é utile passare attraverso lo studio dell’insieme delle parti, la cui esistenza é

un vero e proprio assioma della moderna teoria degli insiemi:

Fatto 1.2.12 (Assioma delle Parti). Dato un insieme X, esiste l’insieme delle

parti, o insieme potenza, di X, costituito da tutti e soli 1 sottoinsiemi di X.

Vorremmo calcolarne la cardinalita. Introduciamo con l’occasione la se-

guente definizione:

Definizione 1.2.13. Sia X un insieme. Una sua partizione ¢ una collezione

di suoi sottoinsiemi {X;};cs tale che
1. Ogni X; é non vuoto.
2. La loro unione ¢é tutto X.
3. Sono a due a due disgiunti, cio¢ X; # X; per ogni i # j € I.

Andiamo quindi a trattare la cardinalita dell’insieme delle parti, enunciata

nella prossima proposizione.

Proposizione 1.2.14. Sia X un insieme finito. Allora il suo insieme delle

parti ha cardinalita 211,

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n = | X]|.

Sen =0, allora X =0 e |P(X)| = |{0} =1.

Posto vero per n > 0, sia X di cardinalita n + 1. Allora X # () ed esiste
e X.

Possiamo quindi considerare la seguente partizione di P(X):
PX)={ACX|zcA}U{ACX |z¢ A} =P UP,

dove con LI abbiamo indicato, e indicheremo d’ora in poi, il fatto che i due
insiemi sono disgiunti.

SiaoraT =X\ {z}. Se A€ P(T),allora ACT C X ex ¢ A. Quindi
A € P,. D’altra parte se A € Py, alloraz ¢ Ae AC X. Quindi A € P(T).

Ergo P(T) = P, e |T| = n. Quindi, per ipotesi induttiva, |Py| = 2".

D’altra parte sia

g: PL — P(T)
A A\ {z}

15



16 CAPITOLO 1. COMBINATORIA

Verifichiamo l'iniettivita e la suggettivita di questa funzione.

(iniettivitd) Se A; # As possiamo supporre, senza perdita di generalita,
che esista un a € A; \ As. Essendo che Ay € Py, allora z € Ay. Quindi z e a
sono differenti.

Allora a appartiene a A; \ {z} = g(A1), ma non appartiene a A \ {z} =
g(A2). Quindi g(A1) e g(Az) sono diversi e g ¢é iniettiva.

(suggettivita) Sia B € P(T). Allora B U {z} appartiene a P;. Inoltre,
essendo che x non appartiene a B, B ¢ immagine di B U {x} tramite g.

Quindi g & una bigezione e |P;| = |P(T)| = |P2|. Quindi |P(X)| = |Pi| +
|Py| = 2n + 27 = 27l = 2], O

1.3 Coefficiente Binomiale

Preso un insieme X, spesso non si é interessati al suo intero insieme delle parti,

ma ai seguenti sottoinsiemi
P(X)={AePX)||A=r}
Essi sono infatti collegati, per definizione, al coefficiente binomiale:

Definizione 1.3.1. Siano n,r naturali. Definiamo il coefficiente binomiale di

(7) = 1m )

Inoltre si pone che sia nullo se n &€ un intero negativo.

n su r come

Grazie alle nostre conoscenze sulle cardinalita possiamo gia affermare le

seguenti uguaglianze

e (") =0 per ognir>n

e (=0 =1

In generale vale perd una formula esatta sul valore del coefficiente bino-

miale, data dal seguente teorema

Teorema 1.3.2. Siano n,k naturali, con k < n. Allora

(1) = o

16



1.3. COEFFICIENTE BINOMIALE 17

Dimostrazione. Notiamo che per ogni A € Py(N,), esso ¢ immagine di una
mappa ¢g: Ny — N, iniettiva. D’altra parte ogni funzione g di questo tipo é
identificata da una k-upla di elementi di N,,. Inoltre h: Ny — N,, ha la stessa
immagine di g se e solo se la relativa k-upla é ottenuta da quella di g tramite
una sua permutazione. Ma S(Ng) = kL

Quindi ogni A € Pi(N,,) é immagine di esattamente k! funzioni iniettive
da N; a N,,. Ergo

K Kl(n—k)

|Py(N,)] = (Z) (N, N,))| al

O

Osserviamo che la dimostrazione procede anche se N,, = X qualunque.
Quindi | P, (X)| non dipende dallinsieme X scelto di cardinalita n.
Inoltre data la definizione del coefficiente binomiale ¢ immediata la prossi-

ma proposizione.

Proposizione 1.3.3. Sia n > 0 naturale. Allora
n
> ()=
r
r=0

Dimostrazione. L'insieme {P,(N,)}o<r<pn formano una partizione di P(N,,).

Ergo

= jpn) = A = (1)

r=0 r=0
O]

Benché I'ultima dimostrazione sfrutti la definizione combinatoria del coef-
ficiente binomiale, spesso € utile poterlo trattare in un modo pii algebrico. Le

formule di riflessione e di Stiffel hanno esattamente questo scopo.

Proposizione 1.3.4 (Formula di Riflessione Binomiale). Siano 0 < r < n

()=

17

naturali. Allora
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Dimostrazione. Consideriamo la mappa

®: P(N,) = Py_n(N,)
A— X\ A

Essa ¢ banalmente ben definita, iniettiva e suggettiva. Ergo |P,(N,)| =

| Pr—r(Ny,)| e abbiamo I'uguaglianza cercata. O

Proposizione 1.3.5 (Formula di Stiffel). Siano 0 < r < n naturali. Allora

(=0 0o

= +

r r r—1

Dimostrazione. Sia z € N,,. Allora possiamo considerare gli insiemi
L={AcP (N, |x¢ A}
M={AecP(N,)|zecA}
T =N, \{z}

e la mappa

®: L — P.(T)
A— A

Come nella proposizione precedente é banalmente ben definita, iniettiva e
suggettiva. Quindi |L| = |P.(T)| = ("_1).

T

D’altra parte sia

W M — Po_y(T)
A A\ {2}

Anche questa mappa ¢ ben definita e biunivoca. Quindi M e P,_1(T)
hanno la stessa cardinalita, pari a (Z:%)
Quindi

(1) ==z = ("7 1)+ (12))

Una applicazione delle suddette formule é la dimostrazione del Binomio di

O

Newton:

18



1.3. COEFFICIENTE BINOMIALE 19

Teorema 1.3.6 (Binomio di Newton). Siano a,b due numeri reali e n natu-

oo =35 (M)

=0 N

rale. Allora

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

(a+b)° = :20:<> a% Iy

Posto vero per n > 0, scriviamo

(a4 b)"™ = (a+0) i (n) a™ Iy

i=0 N

S

=0 §=0

Se n = 0 allora

Per quanto riguarda il primo addendo, vale

n n
Z n i — n "t 4 Z n iy
i=o 0 =1 N
<TL> n—1 n
_ "t 4 Z ( . )anjijrl
0 = j+1
Mentre per il secondo

n n—1
. an7”ﬂ+1:: <.>an”ﬂ+1+_( >bn+1
Z (]) Z J n

j=0 7=0

Ma a questo punto basta usare la formula di Stiffel per ottenere

n+l _ n+1 n n—j1j+1 Y\ n+1

wern = (e [() - )+ ()
n—1

<” + 1) n+1 Z (n + 1) Qv IRt 4 (” + 1) pntl
]_0 j+1 n+1

<n + 1) el Z <” + 1) A" <” + 1) ptl
ot 7 n+1

n+1

Z <n * 1) Qg

=0~ 7

Per il principio di induzione il teorema vale per ogni n naturale. O

19



20 CAPITOLO 1. COMBINATORIA

Una immediata applicazione del binomio di Newton & questa interessante

proprieta:

Proposizione 1.3.7. Sia X un insieme non vuoto, allora possiede in egual

numero sottoinsiemi di cardinalita pari e dispari.

Dimostrazione. Grazie al teorema binomiale sappiamo che, posto n = | X]|,
n /n
0=(1-1)"= Z(—l)ﬂ ( )
i=0 J
Ergo
> ()-20)
j dispari J J

Cio¢

U px)|=| X

j dispari J pari

O]

Concludiamo questa sezione con una utile generalizzazione del coefficien-
te binomiale: il cosiddetto coefficiente multinomiale. Come quello binomiale

diamo prima una definizione insiemistica e poi una formula operativa.

Definizione 1.3.8 (Coefficiente Multinomiale). Siano n,ni,...,n; naturali

tale che ni 4+ - - - + ni = n. Allora indichiamo con

( ; )
nyy...,Ng

il numero di k-uple della forma (X7i,..., X%) tale che
1. {Xi}i=1, k partiziona N,
2. Perognii=1,...,k |X;| =n;

Proposizione 1.3.9. Nelle ipotesi precedenti vale 'uguaglianza

( n > n!
ny,...,Ng nl'nk'

20



1.4. FORMULA DI INCLUSIONE-ESCLUSIONE 21

Dimostrazione. Sia Py, ., (N,) I'insieme di cui vogliamo calcolare la cardi-

nalita. Allora

|Pn1,.--,nk(Nn)’ = Z Z T Z |Pnk (Nn)|

I1CNy, Ingn\Il Ingn\(I1U--~UIk_1)

Hil=n1 |I3|=ng | I |=n4,
AV n—(ny+-+ng_1)
- o . -
B n! (n—mnq)! (n—ng—-—ng_1)!
Congl(n—n)!nal(n —ng —n2)! T ngl(n —ng — - — ng)!
n!
gl ng!
]

1.4 Formula di Inclusione-Esclusione
Consideriamo ora la seguente situazione: presi Aq,..., A, insiemi finiti, quale

¢ la cardinalita della loro unione in funzione delle cardinalita dei A; e delle loro
intersezioni? Per n = 2 ¢ noto essere |A;| + |Aa] — |41 N Az, ma il prossimo

teorema ne fornisce una generalizzazione.

Teorema 1.4.1 (Formula di Inclusione-Esclusione). Siano A, ..., A, insiemi

finiti. Allora anche l'unione lo €& e ha cardinalita

n

U4n|= D (DM 4 (1.2)
=1 I]%F@n kel

Dimostrazione. Sia un qualunque x appartenente all’'unione degli A;. Suppo-
niamo che appartenga a A;, , ..., A;,.. Nella formula (1.2) esso viene conteggiato
un numero di volte pari a
> ()
=1 J

In quanto (;) ¢ il numero di sottoinsiemi di {i1,...,i,} di cardinalita j.
Tuttavia, grazie alla proposizione (1.3.7), e a meno di cambiare tutti i segni,
sappiamo che

- $0()

J=0

21



22 CAPITOLO 1. COMBINATORIA

Ergo

() --u() -

J
Quindi ogni elemento dell'unione viene conteggiato una e una sola volta.
O

Grazie a questo teorema ¢ possibile, per esempio, calcolare la cardinalita

delle funzioni suggettive

Proposizione 1.4.2. Siano X eY due insiemi finiti. Posto S(X,Y) linsieme

delle funzioni suggettive da X a'Y, allora
S0 =S (7) o - iy
j=0 J
con m en le cardinalita di X e Y rispettivamente.

Dimostrazione. SiaY = {y1,...,yn} € siano gli insiemi
Ai={geY¥|y¢gIm(g} i=1,...,n

Innanzitutto & evidente che S(X,Y) = Y \ |J A4;. Inoltre per la formula

di esclusione-inclusione abbiamo

| = Z (=DM

ICN,
40

n

N4

kel

Notiamo ora che per ogni I C N,, non vuoto,

N 4

kel

=H /X =Y \{urtrer Y = (n = 1™

Da cui

= 3 )=

i=1 ICN,
10
Ma a questo punto possiamo riscrivere la sommatoria indicizzata sulla cardina-
lita di j = |I]. Per ogni j =1,...,n abbiamo (7;) sottoinsiemi I di cardinalita
J. Quindi

| =y (”) (n— )™

=1 J

22



1.5. STARS AND BARS & DOUBLE COUNTING 23

Infine

1.5 Stars and Bars & Double Counting

Iniziando trattando due problemi a prima vista innocenti, che pero si rivelano
utili in svariate applicazioni.
Sia n naturale. Quante sono le k-uple naturali che risolvono z1+---+zp =

n? Le prossime due proposizioni rispondono a questa domanda.
Proposizione 1.5.1. Sia n naturale positivo. Allora ’equazione

r1+ -tz =n

ammette (Zj) soluzioni naturalt positive.

Dimostrazione. Sia A l'insieme delle soluzioni e sia N4 l'insieme dei naturali

positivi. Notiamo che sussiste la seguente mappa:
d: A—){(yb...,yk) e N} ‘ yr < - <yk:n}
Y1 =21

Yo = X1 + T2

Ypy =21 +...2, =7
Essa ¢ una bigezione, ammettendo come inversa
U: {(y1,-...y%) ENY ‘ yp<--<yg=n}—A
T1 =W

T2 =Y2 — Y1

Tk =Yk — Yk—1

23



24 CAPITOLO 1. COMBINATORIA

Inoltre il dominio di ¥ ¢ in bigezione con Pj_1(N,_1). Infatti ad ogni suo

elemento (y1, ..., yx) si pud associare il sottoinsieme {yi,...,yr_1}. Viceversa
dato un sottoinsieme {ai,...,ax_1}, esso ammette una unica riordinazione
crescente (a;,,...,a;_,), a cul associamo la k-upla (a;,,...,a;_,,n).

Quindi |A| = [Pe_1(Ny1)| = (321)- O

Proposizione 1.5.2. Sia n naturale positivo. Allora l’equazione

14t =n
ammette (”Zﬁ;l) soluzioni naturals.

Dimostrazione. Sia A I'insieme delle soluzioni. ¢ in bigezione, ponendo z;+1 =

Yi, con l'insieme delle soluzioni in N} dell’equazione
i+ ty=n+k

Per la proposizione precedente sono (”Zf;l) O

Infine proponiamo niente di meno di una proposizione, che tuttavia mostra

I'utile tecnica del double-counting.

Proposizione 1.5.3. Sia n naturale. Allora
- n
k =n2" 1

> k()

k=0
Dimostrazione. Consideriamo il seguente insieme

X = {squadre composte da 1 < k < n persone e con un capitano scelto}
che se vogliamo puo essere formalizzato come
X=NyU{(z,4) |z e N, ACN\ {z},2<k <n}

Possiamo calcolare la cardinalita di X in due modi.
Da una parte possiamo prima scegliere il sottoinsieme di B di N, e poi
scegliere un suo elemento x. Avendo (Z) sottoinsiemi di cardinalita k& e potendo

scegliere per ognuno k capitani, abbiamo la cardinalita
- n
£l
k=0

24



1.5. STARS AND BARS & DOUBLE COUNTING 25

D’altra parte possiamo prima scegliere © € N,,, e poi un sottoinsieme B,

eventualmente vuoto, di Ny, \ {z}. Ergo X ha anche cardinalita
|X| =n2"!

Uguagliando le due espressioni per la cardinalita di X otteniamo il risultato.

O]

25
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CAPITOLO 2

Teoria dei Numeri

2.1 Relazioni d’Ordine

Iniziamo ricordando il concetto di relazione:

Definizione 2.1.1. Sia X # () un insieme. Una relazione su X ¢ un sot-
toinsieme R di X x X. Diciamo che x ~g y, cioé x ¢é in relazione con vy, se
(z,y) € R.

Definizione 2.1.2. Sia X un insieme e R una relazione su X. Diciamo che
R e

1. Riflessiva se per ogni & € X esso ¢ in relazione con se stesso.

2. Simmetrica se per ogni x,y € X, se x é in relazione con y anche y lo &

con x.

3. Antisimmetrica se per ogni x,y € X, se x ¢ in relazione con y e y lo ¢

con zx allora x = y.

4. Transitiva se per ogni x,y,z € X, se x € in relazione con y e y lo é con

z, allora anche x lo & con z.
5. Totale se per ogni z,y € X, x é in relazione con y o y lo & con .

Definizione 2.1.3. Sia X un insieme e R una relazione su X. Diciamo che

R ¢ una relazione di
1. Equivalenza se é riflessiva, simmetrica e transitiva

27



28 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

2. Ordine se é riflessiva, antisimmetrica e transitiva
Data infine una relazione d’ordine, & possibile introdurre i seguenti concetti
Definizione 2.1.4. Sia X un insieme e < una relazione d’ordine su di esso.

1. Un elemento y € X & un maggiorante (risp. minorante) per A C X se

ogni € A & minore (risp. maggiore) di y.

2. Un sottoinsieme A C X ¢ superiormente (risp. inferiormente) limitato

se ammette maggiorante (risp. minorante).

3. Un elemento y € A C X ¢ un elemento massimale (risp. minimale) per

A se, postoxz € Aey <z (risp. y > z), allora x = y.

4. Un elemento y € X & 'estremo superiore (risp. inferiore) per A C X se

¢ il minimo per l'insieme dei maggioranti (risp. minoranti) di A.

5. Un elemento y € A C X ¢ il massimo (risp. minimo) per A se ¢ il suo

estremo superiore (risp. inferiore).

Osserviamo che gli estremi superiori/inferiori non necessitano di esistere.
Per esempio l'insieme dei razionali minori di 7 non ammette estremo superiore

razionale.

2.2 Divisione Euclidea

Passiamo a questo punto lo strumento centrale della teoria dei numeri: la

divisione euclidea.

Teorema 2.2.1 (Teorema del Resto). Per ogni a,b € Z con b # 0, esistono
unici q,v € Z, con 0 < r < |b|, tali che a = bq + r.

Dimostrazione. (Esistenza) b > 0 Sia
X={re€eZ|r=a—-kbkecZ}NN

Essendo che b > 0, allora a + |a|b € X. Quindi X non é vuoto e ammette
minimo 7g.
Essendo che rg appartiene a X, esso ¢ della forma a = qyb + 9. Inoltre se

per assurdo 7 fosse maggiore o uguale a |b| = b, allora rg —b =a — (go + 1)b

28



2.2. DIVISIONE EUCLIDEA 29

sarebbe maggiore o uguale a zero. Da cui rqg — b apparterrebbe a X. Assurdo
per minimalita di rg — b.

b < 0 In questo caso, per il punto precedente, esistono qo,79 < —b = |b|
tale che a = qo(—b) +ro = (—q0)b + 7.

(Unicita) Supponiamo che esistano q1,71 e go,72 tale che a = ¢1b+ 11 =
q2b + ro. Supponiamo senza perdita di generalita che 71 sia maggiore o uguale

arg. Allora |ry —ro| =71 —ro e
b| >7r1 >7r1—r2= (g2 — q1)b
Se g2 # q1, allora dalla precedente disuguaglianza otterremmo che
b] > r1 — 712 = |r1 — 12| = g1 — q2|[b] > [b]
Quindi g1 = g2 e 11 = 7o. ]
Grazie all’'unicita della divisione euclidea, ha senso la definizione:

Definizione 2.2.2. Siano a,b interi con b # 0. Diciamo che b divide a, e
scriviamo che b | a, se esiste un intero ¢ tale che a = ¢b. Viceversa a ¢ un

multiplo di b.
Proposizione 2.2.3. La divisibilita é una relazione d’ordine su N .

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che se prendiamo z,y € Ny tale che
Yy = gx con ¢ intero, allora ¢ € Ny. Infatti se fosse negativo anche y lo
dovrebbe essere.

La relazione ¢ banalmente riflessiva. Infatti per ogni € N4, z = 1z.
Quindi z | z.

Presiz,y € Ny taleche z | y ey | z, scriviamo y = qx = ghy con ¢, h € N.
Ergol=qheq=h=1.

Presi x,y, z € N4 tale che y = gz, z = hy, allora z = hqr e z | 2. - ]

Con queste definizioni possiamo dare una definizione assiomatica del mas-

simo comune divisore e minimo comune multiplo:

Definizione 2.2.4 (Massimo Comune Divisore). Siano m,n interi non en-

trambi nulli. Un intero d non nullo & un massimo comune divisore se
1. d divide sia a che b

29



30 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

2. Per ogni c che divide sia a che b, allora ¢ divide d.

Definizione 2.2.5 (Minimo Comune Multiplo). Siano m,n interi non nulli.

Un intero d non nullo ¢ un minimo comune multiplo se
1. d & un multiplo sia di a che di b
2. Per ogni ¢ multiplo sia di a che b, allora ¢ ¢ un multiplo di d.

Osserviamo che se a,b € N, le definizioni si possono porre nel seguente
modo: un loro massimo comune divisore ¢ un estremo inferiore di {a, b}, mentre
il minimo comune multiplo ne é un estremo superiore.

A questo punto andiamo a dimostrare 'effettiva esistenza e unicita del

massimo comune divisore.

Teorema 2.2.6. Siano a,b € Z non entrambi nulli. Allora ammettono un

massimo comune divisore. Inoltre & unico a meno del segno.

Dimostrazione. (Unicita) Siano dp,ds due massimi comuni divisori. Allora

d2|a,d2’b:>d1|d2
d1|a,d1]b:>d2|d1

Quindi d; = ghds con q,h € Z e gh = 1. Cio implica che g = h =1 o
qg=h=—1. Cio¢ di = +d>.

(Esistenza) Sia X = { ax + by | z,y € Z } NN,. Allora supponiamo, senza
perdita di generalita, che a # 0.

Per (z,y) = (a,0), ax + by appartiene a X che quindi non ¢ vuoto. Er-
go ammette minimo d, che vogliamo dimostrare essere un massimo comune
divisore.

Sia a = gd + r tramite divisione euclidea. Allora, ponendo d = axg + byg,
otteniamo

0<r=a—qd=a(l - qxo) + b(—qyo)

Quindi r < d appartiene a X. Ergo, per minimalita, r = 0 e ¢ | a. Analoga-
mente ¢q | b.
Sia ¢ € Z che divide sia a che b. Allora, ponendo a = ca; e b = cby, vale la

scrittura d = axg + byg = c(ar1xo + b1yo). Ergo ¢ divide d. O

Osserviamo che abbiamo dimostrato, in verita, anche una famosa ugua-

glianza:
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2.2. DIVISIONE EUCLIDEA 31

Teorema 2.2.7 (Uguaglianza di Bezout). Siano a,b non entrambi nulli e
sia d un loro massimo comune divisore. Allora esistono xg,yo interi tale che

d = xpa + yob.

Dimostrazione. Essendo che i massimi comuni divisori coincidono al meno del
segno, d = =£d’, con d' il massimo comune divisore identificato nel teore-
ma precedente. Allora, prendendo xg,yo del teorema precedente, d = +d =
+xga + Lyob. O

Quindi abbiamo dimostrato I'esistenza del massimo comune divisore e 1i-
dentita di Bezout. Tuttavia per ora non abbiamo un metodo costruttivo o
algoritmico per la sua costruzione. Si potrebbe dimostrare che il massimo
comune divisore, e il minimo comune multiplo, coincidono che quelli calcola-
bili tramite la scomposizione in primi. Tuttavia, oltre a essere un operazione
onerosa, € spesso eccessiva. Per esempio se a divide b, allora il loro massimo
comune divisore é b, indipendentemente dalla loro scomposizione in fattori pri-
mi. Questo fa pensare che ci possa essere un metodo che non si appoggia ad
essa.

La soluzione arriva da un algoritmo che prende il nome da Euclide. L’intero

algoritmo si bassa su questa osservazione:

Lemma 2.2.8. Siano a, b interi non entrambi nulli. Allora preso k € Z, vale

luguaglianza

(a,b) = (a,b+ ka)

dove abbiamo indicato, e indicheremo, con (a,b) il loro massimo comune divi-

sore.

Dimostrazione. Sia d = (a,b).
Certamente d | b+ ka.

Inoltre se ¢ divide sia a che b+ka, allora deve dividere anche (b+ka)—ka =
b. Quindi ¢ divide d.

Ergo d ¢ il massimo comune divisore di (a, b + ka). O

Siamo pronti per enunciare il nostro algoritmo.
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32 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

Teorema 2.2.9 (Algoritmo di Euclide). Siano a,b due naturali con b # 0.

Sia inoltre la successione (ry, qy) definita come

Tn = Qn+2Tn+1 + Tn+2

Allora l’algoritmo termina, cioé esiste un N < 1 tale che rny = 0. Inoltre
rN_1 € il massimo comune divisore tra a e b e ricostruendo le divisioni euclidee

sono trovabili i coefficienti di Bezout.

Dimostrazione. (Termina) La successione {r, } ¢ una successione di numeri na-
turali strettamente decrescente. Se per assurdo ogni 7, fosse positivo, potrem-
mo ripetere l'algoritmo indefinitivamente. In particolare, posto 7y il minimo
tra gli r,,, allora rj11 sarebbe strettamente minore 7. Assurdo per minimalita.

Per i punti successivi procediamo per induzione su N.

Se N =1, allora g = b dovrebbe essere il massimo comune divisore tra a
e b. Infatti a = ¢16 + 0 é diviso da b.

Inoltre abbiamo i coefficienti di Bezout: b = 0a + 1b.

Se N > 1, allora algoritmo per (b,r1) termina in N — 1 passi. Quindi per
ipotesi induttiva ry_1 = (b,71) = (bya — ¢1b) = (b,a). Inoltre supponendo
ry = zo(a — q1b) + yob, allora ry = xoa + (yo — q120)d. d

Esempio. Calcoliamo il massimo comune divisore tra 64 e 14 tramite 1’algo-

ritmo di Euclide. Iniziamo eseguendo le divisioni successive

64=4%14+38

14=1%x8+6
8=1%6+2
6=1%x2+0

Ergo (64, 14) = 2. Inoltre per calcolare i coefficienti di Bezout sostituiamo
allindietro i resti delle divisioni:
2=8-1%6
=8—1%(14—1%8)=—-1%14+2x%8
=—1%144+2%(64—4%14) =2%64+ (—9) 14
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2.3 Equazioni Diofantee Lineari

Dati a, b interi non entrambi nulli e d un loro massimo comune divisore, sap-
piamo che 'equazione ax 4+ by = d ammette soluzioni intere. Questo é un

classico esempio di equazione diofantea

Definizione 2.3.1. Una equazione diofantea é una equazione a coefficienti

interi, di cui si cercano soluzioni intere.

In generale le equazioni diofantee sono equazioni estremamente difficili da
risolvere. Basti pensare che il problema di Fermat, dimostrato solo nel 1994,
ne é un esempio. Di fatto le uniche equazioni di cui si ha un semplice metodo

risolutivo sono le equazioni lineare che andremo a trattare.

Definizione 2.3.2. Una equazione diofantea lineare é della forma ax+by = ¢,

con a, b, c interi e a, b non entrambi nulli.
Iniziamo trattando 1’esistenza delle soluzioni con il seguente teorema:

Teorema 2.3.3. Sia un’equazione diofantea lineare ax + by = c. Allora

ammette soluzione se e solo se d = (a,b) divide c.

Dimostrazione. (=) Se I'equazione ammette una soluzione (zg,yp), poniamo
a=ayd e b=db;. Quindi ¢ = axg + byy = d(a1xo + b1yo). Quindi d divide c.

(<) Se d divide ¢, allora per I'identita di Bezout esistono xg,yo tali che
axg + byo = d. Ponendo ¢ = md, allora a(mzg) + b(myg) = ¢ e 'equazione

ammette soluzione. O

Corollario 2.3.4. Dati due interi a,b non entrambi nulli, essi sono coprimi,

cioe (a,b) =1, se e solo se l’equazione diofantea ax+by = 1 ammette soluzione.
Dimostrazione. Immediata conseguenza del teorema precedente. O

Corollario 2.3.5. Dati a,b due interi non entrambi nulli, poniamo d un loro

massimo comune divisore. Posto aid = a e byd = b, allora a1,b; sono coprimia.

Dimostrazione. Sappiamo che per qualche xg, yg vale 'uguaglianza di Bezout
d = axg + byg. Dividendo per d otteniamo 1 = ajzg + b1yg. Cioé ay,b; sono

coprimi. O

33



34 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

A questo punto dobbiamo costruire le nostre soluzioni. Il prossimo teorema

permette di semplificare il problema:
Teorema 2.3.6. Sia un’equazione diofantea lineare
ar +by =c (2.1)
E sia l’'omogenea associata
ax+by=20

Allora tutte e sole le soluzioni di (2.1) si ottengono traslando le soluzioni

dell’omogenea di una soluzione particolare.

Dimostrazione. Sia (xg,yo) una soluzione particolare di (2.1). Allora presa
(«',y') una soluzione dell’omogenea, (xo + 2’,y0 + ¢) ¢ ancora una soluzione
di (2.1). Infatti

a(zo+ ') +blyo + y') = axo + by + az’ + by’ = ¢

Viceversa sia (2/,y’) soluzione di (2.1). Allora (2 — xo,3’ — yo) € una

soluzione dell’omogenea. Infatti
a(z’ —z0) +b(y —yo) =c—c=0
O

Ci siamo quindi ricondotti al caso ¢ = 0. Per risolverlo consideriamo il

seguente lemma:

Lemma 2.3.7. Siano a, b interi non entrambi nulli. Se un intero m divide ab

ed & coprimo con a, esso divide b.

Dimostrazione. Se (a,m) = 1, allora esistono z,y tale che mx 4+ ay = 1. Ergo
esistono x,y tale che bmx + bay = b. Ma ab = km. Ergo amz +kmy =bem
divide b. O

Corollario 2.3.8. Siano a,b,m interi non nulli tale a, b sono coprimi e

dividono m. Allora anche ab divide m.

Dimostrazione. Poniamo m = ax. Essendo che b divide m ed é coprimo con a,
allora b divide z per il lemma precedente. Quindi z = by e m = aby. Quindi
ab divide m. O
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Con questo lemma anche le equazioni diofantee lineare omogenee sono

risolte

Teorema 2.3.9. Sia una equazione diofantea omogenea ax+by = 0. Poniamo
d = (a,b) e a =aid e b= bib. Allora le soluzioni dell’equazioni sono tutte e

sole le coppie della forma
S={(z,y) = (-bik,ark) |k €Z}

Dimostrazione. Certamente presa una coppia (x,y) € S, essa é soluzione.
Infatti

ax + by = abik — bark = a1dbik — bida k =0

D’altra parte sia (z,y) soluzione dell’omogenea. Allora ax = —by e a1z =
—b1y. Cio¢ a1 divide —byy tramite .
Quindi, per il lemma precedente, essendo a; e by coprimi, a; deve dividere

y. Quindi y = a1k con k intero. Allora a1z = —bja1k e x = —b1k. ]
A questo punto possiamo rispondere al teorema iniziale:

Teorema 2.3.10. Sia un’equazione diofantea lineare ax + by = c. Posto
d = (a,b), Uequazione ammette soluzione se e solo se d divide c. In tal caso
siano a = a1d, b = bid. Allora le soluzioni sono tutte e sole le coppie della

forma
r=x9+ bk
Yy =1yo—ark

con k € Z e (xg,y0) una soluzione particolare (data per esempio dall’identita

di Bezout riscalando i coefficienti).

Dimostrazione. Dalle proposizioni 2.3.6 e 2.3.9 otteniamo la tesi (dove abbia-

mo potuto cambiare i segni di k essendo intero). O

Esempio. Sia I’equazione

64z + 1y = 8

Come visto nell’esercizio precedente, (64,14) = 2 che divide ¢ = 8. Quindi

I’equazione ammette soluzione.
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Inoltre a; = 32, by = 7 e abbiamo gia trovato i coefficienti di Bezout
(2,—9). Essendo che ¢/2 = 4, sappiamo che possiamo prendere (xg,y0) =
(4% 2,4 % (—9)). Quindi le soluzioni sono

r=8+Tk
y = —36 — 32k

con k intero.

2.4 Primi e Irriducibili

Andiamo ora a definire i concetti di primo e irriducibile. Concetti per ora
riguardanti solo i numeri interi, ma che verranno ripresi quando tratteremo gli

anelli.

Definizione 2.4.1 (Intero Irriducibile). Sia p # —1,1,0 intero. Dico che p ¢
irriducibile se, posto p = zy, allora x = £1 o y = +1.

Definizione 2.4.2 (Intero Primo). Sia p # —1, 1,0 intero. Dico che p ¢ primo
se per ogni a,b € Z tale che p divide ab, allora p divide a o divide b.

Andiamo a capire la loro relazione. Un interessante fatto é il seguente, che

vale anche in anelli che non siano Z.
Teorema 2.4.3. Sia p € Z primo. Allora é irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo che p si scomponga come p = xy. Allora p divide
se stesso, cioé divide xy. Quindi, essendo primo, deve dividere x o y. Senza
perdita di generalitd supponiamo che p divida . FErgo x = kx con k intero.
Quindi otteniamo p = kpy e 1 = ky. Ma gli unici elementi invertibili in Z sono
+1. Quindi x = £1. O

L’implicazione opposta vale invece in anelli particolari, tra cui quello degli

interi, detti cosiddetti anelli a fattorizzazione unica.
Teorema 2.4.4. Sia p € Z irriducibile. Allora & primo.

Dimostrazione. Supponiamo che p divida ab. Se p divide a, allora ci siamo.
Supponiamo invece che p non divida a. Allora prendiamo (p,a) = d > 0.
Essendo p irriducibile, allora d =1 o d = p. Non potendo p dividere a, allora

d = 1. Possiamo usare il lemma 2.3.7 per affermare che p divide b. O
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Come dice il seguente teorema, i numeri primi formano gli "atomi" che

costituiscono tutti i numeri interi.

Teorema 2.4.5 (Teorema Fondamentale dell’Aritmetica). Ogni numero na-
turale maggrore o uguale a 2 o € primo o si scompone come prodotto di prims.

Inoltre la scrittura é unica a meno del segno dei fattori (e a meno dell’ordine).

Dimostrazione. (Esistenza) Procediamo per induzione forte.

Se n = 2, allora esso é primo.

Posto n > 2 tale che valga l'ipotesi induttiva, allora o esso ¢ primo, o esso
si scrive come prodotto n = Im con [,m maggiori di 1 e minori di n. Per

ipotesi induttiva essi si scrivono come prodotto di primi

n

1=1]p m=]]a
j=1

i=1

da cui
n m
n=tm=In]ls
i=1 =1

Quindi n si scrive come prodotto di primi.

Quindi per il principio di induzione forte ogni naturale maggiore di 1
verifica I’affermazione.

(Unicita) Procediamo per induzione debole sul minimo delle lunghezze
fattorizzazione esistenti.

Se n = 1, sia & che ammette una fattorizzazione di lunghezza 1. Allora
x = p1. Inoltre sia un’altra fattorizzazione q ...q = p1.

Ogni ¢; divide p;. Essendo p1, ¢; primi/irriducibili, allora ¢; = up; con
pw==x1. Ergol=puqgs...q.

Ma ¢; sono primi, quindi diversi da 1. Allora r = 1 e le due fattorizzazioni
sono uguali al meno del segno.

Posto vero per n > 1, sia x che ammette una fattorizzazione di lunghezza
n + 1. Poniamo z = pj...pp4+1 € sia ¢ ...q, un’altra fattorizzazione di x.
Allora p; divide qj . ..q,; essendo p; primo esso divide un certo ¢;. Quindi
¢ = pp1 con p = £1.

Senza perdita di generalita possiamo supporre che ¢ = 1. Allora

P2.--Pnt+1 = HG2-.-Gr
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La prima é una fattorizzazione lunga n primi, quindi per ipotesi induttiva
r=n+4 1 e i fattori coincidono a meno del segno.
Quindi anche p; ...pp11,91 - - - ¢ hanno fattori coincidenti a meno del se-

gno. O

Grazie all’unicita del teorema fondamentale dell’aritmetica & possibile di-

mostrare il seguente fatto, provato per la primo volta da Eulero:
Teorema 2.4.6. Esistono infiniti numeri primsi.

Dimostrazione. Innanzitutto 2 ¢ un numero primo.
Siano poi p1,...,pr numeri primi naturali e sia N =p;...pr +1 > 1. Per
il teorema fondamentale ammette un divisore primo p. Tuttavia se per assurdo

p = p;, allora p divide N — p;...pr = 1. Assurdo. ]

In veritd questo algoritmo produce raramente numeri primi. Anzi piu i
numeri crescono pit questo fenomeno é raro. Inoltre posto P = {p1,...,px},

allora

, #{k € N; | k <n,k ha solo fattori primi in P }
im =

n—-+o00 n

0

Dei primi particolari sono i cosiddetti primi di Mersenne e primi di Fermat.

Incominciamo dai primi:

Teorema 2.4.7 (Primi di Mersenne). Sia un intero positivo della forma p =
a™—1 conn > 1. Se esso & primo dispari, allora a =2 en é primo, e p viene

detto Primo di Mersenne.

Dimostrazione. Essendo p dispari, allora a deve essere pari. Inoltre se n si

scomponesse come 1 = be con b, ¢ > 1, allora p non sarebbe primo. Infatti
p=d"—1=a*-1=(@"—1)A+a’+a®+... a7V
Inoltre vale la scomposizione
a"—1=(a—1)(a+---+a")
che é banale, essendo a > 1, se e solo se a = 2. ]
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L’importanza dei primi di Mersenne risiede nel fatto che verificare la prima-
litd di un numero di Mersenne & piu facile rispetto che ad un numero generico.
Non a caso i numeri primi pit grandi finora conosciuti sono primi di Mersen-
ne. Va detto che non tutti i numeri di Mersenne sono primi. Per esempio
My =21 — 1 =2047 = 23 % 89.

Invece numeri che sono, quasi ingiustamente, chiamati primi sono i cosid-

detti Primi di Fermat:

Teorema 2.4.8 (Primi di Fermat). Sia p = 2" + 1 un numero primo, con

n > 1. Allora n é una potenza di due e p é un Primo di Fermat.
Dimostrazione. Se n é dispari maggiore di 1, allora vale la scomposizione
M +1=02+1)2" - 41)=32"1—... 4 1)

Se in generale esistesse un dispari d maggiore di 1 che divide n, comunque

vale la scomposizione

M 4] = ((2n/d)d +1)= (2n/d + 1)((2n/d)d—1 )
Quindi n é una potenza di 2. ]
In generale, posto F}, = 22" 41, solo F1, ..., Fy si sono rivelati essere primi.

Fermat calcolo solo questi e congetturd che anche gli altri lo fossero. In verita
oggi si crede che anche se Fi,...,F; non fossero gli unici primi di Fermat,
comunque i primi di Fermat sarebbero in un numero finito. Infine, a differenza
dei primi di Mersenne, oggi conosciamo la fattorizzazione di pochi primi di
Fermat, solo fino a F}y, vista la loro crescita esponenziale. In ogni caso, grazie
a varie tecniche, si pud comunque affermare che per esempio F3329780 ha un

divisore primo pari a 193 % 23329781 _ 1

2.5 Classi di Resto

Se la divisione euclidea ¢ lo strumento fondamentale per la teoria dei numeri,
le classi di resto ne sono l'oggetto principale. Iniziamo con la definizione di

congruenza in modulo:

Definizione 2.5.1. Siano a, b, n due interi con n > 2. Diciamo che a é congruo

a b modulo n, e scriviamo a = b (mod n), se n divide b — a.
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40 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

Proposizione 2.5.2. La congruenza in modulo n ¢ una relazione di equiva-

lenza.

Dimostrazione. Certamente a = a (mod n), in quanto n divide 0 = a — a.

Se a = b (mod n), allora b —a = kn. Quindi a —b = (—=k)ne b = a
(mod n).

Sea=b (mod n)eb=c (mod n), allorab—a =kn e c—b = hn. Quindi

c—a=c—b+b—a=(h+k)nea=c (modn). O

Diamo ora delle caratterizzazioni equivalenti di congruenza, che ci saranno

utili in seguito:
Proposizione 2.5.3. Siano a,b,n interi con n > 2. Sono fatti equivalenti:
1. n divide b — a,
2. esiste un k intero tale che b — a = kn,
3. {nk + alrez = {nh + b}nrez,
4. a e b hanno lo stesso resto della divisione per n.

Dimostrazione. (1.) = (2.) Ovvio.
(2.) = (3.) Sia z € {nk + a}rez. Allora

z=mnko+a=nko+b+kn=n(ko+k)+bec{nh+blrez

Quindi {nk + a}rez C {nh + b}rez e per simmetria vale 'uguaglianza.

(3.) = (4.) Posto ry il resto della divisione di b per n, sappiamo che r}, €
{nh +btrez = {nk + atrez.

Quindi 1, = a + nky e a = —kgn + rp. Per unicita della divisione euclidea,
r, € il resto della divisione di a per n.

(4)=(1.)Sea=kmn+reb=kn+r. Allorab—a= (ky —ks)nen
divide b — a. O

Come ogni relazione di equivalenza ¢ possibile parlare di classi di equiva-

lenza, che pero, grazie al teorema precedente, assumono una precisa forma.
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Definizione 2.5.4. Sia n > 2 intero e sia a intero. La sua classi di resto, o di
congruenza, modulo n é la sua classe di equivalenza per la congruenza modulo

n. Per la proposizione precedente equivale a
a=lal={a+kn|kel}
Inoltre indichiamo con Z/nZ 'insieme di tutte le classi di equivalenza.

Proposizione 2.5.5. Sia n > 2 intero. Allora Z/nZ = {[0],...,[n —1]} e ha

cardinalita n.

Dimostrazione. Sia a intero e poniamo r come il resto della divisione di a per

n. Allora r = a — kn & congruo ad a modulo n ed é compreso tra 0 e n — 1.
D’altra parte presi 1 < a,b < n — 1, allora essi coincidono con i resti

delle rispettive divisioni per n. Quindi se sono congruenti per la proposizione

precedente sono uguali. O

Notiamo ora le operazioni di somma e prodotto su Z tendono a "compor-

tarsi bene" con la congruenza modulo n. Vale infatti il seguente:

Proposizione 2.5.6. Siano a,b, c,d, m,n interi con m,n > 2. Allora valgono

le sequenti affermazioni
1. Sea=b (mod n) e c=d (mod n) allora a+c=b+d (mod n).
2. Sea=b (mod n) ec=d (mod n) allora ac = bd (mod n).
3. Sea=b (mod n) ea=b (mod m) allora a =b (mod [m,n]).
4. Sea=0b (mod n) allora (a,n) = (b,n).
5. Sea=b (mod n) e m divide n allora a =b (mod m).
6. Se a=b (mod n) allora ka = kb (mod kn) per ogni intero k.
7. Sera=rb (mod n) con r intero, allora a =b (mod n/(n,r))
8. ra=rb (mod n) se e solo se a =b (mod n/(n,r)).

In particolare la proprieta di cancellazione vale per r,n coprimi.
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42 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

Dimostrazione. (1.) Se a =b+knec=d+hn alloraa+c=>b+d+ (k+h)n.
(2.) Sea=0b+ kn e c=d+ hn allora ac = bd + (bh + ck + khn)n.
(3.) Se m e n dividono b — a, allora [m,n| divide b — a.
(4.) Poste le divisioni euclidee a = k,n + 1 e b = kyn + r, allora possiamo

applicare il lemma 2.2.8 per affermare
(a,n) = (a — gan,n) = (r,n) = (b — gyn,n) = (b,n)

(5.) Ovvio.

(6.) Se a = kn + b, allora ha = k(hn) + hb.

(7.) Se ra = rb (mod n), allora n divide rb—ra = r(b—a). Quindi n/(n,r)
divide (r/(n,r))(b — a).

Essendo n/(n,r) e r/(n,r) coprimi, allora n/(n,r) divide (b — a). Quindi
a="b (mod n/(n,r)).

(8.) Una freccia ¢ il punto precedente. D’altra parte se a e b sono congrui
modulo n/(n,r), allora per il punto 6 ra = rb (mod rn/(n,r)). Ma rn/(n,r)

¢ un multiplo di n, quindi per il punto 5 ra = rb (mod n). ]

2.6 Congruenze Lineari

Passiamo ora alla risoluzioni di congruenze. Partendo dal caso pitt semplice,

una congruenza lineare é una equazione della forma
ar =b (mod n)

con a,b,n interi e n > 2.
Come é tipico nel caso di problemi lineari, essa ammette un algoritmo

risolutivo.

Teorema 2.6.1. Siano a,b,n interi con n > 2. Allora la congruenza lineare
ax = b (mod n) ammette soluzione se e solo se d = (a,n) divide b. In tal caso

le soluzioni sono tutti e soli gli interi x tali che

xzxo—i—%s (mod n) 0<s<d-1

con xg una soluzione particolare.

Dimostrazione. Un intero z soddisfa ’equazione se e solo se esiste un intero

k. tale che ax — kyn = b. Quindi le soluzioni della congruenza sono tutti
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e soli gli interi z, tale che (x,k,;) & soluzione dell’equazione diofantea lineare
ar — kyn =b.

Quindi la congruenza ha soluzioni se e solo se (a,n) divide b. In tal caso
gli x soluzione sono, in base al teorema 2.3.10,

x:$o+gt kel

Sia adesso t = hd + 1 con 0 < r < d. Allora se x é come sopra

x:xo+%(hd+r):xo—i-hn—l—%rzxo—i-%r (mod n)

Quindi possiamo riscrivere nel seguente modo le soluzioni:
n
xzxo%—gs (mod n) 0<s<d-1
O

Notiamo che il teorema aveva lo scopo di scrivere le soluzioni con lo stesso
moduli della congruenza originaria. Nel caso questo non fosse richiesto, é
possibile risolvere le congruenze lineari in modo pit agile, come vediamo nel

seguente esempio.

Esempio. Sia la congruenza 8¢ = 6 (mod 18). Allora (8,42) = 2, quindi
la congruenza ammette forma equivalente 4z = 3 (mod 9). A questo punto
notiamo che 4 x 7 = 28 = 1 (mod 9). Inoltre 7 & coprimo con 9. Quindi la

congruenza ¢ equivalente a 7 4x =73 (mod 9), cioé¢ z =21 =3 (mod 9).

Nell’esempio abbiamo trovato 'inverso moltiplicativo di 4 modulo 9. Ne

approfittiamo per definire questa quantita:

Definizione 2.6.2. Siano a,n interi con n > 2, allora ¢ ammette un inverso

moltiplicativo modulo n se esiste un intero b tale che ab =1 (mod n).
Dal teorema precedente risulta evidente il seguente importante risultato

Proposizione 2.6.3. Siano a,n interi con n > 2. Allora a ammette un

inverso moltiplicativo modulo n se e solo se (a,n) = 1.

Dimostrazione. Cercare I'inverso moltiplicativo di a equivale a risolvere la con-
gruenza ax = 1 (mod n), che sappiamo ammettere soluzioni se e solo se (a,n)

divide 1, cio¢ se e solo se (a,n) = 1. O
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Con questa nozione possiamo generalizzare il procedimento dell’esempio
precedente.

Sia una congruenza lineare ax = b (mod n). Se (a,n) non divide b, allora
la congruenza non ammette soluzione.

Altrimenti possiamo passare alla congruenza equivalente
azx/(a,n) =b/(a,n) (mod n/(a,n))

A questo questo punto sappiamo che a/(a,n) e n/(a,n) sono coprimi. Ergo
a/(a,n) ammette un’inverso moltiplicativo d, anch’esso coprimo con n/(a,n).

Ergo possiamo passare alla congruenza equivalente

(da/(a,n))zr =db (mod n/(a,n)) < x=db (modn/(a,n))

2.7 Sistemi di Congruenze

Ora che abbiamo capito come risolvere le congruenze lineari, passiamo a risol-

vere 1 sistemi della forma

ajx =b;  (mod my)
azxr = by (mod my)
Per quanto osservato prima se esiste un i tale che (a;, m;) non divide b;,
allora la relativa congruenza e l'intero sistema non ammettono soluzione.

Altrimenti possiamo risolvere le singole congruenze e supporre, senza per-

dita di generalita, che il sistema sia della forma

T

a (mod m)

b (mod n)

x
La prossima proposizione ne da la soluzione

Teorema 2.7.1. Sia il sistema lineare precedente. Allora esso ammette solu-
zione se e solo se (m,n) divide b — a. In tal caso le soluzioni sono tutti e soli

gli interi della forma
r=a+kon (mod [m,n])
con (ko, ho) una soluzione particolare di b — a = mk — nh.
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Dimostrazione. Risolvere il sistema ¢é equivalente a cercare le terne (z,k,h)
soluzioni di

r=a+kn
r=b+hm
Che ¢ equivalente, posto z = a+kn, a cercare le soluzioni (k, h) di a+kn =
b+ hm, cioé di nk —mh =10—a.
Come sappiamo questa é una equazione diofantea lineare, che ammette

soluzione se e solo se (—m,n) = (m,n) divide b — a. E in tal caso le soluzioni

Sono
h=ho+ =

(m,n)

Ergo gli interi x che risolvono il sistema sono tutti e i soli della forma

r=a-+ k0+L n=a+ kon + [m,n|t
(m, n)t
cioe
r=a+kon (mod [m,n])
O

Questo metodo, oltre a essere estremamente macchinoso, non ¢ facilmen-
te estendibile al caso di un sistema con pitl equazioni lineari.

estendibile a sistemi della forma

Cioé non &

(= a;  (mod my)

x=ay (mod my)

xr=a, (modm,)

In questo caso viene d’aiuto il Teorema Cinese del Resto, che perd ha

bisogno di questi lemmi che dimostriamo una volta per tutte:

Lemma 2.7.2. Siano a, m,n interi non nulli. Allora valgono i sequenti:
1. (a,mn) =1 se e solo se (a,m) =1 e (a,n) =1.
2. Sem en sono coprimi, allora (a,mn) = (a,m)(a,n).
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Dimostrazione. (1.,=) Gli interi (a,n) e (a, m) dividono sia a che mn, quindi
devono dividere (a,mn) = 1. Quindi (a,m) = (a,n) = 1.

(1.,«<) Sia d = (a,mn) e supponiamo, per assurdo, che possegga un fattore
primo p. Dividendo mn, p deve dividere m o n. Quindi dovrebbe dividere
(a,m) =1 o (a,n) = 1 rispettivamente. Assurdo. Quindi d = 1.

(2.) Innanzitutto vogliamo affermare che preso ¢ divisore di mn, allora
¢ = (¢,m)(c,n). Infatti (¢,m) e (¢,n) dividono entrambi c. Inoltre, essendo
m,n coprimi, devono esserlo anche (a,m) e (a,n) per il punto precedente.
Quindi per il lemma 2.3.8 ¢ ¢ diviso dal loro prodotto. Poniamo quindi ¢ =
k(c,n)(e,m).

L’intero k divide mn e supponiamo che possegga un fattore primo p. Allora
p divide mn. Supponiamo, senza perdita di generalitd, che divida m. Allo
stesso modo anche (¢, m) divide m. Quindi entrambi, per il punto precedente,
sSono come m coprimi con n.

Allora lo ¢ anche il loro prodotto p(c,m). Inoltre esso divide mn. Quindi
p(e,m) divide m. Tuttavia p(c, m) non divide (¢,m). Assurdo per definizione
di massimo comune divisore.

Dimostrato questo fatto preliminare, dimostriamo che (a,m)(a,n) ¢ un
massimo comune divisore di mn e a.

Come abbiamo notato in precedenza, (a,m) e (a,n) sono coprimi dividenti
a. Quindi il loro prodotto divide a. Inoltre divide banalmente mn.

Sia ¢ che divide a e mn. Per il fatto preliminare possiamo porre ¢ =
(¢,m)(c,n).

Consideriamo l'intero (¢, m). Esso divide sia m sia ¢, che a sua volta divide
a. Quindi (¢, m) divide (a,m). Allo stesso modo (¢, n) divide (a,n). Quindi ¢
divide (a,m)(a,n). O

A questo punto possiamo enunciare il nostro teorema:

Teorema 2.7.3 (Teorema Cinese del Resto - I Forma). Sia un sistema di

congruenze lineare della forma

(2 = a; (mod my)
x=az (mod mg)
x=a, (modmy)
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con a; interi due a due coprimi e m; interi maggiori di 1. Allora il sistema

ammette un’unica soluzione modulo my ... m,,.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Se n = 1, allora il sistema ¢ una congruenza lineare = a; (mod my).
Essendo che (1,m1) = 1 divide a1, allora il sistema ammette un unica soluzione
modulo my/(1,m1) = my.

Posta lipotesi induttiva per n — 1 > 1, sia il sistema

r=a; (modmy)

8
Il

as  (mod mo)

(2 =a, (mod my,)

Consideriamo allora il sottosistema I'

x=az (mod my)

x=a, (modmy)

I fattori sono due a due coprimi, quindi I' ammette, per ipotesi induttiva,
un’unica soluzione z = z¢ (mod msg...m,). Quindi il sistema originario &
equivalente a

x=a; (mod mq)
x=x9 (mod msg...my)

Essendo che m; € coprimo con m; per ogni 2 < ¢ < n, per il lemma
precedente € anche coprimo con il loro prodotto. Inoltre questo € un sistema a

due equazioni, che ha soluzione unica modulo [my,ms...my] = mima...my,.

O]

Il teorema cinese del resto non fornisce una formula esplicita per la so-
luzione. Tuttavia é utile per affermare I'unicita della soluzione trovata, per

contemplazione, per n > 3.
Esempio. Sia il sistema

4r =6 (mod 18)
3r=4 (mod 5)
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Procediamo innanzitutto a normalizzare il sistema. Essendo che (3,5) =1,
3 ammette un inverso modulo 5. Infatti 2«3 =6 =1 (mod 5). Quindi abbiamo
il sistema equivalente
4r =6 (mod 18)
r=8=3 (mod5)

Per quanto riguarda la prima congruenza dividiamo innanzitutto per il

massimo comune divisore (4, 18) = 2,
2r =3 (mod 9)
x=3 (mod 5)
per poi andare a invertire 2 tramite 5, i suo inverso modulo 9.
r=15=6 (mod9)
x=3 (mod 5)

A questo punto, grazie al teorema cinese del resto, sappiamo che ammette
un’unica soluzione modulo 9 x5 = 45. O per contemplazione notiamo che 33
funziona, oppure tramite il metodo descritto ad inizio sezione. Nel secondo

caso andiamo a scrivere l’equazione diofantea associata:
6+9=3+bh = 9k —5h=-3

Troviamo una soluzione quindi tramite ’algoritmo di Euclide:

9=1x%(-5)+4
—5=(-2)%x4+3

4=1%3+1

3=3x1+0

Il risultato é concorde con la primalita di 5 e 9. Inoltre

1=4—1%3
=4—1%(-5+42*4)=—-1x%(-5)—1x4
= 1% (=5)—1%(9—1%(=5))=—1%9—2x%(—5)

Quindi (ko, ho) = (3,6) e la soluzione del sistema, scritta in modulo 45, ¢
r=6+3%9=33 (mod 45)
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L’ipotesi di coprimalita dei modulo ¢ essenziale per 'applicazione del teo-
rema cinese del resto. Presentiamo ora un esempio in cui la sua applicazione

non €& possibile
Esempio. Sia il sistema di congruenze lineari
r =141 (mod 73)

x =20 (mod 10)
x=20 (mod 7)

La prima e la terza equazione implicano rispettivamente
r=141=1 (mod 7)
r=20=-1 (mod7)

che ¢ ovviamente un sistema impossibile.

Diamo adesso un interessante metodo per la risoluzione di sistemi di due
congruenze lineari, che non necessita del passaggio all’equazione di Bezout

associata.

Proposizione 2.7.4. Siano x1 e x2 soluzioni, modulo mims, dei sistemi di

congruenze
1 =1 (mod my) 22 =0 (mod my)
1 =0 (mod my) 2 =1 (mod ma)

Allora per ogni coppia di interi (a,b), lintero axy~+bxy é soluzione, modulo
mimse, del sistema

x=a (mod my)

x=b (mod mg)

Dimostrazione. Essendo che x1 e x5 risolvono le relative congruenze, allora
ar1+bro=ax1+bx0=a (mod my)
ari +bra=a*x0+bx1=0 (mod ma)

O

Questo metodo semplifica il lavoro, in quanto & relativamente facile trovare

una soluzione intuitiva dei sistemi relativi a x1 e xs.
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Esempio. Sia il sistema

x =7 (mod 13)
z =11 (mod 27)

Allora consideriamo 1 sistemi associati

r1=1 (mod 13) Q. 22 =0 (mod 13)

I :
z1 =0 (mod 27) zo =1 (mod 27)

Il sistema I' ammette soluzione xz; = 27 (mod 13 % 27), mentre Q) ammet-
te soluzione x = —26 (mod 13 % 27). Quindi il sistema originario ammette

soluzione, unica per TCR, pari a
r=T%27—11%26=-97 =254 (mod 351)

Chiudiamo questa sezione con una simpatica applicazione del teorema

cinese del resto:
Proposizione 2.7.5. Sia n > 1 intero. Allora valgono i sequenti:
1. esistono n interi consecutivi non primi,
2. esistono n interi consecutivi non primi e arbitrariamente grandi

3. esistono n interi consecutivi non potenze perfette, cioé non della forma

a’ con b maggiore di 1, arbitrariamente grandi.

Dimostrazione. (1.) I seguenti numeri:

(4142, (n+ 1)1 +3,... (n+ 1)+ n+1)

sono rispettivamente divisibili da e maggiori di 2,3, ...,n+1. Quindi non sono
primi.
(2.) Sia M > 1. Per infinita dei numeri primi esistono pi, ..., p, primi. Sia

quindi il sistema

z=0 (mod p1)

Il
o

r+1 (mod po)

x4+ (n—1)=0 (mod py,)
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Per il TCR esiste una soluzione (unica) modulo p; ...p,. A questo punto
basta prendere x soluzione maggiore di M e p; ... p,. In questo modo i singoli
x + 1 sono maggiori di M e p;. Quindi sono non primi maggiori di M.

(3.) Per questo punto osserviamo un fatto generale: se k ¢ un intero congruo
a p modulo p? con p primo, allora non puo essere potenza perfetta.

Infatti se k = p (mod p?), allora z = p = 0 (mod p). Se per assurdo
k = ab, allora p divide a’, quindi divide a per primalita. Essendo b maggiore
di 1, questo implica che p? divide k e p=k =0 (mod p?). Assurdo in quanto
p <p

Detto questo é immediato che, posto

(

T=p (mod p?)
r+1=p (mod p3)

(z+(n—1)=py (mod p2)

allora la soluzione modulo p; ...p,, data da TCR, fornisce la soluzione al

problema. Inoltre come prima pud essere resa arbitrariamente grande. O

2.8 Congruenze di Grado Superiore

Analizziamo ora congruenze oltre quelle lineari. Per esse non ¢’¢ un metodo
generale, per lo piu la risoluzione si basa sul raccoglimento e le proprieta dei
primi.

Fondamentale & questa osservazione:

Proposizione 2.8.1. Siano due interi a,b e sia p primo. Se ab=0 (mod p),

allora a =0 (mod p) 0 b=0 (mod p).

Dimostrazione. Se ab =0 (mod p), allora p divide ab. Per primalita p divide

a 0 b. Da cui la tesi. O
Possiamo quindi gia affermare un importante risultato:

Teorema 2.8.2. Sia una congruenza di secondo grado ax*+bx+c =0 (mod p)

con a # 0 e p primo. Allora o essa non ammette alcuna soluzione modulo p,
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oppure ne ammette al massimo 2 legate da

T =—x0—a b (mod p)

1 = X0 (mod p)
Dimostrazione. Siano xg,x1 due soluzioni della nostra equazione. Allora

a(z? — %) +b(zg — 1) =0 (mod p)
a(xo+ z1)(zo — x1) + b(xg — 1) =0 (mod p)
(xog — 1) [a(zo + 1) + 0] =0 (mod p)

Quindi 0 1 = g (mod p) oppure a(xg+x1)+b =0 (mod p). Nel secondo
caso

r1=—x9—a 'b (mod p)

O

Se p non ¢ primo questo non é vero, per esempio 2 = 1 (mod 8) ha
soluzioni x = 1,3,5,7 (mod 8).

Partendo dall’esempio, risolviamo 'equazione z? =

(mod 1) in generale:

Teorema 2.8.3. Sia n > 2 intero. Allora, posto n = 2%p7* .. .pzk, l’equazione

22 =1 (mod n) ha y(a)2F soluzioni, con

1 a=0,1
yla)=92 a=
4 a>3
Dimostrazione. Risolviamo innanzitutto 22 = 1 (mod p*) con p primo.

(p =2,k =1). In questo caso abbiamo unica soluzione z =1 (mod 2).

(p = 2,k > 2) Notiamo innanzitutto che se (z + 1)(z — 1) = 0 (mod 2%),
allora 28! deve dividere uno dei due membri. Infatti (z+1,2—1) = (z+1,2).
Quindi x + 1 e £ — 1 possono al pitl avere un fattore 2 in comune. Ma allora
se 2F divide il loro prodotto, pué solo essere che 2¥~! divida uno dei due (a
questo punto la parita dell’altro ¢ automatica).

Quindi le soluzioni sono x = 1 (mod 2*~1), cioe
r=1,2""1-12"141 -1 (mod 2"
che sono 2 soluzioni distinte se k = 2 e 4 soluzioni distinte per k > 3.
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(p > 2) Essendo che (z+ 1,2 —1) = (z+1,2), allora i fattoriz +1 ez — 1
non possono avere fattori p in comune. Quindi se p* divide (z+1)(x —1), esso

deve dividere x +1 0z — 1.
Quindi 2 = +1 (mod p)

A questo punto presa la congruenza 22 = 1 (mod n), essa é equivalente al
sistema
r2=1 (mod 2%)
22=1 (mod pi')
z2=1 (mod pg*)
che da il risultato. O

2.9 Operazioni su Z/nZ

L’insieme Z/nZ non ¢ un semplice insieme di classi, ma ha qualcosa in piu.
Infatti ci dara il primo esempio di anello, di gruppo e, qualche volta, di campo.
Iniziamo subito con questa osservazione: su Z sono definite due operazioni,

somma e prodotto, che si possono portare al quoziente:

Teorema 2.9.1. Siano due classi [a], [b] in Z/nZ. Definiamo la loro somma

e prodotto come

[a] + [b] = [a + 0]

Queste operazioni sono ben definite.

Dimostrazione. Dobbiamo verificare che il risultato non dipende dal rappre-
sentante scelto. Presi [a] = [a + kn], [b] = [b+ hn], allora

la+kn)+b+hn]=la+kn+b+hn]=[a+b+ (k+h)n] = |a+ D
[a + kn|[b+ hn] = [(a + kn)(b+ hn)] = [ab + (bk + ah + khn)n] = [ab]

O

Queste operazioni godono di importanti proprieta, portate dalle proprieta
delle operazioni su Z.

Per la somma:
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1. é associativa,
2. ammette elemento neutro [0],,
3. ogni elemento [a] ammette un inverso [—al,
4. ¢ commutativa
Mentre per il prodotto:
1. ¢é associativo,
2. ammette elemento inverso [1],,
3. € commutativo
4. distribuisce rispetto alla somma,

Cioé Z/nZ munito della somma ¢ un gruppo abeliano, mentre munito di
somma e prodotto & un anello commutativo con identita.

Per quanto riguarda il prodotto, non & detto che ogni elemento di Z/nZ
abbia un inverso moltiplicativo. Tuttavia sappiamo che [a] € Z/nZ ammette
un inverso moltiplicativo se e solo se (a,n) = 1. Questa relazione non dipende
dal rappresentante scelto, in quanto (a,n) = (a + kn,n).

Inoltre se [a],[b] ammettono inverso, allora a,b, ¢ quindi ab, sono coprimi

con n. Quindi ab ammette inverso. Quindi se definiamo
Z/nZ* ={[a] € Z/nZ | [a] invertibile },
allora abbiamo una mappa ben definita
Z/nZ* X Z/nZ* — Z/nZ*

(la], [b]) = [a][b]

Quindi possiamo tranquillamente dire il seguente:

Proposizione 2.9.2. Sian > 2 intero. Allora Z/nZ*, munito con il prodotto,

e un gruppo abeliano. Inoltre se n = p é primo, allora Z/pZ & un campo.

Dimostrazione. (1.) Le proprieta del prodotto le conosciamo. L’unico control-
lo, fatto precedentemente, é che il prodotto di due elementi di Z/nZ* stia in
Z|nZ*.
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(2.) Per ogni [a] € Z/pZ non nullo, (a,p) = 1. Quindi ogni elemento non
nullo ¢ invertibile, cioé Z/pZ oltre ad essere anello commutativo con identita

¢ un campo. ]
Diamo ora unna nuova versione del teorema cinese del resto:

Teorema 2.9.3 (Teorema Cinese del Resto - II Forma). Siano m,n > 2 interi.
Allora la mappa
O: Z/mnZ — Z/mZ x 7/nZ
[almn = ([a]m. [a]n)
é ben definita, ed é bigettiva se e solo se m e n sono coprimi.
Dimostrazione. Innanzitutto se a e b sono equivalenti modulo mn, allora lo
sono anche modulo m e n. Quindi ® é ben definita.

(<) Preso ([x]m, [y]n) € Z/MZXZ/nZ, allora trovare una sua preimmagine

significa risolvere il seguente sistema modulo mn:

a=2x (modm)

a=y (mod n)

I numeri m e n sono coprimi, quindi il sistema ammette soluzione grazie
alla prima forma del TCR.
Quindi @ é suggettiva, ed € anche iniettiva grazie alle equicardinalita finita
di Z/mnZ e Z/mZ x Z/nZ.
(=) Se (m,n) =d > 1, allora il seguente sistema:
x=0 (mod m)
x=1 (mod n)
non ha soluzione, in quanto (m,n) = d non divide 1 — 0 = 1. Quindi ® non &

suggettiva. [
Corollario 2.9.4. Se (m,n) =1 allora la sequente mappa
O*: Z/mnZ* — Z/mZ* X 7/nZ*
[a]mn = ([a]m, [a]n)

¢ ben definita e bigettiva.
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Dimostrazione. Grazie al teorema precedente é sufficiente vedere la buona de-
finizione di ®* e della sua inversa. Tuttavia questo ¢ immediato, in quanto
[a]mn € invertibile se e solo se a e mn sono coprimi. Questo & equivalente a

chiedere che a sia coprimo con m e n, cioé che [a},, e [a], siano invertibili. [

2.10 Funzioni Aritmetiche

Legate ai scomposizioni in fattori primi esistono tutta una serie di funzio-
ni con dominio nei naturali, dette funzioni aritmetiche, legate alle proprieta

aritmetiche dell’argomento. Fondamentali sono queste definizioni:
Definizione 2.10.1. Sia f: Ny — C funzione aritmetica. Essa si dice
1. Additiva, se per ogni m,n coprimi f(mn) = f(m)+ f(n).
2. Completamente Additiva, se per ogni m,n f(mn) = f(m)+ f(n).
3. Moltiplicativa, se per ogni m,n coprimi f(mn) = f(m)f(n).
4. Completamente Additiva, se per ogni m,n f(mn) = f(m)f(n).
Un primo esempio ¢ il seguente:

Definizione 2.10.2. Sia n € N;. Definiamo 7(n) come il numero di divisori

in Ny di n.

Teorema 2.10.3. Sia n € Ny. Allora, posto n = p$' ...p.* con p; distinti,

k

r(n) = [J(ei+1)

i=1

Dimostrazione. Se n = 1, allora ha senso porre e; = 0 per ogni i. Quindi
7(1) =1 ¢ in accordo con la formula.
Supponiamo n > 1. Vogliamo dimostrare che i divisori di n sono tutti e

soli 1 numeri interi della forma
d:P1l-~P§k 0< fi<e

che da il risultato.

Da una parte, data la scelta degli f;, questi sono certamente divisori di n.
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D’altra parte sia d divisore di n in N;. Scomponiamo d in divisori primi

ponendo d = q{l . q,fr con ¢; distinti. Essendo d divisori vale

pit . :n:dm:qfl...qum
Per il teorema fondamentale dell’algebra la fattorizzazione € unica, quindi
{q1,---a} S {p1,-..,pr}- Se poi ammettiamo che f; possano essere nulli vale
I'uguaglianza. Quindi r = k e, a meno dell’ordine, p; = ¢;. Ma per poter valere

I'uguaglianza deve essere 0 < f; < e;. O
Per quanto la moltiplicativita/additivita di 7(n) vale

Teorema 2.10.4. La funzione 7(n) é moltiplicativa, ma non completamente

moltiplicativa.

Dimostrazione. Siano m,n numeri interi positivi coprimi. Allora possiamo

porre

m=p{t...pk
nzq{l...q,{h

con {¢;,p;} tutti distinti. Quindi mn ammette fattorizzazione con fattori
primi distinti: mn = p* ... pk q{l .. .q}:h.

Ergo
k h

r(mn) = [(es + 1) [[(fi + 1) = r(m)r(n)

i=1 j=1
D’altra parte 7 non ¢ completamente moltiplicativa. Infatti sia m,n = 2.
Allora 7(2%2) =7(4) =3 #4 =7(2)7(2). O

Un’altra funzione aritmetica importante é la cosiddetta funzione p-adica.

Definizione 2.10.5. Sia n € Ny e sia p primo. Definisco la valutazione p-
adica di n, indicata con wv,(n), come la massima potenza di p che divide n.
Cioé, sfruttando il teorema fondamentale dell’aritmetica, se n si scompone in

primi come n = p“g, con (p,q) =1, allora vy(n) = a.

Teorema 2.10.6. La valutazione p-adica é completamente additiva.
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Dimostrazione. Siano m,n naturali positivi. Se v,(m) = «, vp(m) = B, allora

m = p*k (k,p)=1
n:pﬂh (h,p) =1

Quindi mn = p**Pkh e (p,kh) = 1. Quindi v,(mn) = a + B = v,(m) +
vp(n). O

Interessante ¢ il calcolo di vy(n!). Infatti vale la seguente proposizione:

Proposizione 2.10.7 (Identita di Legendre - de Polignac). Sian € N4, Allora

=23

k=1

dove con || denotiamo la parte intera inferiore di x, cioé il pit grande intero

minore o uguale a x.

Dimostrazione. Sia un certo numero k compreso tra n e 1. Allora v, (k) = h se
e solo se 2", e non 2"t divide k. Quindi se consideriamo la fattorizzazione di
n!, essa presenta un fattore p per ogni multiplo di p in {1,...,n}, un ulteriore

fattore p per ogni multiplo di p? etc. Quindi

n

vp<n!>=2vp<k>=i#{1fd§”\pk'd}:mm
k=1

k=1

La terza funzione di cui parliamo ¢é la seguente:

Definizione 2.10.8. Sia n € N,;. Definiamo o(n) come la somma delle

potenze k-esime dei divisori positivi di n incluso 1 e n.
Diamo la formula esplicita con questo teorema:

Teorema 2.10.9. La funzione oy & moltiplicativa. Inoltre sen = 1, op(n) = 1.

Altrimenti se n = p7* ... p*

k pl(ei+1)k‘ o 1
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Dimostrazione. Siano (a,b) = 1. Come abbiamo gia visto nel lemma 2.7.2, per
ogni d divisore di ab, d si scompone come d = (d,a)(d,b).

Abbiamo quindi una bigezione

{divisori di ab} — {divisori di a} x {divisori di b}
d— ((a,d), (b,d))

con inversa

{divisori di a} x {divisori di b} — {divisori di ab}
(di,d2) — did

Quindi possiamo scrivere

op(ab) = d" =" (didy)*

d|ab dila da|b
= df Y d5 = on(a)ow(b)
dila dal|b

A questo punto possiamo considerare n = p{' ... p*

or(n) = ox(pi* ... pp%) = ow(pi') ... o(p¥)
k (ei—i-l)k

k e ' (
IR

i=1 j=0 i=0

1
pF—1

Nella prossima sezione vederemo una tra le funzioni aritmetiche pitt impor-

tanti: la ¢ di Eulero.

2.11 La ¢ di Eulero

Definizione 2.11.1. Sian > 1 intero. Indichiamo con ¢(n) il numero di interi
1 < k < n coprimi con n. Equivalentemente, per n > 1, é la cardinalita di
Z/nZ*.

Come le altre funzioni aritmetiche ¢ importante avere una formula quasi

esplicita. Il prossimo teorema la da:
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Teorema 2.11.2. La ¢ di Fulero é moltiplicativa. Inoltre se n = 1, allora

@(n) =1, altrimenti se n = pi* ...p*, allora

k
o(n) =[] — Dpf~!
i=1
Dimostrazione. Ovviamente ¢(1) = 1.

Siano m,n interi coprimi. Se uno di due ¢ 1, allora banalmente p(mn) =
w(m)p(n). Altrimenti, grazie al corollario 2.9.4 sappiamo che Z/mnZ* e
Z/mZ* x Z/nZ* hanno la stessa cardinalitd. Quindi p(mn) = p(m)p(n).

Avendo dimostrato che ¢ é moltiplicativa, basta calcolarla per una potenza
di un primo n = p°.

In questo caso sia 1 < m < n non coprimo con n. Allora n deve contenere
p, I'unico fattore di n. Quindi m ¢ della forma m = pd, con 1 < d < p¢~ L.

Cioé abbiamo p°*

o(n) =p*—pt=(p-1)p! O

interi tra 1 e n non coprimi con n. Quindi otteniamo

Questa funzione gioca un ruolo fondamentale per i prossimi teoremi che
andremo a dimostrare: il Piccolo Teorema di Fermat e il Teorema di Eulero.

Per dimostrarli dobbiamo passare perd per questo risultato:

Teorema 2.11.3 (Teorema del Binomio Ingenuo). Sia p primo. Allora per

ogni coppia di interi x,y vale
(z+y)P =a”+y” (mod p)

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che per ogni intero 1 < ¢ < p—1, p
divide (]f) Infatti

P\__ P

i il(p —10)!

e p divide il numeratore ma non il denominatore. Essendo p primo, esso deve
dividere il rapporto.

Quindi
P
p . .
p_ By P—t — P | 4P
(x+y) Z<Z>xy =2zP +y” (mod p)
=0
Enunciamo quindi il primo importante teorema:
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Teorema 2.11.4 (Piccolo Teorema di Fermat). Sia p primo e x intero. Allora

2P =z (mod p)

Dimostrazione. (x > 0) Dimostriamolo per induzione su z.
Per x = 0, allora 0P = 0, quindi sono in particolar modo congruenti.

Sia ora x > 0 per cui vale l'ipotesi induttiva. Allora
(x+1)P=aP+1P=2+1 (mod p)

(z < 0) In questo caso —z > 0. Quindi (—x)? = —x (mod p).

Se p > 2, allora (—z)? = —2P, da cui la tesi.

Se p =2, allora 22 = (—2)? = —z = 2 (mod p) O

Corollario 2.11.5. Sia p primo e x intero coprimo con p. Allora

P71 =1 (mod p)

Dimostrazione. Essendo x coprimo con p, allora Z ammette un inverso in
Z/pZ*. Quindi

O]

Corollario 2.11.6. Sia p primo e x intero coprimo con p. Allora T ammelte
P2 come inverso in Z/pZ*.
Dimostrazione. Per verifica diretta

P2z =7zr"1=1

O]

E se p non fosse primo? La risposta viene dalla generalizzazione del piccolo

teorema di Fermat, il teorema di Eulero:

Teorema 2.11.7 (Teorema di Eulero). Siano x,m interi con m > 2. Se sono
coprimi, allora

29 =1 (mod m)
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Dimostrazione. Sia la mappa
O: Z/mL* — Z/mL*
at— ax

Questa mappa ¢ iniettiva. Infatti se a1 = a», allora

Quindi ® ¢ una mappa iniettiva tra insiemi finiti equicardinali. Allora ¢

suggettiva e possiamo scrivere
Z/mZ* = {zay,... ,i’@w(m)}

da cui

5
2

m
H za; = 2°Me

Infine ¢ é un elemento di Z / mZ*, quindi

(rll
1 :]

P = gemee !l =gt =1

Riguardo alla ¢ di Eulero proponiamo due esercizi interessanti:

Esercizio. Troviamo tutti gli interi n > 1 tali che ¢(n) = 2/5n. Sicuramente

, . . . el €k .
1 non & soluzione. Quindi scomponendo n come p7'...p,* possiamo porre

2_o(m)_(m-1...(on=1 _ <1—1>...<1—1>

5 n P1-.-Dk D1 Dk

Cio¢ abbiamo 1'uguaglianza
2p1...pe =51 —1)...(pk — 1)

Senza perdita di generalitd possiamo supporre che p; < - -+ < pg. Quindi
dalla precedente uguaglianza otteniamo che py = 5.

Quindi sostituendo 5 otteniamo
2p1. . .pe =51 —1)... (pr—1 — 1)4
pro--pr=5(p1—1)... (pp—1 —1)2
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Quindi il membro sinistro é pari, da cui p; = 2. Ergo

p2-pk =51 —1)...(pk—1—1)

Questa espressione é chiaramente impossibile, a meno che n non abbia

come soli divisori primi 2 e 5. Quindi n = 2%5%, con a,b > 1.

Esercizio. Consideriamo le funzioni aritmetiche ¢(n) e 7(n). Preso un natu-

rale n positivo, allora i seguenti insiemi

D={keN,|k|n}

P={keN,|(kn)=1}
hanno {1} come unica intersezione. Ergo |D| U |P| vale al piu n + 1, cioé
on)+7(n) <n-+1.

D’altra parte ci si potrebbe chiedere quando vale 'uguaglianza. Per un

primo p, vale o(p) =p—1e 7(p) = 2. Quindi ¢(p) + 7(p) = p+ 1. Vogliamo
dimostrare che non ci sono altre soluzioni a parte n = 1,4.

Sia n una soluzione diversa da 1 e consideriamo p; il suo piit piccolo divisore

primo. Allora
(n,n —p1) = (n,p1) =
Quindi n — p1 non & coprimo con n. Deve essere quindi un suo divisore.
Allora n — p; ¢é al piu n/2, cioé p; ¢ almeno n/2. Da cui

n=pi'...p" <2pm

E quindi

e1—1

Py <2

Questa cosa € possibile solo se e — 1 < 1, r = 1. Quindi o n = p; primo,
on=2%=4.
2.12 Congruenze Esponenziali
Andiamo ora a risolvere congruenze esponenziali, cioé della forma
a®*=b (mod m)

Per procedere dobbiamo prima introdurre un concetto, che riprenderemo

appena inizieremo con i gruppi:
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Definizione 2.12.1. Siano m, a interi coprimi, con m > 2. Definiamo ’ordine

moltiplicativo di @ in Z/mZ* come
o(a):min{k>0‘ak51 (modm)}
dove 'insieme non & vuoto in quanto vi appartiene ¢(m).

L’ordine moltiplicativo é essenziale per risolvere le congruenze esponenziali,

come le seguenti:

Teorema 2.12.2. Siano m,a interi coprimi, con m > 2. Allora la soluzione
di

a®*=1 (mod m)

x=0 (mod o(a))
Dimostrazione. Certamente se z & diviso da o(a), allora x = o(a)k e
a® = (@ =1"=1 (mod m)

D’altra parte sia x un intero tale che a® = 1 (mod m). Allora se lo

dividiamo per o(a), ponendo x = ko(a) + r, abbiamo

ko(a)+r — (ao(a))k r_—_ T

1=a"=a a”"=a" (mod m)

Quindi 0 0 < 7 < o(a), ma in tal caso violerebbe la minimalita di o(a),

oppure r = 0, cio¢ o(a) divide x. O

Notiamo che questo teorema, a differenza dei precedenti, non da una for-
mula risolutiva. Sappiamo si che 'ordine di a & minore o uguale a p(m), perd
c¢’é modo di sapere quale sia. Quella che stiamo facendo ¢ sostanzialmente il
calcolo di un logaritmo modulo m, un operazione che per m elevati diventa
computazionalmente impossibile.

Tuttavia sappiamo almeno che la congruenza ammette soluzione. Per

congruenze piu generali cio é falso:

Teorema 2.12.3. Siano a,b, m interi conm > 2 e (a,m) = 1 e sia la sequente
congruenza esponenziale:

a®*=b (mod m)
Se essa ammette soluzione xg, linsieme di tutte le soluzioni é dato da

x=xz9 (mod o(a))
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Dimostrazione. Essendo che a € Z/mZ*, anche b vi appartiene essendo un suo
prodotto. Quindi indicando con a~*° 'inverso di a*°, abbiamo

T xg

a®*=a" (mod m)<a® ™ =1 (modm)&xz—290=0 (mod o(a))

O

Diamo ora qualche esempio di congruenza esponenziale:
Esempio. Risolviamo il sistema
22 =1 (mod 3)
2=1 (mod 5)
22 =1 (mod 7)
Andiamo a calcolare gli ordini di 2 modulo 3,
2! =2 (mod 3)
22=4=1 (mod 3)
modulo 5,
2! =2 (mod 5)
22 =4 (mod 5)
22=8=3 (mod 5)
2=6=1 (mod 5)
e modulo 7
21 =2 (mod 7)
22=4 (mod 7)
22=8=1 (mod7)

Quindi abbiamo il sistema equivalente

0 (mod 2)
0 (mod 4)
0 (mod 3)

X
T
T

La prima equazione € superflua essendoci la seconda. Quindi otteniamo
z=0 (mod4

)
=0 (mod 3)
Che ammette soluzione, unica per TCR, 2 =0 (mod 12).
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Esempio. Risolviamo ora 2* = 23 (mod 105). Scomponendo 105 in fattori
primi otteniamo, per TCR, il sistema equivalente

22=23=2 (mod 3)

22 =23=3 (mod 5)

22=23=2 (modT7)

Riguardando i conti precedenti osserviamo che 2 = 2! (mod 3), 3 = 23
(mod 5), 2 = 2! (mod 7). Ergo

z=1 (mod 2)
x=3 (mod4)
x=1 (mod 3)

Essendo che (4,2) = 2 divide 3 — 1 = 2, il sottosistema costituito dalle
prime due equazioni ammette soluzione unica modulo [4,2] = 4. Ergo abbiamo
il sistema equivalente

x=3 (mod4)
z=1 (mod 3)

Quindi abbiamo soluzione, unica per TCR, pari a x =7 (mod 12).

2.13 Idem- e Nilpotenti

Ora che i fatti fondamentali sono stati spiegati, le prossime sezioni riguarde-
ranno argomenti marginali o comunque secondari. Ho fatto del mio meglio per
raggrupparli in base alle lezioni effettuate. La sezione finale "Miscellanea" ha
esattamente lo scopo di raggruppare esercizi o risultati a se stanti.

Iniziamo col primo argomento di questa sezione: i nilpotenti.

Definizione 2.13.1. Sia m > 2 intero. Allora un elemento z di Z/mZ si dice

idempotente se 22 = 2 (mod m).

Teorema 2.13.2. Se m = pi* .. .pzk, allora gli elementi T idempotenti sono

2k tutti e sole le soluzioni di:

z=1,0 (mod p{")

r=1,0 (mod pr*)
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Dimostrazione. L’equazione
z* =z (mod m)
si puo disaccoppiare, per TCR, nel sistema

r?=x (mod p{')

562

z  (mod pi*)

A questo punto consideriamo una singola congruenza x? = z (mod p{’),
riscrivibile come

z(x—1)=0 (mod p{’) (2.2)

Notiamo che z e x — 1 non possono avere contemporaneamente un fattore
primo in comune, in quanto (z,z —1) = (1, — 1) = 1. Quindi se p;’ divide
xz(x — 1), allora deve dividere z o x — 1.

Quindi la congruenza (2.2) ammette uniche soluzione z = 0,1 (mod p5*).

Cioé abbiamo il sistema

z=1,0 (mod p{')

r=1,0 (mod p*)

Ognuna delle 2* scelte da un’unica soluzione modulo m. Infine le soluzioni
sono distinte, in quanto se x; e x2 sono congruenti modulo m, allora lo sono

modulo p;* per ogni . O
Affrontati gli idempotenti passiamo ai nilpotenti:

Definizione 2.13.3. Sia m > 2 intero. Allora un elemento Z di Z/mZ si dice

idempotente se esiste un intero positivo k tale che 2% = 0 (mod m).

Teorema 2.13.4. Se m = p{' ...p*, allora gli elementi nilpotenti di Z/mZ

sono tutti e soli gli T tale che x =0 (mod py ...pg).

Dimostrazione. (=) Se T ¢ nilpotente, allora esiste un k intero positivo tale

che ¥ = 0 (mod m). In particolare 2"

é nullo modulo p; per ogni . Quindi
p; divide zF. Cioé p; divide  per ogni i. Allora per TCR z ¢ nullo modulo

p1-..Pk-
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68 CAPITOLO 2. TEORIA DEI NUMERI

(<) Se = ¢ nullo modulo p; ...pg, sia k = maz{ey,...,e;}. Allora

2= (p1...pph)* =mr=0 (mod m)

2.14 Quadrati Modulo p

Iniziamo introducendo definitivamente le notazioni che useremo per quan-
to riguarda inversi e potenze modulo m. Innanzitutto preso un intero a,

indicheremo con 1/a o piu semplicemente 1/a, 'inverso di [a] modulo m.

Inoltre se a, k sono interi, con k positivo, abbiamo definito [a]* come [a*].

Abbiamo anche definito [a]™* come l'inverso di [a]*.

Allora, posta a una classe modulo m e k un intero, valgono proprieta

familiari:
1. 1/a-1/b=1/ab
2. a7 =(a"H¥ e (1/a)F = 1/d*
3. a/b+c/d= (ad+ bc)/bd
A questo punto possiamo iniziare, col concetto di quadrati modulo m:

Definizione 2.14.1. Sia m > 2 intero. Un intero a ¢ un quadrato modulo m

se esiste un Z in Z/mZ tale che 7% = a.
Fondamentale per la teoria dei quadrati € il simbolo di Legendre

Definizione 2.14.2 (Simbolo di Legendre). Sia p primo dispari e sia a un

intero. Definiamo i simbolo di Legendre come
0 pdivide a
a
<> =41 a & un quadrato modulo p

—1 a non é un quadrato modulo p

Il calcolo dei simboli di Legendre non é operazione semplice. In generale

aiutano il criterio di Eulero

(£) = ani

p
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e la legge di reciprocita quadratica:

(p) = <q> (—1)1%1(1%1 p, q primi dispari

q p

che per ora non dimostreremo.
Tuttavia possiamo gia affermare questa implicazione (I’altra ce l'avremo

col criterio sopramenzionato)

Teorema 2.14.3. Sia p primo dispari. Se p é congruo a 3 modulo 4 allora

) =1
p
Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esiste un intero z tale che

22=—-1 (mod p)

L’intero —1 & coprimo con p, quindi anche z. Ergo é definibile ’ordine molti-
plicativo di z modulo p.
Non puo essere né 1 né 2, in quanto avremmo 22> = 1 # — 1 (mod p).

4 =1 (mod p). Quindi, grazie a quello che abbiamo notato sulle

Tuttavia z
congruenze esponenziali, deve essere che o(z) divide 4. Quindi o(z) = 4.
Tuttavia 2#®) = 1 (mod p). Quindi 4 divide p(p) = p — 1 e p & congruo a

1 modulo 4. Assurdo. O

L’esistenze di quadrati ¢ fondamentale per la risoluzione delle congruenze

di secondo grado:
Teorema 2.14.4. Sia p primo dispari e sia la congruenza di secondo grado
ar’ +br+c=0 (mod p)

Allora la congruenza ammette soluzione se e solo se A = b> — dac & un
quadrato modulo p. E in tal caso le soluzioni sono
-b+ VA
2a
Dimostrazione. Notiamo innanzitutto che p é dispari e a ¢ non nullo modulo

T = (mod p)

p. Quindi a e 2 sono invertibili in Z/pZ. Allora

ar’+br+c=0 (modp) <

2a 4a?2 a
b\? b —dac
<:E + 2a> =1 (mod p)
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Notiamo che 4a? ¢ ovviamente un quadrato. Quindi il membro destro &
un quadrato modulo p se e solo se lo & b> — 4ac = A. Quindi la congruenza
ammette soluzione se e solo se A ¢ un quadrato modulo p.

In tal caso sia VA una sua radice. Avendo ogni equazione quadratica
modulo p al pitt due soluzioni, A ammette al pit due radici pari a £v/A.
Quindi

b VA

331,24-% ~ 2

b+ VA
a

(mod p) &

T1o = oa (mod p)

2.15 Miscellanea

In questa ultima sezione raccolgo un insieme di fatti non rientranti in sezioni

particolari, esercizi per cui non era possibile dedicare un’apposita sezione etc.

Esercizio. Consideriamo 'insieme delle cosiddette frazioni di Farey, indiciz-

zato sui naturali positivi e definito come
Fa={qeQl0<q¢<1,g=a/bb|<n}

Per esempio F3, se ordiniamo le frazioni, é dato da
Fo{lll1z1a20 1)
1'5°4°3'5°2°5°3°4°5"1

le frazioni di Farey hanno interessanti proprieta. Quella che vedremo in
questo esercizio é la seguente: date due frazioni consecutive e ridotte ai minimi
termini a/b < ¢/d, allora bc — ad = 1.

Per dimostrarlo sia ’equazione diofantea bx —ay = 1. Vogliamo dimostrare
che (¢, d) ¢ soluzione.

Innanzitutto ’equazione ammette soluzione, in quanto (a,b) = 1. Sia

quindi (z,y) una sua soluzione. Allora

z l4+ay a 1

Y yb b by

Inoltre, a meno di traslare la soluzione, possiamo supporre che n — b < y < n.
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Se per assurdo (¢, d) non ¢ (z,y), allora, essendo entrambe coppie di interi

coprimi, vale

in quanto a/b < ¢/d.

Quindi dx — cy > 0, cioé é almeno 1. Da cui

1 T a x c a c de—cy bc—ad 1 1
by y b y d b d dy db dy db

Ergo d > b+ y > n. Assurdo per come abbiamo definito .

Notiamo che abbiamo dimostrato qualcosa di piu del voluto: (¢, d) é 'unica

soluzione (x,y) della nostra diofantea con n — b < y < n.

La prossima proposizione ci dice invece come calcolare il minimo comune

multiplo dal massimo comune divisore

Proposizione 2.15.1. Siano a,b interi non nulli. Allora il loro minimo
comune multiplo é unico a meno del segno ed é

|al[b]

(a,b)

Dimostrazione. (Esistenza) Sia M = |a||b|/(a,b), con (a,b) = d un loro mas-

[a,b] =+

simo comune divisore. Allora verifichiamo che M sia un minimo comune
multiplo.

Posto come sempre a = a1d, b = b1d, allora M = |a|b; = a1]b| ¢ un multiplo
sia di a che di b.

Posto ora ¢ multiplo sia di a che di b, allora a;dz = ¢ = b1dy. Ergo a1z =
b1y. Essendo (a1, b1) coprimi, a; divide y. Quindi ¢ = dbyy = dbja1z = M=z.
Ergo M divide c.

(Unicita) Sia M un minimo comune multiplo di a e b. Voglio dimostrare
che D = ab/M ¢ un massimo comune divisore. Infatti ab é un multiplo sia si
a che di b. Quindi & un multiplo di M e D é un intero.

Inoltre M = bz e a = DM /b= Dz. Quindi D divide a. Equivalentemente
D divide b.

Sia ora c che divide sia a che b. Allora ab/c & un multiplo sia di a che di
b. Quindi esiste un z intero tale che Mz = ab/c. Quindi cz = ab/M = D.
Quindi ¢ divide D.

Ergo ab/M ¢ un massimo comune divisore di a e b. Essendo D unico a

meno del segno, anche M lo deve essere. O
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Guardiamo adesso un interessante teorema sull’elevamento a potenza:

Teorema 2.15.2. Sia p primo, tale che p—1 ¢& coprimo con k > 0. Allora la

mappa

O: Z/pZ — Z/pZ

x— zF

¢ una bigezione.

Dimostrazione. Dimostriamo 'iniettivita, come sappiamo questo ci dara anche
la suggettivita.

Siano quindi z¥ = z& (mod p). Innanzitutto notiamo che se x’f,z =0
(mod p), allora 12 sono nilpotenti modulo p, ergo x12 =0 (mod p).

Possiamo quindi supporre che 1, x5 siano invertibili modulo p. In tal caso,

T k xk

_* _
— =—=1 (mod
<x2> ]5 ( p)

possiamo scrivere

Quindi z1/x2 ha ordine moltiplicativo che divide k. Deve anche dividere
¢(p) = p — 1. Ergo deve dividere (k,p — 1) = 1. Cioé x1/x2 ha ordine uno ed
¢ l'unitd in Z/pZ. Quindi 1 = z2 (mod p). O

Corollario 2.15.3. Sia p primo congruo a 2 modulo 3. Allora la mappa
O: Z/pZ — Z/pZ
x = z?
¢ una bigezione.

Dimostrazione. Immediata conseguenza del teorema precedente. O

Esercizio. Affrontiamo ora questo problema: calcolare le ultime due cifre
di n = 133 #£ 1339*5. Benché n non ¢ calcolabile nella sua interezza, le
congruenze permettono facilmente di risolvere il problema.

Poniamo n = 100k + 10a; + ag con ai,ag da determinare. Innanzitutto

andiamo a calcolare ¢(100), pari a
©(100) = (2% % 5%) = 2% 4 % 5 = 40
Infine va osservato che 39° = (—1)® = —1 (mod 40). Ergo
n =133 = 1320001 = 131 (164 100)
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Quindi ci siamo ricondotti a invertire 13. Passando al sistema equivalente

n=13"1 (mod 4)
n=13"1 (mod 25)

arriviamo a
n=1 (mod 4)
n=2 (mod 25)
che ammette come unica soluzione n = 77 (mod 100).

Quindi 10a1 + a9 =77, cioe a1 =T e ay = T7.

Notiamo che in questo esercizio si é vista la potenza delle congruenze e
della teoria che abbiamo costruito. Di per sé il concetto di congruenza & una
riscrittura del concetto di divisibilita. Tuttavia risolvere questo esercizio senza
la teoria delle congruenze, e senza il teorema cinese del resto, sarebbe stata

tutta un’altra storia.

Il prossimo esercizio riguardera una classe importante di sistemi di con-
gruenze, quelle modulo p¥. La loro risoluzione si basa sulla risoluzione di

congruenze di grado sempre pit alto, da p a p*.
Esercizio. Risolviamo la congruenza
2°4+ 2?2 +12=0 (mod 16)

Questa congruenza implica, non é certamente equivalente, alla congruenza
modulo 2
2 +22=0 (mod 2)

Questa ha soluzione z = 1,0 (mod 2). Andiamo quindi per casi:

(1.) Se = = 2k, allora la congruenza ¢ equivalente a
26k% 422k +12=0 (mod 16)
equivalente a sua volta a
E>+3=0 (mod 4)

Andando a ridurre modulo 2, scopriamo che k & dispari. Ma a questo punto

se poniamo k = 2h + 1, allora la congruenza

4h* +1+4h+3=0 (mod 4)
0=0 (mod4)
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non da altre condizioni su h.

Quindi supponendo x pari, tutte e sole le soluzioni sono
x=2(2h+1)=2 (mod 4)
(2.) Se supponiamo = = 2k + 1, allora come prima
(2k+1)° + (2k+1)*+12=0 (mod 16)

Svolgendo accuratamente i calcoli si ottiene 1'assurdo 14 = 0 (mod 16).
Un altro modo poteva essere il notare che 28 4+ 2 + 12 ¢ pari.

Quindi abbiamo la congruenza equivalente

(2k+1)5 + (2k +1)2 + 12
2

=0 (mod &)

Questa implica una congruenza modulo 2, che é equivalente a quella modulo

(2k+1)° + (2k+1)2 +12=0 (mod 4)

Pero se osserviamo i coeflicienti di Tartaglia, notiamo che possiamo svilup-

pare le potenze come
1+12k4+4(...)+1+4(...)+12=0 (mod 4)
cio¢ 2 =4 (mod 4) Assurdo.
Il prossimo esercizio invece € un sistema di congruenze con parametro.

Esercizio. Sia la congruenza

3T =7 (mod 11)
(a+3)x=2 (mod 5)
Vogliamo capire per quali interi ¢ il sistema é risolubile.
Procediamo risolvendo la prima equazione. Innanzitutto notiamo che 3 si
puod scrivere come 74 (mod 11). Quindi riscriviamo il sistema come
74 = 70 (mod 11)
(a+3)r=2 (mod 5)
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L’ordine moltiplicativo di 7 modulo 11 é 10, quindi ci siamo ricondotti al
sistema
dr =a (mod 10)

(a+3)=2 (mod 5)

0=a (mod 2)
dr = a (mod 5)
((a+3)=2 (mod 5)

0=a (mod 2)
T=—a (mod 5)

(a+3)=2 (mod 5)

Abbiamo gia delle condizioni su a. Infatti se a é congruo a 2 modulo 5 non

ci sono soluzioni, altrimenti possiamo invertire a + 3 e scrivere

a=0 (mod 2)
T=—a (mod 5)
T = % (mod 5)

Quindi il sistema ha soluzione se e solo se valgono le condizioni

a+3%£0 (mod 5)

a=0 (mod 2)
—a = %4-3 (mod 5)
cio¢
a+3#0 (mod 5)
a=0 (mod 2)

(a+2)(a+1)=0 (mod 5)
che da il sistema finale
a=0 (mod 2)
a=3,4 (mod 5)
Concludendo, il sistema originale ha soluzione se e solo se a é equivalente

a 8 0 4 modulo 10, e in tal caso la soluzione é

Tr =

o (mod 5)
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CAPITOLO 3

Gruppi

3.1 Prime Definizioni

Le classi di resto Z/nZ, i teoremi di Eulero e di Fermat, nascondono una
struttura molto importante, centrale nella matematica moderna: quella di

gruppo. Procediamo dandone subito la definizione:

Definizione 3.1.1. Sia G un insieme e - una operazione su di esso

GxGE—=G
(z,y) =z -y
La coppia (G, -) viene detta gruppo se - soddisfa le seguenti proprieta:
1. ¢ associativa, cioé per ogni z,y,z in G allora z - (y-2) = (z - y) - 2;
2. ammette ’elemento neutro. Cioé esiste un elemento e tale che z - e =
e-x =x per ogni r € G,
3. ogni elemento x € G ammette inverso, cioé¢ ammette un elemento y € G

taleche x -y =y-x = 1.

Inoltre se l'operazione € commutativa, cioé x -y = y - x per ogni z,y € G,

allora il gruppo viene detto abeliano.

Nel caso 'operazione si indichi con -, cioé si usi la notazione moltiplicativa,

L come linverso di z e 1 I’elemento neutro. Viceversa nel

allora porremo x~
caso usassimo la notazione additiva indicando ’operazione con +, allora —x

sara l'inverso e 0 ’elemento neutro.
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Inoltre porremo spesso xy = x -y, per alleggerire al notazione, quando non
¢’é pericolo di confondersi.

Inoltre indicheremo spesso, per non dire sempre, il gruppo (G, -) semplice-
mente con G quando l'operazione ¢ chiara dal contesto o non ci sono possibilita
di confondersi.

In verita sarebbe pitl corretto parlare di un elemento neutro e inverso, in
quanto per ora non abbiamo ancora dimostrato la loro unicita. Lo dimostre-

remo adesso, in contemporanea ad alcuni fatti:
Proposizione 3.1.2. Sia (G,+) un gruppo. Allora

1. L’elemento neutro & unico.

2. Ogni elemento ammette un unico inverso indicato con g~".

3. Se h & un inverso sinistro o destro di g, allora é il suo inverso.

L ¢ g stesso.

4. Per ogni g in G, l'inverso di g~
5. Per ogni g, h in G, linverso di gh ¢ h=g™!.
6. Valgono le leggi di cancellazione:

ar =br=a=2"~

za=zb=a=2»>

Dimostrazione. (1.) Siano e, e’ due elementi neutri. Allora per definizione di

elemento neutro,

(2.) Siano g; e g2 due elementi inversi di g. Allora

g1 = gie = g1(992) = (919)92 = eg2 = g2

(3.) Supponiamo, per esempio, che h sia un inverso sinistro di g. Allora é

anche un suo inverso destro, quindi é il suo inverso. Infatti

hg=e=e=h"teh=h"thgh = gh

(4.) Sappiamo che gg~! = g~1g = e, quindi g é I'inverso di g~ *.
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(5.) Per il punto 3 basta verificare che h~1g~!

sia I'inverso sinistro di gh:
hl¢glgh=h"teh=h"th=e

(6.) Verifichiamo la prima uguaglianza, I’altra ¢ uguale.

ar =br = arx ' =brz ' =a="0

Facciamo ora qualche esempio:
1. Z, Q, R, C sono gruppi abeliani con la somma.

2. Z, Q, R, C non sono invece gruppi col prodotto, in quanto 0 non ha

nverso.

3. (N, +4) non ¢ un gruppo, in quanto ogni elemento non nullo non ammette

inverso.
4. Abbiamo gia visto che (Z/nZ,+) & un gruppo abeliano.

5. Posto C,, I'insieme delle radici complesse n-esime dell’unita, allora (C,, -)

é un gruppo abeliano.

6. Invece l'insieme delle radici radici complesse n-esime di 2 non ¢ un

gruppo. Infatti il prodotto di v/2 e —v/2 non ¢é una radice di 2.

7. Preso un campo K e indicando con K* tutto il campo tolto dello 0, allora

sia (K, +) che (K*,-) sono gruppi abeliani.

8. Sia (Z*,-) = (£1,-) che (Z/nZ*,-) sono gruppi abeliani. In generale
preso un qualunque anello (commutativo) con identita A, allora (A*,-)

¢ un gruppo (abeliano).

In generale non tutti i gruppi sono abeliani. La prossima proposizione ne

costruisce i primi esempi:

Proposizione 3.1.3. Sia un insieme X. Allora (S(X),0) & un gruppo.
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Dimostrazione. Innanzitutto la composizione di funzioni bigettive ¢ una fun-
zione bigettiva. Quindi 'operazione o: S(X) x S(X) — S(X) ¢ ben definita.
La composizione di funzioni é associativa.
La funzione idx & I'’elemento neutro.
Ogni funzione f in S(X) ammette elemento inverso f~!, che & ancora una

bigezione. O

Di grande importanza sono i gruppi simmetrici. Li affronteremo esausti-
vamente in seguito, mentre per ora ci limiteremo a darne la definizione e a

provare la loro non abelianita.

Definizione 3.1.4. Sia n naturale positivo. Definiamo ’ennesimo gruppo

simmetrico, indicato con .S,, come l'insieme delle permutazioni di N,,.

Proposizione 3.1.5. Il gruppo simmetrico S, non é abeliano se e solo se

n > 3.
Dimostrazione. (<) Siano le seguenti permutazioni

o:1—2
23
31
i Vi>3
T:1—2
21
33
i—i Vi>3
Allora esse non commutano. Infatti (o o 7)(1) = 3, mentre (1 00)(1) = 1.
Quindi o o 7 e 7 o o sono differenti.
(=) Se N = {1}, allora S,, & costituito dalla sola identita, che ovviamente
commuta con se stessa.
Se N,, = {1,2}, allora S,, & costituito solo da id e la permutazione 7 che

scambia 1 e 2. Sicuramente esse commutano con loro stesse. D’altra parte

commutano banalmente tra di loro O

Come gli spazi vettoriali ammettono sottospazi, cosi i gruppi ammettono i

sottogruppi:
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Definizione 3.1.6. Sia (G,-) un gruppo. Un suo sottogruppo ¢ un gruppo

(H,|mxm), formato da un sottoinsieme H di G e dalla restrizione di - a H.

Indicheremo con H < G il fatto che H ¢ un sottogruppo di G. Inoltre vale

una caratterizzazione operativa dei sottogruppi:

Proposizione 3.1.7. Sia (G,-) un gruppo e H un sottoinsieme non vuoto di

G. Allora (H,-|gxmg) € un suo sottogruppo se e solo se
1. Per ognt h in H, il suo wnverso rispetto a - appartiene a H.
2. Per ogni g,h in H, il loro prodotto appartiene ad H.

Dimostrazione. La seconda richiesta é equivalente a richiedere che la restrizio-
ne di - ad H sia un’operazione su H.

L’associativita ¢ garantita dall’associativita di -.

Per quanto riguarda l’esistenza dell’elemento neutro, prendiamo un A in H.
Allora il suo inverso in G appartiene a H. Quindi anche e = hh~! appartiene
ad H. Essendo elemento neutro per -, sicuramente lo € per «|gx .

Infine ogni elemento di H ammette un inverso in G, che appartiene ad H

ed & banalmente un inverso per -|gx . ]

Per applicare questa proposizione ¢ essenziale dire che H non ¢& vuoto.
Normalmente lo si verifica facendo direttamente vedere che I’elemento neutro
vi appartiene.

Un importante sottogruppo ¢ il cosiddetto centro del gruppo:

Definizione 3.1.8. Sia G un gruppo. Il suo centro, indicato con Z(G), ¢é
I'insieme
{zeX|VaeGar=uza}

Proposizione 3.1.9. Sia G un gruppo. Allora il suo centro é un sottogruppo

di G. Inoltre G ¢ abeliano se e solo se coincide col suo centro.

Dimostrazione. Certamente 'identitd commuta con tutti gli elementi di G.
Inoltre se h appartiene al centro, allora anche il suo inverso vi appartiene.

Infatti per ogni a in G, il suo inverso commuta con h. Ergo
hla=(a'h)™ = (ha )t =ah™!
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Infine se g e h appartengono a Z(G), allora verifichiamo che anche il loro

prodotto vi appartiene. Infatti per ogni a in G
a(gh) = agh = gah = gha = (gh)a
Infine é banale verificare che Z(G) = G se e solo se G ¢ abeliano. O

La prossima proposizione trova alcuni sottogruppi di Z. (Vedremo poi che

sono tutti)
Proposizione 3.1.10. Preso k intero, allora l'insieme
kZ ={kz|z€Z}

é un sottogruppo di Z.. Inoltre mZ ¢é contenuto in nZ se e solo se n divide m,

e sono uguali se e solo se m = +n .

Dimostrazione. L’identita vi appartiene, in quanto 0 = kO.

Se kz ¢ un elemento di k¥Z, allora il suo inverso —kz = k(—z) ¢ ancora un
elemento di kZ.

Se kz1 e kzg sono elementi di kZ, allora la loro somma & k(z; + z3), che ¢
ancora un elemento di kZ.

Verifichiamo ora la proprieta dell’inclusione.

Se n divide m, allora m = kn. Quindi ogni elemento mz in mZ si scrive
come nkz, e appartiene anche a nZ.

Viceversa se mZ ¢ contenuto in nZ, allora m in particolare si scrive come
m = nz, quindi é diviso da n.

Infine mZ e nZ sono uguali se e solo se m e n si dividono a vicenda. Ma

questo succede se e solo se m = +£n. O

Infine come con i spazi vettoriali, si pud vedere cosa succede quando si

intersecano e si uniscono sottogruppi. Il risultato non sorprendera:
Proposizione 3.1.11. Sia G un gruppo e H,K due suoi sottogruppi. Allora
1. La loro intersezione & un sottogruppo.

2. La loro unione é un sottogruppo se e solo H é contenuto in K o viceversa.
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Dimostrazione. (1.) L’intersezione contiene I'identita, in quanto essa appartie-
ne sia ad H che a K.

Se h & un elemento di H N K, allora é un elemento sia di H che di K.
Quindi il suo inverso appartiene sia ad H che a K, cioé¢ appartiene alla loro
intersezione.

Se g, h sono elementi di HN K, allora hg é un elemento di H e di K, quindi
dell’intersezione.

(2.) Supponiamo che esista x € H\ K ey € K\ H. Allora = e y sono
elementi di HU K. Se per assurdo fosse un sottogruppo, allora z = xy é anche
esso un elemento dell’unione.

Tuttavia se z appartenesse a H, allora y = 2~ 'z dovrebbe appartenere a
H. Se invece z appartenesse a K, allora x = zy~! dovrebbe appartenere a K.

In entrambi i casi otteniamo ’assurdo. O

Dopo aver definito cosa € un gruppo, dopo aver parlato di sottogruppi,
I'ultimo argomento preparatorio € quello di ordine. Iniziamo con la definizione

di operazione ripetuta:

Definizione 3.1.12. Sia G un gruppo e x un suo elemento. Preso k € Z

definiamo z* come

e r=0
ok = 21z >0
(:1;_’“)_1 k<0

Proposizione 3.1.13. Presi k, h interi, allora

Inoltre se G ¢& abeliano, allora

(x-y)F =a" -y

Dimostrazione. Semplici conti. ]
Possiamo ora introdurre il concetto di sottogruppo generato:

Definizione 3.1.14. Sia GG un gruppo e z un suo elemento. Definiamo il

sottogruppo generato da x, indicato con (x), come 'insieme delle sue potenze:
<x>:{xk‘k€Z}
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Proposizione 3.1.15. Il sottogruppo generato & effettivamente un sottogrup-

po. Inoltre é abeliano.

Dimostrazione. L’identita coincide con z°, quindi appartiene a (x).

Se g = ¥ e h = ¥ appartengono a (z), allora il loro prodotto, pari a

K appartiene a ().

x
Infine se g = 2 appartiene a (), allora il suo inverso, pari a =%, appar-
tiene a (x).

k/

Infine verifichiamo che (z) sia abeliano. Presi ¢ = ¥ e h = 2* in (z),

allora
gh = gk+k = gk +k — hg

O]

Legato al sottogruppo generato c’¢ il concetto di ordine di un elemento:

Definizione 3.1.16. Sia G un gruppo e z un suo elemento. Definisco I'ordine

di x come

ord(x) :min{k€N+ ‘ J:k:e}
dove abbiamo posto ord(z) = +o0 se il minimo non esiste.

Teorema 3.1.17. Sia G un gruppo e x un suo elemento di ordine finito d.

Allora (x) coincide con
{2, .. 2z 1)

e ha cardinalita d. Infine z" = e se e solo se d divide h.

Dimostrazione. Sia h intero e effettuiamo la divisione euclidea h = gd + r con
0<r<d-—1. Allora

l’h — qu—&-r _ (xd)q R N [

h

Abbiamo quindi verificato che ogni " in () si puo scrivere come potenza di

x compresa tra 0 e d — 1.

k

D’altra parte supponiamo che 2 = z¥ con h > k e compresi tra 0 e d — 1.

Allora

Essendo che d > h — k > 0, allora per minimalita di d la differenza h — k

deve essere nulla, cioé h = k.
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Infine se z"

= ¢, allora eseguendo la divisione con resto h = qd + r, sco-
priamo che anche 2" = 0. Quindi » = 0 per minimalita di d. Quindi d divide

h. O

Teorema 3.1.18. Sia G un gruppo e x un suo elemento di ordine infinito.
Allora il sottogruppo generato ha cardinalita infinita. In partcolare ogni potenza

di x produce un elemento differente di G.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esistono due interi k& > h tale che

k k—h

zF = 2. Allora la differenza tra k e h & positiva, e = e. Questo implica

che z ha ordine finito. Assurdo. O

Abbiamo dimostrato che ord(z) = |(z)| < |G|. Quindi se il gruppo ¢ finito,
allora lo é I’ordine di ogni suo elemento. Il viceversa, vedremo successivamente,
é falso.

Infine, per analogia con gli elementi, si indica con ordine di un gruppo la
sua cardinalita.

Chiudiamo questa sezione preliminare con il seguente risultato sui sotto-
gruppi:

Proposizione 3.1.19. Sia G un gruppo finito. Se un suo sottoinsieme ¢

chiuso per prodotti ed contiene l’elemento neutro, allora é un sottogruppo.

Dimostrazione. Dobbiamo verificare che H sia chiuso per inversi.

Sia quindi h in H. Allora essendo G finito, h deve avere ordine finito. In
particolare h* = e per qualche k positivo. Allora sia che k — 1 sia nullo, o
che sia un numero positivo, sappiamo che h*~1 appartiene a H. Infatti esso ¢
chiuso per prodotto e contiene ’elemento neutro.

Quindi A*~1h = e e =1 & I'inverso di h, che appartiene a H. ]

Procediamo quindi col prossimo argomento: i gruppi ciclici.

3.2 Gruppi Ciclici

La teoria dei gruppi é un classico esempio di teoria che si basa sui definizioni
semplici, come ¢ quella di gruppo, ma che riesce facilmente a generare oggetti
giganteschi (come il noto "Gruppo Mostro"). Lo studio di un gruppo ¢ in ge-
nerale cosa difficile. E quindi opportuno iniziare con gruppi facili: i cosiddetti

gruppi ciclici.
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Definizione 3.2.1 (Gruppo Ciclico). Un gruppo G viene detto ciclico se

coincide con il sottogruppo generato da un suo elemento.
Proposizione 3.2.2. Se G ¢ ciclico, allora é abeliano.

Dimostrazione. Sappiamo che il sottogruppo generato da un elemento & abe-

liano. Quindi se G coincide con un tale sottogruppo, allora é abeliano. O

[ gruppi ciclici possono essere finiti, come Z/nZ = (1), o infiniti, come
Z = (1). Come vedremo piu avanti questi sono di fatto gli unici esempi.

Per ora enunciamo un importante risultato sui sottogruppi di gruppi ciclici:
Teorema 3.2.3. Sia G un gruppo ciclico. Allora ogni suo sottogruppo & ciclico.

Dimostrazione. Supponiamo che G sia generato da g e sia H un suo sotto-
gruppo.

Se H ¢& banale, cioé consiste del solo elemento neutro, allora ¢ banalmente
generato da esso.

Altrimenti esiste un certo h = g* che appartiene a H, con k non nullo.

Inoltre anche 'inverso di h, pari a g=%

, appartiene a G. Possiamo conse-
guentemente supporre che k sia positivo.

Sia quindi I'insieme
S:{h>0’gheH}

e sia hg il suo minimo. Dico che g™ genera H.

Essendo H chiuso per inversi e prodotti, ogni potenza, anche negativa, di
g" appartiene ad H. Quindi <gh0> ¢ incluso in H.

D’altra parte sia ¢" in H e eseguiamo la divisione euclidea h = ghg + .
Allora

ho\—q ,h
9" =)
appartiene ad H, in quanto sia ghO che gh vi appartengono.

Quindi, per minimalita di hg, r deve essere nullo. Ergo h = ¢ghg e ¢" =
(g"0)7 appartiene ad <gh0>. O

Corollario 3.2.4. [ sottogruppi di Z sono tutti e soli della forma H, = nZ

con n naturale. Inoltre glv H, sono distinti.
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Dimostrazione. Sappiamo che gli H,, sono sottogruppi. Inoltre avendo limitato
n fra i naturali, essi sono anche distinti.

D’altra parte preso H sottogruppo di (Z,+), esso ¢ ciclico, generato da n
intero. Essendo la moltiplicazione esattamente la somma ripetuta, possiamo

scrivere

H=(n)={kn|ke€Z}=nZ=|n|Z=Hy
O
A questo punto passiamo a discutere del gruppo ciclico per antonomasia:

il gruppo (Z/nZ,+). Innanzitutto l'ordine dei suoi elementi ¢ dato da una

formula esplicita, dimostrata dalla prossima proposizione.

Proposizione 3.2.5. Sia a in Z/nZ. Allora

n

(a,n)

ord(a) =

Dimostrazione. Per definizione 'ordine di a é il pitt piccolo intero positivo
k tale che ka = 0 (operazione ¢ la somma, e la somma ripetuta ¢ I'usuale

moltiplicazione). Stiamo quindi risolvendo la congruenza
ka =0 (mod n)
Essa ammette soluzione
k=0 (modn/(a,n))

Cioé
k=—" ¢t teZ

(a,n)

L’ordine di a é quindi il piu piccolo k positivo tra quelli trovati. Cioé &

ord(a) =

(a,n)

O]

Questa proposizione ha gia delle importanti conseguenze, alcune che na-
scondono teoremi piu generali, altre invece peculiari dei gruppi ciclici (sorpresa

quali sono).
Proposizione 3.2.6. Sia il gruppo Z/nZ. Allora valgono le sequenti proprieta.
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1. Per ogni a, il suo ordine divide n.
2. 1l gruppo ammette p(n) generatori.
3. Per ogni d che divide n, ci sono esattamente ¢(d) elementi di ordine d.

Dimostrazione. (1.) Ovvio dalla proposizione precedente.

(2.) T generatori sono tutti e soli gli elementi @ di ordine n. Dalla formula
precedente otteniamo che sono tutti e soli quelli tali che a é coprimo con n.
Questi sono esattamente p(n).

(3.) Sia @ in Z/nZ. 11 suo ordine ¢ d se e solo se vale I'uguaglianza

(n,a) ==

d

Poniamo ora a = nb/d. Allora sostituendo nell’'uguaglianza precedente otte-

niamo

2= (n5p) = (54.50) = Z.0)

Quindi gli a cercati sono tutti e soli quelli della forma nb/d con 1 < b < d

e coprimo con d. Quindi sono esattamente ¢(d). O

Corollario 3.2.7. Sia n naturale positivo. Allora

n=>_ od)

dn

Dimostrazione. Per ogni d divisore di n, sia Xy l'insieme degli elementi di
G = Z/nZ di ordine d. Dalla proposizione precedente ¢ immediato che { X4} 4,

é una partizione di G. Ergo

n =161 = S1Xd = 3 e(d)

dn dln

O]

Notiamo che il risultato appena ottenuto non é per nulla scontato. E
sicuramente possibile dimostrarlo per vie traverse, tramite la scomposizione in
primi. Tuttavia la teoria dei gruppi ci ha permesso di ottenere questo risultato
come mero corollario.

Chiudiamo questa sezione con il prossimo teorema, che ci dice come sono

fatti i sottogruppi di Z/nZ.
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Teorema 3.2.8. Sia il gruppo G = Z/nZ. Allora valgono le sequenti affer-

Mazioni:
1. per ogni sottogruppo H di G, il suo ordine divide quello di G;

2. wviceversa per ogni divisore d di n esiste un unico sottogruppo di ordine

d.

Dimostrazione. (1.) Essendo G ciclico anche H lo é. Quindi H = (h) e I'ordine
di H é l’ordine di h, che divide 'ordine di G per quanto visto.
(2.) Sia = [n/d]. Esso ha ordine d. Infatti n/d divide n, quindi
n

(n,n/d) =n/d = ord(x) = non/d) =d

Ergo poniamo Hy = (x). Esso é un sottogruppo di ordine cercato.

Verifichiamo che sia 'unico.

Sia quindi H un sottogruppo di ordine d. Esso ¢ ciclico e poniamo (y) un
suo generatore.

Avendo ¥ ordine d sappiamo, per quello detto prima, che si scrive come
[nb/d] con 1 < b < d coprimo con d. Ma allora § appartiene al generato da z,

e quindi tutto H ¢ incluso in Hy. Avendo la stessa cardinalita sono uguali. O

Vorremmo adesso parlare dire che tutti i gruppi ciclici sono "sostanzial-
mente" Z o Z/nZ. Per farlo perd dobbiamo riuscire a mandare gruppi in
gruppi, rispettandone le operazioni. Dobbiamo cioé¢ introdurre il concetto di

omomorfismo di gruppi.

3.3 Omomorfismi di Gruppi

Iniziamo subito con la definizione

Definizione 3.3.1. Siano (G, ) e (G', %) due gruppi. Una funzione f: G — G’

¢ un omomorfismo di gruppi se per ogni g,h € G
flg-h) = f(g) = f(h)
Enunciamo qualche importante proprieta

Proposizione 3.3.2. Siano G,G" due gruppi e f un omomorfismo da G a G'.

Allora valgono le sequenti proprieta.
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1. L’identita di G viene mandata nell’identita di G'.
2. Per ogni x in G, linverso di x viene mandato nell’inverso di f(x).
3. Se H ¢ un sottogruppo di G, allora f(H) & un sottogruppo di G'.

4. Viceversa se K ¢ un sottogruppo di G, allora f~1(K) & un sottogruppo
di G.

5. L’immagine di f e nucleo di f, definito come Ker(f) = f~1(¢), sono
sottogruppi di G' e di G rispettivamente.

6. La funzione ¢& iniettiva se e solo se ha nucleo banale.
7. Se G ¢é abeliano, anche f(G) lo é.

8. Se G ¢ ciclico, anche f(G) lo é.

Dimostrazione. D’ora in poi, per alleggerire la notazione, sottintenderemo le
operazioni di G e di G’ se non c¢’¢ pericolo di ambiguita.

(1.) Per semplice verifica diretta

fle) = flee) = fle)f(e) = € = f(e)

(2.) Sia 2’ linverso di z in G. Essendo G’ un gruppo, basta vedere che

f(2) sia un inverso sinistro di f(z). Sempre per verifica diretta:

f@)f(x) = f(a'zx) = fle) = ¢

(3.) L’identita di G, essendo immagine di quella di G, appartiene a f(H).

Presi f(h1), f(he) in f(H), allora il loro prodotto ¢ f(hihsa) che appartiene
a f(H).

Preso f(h) in f(H), il suo inverso & f(h~!) che appartiene ad f(H).

(4.) L’identita di G’, appartenendo alla preimmagine di quella di G’, ap-
partiene a f~1(K).

Presi g1, g2 in f~1(K), allora f(g1) e f(g2) appartengono a K. Quindi
anche il prodotto di quest’ultimi, uguale a f(g192), appartiene a K. Quindi
g192 appartiene a f~!(K).

Preso g in f~!(K), allora f(g) appartiene a K. Quindi l'inverso di que-

1

st'ultimo, uguale a f(g~!), appartiene ad K. Quindi g~! appartiene a f~1(K).
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(5.) Essendo G sottogruppo di se stesso f(G) ¢ un sottogruppo di G'.
D’altra parte essendo {e’} sottogruppo di G’, allora Ker(f) ¢ un sottogruppo
di G.

(6.) Certamente se ¢ iniettiva, posto f(g) =€’ = f(e), allora g = e.

D’altra parte sia f(z) = f(y). Allora ¢’ = f(z)f(y)~' = f(zy~'). Avendo
-1

/

f nucleo banale, xy~" é l'identita e z = y.

(7.) Siano g = f(x) e h = f(y) nell'immagine di G. Allora

gh = f(x)f(y) = f(ay) = f(yz) = f(y)f(z) = hg

(8.) Supponiamo che G sia generato da g. Allora per ogni y nell'immagine

di G, y si scrive come f(z). Inoltre 2 & della forma ¢*. Quindi

k ;glte k volte

Quindi f(G) é generato da f(g) ed é ciclico. O

Come si comporta invece un omomorfismo con gli ordini? La prossima

proposizione ne discute.

Proposizione 3.3.3. Siano G, G’ due gruppi e f un omomorfismo da G a G'.

Allora valgono le sequenti affermazioni.
1. Per ogni x € G, lordine di f(x) divide quello di x.
2. La funzione é iniettiva se e solo se preserva tutti gli ordini.

dove abbiamo posto, per convenzione, che 400 & diviso da se stesso e da tutti

1 naturali positivi.

Dimostrazione. (1.) Sia n l'ordine di z.

Se esso ¢ finito possiamo scrivere

Quindi lordine di f(x) divide n.
Se invece n = 400, allora per convenzione l'ordine di f(z) lo divide.
(2.,<) Sia « € Ker(f). Allora l'ordine di f(x) = €/, che ¢ 1, coincide con
l'ordine di z. Ergo x ha ordine 1, cioé é I'identita.

Quindi f ha nucleo banale ed ¢ iniettiva.
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(2. =) Siaz € G.

Se lordine di f(x) & 400, allora anche l'ordine di = & +oo, valendo la
contronominale del punto precedente.

D’altra parte se f(x) ha ordine finito n, allora dobbiamo solo dimostrare
che lordine di x divide quello di f(x). Questo si verifica tramite il seguente

conto
f@")=flx)"=¢ = 2" =e

Quindi 'ordine di z divide n. O

Notiamo che l'ultima proposizione € necessaria, in quanto non tutti gli

omomorfismi sono iniettivi. Infatti la seguente mappa

f+Z—=7Z/nZ

T — T

¢, per come abbiamo definito le operazioni su Z/nZ, un omomorfismo. Tuttavia
non € iniettivo.

Quindi é necessario introdurre un concetto piu forte, quello di isomorfismo:

Definizione 3.3.4. Siano G e G’ due gruppi. Un isomorfismo da G a G’ ¢ una

omomorfismo f: G — G’ bigettivo, tale che la sua inversa sia un omomorfismo.

Mentre 'inversa di una funzione continua non é detto che sia continua,

questo & invece il caso per gli omomorfismi di gruppi.

Proposizione 3.3.5. Un omomorfismo bigettivo f: G — G’ & un isomorfi-

smMo.

Dimostrazione. Siano x,y in G'. Allora

FUH @) W) = FFH @) () = 2y

Quindi
fHay) = 12 ()

e f~! & un omomorfismo. Quindi f ¢ un isomorfismo. O

Due gruppi isomorfi sono "sostanzialmente la stessa cosa". Gli isomorfismi
preservano ordini, cardinalita, normalita (vedremo successivamente cosa ¢). In

soldoni gruppi isomorfi differiscono solamente nel avere i loro elementi chiamati
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in modo differente. Per esempio un isomorfismo f: G — G’ da luogo a una

bigezione fra i sottogruppi:

0:{H <G} - {K <G} (3.1)
H— f(K)

Col nuovo strumento degli isomorfismi possiamo dimostrare che per ogni

ordine esiste sostanzialmente un unico gruppo ciclico di quell’ordine:

Teorema 3.3.6. Sia G un gruppo ciclico. Se ha cardinalita finita n, esso é

isomorfo a Z/nZ. Altrimenti & isomorfo a 7Z.
Dimostrazione. Se G = (g) ha ordine infinito, la mappa

. Z -G
n— g"

¢ un omomorfismo, in quanto
Ok + h) = g"" = g*¢" = O(k)D(h)

Inoltre é suggettiva, in quanto G é generato da g, e iniettiva. Infatti se

g* = e, allora k = 0, avendo g ordine infinito. Quindi il nucleo di ® ¢ banale

ed essa € iniettiva.
Quindi ® & un omomorfismo bigettivo, ergo é un isomorfismo.

D’altra parte se G = (g) ha ordine finito n, sia la mappa
V:Z/nZ — G
T g*
Essa ¢ ben definita. Infatti se £ = g, allora x = kn + y. Da cui
g" =g = (g’ = ¢*

Come prima ¥ ¢ suggettiva. Infatti se g appartiene a G/, allora ¥ (k) = ¢*.
Inoltre ¢ iniettiva. Infatti se ¥(Z) = g% = e, allora x deve essere un
multiplo di n. Cio¢ Z = 0.

Quindi ¥ é un omomorfismo bigettivo, cioé & un isomorfismo. ]
Corollario 3.3.7. Sia G ciclico. Allora ha cardinalita finita o numerabile.

Dimostrazione. Immediata conseguenza del risultato precedente. O
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Grazie a questo risultato possiamo riprendere i risultati che avevamo otte-

nuto per i gruppi Z e Z/nZ.

Teorema 3.3.8. Sia G = (g) un gruppo ciclico infinito.
1. Tutti © suoi elementi, esclusa l’identita, hanno ordine infinito.
2. Esso ammette esattamente 2 generatori (uno inverso dell’altro).

3. I suot sottogruppi sono tutti e soli i sottoinsiemi della forma
H=(") nelZ
Inoltre ponendo n € Ny vengono contanti tutti e una sola volta.

Dimostrazione. Gli isomorfismi mantengono gli ordini. Essendo che in Z tutti
gli elementi escluso lo 0 hanno ordine infinito, cosi deve essere anche in G.

Gli unici generatori di Z sono £1, quindi G ammette come unici generatori

gil

Infine tutti i sottogruppi di Z hanno la forma nZ con n € N, e cosi
vengono contati una sola volta. Quindi, grazie alla mappa (3.1), sappiamo che

i sottogruppi di G, contati una sola volta, hanno la forma:
Hyp = f(nZ) = f({n)) = (f(n)) = (g")

con f isomorfismo da Z a G. O
Teorema 3.3.9. Sia G = (g) un gruppo ciclico finito di ordine n.

1. Per ogni elemento g di G, Uordine di g divide n.

2. Per ogni divisore d di n, esistono ¢(d) elementi di ordine d.

3. Il gruppo ammette p(n) generatori.

4. Ogni sottogruppo di G ha ordine che divide n.

5. Per ogni divisore di n esiste un unico sottogruppo di ordine d.

Dimostrazione. Sono risultati immediati grazie al fatto che un isomorfismo
f: G — Z/nZ, e il suo inverso, preservano i sottogruppi e l'ordine degli

ielementi.
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Inoltre se consideriamo un elemento ¢* di G, grazie all’isomorfismo f esso

avra ordine
n

ord(x) = )

E per quanto riguarda i sottogruppi, il sottogruppo di ordine d | n ¢ il

generato da ¢g"/¢. O

Corollario 3.3.10. Sia G un gruppo. O non é ciclico, o ammette esattamente

2 generatori nel caso sia infinito, o p(n) generatori nel caso abbia ordine n.

Dimostrazione. Se G ammette un generatore allora é ciclico. E in tal caso

valgono le proposizioni precedenti. ]

Questo corollario si pud applicare, per esempio, al gruppo Z/nZ*. Avendo
ordine ¢(n), o non ¢ ciclico, o ha p(p(n)) generatori. Vedremo piu avanti
quando questo succede.

Con questi teoremi sui gruppi ciclici possiamo gia affermare questo inte-

ressante fatto preannunciato alla sezione scorsa.

Proposizione 3.3.11. Esiste un gruppo di ordine infinito con tutti gli elementi

di ordine finito.

Dimostrazione. Sia C), il sottogruppo di C* costituito dalle radici ennesime

dell’unita. Consideriamo quindi il sottoinsieme di C*

G=|]JCn
n=1

Vogliamo dimostrare che é un sottogruppo di C*.

L’identita appartiene ad ognuno dei C),, quindi appartiene a G.

Se un elemento h appartiene a G, allora appartiene ad un C,. Quindi il
suo inverso appartiene ad C, e quindi a G.

Presi due elementi g,h di G, supponiamo che g appartiene ad C), e h

appartiene a C),. Verifichiamo che il prodotto gh appartenga a Cp,p:
(gh)™" = (g™)"(h")™ =1

Quindi G é un (sotto)gruppo. Ogni suo elemento ha ordine finito, in quanto

se x appartiene a C),, allora ' = 1 ed esso ha ordine al piu n.
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D’altra parte G ¢ infinito. Per dimostrarlo notiamo che C), é incluso in C),
se e solo se m divide n.

Infatti se n = hm, allora per ogni x in Cp,

D’altra parte gli elementi di Cx hanno la forma

27d 2md
COS(Z>+isin(Z> d=0,....k—1

che sono potenze di
¢ 27 L 27
=cos | — isin | —
g k k

Quindi per ogni k il sottogruppo Cj € ciclico.

Quindi se (), ¢ incluso in C,, allora ne ¢ un sottogruppo. Quindi la
cardinalita di Cy,, pari a m, divide quella di C,, pari a n.

A questo punto ¢ facile dimostrare che G ¢ infinito. Supponiamo per as-
surdo che esso sia finito. Allora esistera un N sufficientemente grande tale
che

N
G=Jcn
n=1
Sia quindi {n41 generatore di N + 1. Egli dovrebbe appartenere a un certo

C;. Essendo (ny1 generatore di Cn41, tutto Cyy1 € un sottogruppo di C.
Quindi N + 1 > ¢ divide ¢. Assurdo. O

Chiudiamo con la seguente proposizione, che mette in relazione sottogruppi

ciclici e ordine degli elementi.

Proposizione 3.3.12. Sia G un gruppo. Allora il numero degli elementi di

ordine d & ¢(d) volte il numero dei sottogruppi ciclici di ordine d.

Dimostrazione. Siano gli insiemi

Xa={gecGlord(g)=d}
R; ={ K < G| ciclico e di ordine d }

e la mappa

P: Xg— Ry

g~ (g)
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Vogliamo dimostrare che ® ¢ suggettiva, e che ogni elemento dell’immagine
ha esattamente (d) controimmagini.

Innanzitutto @ é suggettiva, in quanto ogni elemento di R4 é un sottogrup-
po ciclico di ordine d, e quindi ammette un generatore di ordine d.

Inoltre ogni elemento di Ry ammette, per quanto visto, esattamente ¢(d)
generatori.

Quindi, essendo che le preimmagine partizionano Xy, possiamo scrivere

[Xal = D197 (K)| = D @(d) = p(d) |Ral
KeRy KeRy
Cioé il numero degli elementi di ordine d ¢ ¢(d) volte il numero dei sotto-

gruppi ciclici di ordine d. ]

3.4 Omomorfismi tra Gruppi Ciclici

1l calcolo di omomorfismi & in generale un’operazione estremamente complica-
ta, per non dire delle volte impossibile. Il caso pit semplice &€ quando in arrivo
abbiamo a che fare con gruppi ciclici.

Come successiva notazione, indicheremo con Hom(G,G’) linsieme degli
omomorfismi da G a G’. In generale questo NON ¢ un gruppo. Tuttavia la
prossima proposizione da una condizione sufficiente affinché gli si possa dare

la struttura voluta.

Proposizione 3.4.1. Siano (G,-), (G',+) due gruppi, con l'ultimo abeliano.
Allora (Hom(G,G"),*) & un gruppo, dove f x h & la funzione

(f xh)(g) = f(g) + h(g)

Dimostrazione. La parte delicata é I'affermazione che fxh sia un omomorfismo

da G a G'. Per verificarlo siano g, ¢’ in G. Allora
(f*h)g-9)=flg-g")+h(g-d)
= f(g) + f(g") + h(g) + h(¢)
= f(g) +h(g) + f(g) + h(d)
= (f*h)(g)+(fxh)(d)

Ma a questo punto 'associativita di * deriva da quella di +.
Inoltre la mappa nulla g — €’ & I'elemento neutro.

Infine ogni elemento f di Hom(G, G’) ha inverso g — —f(g). O
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Allora iniziamo col calcolo degli omomorfismi da Z ad un altro gruppo G.

Teorema 3.4.2. Sia (G,-) un gruppo. Allora l’insieme Hom(Z,G) ¢é in bige-

zione con G. Inoltre se G é abeliano i due gruppi sono isomorfi.

Dimostrazione. Sia g € G. Se supponiamo che f sia un omomorfismo da Z in

G, tale che f(1) = g, allora esso ¢ determinato. Infatti per ogni k € Z vale

K= f(1+--+1)=Ff1) - f(1)=g*
f() f( k volte ) f( )kvoltef() !

D’altra parte sia g in G. Allora possiamo considerare la mappa

17Z—-G

n— g"

Questa ¢ un omomorfismo, in quanto

fmA4n) =g™™" =gmg" = f(m)f(n)
Quindi abbiamo la bigezione

¢: G — Hom(Z,G)
g for f(1) =g

Osserviamo che se G ¢ abeliano ® ¢ un omomorfismo, e quindi isomorfismo,

tra i due gruppi. Infatti siano g,h in G. Allora

(fgx fn)(1) = fo(D) + fn(1) =g +h

Quindi ®(g) * ®(h) = fy * f, coincide con fy4p = ®(g + h). Ergo ® ¢ un

omomorfismo. O

Se invece vogliamo calcolare gli omomorfismi da Z/nZ, allora la situazione
si fa pit complicata. Infatti, almeno per ora, possiamo solamente discutere il
caso in cui in arrivo ci sia un gruppo ciclico.

Consideriamo quindi i gruppi Hom(Z/nZ,Z) ¢ Hom(Z/mZ,Z/nZ). Vo-

gliamo capire se sono isomorfi a qualche gruppo noto. Procediamo con primo.
Teorema 3.4.3. Per ognin > 1 il gruppo Hom(Z/nZ,7) ¢ banale.
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Dimostrazione. Dimostriamo che se f appartiene a Hom(Z/nZ,7Z), allora é la
mappa nulla.

Ma questo ¢ immediato. L’ordine di f(1) deve dividere 'ordine di 1 che &
n. Tuttavia in Z tutti gli elementi, tranne 0, hanno ordine infinito.

Quindi f(1) = 0, ed essendo che 1 genera Z/nZ, I'intera mappa f ¢ nulla.

D’altra parte la mappa nulla é un banale omomorfismo.

Quindi Hom(Z/nZ,7Z) ¢ il gruppo banale. O

Per il secondo la situazione si fa invece piu intrigante.
Teorema 3.4.4. Il gruppo Hom(Z/mZ,Z/nZ) ¢é isomorfo a Z/(m,n)Z.

Dimostrazione. Come notato precedentemente, un omomorfismo f da Z/mZ
a Z/nZ ¢ determinato dal valore di 1. Infatti 1 genera Z/mZ.
Vogliamo comprendere quante scelte sono possibili per f(1).

Se f(1) = a, allora l'ordine di a deve dividere I'ordine di 1, pari a m. Cioé
m=0 (modn/(a,n))
Questa congruenza é equivalente a
am =0 (mod n)
cio¢ a
a=0 (modn/(m,n))

Quindi n/(m,n) deve dividere a, compreso tra 0 e n — 1. Questo mi da
n/(n/(m,n)) = (m,n) possibilita per a. Voglio verificare che una tale scelta ¢
sempre valida.

Sia quindi un tale a, e sia f definita come
fa: Z/mZ — Z/nZ
T za
Verifichiamo che f sia ben definita. Infatti presi x = y 4+ km, allora
xa = (y + km)a = ya + kma = ya

in quanto 'ordine di a divide m. Ma a questo punto ’essere un omomorfismo

¢ una banale verifica:
f@+y)=fx+y) =@+ya=za+ya=f(z)+ f(y)
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Quindi abbiamo una bigezione

¢ X = G
ar fa
con
Xmn=4{a€Z/nZ|0<a<n-1, n/(m,n) divide a }
che ha cardinalita (m,n).
Come abbiamo detto, pero, I'insieme (G, *) & un gruppo. Basta solo vedere
che & ciclico. A questo punto, avendo cardinalita (m,n), deve essere isomorfo
a Z/(m,n)Z.

Semplicemente notiamo che la funzione f; genera G. Infatti presa f, in G,

allora
@)= (fix-xf1)1) = 1)+ -+ fi(l) =al =a
—_——
a volte a volte
Ergo f{* coincide con f, e G é generato da fi. O

Concludiamo con l'analisi degli automorfismi. Andiamo prima a definirli.

Definizione 3.4.5. Sia G un gruppo. L’insieme degli automorfismi di G,

indicato con Aut(G), ¢ 'insieme degli isomorfismi da G in sé.

Proposizione 3.4.6. Dato un gruppo G, linsieme Aut(G), se dotato della

composizione di funzioni, & un gruppo.

Dimostrazione. Analogo al fatto che S(G) & un gruppo se dotato della com-

posizione. ]

Anche in questo caso il calcolo degli automorfismi di un gruppo € operazione

non facile. Trattiamo il caso in cui il gruppo sia ciclico.
Teorema 3.4.7. Il gruppo degli automorfismi di Z ¢ isomorfo a Z/27.

Dimostrazione. Sia f in Aut(Z). Posto k = f(1), 'immagine di f ¢ kZ con
k intero. Essendo f suggettiva, kZ = Z. Ma questo é possibile se e solo se
k= +1.

Quindi f(1) = £1 e f = +id. D’altra parte questi sono banali automorfismi
di Z.

Abbiamo quindi dimostrato che Aut(Z) = {£id}. Questo gruppo ¢ banal-

mente generato da —id, e quindi ¢ isomorfo a Z/27Z. ]

100



3.4. OMOMORFISMI TRA GRUPPI CICLICI 101

Per quanto riguarda il caso finito vale il prossimo teorema.
Teorema 3.4.8. [l gruppo degli automorfismi di Z./nZ ¢é isomorfo a Z/nZ*.

Dimostrazione. Sia f un automorfismo. Esso é in particolar modo iniettivo.
Quindi & = f(I) ha ordine n. Ergo k ¢ un elemento coprimo con n, e k
appartiene a Z/nZ*.

Dimostriamo che effettivamente un k invertibile da un automorfismo fj.

Certamente k ¢ diviso n/(n,n) = 1, quindi f; ¢ un omomorfismo da Z/nZ
in Z/nZ per quanto gia visto.

Inoltre fj & suggettiva. Infatti ogni elemento di a di Z/nZ & immagine di
ah, con h inverso di k.

fr(@h) = ahk = ahk = a

Quindi f; ¢ un omomorfismo suggettivo tra insiemi finiti della stessa car-
dinalita. Ergo é un isomorfismo.

In conclusione abbiamo una bigezione

O: Z/nZ" — Aut(Z/nZ)
k= fi

Verifichiamo che sia un omomorfismo. Presi h, k in Z/nZ*, allora
(fno fr)(1) = fa(k) = kh = kh = fin(1)

Quindi fj o fi coincide con fi; e ® € un omomorfismo bigettivo, quindi € un

isomorfismo. O
Chiudiamo questa sezione con i risultati ottenuti fino ad ora:
1. Hom(Z, G) ¢ in bigezione con G, e se G ¢& abeliano ¢ isomorfo ad esso.

2. Hom(Z/mZ,Z) é banale.

w

. Hom(Z/mZ,Z/nZ) ¢ isomorfo a Z/(m,n)Z.
4. Aut(Z) ¢ isomorfo a Z/27.
5. Aut(Z/nZ) ¢ isomorfo a Z/nZ*.
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3.5 Prodotto Diretto
Andiamo a considerare ora il prodotto diretto fra gruppi:

Proposizione 3.5.1. Siano (G, *1), (G',*2) due gruppi. Allora (G x G',*),

con

(g1, h1) * (91, ha) = (91 *1 h1, g2 *2 ha)

& un gruppo, con elemento neutro (e,e') e inverso di (g,h) pari a (9=, h™1).
Dimostrazione. Semplice verifica. O

Il prodotto diretto € il modo piti semplice per combinare gruppi. In parti-

colare valgono le proprieta che uno ci si aspetta, come la seguente:

Proposizione 3.5.2. Sia G = G1 x G2 prodotto diretto di due gruppi. Allora
il centro di G ¢ il prodotto dei centri di G1 e Gs.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare 'uguaglianza
Z(Gl X Gg) = Z(Gl) X Z(Gg)

(C) Sia (x,y) nel centro di G. Allora preso un qualunque z in G; vale la

seguente uguaglianza:

(z2,y) = (2, e2)(2,y) = (2, y)(2, €2) = (22, e2)

Ergo zx = xz per ogni z in G1. Quindi x appartiene al centro di G1. Analo-
gamente si osserva che y appartiene al centro di Go. Ergo (x,y) appartiene al
prodotto dei due centri.

(D) Sia (x,y) nel prodotto dei centri. Allora per ogni (v,w) in G vale

I'uguaglianza
(v, w)(z,y) = (vz,wy) = (zv,yw) = (z,y)(v, w)
Ergo (z,y) appartiene al centro di G. O

Corollario 3.5.3. Dati due gruppi G1, G, essi sono abeliani se e solo se il

loro prodotto diretto G lo é.
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Dimostrazione. Notiamo la seguente catena di coimplicazioni:

Z(G) :G@Z(Gl) X Z(Gg) :G1 X GQ
& Z(Gl) =Gy /\Z(Gg) = Goy

Otteniamo quindi che G e G5 sono abeliani se e solo se lo ¢ il loro prodotto. [

Affrontiamo ora questa domanda: quando € che il prodotto diretto di grup-
pi ciclici é ciclico? Cioé quando & che Z/mZ x Z/nZ ¢ isomorfo a Z/mnZ? 11
prossimo teorema ci aiuta, andando a esaminare gli ordini degli elementi di un

prodotto diretto.

Teorema 3.5.4. Siano G1, Gy due gruppi e G il loro prodotto diretto. Allora
per ogni (z,y) in G, esso ha ordine pari al minimo comune multiplo degli ordini

dix ey.

Dimostrazione. Sia (x,y) in G = G1 x Gy e sia d il suo ordine. Allora, posto

m ordine di z e n ordine di y, [m,n| & multiplo sia di m che di n. Quindi
(a, )™ = (2l ylmnl) = (e, e2)

Ergo d divide [m,n].

D’altra parte (eq, e2) = (z,7)% = (2%, y%). Quindi d & multiplo sia di m che
di n. Ergo é multiplo di [m,n].

Quindi [m, n] e d si dividono a vicenda. Essendo positivi devono coincidere.

O

A questo punto andiamo ad attaccare il nostro problema. La sua risoluzione
¢ la terza forma del TCR

Teorema 3.5.5 (Teorema Cinese del Resto - III Forma). Il prodotto diretto

Z)mZ x Z/nZ é ciclico se e solo se m e n sono coprimi.

Dimostrazione. (=) Se G = Z/mZ x Z/nZ é ciclico, allora esiste un g in G di

ordine mn. Posto g = (Z,y), allora

mn = ord(g) = [ord(z),ord(y)] = [

Quindi m e n sono coprimi.
(<) Viceversa siano m e n coprimi. Allora (1,1) ha ordine [m,n] = mn e

quindi G ¢ ciclico. ]
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In particolare se m e n sono coprimi, allora la seconda forma del TCR ci

dice che
O: Z/mnZ — Z/mZ X 7/nZ
[a)mn = ([a]m, [a]n)
¢ una bigezione. In veritd é un omomorfismo, e quindi é I'isomorfismo cercato:
®([almn + [blmn) = ®([a + blmn)
= ([a + b]m, [a + b]n)
= ([a]m + [blm, [aln + [b]n)
= ([a]m; [a]n) + ([a]n, [b]5)
= ®([almn) + ©([b]mn)

Il teorema precedente ci da questo importante corollario:

(
(

Teorema 3.5.6. Siano m, n interi coprimi. Allora Z/mnZ* ¢ isomorfo al
prodotto diretto di Z/mZ* e Z/nZ*.

Dimostrazione. Sappiamo che esiste una bigezione
U: Z/mnZ* — Z]/mZ* x Z/nZ*

data dalla restrizione della ® precedente. Allora si osserva, come fatto per @,

che ¥ & un omomorfismo, cioé che per ogni [a]mn, [0]mn nel dominio

Y([almn[blmn) = ([almn) ¥ ([b]mn)

3.6 Classi Laterali

Abbiamo visto che, nel caso di gruppi ciclici, gli ordini degli elementi e dei
sottogruppi dividono l'ordine del gruppo. Questa affermazione non é specifi-
ca dei gruppi ciclici, ma é molto piu generale. Per arrivarci perd dobbiamo

introdurre le classi laterali destre e sinistre:

Definizione 3.6.1. Sia G un gruppo e H un sottogruppo. Diciamo che due

elementi di G sono sinistra-equivalenti modulo H, e scriviamo z ~p v, se y 'z

appartiene ad H. Detto in altri termini se esiste un h in H tale che z = yh.

1

Analogamente si dicono destra-equivalenti se zy~" appartiene ad H, cioé

se x = hy per qualche h in H.
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Proposizione 3.6.2. La destra- e sinistra-equivalenza sono relazioni di equi-
valenza, e la classe di sinistra-equivalenza di x (analogo per quella destra)
é

tH={zh|ze€H}

Dimostrazione. Verifichiamolo per la sinistra-equivalenza, ’altra & analoga.
Certamente per ogni = in G, x = xe, quindi z & equivalente a se stesso.
D’altra parte se = & equivalente a y, cioé x = yh, allora y = zh~!. Quindi

y € equivalente a x.

Infine se x = yh e y = zh/, allora x = zh'h ed & equivalente a z.

Verifichiamo ora che zH ¢ la classe di equivalenza di x.

Se x & equivalente a y, allora 'y = h appartiene a H. Quindi y coincide
con xh e appartiene a xH.

D’altra parte se y appartiene a xH, allora x~ 'y appartienc a H e z &

equivalente a y. O

Da quello detto sopra sappiamo che x e y sono sinistra-equivalente se e
solo se le loro classi di equivalenza modulo H coincidono, cioé se e solo se
xH = yH. Esse vengono dette classi laterali sinistre modulo H. Equivalente
per le classi laterali destre.

Possiamo quindi enunciare il nostro teorema sulla divisibilita, il teorema

di Lagrange.

Teorema 3.6.3 (Teorema di Lagrange). Sia G un gruppo e H un sottogruppo.
Allora Uordine di H divide quello di G.

Dimostrazione. Se G ¢é infinito, allora 'ordine di H, qualunque sia, divide
l'ordine di G.
Se invece G ha ordine finito, sia R un insieme di rappresentanti per le classi

laterali sinistre modulo H. Allora abbiamo la partizione
G = |_| xH
T€ER

da cui

Gl =) |eH|

T€ER
A questo punto ci basta notare che xH hanno tutte cardinalita pari all’or-
dine di H.
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Infatti la mappa

o H—xH
h— xh

¢ una bigezione, ammettendo inversa
V:z2H—- H
—1
y—x Ty

Quindi otteniamo 'uguaglianza

G| =) _|eH| = |{z € R}||H| = |H||R|
zER

Ergo l'ordine di H divide quello di G. O
Corollario 3.6.4. Sia x in G. Allora

1. 1l suo ordine divide l'ordine di G.

2. Se G ¢ finito, !¢ = e.

Dimostrazione. L’ordine di x é 'ordine del sottogruppo generato, che divide
Iordine di G.

Inoltre se G & finito, allora per il primo punto z!¢l = e. O

Notiamo che stiamo riscrivendo il teorema di Eulero tramite la teoria dei
gruppi. Infatti presi a,n interi coprimi, allora a appartiene a Z/nZ*, che ha

ordine p(n). Ergo per quello appena dimostrato
a?™ =1 = a*™ =1 (mod n)

che é esattamente il risultato fornito dal teorema di Eulero.
Come conseguenza immediata abbiamo questo risultato sui gruppi di ordine

un primo:

Teorema 3.6.5. Se G ¢ un gruppo di ordine primo p, allora é isomorfo a
Z]pZ.

Dimostrazione. Essendo G di ordine primo p, ammette almeno due elementi.
Sia quindi x € G diverso dall’identita. Allora 'ordine di x é maggiore di 1 e

divide p. Ergo x ha ordine p e genera G. O
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Abbiamo quindi provato un primo teorema di classificazione. 1 teoremi di
classificazione hanno lo scopo di classificare i gruppi a meno di isomorfismo.
Abbiamo visto che per ogni primo p il gruppo Z/pZ é 'unico gruppo di ordine
p a meno di isomorfismo.

Ne vedremo altri di teoremi di questo genere. In particolare classificheremo
i gruppi abeliani finiti (mentre per quelli finitamente generati bisogna aspettare
Algebra II), e quelli di ordine sufficientemente piccolo. La prossima sezione ha

esattamente lo scopo di analizzare quelli fino all’ordine 6.

3.7 Gruppi di Ordine Piccolo

Un modo per classificare i gruppi finiti &€ quello di usare le Tavole di Cayley
o tavole di composizione. KEsse sono tabelle a doppia entrata raffiguranti i
risultati dell’operazione in G. In particolare se G = {g1,...,gr}, allora alla
riga 4 e colonna j troviamo il prodotto g;g;.

Le tavole di Cayley hanno lo scopo di raffigurare le operazioni in un gruppo
G, indipendentemente da come vengono chiamati gli elementi di G. Quindi
sono utili per classificare i gruppi a meno di isomorfismo.

Per comprendere come sono fatte, sia un generico gruppo G = {e, g, h}.

Allora ammette tavola di Cayley

e g h
ele g h
g 99 gh
h hg hh

E evidente che una tavola di Cayley ¢ simmetrica se e solo se il gruppo ¢

abeliano.

Una proprieta delle tavole di Cayley ¢ la seguente, che useremo estensiva-

mente:

Proposizione 3.7.1. Sia una tavola di Caylery di un gruppo finito G =
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{a1,...,ar}, conag=e:
e ay
e | e ay
ar | A ... a%

Allora essa & un quadrato latino. Cioé presa una qualsiasi riga, essa non puo

avere due entrate uguali. Analogamente per una qualsiasi colonna.

Dimostrazione. Supponiamo che esista una riga, relativa all’elemento a;, con
due entrate uguali. Cio¢ esistono a;, aj, diversi tale che a;a; = a;a;. Questo
implica che a; = aj. Assurdo.

Analogo per una qualsiasi colonna. O

Per entrare invece pit nel "concreto", Z/27 ammette tavola di Cayley

0 1
0(0 1
111 0

Essendo Z /27 abeliano, la tavola ¢ simmetrica.

Procederemo adesso a riempire le tavole di Cayley di ordine 1,...,6 . Ve-
dremo che che per n primo avremo di fatto un unica tavola. Infatti esiste un
unico gruppo a meno di isomorfismo di ordine primo.

Per farlo pero serve usare il teorema di Cauchy, che per ora dimostreremo

solo per il primo che ci serve:

Teorema 3.7.2. Sia un gruppo finito G di ordine pari. Fsso ammette un

elemento di ordine 2.

Dimostrazione. Definiamo la seguente relazione di equivalenza su G:

T~y = :rzy\/:r:y_1
Si osserva immediatamente che questa é una relazione di equivalenza.
Inoltre presa una classe di equivalenza [z], allora essa ammette al pit due

elementi: z e il suo inverso. In particolare ne ammette solo uno se e solo se x

coincide col suo inverso, cioé se e solo se x ha ordine 2 oppure se ¢ 'identita.
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Ergo se partizioniamo G, otteniamo

|G| = |{classi di eq. con 1 elemento}| + 2 - |classi di eq. con 2 elementi}|
={geG|g=-e,ord(g) =2} +2 - |{classi di eq. con 2 elementi}|

E quindi se passiamo ai moduli

0=IG|=|{geG|g=cord(g) =2} (mod2)
0=|G|={geG|ord(g)=2}+1 (mod 2)
Quindi I'insieme degli elementi di ordine 2 ha cardinalita dispari, cioé non puo

essere vuoto. OJ

Incominciamo quindi ad analizzare tavole.

Se n =1 abbiamo G = {e}, che da come unica tavola

(&
ec|e

Se n = 2, allora ’elemento diverso dall’identita ha ordine 2. Quindi posto

a tale elemento, abbiamo la tavola

e a
el e a
al|a e

che corrisponde al gruppo Z/27Z.
Se n = 3, siano a, b diversi dall’identita. Entrambi hanno ordine 3. Inoltre

abbiamo queste due implicazioni, tutte due che portano all’assurdo

a* =e = ord(a) =2

a2:a = a=e

Quindi a® = b. Analogamente b?> = a. Possiamo quindi compilare parzial-

mente la tavola:

e a b
ele a b
ala b
blb a
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Infine per la proposizione 3.7.1 abbiamo ’entrata forzata ab = e e ba = e.

Quindi abbiamo la tavola

e a b
ele a b
ala b e
b|b e a

che corrisponde al gruppo Z/3Z (per esempio identificando a con 1 e b con 2).

Per n = 4 la cosa si fa piu interessante. Consideriamo un suo elemento
a di ordine 2, che esiste per Cayley, e poniamo b € G\ {e,a}. L'ordine di b
deve dividere 4, e quindi puo essere o 2 0 4. Vedremo che ad un certo punto

bisogneréa fare una scelta, che portera a due gruppi distinti.

Per ora consideriamo ’elemento ¢ = ab. Non pud essere né e, né a, né b.

Infatti a, b non sono l’identita, e ¢ ha come inverso se stesso, non b.
Allo stesso modo ba deve differire da e, a,b. Quindi deve coincidere con ab.
Inoltre b = aab = aba.

Quindi per ora abbiamo la tavola

e a b ab

ele a b ab
ala e ab b
b | b ab
ab|ab b

A questo punto abbiamo terminato le scelte obbligate. Infatti imporre che

b abbia ordine 2 o 4 non sembra portare ad alcun assurdo.

Proviamo quindi a compilare la tavola per b> = e. Sfruttando il fatto
che la tavola é un quadrato latino, e incrociando i dati sulle righe e colonne,
otteniamo in ordine: (ab)b = a, b(ab) = a, (ab)(ab) = e.

Abbiamo quindi la prima tavola:
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ablab b a e

Torniamo ora indietro a

e a b ab

ele a b ab
ala e ab b
b | b ab
ab|ab b

e imponiamo b* = e. Allora deve essere b? diverso da e. Quindi grazie alla
proposizione 3.7.1 sappiamo che b?> = a e (ab)b = e. Sempre per lo stesso
risultato b(ab) = e e (ab)(ab) = a

Ergo abbiamo la tavola:

e a b ab

ele a b ab
ala e ab b
b|b ab a e
ablab b e a

In conclusione abbiamo ottenuto le seguenti due tavole di Cayley:

e a b ab e a b ab
el|le a b ab el|le a b ab
a|la e ab b a|la e ab b

bl b ab e a blb ab a e

ablab b a e ablab b e a

Quindi esistono al pitt due gruppi, a meno di isomorfismo, di ordine 4. O

vediamo che le operazioni definite dalle due tavole formano un gruppo, oppure
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esibiamo due gruppi di ordine 4. Ed infatti esistono Z/27 x Z/27 e 7./AZ.
Non possono essere isomorfi in quanto il secondo non ¢é ciclico.

Il secondo ¢ isomorfo alla seconda tavola, ammettendo 1 come elemento di
ordine 4, mentre il primo alla prima ed ammette solo elementi di ordine 2.

Notiamo inoltre che le due tavole hanno un blocco 2x2 in alto a sinistra
che corrisponde alla tavola di Z/2Z. Ed infatti quel blocco ¢ la tavola del
sottogruppo generato da a.

Per quanto riguarda n = 5 consideriamo a in G di ordine 5. Allora posto
G = {e,a,b,c,d} = {e,a,a? a> a*}, si osserva, come nel caso n = 3, che la

tavola di G ha la forma

cle d e a b

dld e a b ¢

Chiudiamo con n = 6. Vogliamo dimostrare che esiste un elemento di

ordine 3. Se per assurdo non fosse vero, consideriamo comunque a in G di
ordine 2. Consideriamo quindi b € G \ {e,a} di ordine 2.

Come gia fatto per n = 4, ab é diverso da a e b. A questo punto semplice-
mente poniamo G = {e, a, b, ab, c,d}.

Inoltre sia b~ 'a~! = ba che ab sono inversi di ab. Ergo ab = ba e riusciamo

a compilare parzialmente la tavola:

e a b ab ¢ d

ele a b ab ¢ d
ala e ab b d ¢

b|lb ab e a

ablab b a e

A questo punto pero si vedono gia i problemi. Il blocco 4x4 in alto a sinistra
corrisponderebbe ad un sottogruppo H = {e, a, b, ab} di ordine 4 in un gruppo

di ordine 6. Per Lagrange questo ¢ totalmente impossibile.
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Un altro modo per individuare I'assurdo é osservare che bc non potrebbe
essere nessuno tra e, a, b, ab, in quanto ci6 causerebbe, da parte della terza riga,
della violazione della proposizione 3.7.1. Tuttavia bc non potrebbe neanche
essere uguale a d o ¢, in quanto questo causerebbe problemi da parte della 5

colonna.

Quindi bc non assume mai un valore accettabile, e abbiamo ottenuto ’as-

surdo. Quindi G deve contenere un elemento di ordine 3.

Riproviamo ponendo a come prima e b di ordine 3 (come si vede questo
approccio per la classificazione dei gruppi diventa sempre pitt impossibile mano

a mano che gli ordini salgono).

In questo caso b? non pud essere pari a a, altrimenti b* = e e b avrebbe

ordine che divide 4, cosa non vera.

Seguendo analoghe implicazioni si scopre che gli altri elementi di G sono

b? e ab®. Quindi si compila la tavola fino al seguente punto:

e a b b2 ab ab?

e e a b b2 ab ab?

a | a e ab ab® b b2

b b ¥ooe
v: | v? e b
ab | ab ab®> a

ab? | ab? a ab

A questo punto si é totalmente bloccati. Quello che si puod cercare di capire é

cosa vale ba. Si vede immediatamente che o esso coincide con ab o con ab?.

Seguendo la prima strada, stiamo di fatto imponendo che il gruppo sia

abeliano. Infatti la tavola si completa (si consiglia di sfruttare la proposizio-
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ne 3.7.1) a:
e a b b ab ab?
e e a b b ab ab?
a a e ab ab®> b V?
b b ab b e ab® a
vl v oab? e b a ab
ab | ab b ab®> a b e
ab? | ab® B2 a ab e b

Invece seguendo la seconda strada, abbiamo la tavola completata a

e a b b ab ab?
e e a b b ab ab?
a a e ab ab®> b V?
b b ab® b e a ab
Vv oab e b ab® a
ab | ab b ab® a e b
ab? | ab® b a ab bV e

Quindi abbiamo al pitt due gruppi di ordine 6 a meno di isomorfismo. In
effetti ne abbiamo esattamente due.

Da una parte abbiamo Z/6Z, corrispondente alla prima tavola grazie all’i-
dentificazione di 3 con a e 2 con b.

D’altra parte abbiamo il gruppo simmetrico S3 che ha 3! = 6 elementi.

Esso non ¢ abeliano e corrisponde alla seconda tavola tramite ’identificazione

b=0c:1—2

23
3—1
11
1= 2
21
33
11
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Chiudiamo questa sezione con una curiosita: Abbiamo detto che le tavole
di Cayley sono quadrati latini. Vale il viceversa? Cioé ogni quadrato latino ¢é
tavola di composizione di un gruppo?

La risposta € negativa. Per esempio la seguente tavola latina:

a b c
Tabc
blc a b
c|lb ¢ a

non puo essere la tavola di composizione di un gruppo, in quanto né a né b né
¢ si comportano come un elemento neutro.
Tuttavia le tavole latine hanno associate una struttura algebrica, forse tra

le pitt semplici che si possono costruire: quella di quasigruppo.

Definizione 3.7.3. Un quasigruppo ¢ una coppia (G, *), con G un insieme
e x: G x G — G un’operazione, tale che si possano fare le divisioni a destra
e a sinistra. Cioé tale che per ogni a,b in G esistono unici g, h in G tali che

axg=behxa=>h.

L’esistenza e l'unicita di g, h danno esattamente la condizione per cui la
tavola di composizione sia un quadrato latino: in ogni riga, e in ogni colonna,
compaiono tutti gli elementi una sola volta.

Inoltre, dato un quadrato latino é semplice capire se il relativo quasigruppo
ammette un elemento neutro. Infatti se G = {ay,...,ax}, allora (I'unico)
elemento neutro a; deve soddisfare la seguente condizione: nella riga e colonna
j-esime compaiano, in ordine corretto, gli elementi di G.

Quindi possiamo dire che con le tavole di Cayley possiamo maneggiare

oggetti leggermente piti complessi dei quasigruppi: i loop.

Definizione 3.7.4. Un loop ¢ un quasigruppo (G, x) che ammette un elemento

e, detto elemento neutro, tale che e x x = x = x * e per ogni = in G.

I loop associativi sono esattamente i gruppi. Tuttavia qui la faccenda si fa
pit complicata. Infatti I’associativitd ¢ una proprieta su tre elementi, che quin-
di non si presta ad essere facilmente controllata su una tavola di composizione,

che é una tabella a doppia entrata.
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3.8 Quozienti di Gruppi

Come con gli spazi vettoriali, lo scopo di questa sezione é la costruzione di
quozienti di gruppi. Tuttavia, mentre nel caso di spazi vettoriali potevamo
sempre ottenere un nuovo spazio vettoriale quozientando per un sottospazio,
nel caso dei gruppi questa affermazione é molto falsa. Il nocciolo delle questione
é questo: preso un sottogruppo H di un gruppo G, non é assolutamente detto
che le classi laterali sinistre e destre coincidano. Nel senso che puo esistere un
x in G tale che xH e Hx sono diversi.

Forniamo subito un esempio tramite G = S3. Sappiamo dalla sezione

precedente che

G ={e,,0, o2, 1o, 7'02}

A questo punto prendiamo H = (1) = {e, 7} e x = o. Calcolando le classi

laterali si scopre che

oH = {0,071} = {0,70%}
oH ={o,70}

Quindi le classi laterali sono differenti.
Quindi conviene restringersi ad una classe particolare di sottogruppi: quelli

normali.

Definizione 3.8.1. Sia G un gruppo. Un sottogruppo H & normale in G, e
si indica con H < G, se per ogni x in G le sue classi laterali sinistre e destre
modulo H coincidono. Equivalentemente se per ogni x in G il sottogruppo H

coincide con xHxz .

Proposizione 3.8.2. Sia G gruppo e H sottogruppo.
1. Se G ¢ abeliano, H é normale in G.
2. Se per ogni x in G, tHx™' ¢ incluso in H, allora H ¢ normale in G.
3. Se H coincide con {e}, G o Z(G), allora esso ¢ normale in G.

Dimostrazione. (1.) Se G & abeliano, allora per ogni h in H, xhz~! = h.
Quindi xHz~' = H.
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(2.) Sia z in G. Sappiamo che zHz~! ¢ incluso in H. D’altra parte per

-1

ipotesi sappiamo anche che 2" 'H(271)~! = 27! Hz ¢ incluso in H. Ergo

H=2z2(z1H2)z"t C zHz™*

Quindi per ogni z in G, zHz"' = H ¢ H ¢ normale in G.

(3.) Per H = {e} o H = @G, allora ¢ banalmente normale.

Inoltre per ogni = in G e per ogni h in Z(G), xhx~! = hxx~! = h. Ergo
rZ(G)z"t = Z(G) e Z(G) & normale in G. O

Sara utile, per quello che diremo in seguito, notare che i sottogruppi normali

si comportano bene per 'intersezione e con gli omomorfismi.

Proposizione 3.8.3. Sia G un gruppo e H,K sottogruppi, con H normale in
G. Allora lintersezione H N K & normale in K, e lo & in G se anche H &

normale in G.

Dimostrazione. Iniziamo con la prima verifica.

Per ogni k in K, allora valgono le seguenti inclusioni:

EHNK)E'C kKk ' CK

EHNK)E'C kHE' € H
HAG

Allora k(H N K)k~! ¢ incluso in H N K, che quindi & normale in K.

Se anche K é normale in G, sia x in G. Allora

s(HNK)x ' CaHz ' CH
s(HNK)z ' CaKe ' CK

Allora z(H N K)z~! & contenuto in H N K, che quindi é normale in G. O

Proposizione 3.8.4. Sia f: G — G’ un omomorfismo. Se H' ¢ un sottogrup-
po normale di G', allora f~(H') & un sottogruppo normale di G. D’altra parte

se H ¢ un sottogruppo normale di H, allora f(H) é un sottogruppo normale

di f(Q).
Dimostrazione. Sia H' sottogruppo normale di G’.
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Preso x in G sia y la sua immagine in G’. Allora si osserva che vale la

seguente uguaglianza:
e fTHH ) T C TN ) fHHED Y
=fyH y
=[H(H")
Quindi f~'(H’) é normale in G.
D’altra parte sia H sottogruppo di G.

Preso f(x) nell'immagine di f, allora si osserva che vale 'uguaglianza:
fa) f(H) f(x)™" = f(2) f(H) f(z71) = f(aHa™") = f(H)
Quindi f(H) ¢ normale nell'immagine di G. O

Introduciamo ora il concetto di indice di un sottogruppo, passando per

questa proposizione.

Proposizione 3.8.5. Sia G gruppo e H sottogruppo. Allora il numero di
classi laterali sinistre e destre modulo H coincidono, e viene detto l'indice di
H in G, e indicato con |G : HJ.
Dimostrazione. La seguente mappa
¢: {zH|zeG}—»{Hzx|zeG}
xH — Hx

é una banale bigezione ben definita. O

Un interessante proposizione ¢ che tutti i sottogruppi di indice due sono

normali.

Proposizione 3.8.6. Sia G gruppo e H sottogruppo di indice due. Allora H

e normale i G.

Dimostrazione. Sappiamo che le classi laterali sinistre e destre partizionano G.
Quindi presa una classe laterale x H, abbiamo due possibilita. O essa é la classe
banale eH = He, che quindi coincide con la destra associata, oppure € 'altra

classe laterale sinistra. Nel secondo caso, avendo H indice due otteniamo
Hr=G\He=G\eH =zH
Quindi H & normale in G. O
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I gruppi normali sono essenziali per creare i quozienti di gruppi. Prima di

definirli sfruttiamo le classi laterali per presentare la seguente proposizione.

Proposizione 3.8.7. Sia un omomorfismo f: G — G'. Allora valgono le

sequenti affermazioni:
1. Il nucleo di f & normale in G.

2. Per ogni x,y in G, essi hanno la stessa immagine se e solo le le loro

classi laterali modulo Ker(f) coincidono.

3. Se z appartiene all’immagine di f e x é un elemento della preimmagine

di z, allora f~'(2) = zKer(f) e ha cardinalita pari a quella del nucleo.
Dimostrazione. (1.) Sia g in G e z nel nucleo di f. Allora

Flgzg™") = F(9)f(2)9(9) " = flg)e' flg) " =¢

Quindi gzg*1

(2.) Semplicemente osservando questa catena di implicazioni:

appartiene al nucleo di f e Ker(f) ¢ normale in G.

fle)=fly) & flay™!)=¢ & ay~! =Ker(f) & rKer(f) = yKer(f)

(3.) La preimmagine di z sono tutti gli y in G tale che f(y) = f(z). Per il
punto precedente sono tutti e soli y in G tale che z Ker(f) = yKer(f). Questi

y sono esattamente la classe laterale z Ker(f). O
Possiamo definitivamente introdurre il concetto di gruppo quoziente:

Teorema 3.8.8. Sia G un gruppo e H sottogruppo normale. Indicando con

G/H linsieme delle classi laterali modulo H e con x 'operazione

x: G/H x G/H — G/H
(zH,yH) — (zy)H

allora la coppia (G/H,x) & un gruppo.

Dimostrazione. Una volta che dimostriamo la buona definizione di *, allora
lassociativita ¢ data dall’associativita dell’operazione su G. Inoltre [e] risulta

essere 'elemento neutro e [z71] I'inverso di [z].
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Siano quindi ' equivalente a z e y’ equivalente a y. Allora 2/ = zn e
y' = yn’ con n,n’ in H. Inoltre essendo H normale in G, esiste un n” in H

tale che ny = yn”. Ergo
2’y = anyn’ = zyn”n’ € (zy)H

Quindi il prodotto zy e il prodotto 2’1y’ sono equivalenti modulo H. Quindi
Y Y

la nostra operazione * € ben definita. ]

L’omomorfismo canonico che viene col concetto di quoziente é il passaggio

al quoziente:

Proposizione 3.8.9. La mappa
7 G—G/H
x—xH

& un omomorfismo di gruppi con nucleo pari a H
Dimostrazione. Da una parte presi x,y in G, allora
m(zxy) = (zy)H = xH xyH = w(z) x 7(y)
Dall’altra il nucleo di 7 ¢&
Ker(n) ={zeG|n(z)=mn(e) }={xeG|2H=H}=H O

Corollario 3.8.10. Dato un gruppo G, i suoi sottogruppi normali sono tutti

e soli 1 nuclei di omomorfismi con dominio G.

Dimostrazione. Se H é un sottogruppo di G, nucleo di un omomorfismo ¢: G —
G’, allora sappiamo che & normale.

Viceversa se H é un sottogruppo normale di GG, allora é nucleo del passaggio
al quoziente da G a G/H. O

Notiamo che quello che stiamo facendo ¢ esattamente quello che facemmo
con l'insieme Z/nZ, quando abbiamo imposto operazioni sulle classi. E in-
fatti, letto con la teoria dei gruppi, abbiamo quozientato il gruppo Z per il
sottogruppo nZ, che é normale essendo Z abeliano.

Di fondamentale importanza per i quozienti sono i quattro teoremi di

omomorfismi che enuncieremo. Iniziamo con il primo:
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Teorema 3.8.11 (I Teorema di Omomorfismo). Sia f: G — G’ omomorfismo
e sia N sottogruppo normale di G, contenuto nel nucleo di f. Allora esiste

un’unica mappa p: G/N — G’ che fa commutare il diagramma

f

G———G

G/N
Inoltre ¢ e f hanno la stessa immagine, e il nucleo di ¢ & Ker(f)/N =

r(Ker(f)).

Dimostrazione. Innanzitutto ¢ & obbligata. Infatti sia ¢: G/N — G’ tale che

pom = f. Allora ogni N in G/N viene mandato in
p(zN) = (pom)(z) = f(z)

D’altra parte sia ¢ definita come sopra. Dobbiamo verificare innanzitutto
che @ sia ben definita.
Presi x, y nella stessa classe laterale, allora = yh con h in N C Ker(f).

Allora h appartiene anche a Ker(f), quindi

fly) = f(xh) = f(x)f(h) = f(x)

Quindi ¢(zH) non dipende dal rappresentante scelto.

Verifichiamo ora che ¢, cosi definita, sia un omomorfismo. Siano quindi
N, yN in G/N. Allora

o(xN) p(yN) = vy = p((xy)N) = p(xN * yN)

Infine ¢ o™ = f per costruzione.
Per quanto riguarda il calcolo dell'immagine abbiamo la catena di ugua-

glianze

Im(p) = { p(zN) [z € G}
={f@)|zecC}
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Infine
Ker(p) = { N | p(zH) =€}
:{xN‘f(x):e’}
={aN |z e Ker(f)}
— Ker(f)/N

O]

Corollario 3.8.12. Sia f: G — G’ omomorfismo. Allora f si scompone come

f=goh, con H gruppo, h: G — H suriettiva e g: H — G iniettiva.

Dimostrazione. Prendendo N = Ker(f) e ¢ come sopra, allora f si scompone
come @ o . Inoltre m & suggettiva essendo il passaggio ad un quoziente e ¢ ha

nucleo

Ker(p) = Ker(f)/ Ker(f) = {N}
Cioé ¢ ¢ iniettiva. O

Corollario 3.8.13. Sia f: G — G’ omomorfismo suggettivo. Allora, posto

N =Ker(f), la ¢ definita precedentemente é un isomorfismo.

Dimostrazione. E suggettiva in quanto f lo é. Inoltre ¢ iniettiva per lo stesso

ragionamento del corollario precedente. O
Enunciato il primo teorema di omomorfismo, procediamo col secondo.

Teorema 3.8.14 (II Teorema di Omomorfismo). Sia G un gruppo e H, K
sottogruppi normali di G con H incluso di K. Allora H é normale in K,

K/H é normale in G/H e G/K ¢ isomorfo a (G/H)/(K/H).

Dimostrazione. Iniziamo verificando la normalita di H in K.

Sappiamo perd che xHz~' = H per ogni = in G, quindi vale in particolare
per ogni x in K. Quindi H é normale in K.

Verifichiamo ora che K/H ¢ normale in G/H. Tuttavia possiamo vedere
K/H come I'immagine di K tramite la proiezione mg su G/H. Essendo K
normale in G ed essendo 7y suggettiva, allora K/H ¢é normale in G/H per la
proposizione 3.8.4.

Procediamo ora a dimostrare 1’isomorfismo.
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Applichiamo innanzitutto il primo teorema di omomorfismo a 7g. Essen-
do che H ¢ incluso in K = Ker(7g), esiste un’unica ¢ che fa commutare il
diagramma.

¢ X, q/K

TN ©

G/H
Inoltre Ker(yp) = Ker(nx)/H = K/H ed essendo 7k suggettiva, anche ¢
lo é. Quindi possiamo applicare nuovamente il teorema di omomorfismo per

ottenere ¢, I'isomorfismo cercato.
G/H 25 G/K
¢

(G/H)/(K/H)

Per il prossimo teorema dobbiamo introdurre il seguente risultato:

Proposizione 3.8.15. Sia G un gruppo e H, K sottogruppi. Definiamo 1
sequenty sottoinsiemsa:
HK ={hk|he HkecK}
KH={kh|ke K,he H}

Se HK = KH allora HK ¢ un sottogruppo (e per simmetria anche KH ).
Viceversa se HK ¢ un sottogruppo finito, allora HK = KH.

Dimostrazione. (1.) Certamente e = ee appartiene a HK.

Inoltre se hk appartiene a HK, allora l'inverso k~'h~! appartiene a KH
quindi a HK.

Presi ora hi1ki e hoko in HK, allora kihy appartiene a K H, quindi a HK.

Quindi possiamo porre ki1hy = hsks, da cui
hi1ki1hoky = h1h3k3k2 = (hlhg)(kgkg) c HK
Quindi HK é un sottogruppo.
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(2.) Notiamo innanzitutto che K H ¢ incluso in HK.

Sia kh in KH. Esso é I'inverso di h~'k~! che appartiene a HK. Essendo
quest’ultimo un sottogruppo, allora anche kh appartiene a HK. Quindi K H
é incluso in HK.

Dimostriamo ora che HK e KH hanno la stessa cardinalitd. A questo
punto, grazie alla finitezza di H K, avremo 'uguaglianza cercata.

La seguente mappa é una banale bigezione:

&: HK - KH
hk— (hk)™t = k1At

O

Corollario 3.8.16. Sia G un gruppo e H, K sottogruppi. Se H é normale in
G, allora HK ¢& un sottogruppo.

Dimostrazione. Verifichiamo che HK = KH.
Essendo H normale in G, per ogni k in K vale che kH = Hk. Quindi
KH = HK e HK ¢ un sottogruppo. O

Notiamo ora un paio di cose.

Innanzitutto se G & un gruppo infinito, e sia H K che K H sono sottogruppi,
allora HK = KH. Infatti seguendo la dimostrazione del teorema precedente
entrambe le inclusioni.

Inoltre nel teorema precedente abbiamo notato che HK = K H indipen-
dentemente dal fatto che H K sia o meno un sottogruppo. Ci si puo chiedere se
vale una stima sulla loro cardinalita nel caso siano finiti. In effetti la prossima

proposizione afferma proprio quello.

Proposizione 3.8.17. Sia G un gruppo, H, K sottogruppi. Se HK ¢é un

sottoinsieme finito, allora ha cardinalita

|H|| K|
HEK| =1L
HE] |H N K]

Dimostrazione. Consideriamo la seguente mappa suggettiva

& H— HK
(h, k) — hk
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Affermo che, preso hk nell’immagine, la sua preimmagine é data da
Y hk)=(ht ' tk) te HNK

Certamente preso (ht~!,tk) come sopra, allora ha immagine

®(ht~ 1, tk) = bt 'tk = hk
D’altra parte preso (h', k') tale che h'k’ = hk, allora
Fkl=MW)yh=te HNK
Ergo come volevamo dimostrare

W=nt' K=tk teHNK

Quindi per ogni hk in HK, la sua preimmagine ha cardinalita

@ (k)| = |{ (ht"',tk) |[te HNK }| = |H N K|
E procedendo come nella dimostrazione del teorema di Lagrange

H||IK| = |H x K| = Y |7} (y)| = |H N K| HEK|
yeHK

Abbiamo quindi ottenuto 'uguaglianza voluta. O

Affrontato questo argomento, possiamo procedere con terzo teorema di

omomorfismo.

Teorema 3.8.18 (III Teorema di Omomorfismo). Sia G un gruppo e H, K
sottogruppi normali in G. Allora K € normale in HK, HN K lo é in H e
H/(HNK) éisomorfo a HK/K.

Dimostrazione. Innanzitutto essendo H normale in G, il sottoinsieme HK &
un sottogruppo di G.

Inoltre K é normale in G, quindi a maggior ragione lo ¢ in HK.

Infine grazie alla proposizione 3.8.3 sappiamo che H N K & normale in H.

Per dimostrare I’isomorfismo sia la mappa

po: H— HK/K

z+— oK
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Essa ¢ un omomorfismo ben definito in quanto restrizione di 7: HK —
Verifichiamo che ¢ sia suggettiva.
Presa una classe in HK /K, essa si scrive come K con x in HK. Allora

x = hk con hin H e k in K. Notiamo quindi che
o(h) =hK = (hk)K = 2K

Quindi x K appartiene all'immagine di ¢ e ¢ é suggettiva.

Per quanto riguarda il nucleo di ¢, esso é
Ker(p) ={zeH|zK=K}={zc€H|zeK}=HNK

Quindi, per il primo teorema di omomorfismo, otteniamo

HE e M H
—— =1Im ~ =
K 7 Ker(p)  HNEK

O]

Concludiamo ora con il teorema di corrispondenza fra sottogruppi, detto

anche quarto teorema di omomorfismo.

Teorema 3.8.19 (Teorema di Corrispondenza fra Sottogruppi). Sia G un
gruppo N un suo sottogruppo normale. Allora esiste una corrispondenza biu-

nivoca fra i sottogruppi di G/N e i sottogruppi di G che contengono N :

a: {H<G|N<H}—={H<H/N}
H — H/N = n(H)

Inoltre questa corrispondenza preserva normalita e indici dei sottogruppi.
Dimostrazione. Siano le mappe
a: {H<G|N<H}—->{H<H/N}

H — H/N = r(H)

B: {H<H/N}—-{H<G|N<H}
H— 7 H(H)

Verifichiamo innanzitutto che siano ben definite.

126



3.8. QUOZIENTI DI GRUPPI 127

Innanzitutto essendo m un omomorfismo, allora immagini e preimmagini
di sottogruppi sono sottogruppi.

Dobbiamo quindi verificare che se H & un sottogruppo di G/N, allora la
sua preimmagine contiene N.

Ma questo ¢ immediato. Infatti 7 contiene ’elemento neutro di G/N, che
¢ immagine di ogni elemento di N. Quindi la preimmagine di H contiene N.

Verifichiamo ora che a e 8 sono una l'inversa dell’altra.

Sia quindi H sottogruppo di G che contiene N. Notiamo innanzitutto che
se gIN & un elemento di G/N uguale ad un elemento hN di H/N, allora g deve
coincidere con hn per qualche n in N. Ma essendo che N ¢é incluso in H, anche

g appartiene a H. Ergo
Bla(H)) = B(H/N)=n"'(H/N) = H
D’altra parte sia ‘H un sottogruppo di G/N. Allora essendo 7 suggettiva:
a(B(H)) =n(r T (H)) =H

Quindi « e 8 sono una l'inversa dell’altra e abbiamo la corrispondenza fra
i sottogruppi.

Per quanto riguarda la normalita sappiamo che se H é normale in GG, allora
H/N & normale in G/N per il secondo teorema di omomorfismo.

D’altra parte se H ¢ normale in G/N, allora H, essendo la preimmagine di
‘H secondo 7, é normale in G per la proposizione 3.8.4.

Infine per quanto riguarda gli indici, sappiamo grazie al secondo teorema

di omomorfismo che

G _G/N
7= H/N
ergo
G/N

HN| [G/N : H/N]

-l
O

Notiamo che questo teorema da una rilettura del fatto che Z/nZ abbia un
unico sottogruppo per ogni divisore di d. Infatti i sottogruppi di Z/nZ sono
in corrispondenza con i sottogruppi di Z che contengono nZ. E questi sono
esattamente uno, pari a dZ, per ogni d che divide n.

Chiudiamo la sezione sui quozienti con due teoremi, iniziando col teorema

di Cauchy per gruppi abeliani.
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Teorema 3.8.20 (Teorema di Cauchy Abeliano). Sia G un gruppo abeliano
finito, il cui ordine & diviso da un primo p. Allora esiste un elemento in G di

ordine p.

Dimostrazione. Procediamo per induzione forte su k = |G| /p.

Se k =1, allora G ha ordine p. Quindi ¢ ciclico e ammette p — 1 elementi
di ordine p.

Se k > 1, sia g un elemento di G diverso dall’identita.

Se g ha ordine multiplo di p, allora nel sottogruppo ciclico (g) troviamo
p — 1 = (p) elementi di ordine p.

Se g non ha ordine multiplo di p, allora il sottogruppo generato é normale
in G, essendo quest’ultimo abeliano. Possiamo quindi considerare H = G/ (g).

L’ordine di H ¢ |G|/|{g)|, che ¢ minore dell’ordine di G. Inoltre p non
divide l'ordine di g, ma divide 'ordine di G. Quindi p divide 'ordine di H.

Quindi per ipotesi induttiva esiste in H un elemento di ordine p. Poniamo
x(p) tale elemento.

Allora z(p) ¢ immagine di x tramite il passaggio al quoziente. Quindi x ha
ordine multiplo di p. A questo punto si procede come sopra, trovando in (z)

un elemento di ordine p. O

Il secondo teorema che chiude questa sezione é un risultato a prima vista

innocente, che pero si rivelera estremamente utile in seguito.
Teorema 3.8.21. Sia G un gruppo. Se G/Z(QG) é ciclico, allora G ¢é abeliano.

Dimostrazione. Sappiamo che G/Z(G) ¢é generato da una certa classe aZ(G).

Allora per ogni g in G, la classe gZ(G) coincide con a*Z(G) per qualche intero

k. Cioé esiste un z in Z(G) tale che g = a”z

A questo punto siano g, h due elementi di G. Allora esistono z, 2’ in Z(QG)

k

e due interi k, ¥/, tale che ¢ = a*z ¢ h = ¥’ 2. Da cui

k., Kk k_k k+E 1 k

// ! / !
gh:azaz:aa ZZ = Q ZZ=a CLk k

!
2z =ad" a2 = hg O

Corollario 3.8.22. Sia G un gruppo non abeliano. Allora il suo centro non

puo avere indice primo o 1.

Dimostrazione. Essendo G non abeliano, allora Z(G) non ¢ tutto G. Inoltre se
Z (@) avesse indice primo, allora G/Z(G) sarebbe un gruppo di ordine primo.

Quindi sarebbe ciclico e GG sarebbe abeliano. Assurdo. O
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3.9 Gruppi Abeliani Finiti

In questa sezione vogliamo presentare alcuni risultati riguardo ai gruppi abe-
liani finiti, ad eccezione della classificazione dei gruppi abeliani finiti, che
affronteremo in seguito.

Iniziamo subito con questo risultato

Proposizione 3.9.1. Sia G abeliano, e siano g, h due elementi di ordine m,

n finiti e coprimi. Allora il prodotto gh ha ordine il prodotto degli ordini.

Dimostrazione. Sia k ’ordine di gh.

Innanzitutto vale 'uguaglianza

Quindi & ¢ finito e divide mn.
D’altra parte sappiamo che (gh)* ¢ Iidentita. Quindi anche (gh)™* coincide

con l'identita. Inoltre
e = (gh)mk — gmkhmk — hmk

Quindi n deve dividere mk. Essendo m e n coprimi, n divide k. Analoga-
mente m divide k. Quindi [m,n] = mn divide k.

Ergo k e mn si dividono a vicenda, ed essendo positivi devono essere uguali.

O

Le ipotesi di questo risultato sono fondamentali. Infatti presi 2 e 4 in Z/6Z,
allora la loro somma é I'identita, che non ha ordine 3% 3 = 9.

D’altra parte se consideriamo il gruppo non abeliano S3, e i due elementi
T e o, allora benché abbiamo ordini coprimi il prodotto non ha ordine 6.

Inoltre la proposizione appena dimostrare permette di rispondere a un in-
teressante quesito: Se H é un sottogruppo normale ciclico di un gruppo G, e
G/H é ciclico, allora G ¢ ciclico? La risposta & negativa, e il controesempio si
individua ponendo G = S5 e H = (o).

Il sottogruppo H é ciclico avendo ordine 3, ed é normale avendo indice 2.
Inoltre il quoziente ha ordine 2 quindi & ciclico. Tuttavia G non lo é.

La giusta combinazione di ipotesi ce la da la prossima proposizione.
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Proposizione 3.9.2. Sia G un gruppo abeliano finito e sia H un suo sotto-
gruppo. Se G e G/H hanno ordine coprimo e H e G/H sono ciclici, allora

anche G lo é.

Dimostrazione. Poniamo H = (h) e G/H = (¢gH). Sia inoltre m 'ordine di h
e n 'ordine di gH.

L’ordine di g & diviso da n, quindi in (g) esiste un elemento ¢’ di ordine
n. Essendo che ¢’ e h hanno ordini n e m coprimi, allora per la proposizione
precedente ¢g’h ha ordine mmn. Infine questo & anche l'ordine di G. Infatti
G| = |H|IG/H]. 0

La prima proposizione ci suggerisce che nei gruppi abeliani finiti gli ordini si
comportano in maniera abbastanza regolare. In effetti la prossima proposizione

ci dice il funzionamento nel loro complesso.
Proposizione 3.9.3. Sia G un gruppo abeliano finito e sia l’insieme finito
O={ord(z) |zeG}
Allora valgono le sequenti affermazioni.
1. Se n appartiene a O, allora vi appartiene ogni suo divisore;

2. Se m, n appartengono a O, allora vi appartiene anche il loro minimo

comune multiplo;

3. Posto M il massimo di O, allora M ¢é anche il minimo comune multiplo

degli elementi di O.

Dimostrazione. (1.) Sia h in G di ordine n. Poniamo inoltre H = (h). Essendo
H ciclico di ordine n, in esso troviamo un elemento di ordine d per ogni divisore
d di n.

(2.) Se m o n sono uguali a 1, allora l’affermazione ¢ banale. Se in generale
sono coprimi, allora la soluzione ce la da la proposizione ad inizio sezione.

Altrimenti siano

m=p{t...pk
nzp{l...pi’“
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con e;, f; > 0 . Poniamo adesso a;, b; definiti come

e; see;> fi
a; =

0 altrimenti

fi se fz > e;
b, =

0 altrimenti
Siano quindi

a=pit...pF
b= plil e pZ’“

Per costruzione a e b dividono m e n rispettivamente. Quindi appartengono
entrambi a O. Infine essi sono coprimi, quindi il loro prodotto appartiene a O.
Infine ab coincide proprio con [m, n], che quindi appartiene a O.

(3.) Sia M il massimo di O. Esso appartiene a O, quindi ¢ minore o uguale
del minimo comune multiplo degli elementi di O.

D’altra parte sia m in O. Allora [m, M], per il punto 2, appartiene a O.

Quindi per massimalita di M
m<[mM <M< [mM = mM =M = m|M

Valendo questo per ogni m in O, otteniamo che M ¢ diviso dal minimo
comune multiplo degli elementi di M. Quindi ¢ maggiore o uguale a esso.
In conclusione M coincide col minimo comune multiplo degli elementi di

0. O
Chiudiamo questa sezione con questo teorema:

Teorema 3.9.4. Sia G = (Z/pZ)* con p primo e k intero positivo. Allora il

numero di sottogruppi di G di ordine p" ¢ pari a
h—1 ;
%%
R i
i P TP

Dimostrazione. Indichiamo con F), I'insieme Z/pZ, dotato pero delle operazio-
ni di campo invece che semplicemente quella di gruppo. Allora l'insieme G,
visto come F’; , possiede anche la struttura di spazio vettoriale su F,. Esso ha

dimensione k.
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L’osservazione fondamentale € la seguente: i sottospazi di F’; coincidono
con i sottogruppi di (Z/pZ)*.

Infatti 'operazione di somma vettoriale su IF"; ¢ definita componente per
componente, esattamente come quella di Z/pZ. Quindi un sottoinsieme di G &
chiuso per somma vettoriale se e solo se é chiuso per somma di gruppo. Inoltre
essendo G finito, la chiusura per somma di gruppo implica la chiusura per
inversi.

Tuttavia essere un sottospazio vettoriale richiede anche la chiusura per
prodotto scalare. Tuttavia in Z/pZ la moltiplicazione non ¢é altro che una
somma ripetuta. Quindi preso un sottogruppo H di (Z/pZ)*, un vettore v in

H e uno scalare a in I, allora

a-v=a-(v1,...,0) = (U1,...,0k) + -+ (01,...,0,) € H

a volte

Quindi un sottospazio vettoriale di Fl; & un sottogruppo di (Z/pZ)* e vi-

ceversa. Possiamo quindi contare i sottospazi vettorali di IFI; di cardinalita
h

p'.
Dato ora un sottospazio di cardinalitd p”, supponiamo che esso abbia
dimensione t. Allora la cardinalita di H ¢ |F,|4™H) = pt. Quindi H fa
dimensione h.
Ci siamo quindi ricondotti a contare i sottospazi di IF’; di dimensione h.

Per farlo consideriamo la seguente mappa suggettiva

®: {(v1,...,vp) | lin. indip. } — { H sottosp. di F’; }
(v1,...,vp) — Span(vy,...,vp)

Contiamo innanzitutto la cardinalitd del dominio.

Sia B = (v1,...,vy) una h-upla di vettori linearmente indipendenti. Ab-
biamo p* — 1 scelte per il primo vettore, cioé tutti i vettori tranne quello nullo.
Abbiamo p* —p scelte per v, cioé tutti i vettori tolti quelli nella retta generata
da va, e pF — p? scelte per v, cioé tutti tranne quelli nel piano generato da
(v1,v2) ete.

In conclusione abbiamo un numero di h-uple di vettori indipendenti pari a

h—1
17" ¢

=0
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Sia adesso un sottospazio H di dimensione h e troviamo il numero delle
sue basi. Dobbiamo contare il numero di h-uple di vettori linearmente indi-
pendenti, costituite ora da vettori di H. Seguendo il ragionamento precedente

otteniamo
h—1

th_pi

=0
Quindi per ogni H nel codominio, esso ha preimmagine di cardinalita pari
al numero trovato sopra.

In conclusione il codominio ha cardinalitd pari a

h—1

=
h _ i

P P

Osserviamo che abbiamo trovato la cardinalitd del seguente gruppo

n—1

GL(Fy)| =[] "~ »
1=0

3.10 Il Gruppo Z/nZ*

Questa sezione ¢ dedicata seguente domanda: quando ¢ che Z/nZ* ciclico? Ci

arriveremo per passi. Iniziamo dalla seguente:
Teorema 3.10.1. Preso un primo p, allora Z/pZ* ¢é ciclico.

Dimostrazione. Sia G = (Z/pZ)* e sia M 1i massimo degli elementi di G.
Allora M & anche il minimo comune multiplo degli elementi di G. Quindi per
ogni ¢g in G, il suo ordine divide M.

Ergo 2™ — 1 ha p — 1 radici in F,. Essendo di grado M, ed essendo F, un
campo, allora M > p — 1.

D’altra parte esiste un elemento g in G tale che ord(g) = M. Essendo che
l'ordine di g divide p — 1, allora M < p — 1.

Ergo M = p—1 ed esiste un elemento di ordine p—1. Quindi G é ciclico. O

Corollario 3.10.2 (Criterio di Eulero). Sia p primo dispari e a intero coprimo

(£)=+ i

con p. Allora
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Dimostrazione. Supponiamo che a abbia simbolo di Legendre pari a 1. Allora
esso ¢ un quadrato modulo p. Cioé esiste un intero k tale che k? é congruo a
a modulo p.

Quindi otteniamo, grazie al piccolo teorema di Fermat,
a2z =kP'=1 (mod p)

Se invece a"7 ¢ congruo a 1 modulo p, sia g un generatore di (Z/pZ)*.

Poniamo inoltre @ = g*. Allora g@ = 1 e lordine di g, pari a p — 1,
divide i(p — 1) /2.

Ergo i deve esser pari e possiamo porre k = gi/ 2. Per costruzione & una

radice di a in Z/pZ. O

Corollario 3.10.3. Sia p primo dispari. Allora

()=

Dimostrazione. Grazie al criterio di Eulerio sappiamo che

() =0 modp)

p

Tuttavia entrambi i membri della congruenza valgono +1. Essendo p di-
verso da 2, questo implica che la congruenza puo essere sostituita con un’u-

guaglianza. O

Procediamo ora col prossimo step: il gruppo Z/p*Z* con p dispari e k

intero. Prima pero dobbiamo procedere con questo lemma:

Lemma 3.10.4. Sia p primo dispari e k intero maggiore di 1. Allora
pk72 k
(I+p)” ~#1 (modp®)

Dimostrazione. Dimostriamo per induzione su k il seguente enunciato, pil
forte:
k—2 _
L+p)?  =1+mp"" (hp) =1

Questo implica il nostro risultato. Infatti posto x della forma sopra, se per
assurdo fosse congruo a 1 modulo p¥, allora p* dovrebbe dividere x—1 = hp*~1.
Essendo h coprimo con p, lo & anche con p*. Quindi quest’ultimo dovrebbe

dividere p*~!. Assurdo.
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Se k = 2, allora 1 4 p é banalmente della forma richiesta.
Supposto vero per k > 2, dimostriamolo per k+1. Allora tramite il binomio

di Newton otteniamo

((1 +p)”H)p
(1+ hptty

p—1
_ p k—1 P\ i i(k—1) P\,p pk—1)
1+<1>hp —i-;(i)hp —l—(p)hpp

=1+ hp* +pDp* + pPppi=b) DeZ

1+p? "

Notiamo infine che p(k — 1) ¢ maggiore o uguale a k + 1 se e solo se

k+1

pZm f(k)

La funzione f(k) ¢ decrescente con valore massimo f(2) = 3. Quindi la
condizione ¢ verificata essendo p dispari (¢ proprio qui che p = 2 non funziona).
Possiamo quindi porre
(1+p?  =1+hp"+pDpF +pTp* D, TeZ
=1+ hp" +pRp~ ReZ
=1+ (h+pR)p* ReZ

Questa ¢ nella forma richiesta, in quanto (h + pR,p) = (h,p) = 1. O

Grazie a questo lemma possiamo dimostrare il caso n = p*.

Teorema 3.10.5. Sia G = Z/p*Z* con p primo dispari e k intero positivo.

Allora esso ¢ ciclico.

Dimostrazione. Sia la mappa
w: L/pF L — L) pZ*
[a] e — lalp

E ben definita. Infatti se 2 & coprimo con p*, a maggior ragione lo deve
essere con p. Inoltre se x,y sono congrui modulo p*, allora lo sono modulo p.

E un banale omomorfismo.

E suggettiva, in quanto [i], ¢ immagine di [i] .

Quindi per il teorema di omomorfismo l'immagine, pari a Z/pZ*, ¢ isomorfa
a G/H con H il nucleo di .
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Quello che dobbiamo verificare é che H sia ciclico. Innanzitutto ha cardi-
nalita pari a |G|/|Im(7)| = p*~!. Inoltre sia h = p+ 1 in G. Affermo che esso
genera H.

Da una parte [1 + p|, = [1],, quindi h appartiene al nucleo di 7.

Verifichiamo ora che il suo ordine sia p*~!. Certamente, essendo elemento
di H, ha ordine che divide p*~!.

D’altra parte sappiamo, per il lemma precedente, che (1 + p)pki2 non &
congruo a 1 modulo p*. Quindi l‘ordine di h non deve dividere pF=2.
Mettendo insieme le condizioni otteniamo che 'ordine di A é esattamente

pk—l.

Riassumendo abbiamo H ciclico e G/H isomorfo a Z/pZ*, che ¢ ciclico per
il teorema precedente. Inoltre G/H ha ordine ¢(p¥)/p*~! = p — 1, coprimo
con l'ordine di H.

Quindi, per la proposizione 3.9.2, G ¢ ciclico. O
Chiudiamo ora analizzando I'ultimo caso che ci interessa: Z/2"Z.

Teorema 3.10.6. I gruppo G = Z/QhZ* é ciclico se e solo se h ¢ uguale a 1
02.

Dimostrazione. Se h é uguale a 1 o 2, allora G ¢ il gruppo banale, quindi ¢
ciclico.

Se h & maggiore o uguale a 3, allora sappiamo che la congruenza
22=1 (mod 2"

ammette quattro soluzioni distinte modulo p”. Ergo G ammette 3 elementi

distinti di ordine 2. Quindi non puo essere ciclico. ]
Ora abbiamo tutti gli strumenti per affrontare la ciclicita di Z/nZ*.

Teorema 3.10.7. I gruppo Z/nZ* ¢ ciclico se e solo se n =2, 4, ", 2p* con

p primo dispari e k intero positivo.

Dimostrazione. Sia G = Z/nZ*.
Se n = 1,2, il gruppo ¢é banale quindi ciclico.
Se n =4, G ha ordine 2 quindi é ciclico.

Se n = p* come da ipotesi, allora abbiamo dimostrato che G ¢ ciclico.
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Se n = 2p* come da ipotesi, allora possiamo scomporre il gruppo come
G ~ Z)27* x L|pFZ* ~ 7./ p* 7"

Quindi G é ciclico.
Per quanto riguarda il viceversa, dimostreremo per passi che se G ¢ ciclico,
allora n deve essere come sopra.

Se m non ¢ 1, scomponiamolo in fattori primi
n=2"pst .. D p; dispari, e; >0

Allora G si scompone come

\nz) T \2hz p{'7Z P
= < z )* X z X X z
22) " pP T - 1)Z P (e — 1)Z

Notiamo subito che se h ¢ maggiore di 2, allora G non & ciclico. Infatti in

questo caso G conterrebbe un sottogruppo isomorfo a (Z/2"Z)*, che sappiamo
non essere ciclico.

Quindi G ammetterebbe un sottogruppo non ciclico, ergo neanche lui po-
trebbe esserlo.

Inoltre k£ non puo essere maggiore di 1. Infatti se lo fosse, allora G conter-
rebbe un sottogruppo isomorfo al prodotto diretto di Z/¢(p7*)Z ¢ Z/o(p5?)Z.

Questo prodotto pero non da luogo ad un gruppo ciclico, in quanto ¢(pi*)
e ¢(p5?) hanno in comune in fattore due. Come prima questo implicherebbe
la non ciclicita di G.

Ricapitolando abbiamo dimostrato che n & della forma 2"p® con h minore
di 3 e p primo dispari. Per concludere dobbiamo dimostrare se e > 1, allora
h <1.

Supponiamo che questo non sia il caso. Sapendo che Z/47* ¢& isomorfo a
Z/27, otteniamo la scomposizione

Z Z
Gy — X ———
2Z  pl(p—-1)Z
Pero questa scomposizione non ci da un gruppo ciclico, in quanto 1’ordine
dei due fattori ha un fattore 2 in comune.
Quindi se G ¢ ciclico n ¢ della forma 2"p¢, con h =0,1,2ee=0,0h =0,1

e e qualunque. Cio¢ n ¢ della forma voluta. O
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In veritd non abbiamo finito di descrivere Z/nZ*. Infatti dimostreremo
(quando avremo i teoremi pitt adatti), che benché (Z/2")* non sia ciclico, si

puo scrivere comunque come prodotto dei seguenti gruppi ciclici:

{e} h=0,1
z/2"7* ~ < 7/27 h=2
7)27 x 7./2"%Z h >3
Quindi per ogni naturale n, il gruppo Z/nZ* si scrive come prodotto di
gruppi ciclici. In verita questo ¢ un fatto estremamente pit generale. Valido,

come dimostreremo, per i gruppi abeliani finiti, e che si applica in verita anche

a quelli finitamente generati.

138
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3.11 Presentazione di Gruppi

In questa sezione introduciamo un argomento fondamentale nella teoria dei
gruppi: quella di presentazione. Se un gruppo é descritto tramite presenta-
zione, non € facilissimo studiarne le caratteristiche. Pero per tanti gruppi non
esiste metodo migliore.

Iniziamo con la definizione di sottogruppo generato, anche da un insieme

arbitrario di elementi.

Proposizione 3.11.1. Sia un gruppo G e sia S un sottoinsieme. Allora il
sequente sottoinsieme
(5)= (1 H
H<G
SCH

¢ effettivamente un sottogruppo, detto sottogruppo generato da S.

Dimostrazione. Certamente l'identita appartiene ad ogni sottogruppo di G,
quindi appartiene a (S).

Siano h e g in (S). Allora h e g appartengono ad ogni sottogruppo di
G che contiene S. Quindi gh appartengono ad ognuno di questi H, quindi
appartengono a (5).

Infine preso h in (S), allora h appartiene ad ogni sottogruppo di G che
contiene S. Quindi A~! appartiene ad ognuno di questi H, quindi appartiene
a (5). O

Corollario 3.11.2. Dato un sottogruppo S di G, allora (S) ¢é il piu piccolo
sottogruppo di G che contiene S.

Dimostrazione. Abbiamo dimostrato che (S) ¢ un sottogruppo di G.
Inoltre, preso H sottogruppo di G che contiene S, allora (S) ¢ contenuto

in H per definizione. O

La definizione di sottogruppo generato € molto astratta. Una definizione

leggermente pitt costruttiva la da il prossimo teorema.
Teorema 3.11.3. Sia G gruppo e S sottogruppo. Allora
k k
() =feyu gl gl

(dove l'unione forzata di e ¢ stata fatta per includere il caso limite in cui S

deN+gieSkieZ}

sia vuoto).
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Dimostrazione. Sia Z il sottoinisieme di G a destra dell’'uguaglianza. Dimo-
striamo che é un sottogruppo, contenuto in ogni sottogruppo di G che contiene
S. Per quello detto prima, questo implica che Z = (S)

Per costruzione e ¢é incluso in Z.

Inoltre se g e h sono contenuti in Z, allora possiamo porre

k k
g:gll...gdd
h=ht . pha

Quindi
h= g kdhkll hkfz
gh=gy"...9,°h" ... hy
appartiene a Z.

Infine se g & della forma

k k
g=g1" .. 95"
allora 'inverso appartiene a Z. avendo forma

-1 —k —k

g =g, ¢ .9
Concludiamo dicendo che se H é un sottogruppo di G che contiene S, allora
egli contiene anche Z. Infatti gli elementi Z sono costruiti tramite inversi e

prodotti degli elementi di S, e quindi appartengono a H. ]

Notiamo che la definizione di sottogruppo generato necessita che i genera-
tori vivano in un gruppo ambiente G. E possibile creare un gruppo usando
perd un insieme di simboli, per cui quindi non sono definite delle operazioni?

La presentazione di gruppi vuole rispondere a questa domanda. Pero prima

bisogna introdurre il concetto fondamentale: quello di gruppo libero.

Definizione 3.11.4. Sia X = {z; |¢ € I} un insieme. Poniamo l'insieme
formale di simboli X! = { a:i_l ‘ 1el } Allora "l’alfabeto" corrispondente

ad X & l'insieme A = X U X!, ed una "parola" ¢ un elemento di

L:UA”

n>0

Una parola si dice ridotta se non presenta mi,xi_l consecutivi.
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Notiamo che se G é un gruppo e X ¢ un suo sottoinsieme, allora abbiamo

una identificazione, non necessariamente iniettiva, di L in G:

oL -G
(Z)r—>e

(L1, ., x) > xp-ee Tk

Definizione 3.11.5 (Grupppo Libero). Sia X = { z; | i € I } un insieme. Un
gruppo G é libero su X se

1. G contiene X, o almeno una sua copia, ed é generato da essa

2. Date due parole ridotte in L, esse vengono mandate, tramite ®, in

elementi diversi di G.

Per esempio Z ¢ un gruppo libero su {1}, in quanto una stringa ridotta ¢

della forma

Quindi ® ¢ iniettiva.

D’altra parte Z/2Z non ¢ un gruppo libero su 1, in quanto le stringhe

(1,1)

(1,1,1,1)

sono entrambe ridotte, ma corrispondono entrambe all’identita.
Per ora abbiamo solo definito il gruppo libero, niente ci dice che esista o
che sia unico (a meno di isomorfismo ovviamente). Per trattare queste due

questioni introduciamo il concetto di relazioni di equivalenza generata.

Definizione 3.11.6. Sia S un insieme e sia un sottoinsieme R di S x S. Defi-
niamo la relazione di equivalenza generata da R come la piu piccola relazione

di equivalenza su S che contiene R. Come al solito, essa é pari a

N T
TCSxS

RCT
T Rel. Eq.
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Proposizione 3.11.7. Sia S un insieme e sia un sottoinsieme R di S x S,
contenente la diagonale Ag e simmetrico rispetto ad essa. Presi x,y in R,
diciamo che x ~g y se (z,y) € R. Allora posta ~ la relazione di equivalenza
generata da R, vale che due elementi v,w in S sono equivalenti secondo ~ se

e solo se esiste una successione finita in S
V=80,...,5k =W

tale che

U ~R SR ~R Sk—1 ~R W (3.2)

Dimostrazione. Sia la relazione I' C S x S definita nel seguente modo: v ~ w
se e solo se esiste una successione finita in S tale che valga (3.2). Vogliamo
dimostrare che I' ¢ la piu piccola relazione di equivalenza che contiene R.

Certamente per ogni (x,y) tale che z ~p y, allora la successione sy =
x,s1 =y verifica (3.2). Quindi z ~ y.

Quindi I' contiene tutto R.

Inoltre verifichiamo che I" sia una relazione di equivalenza.

Preso z in S, allora = ~g x, quindi x ~ x.

Presi x ~ y, allora esiste una successione sg, ..., si tale che
T =8)0~R" """ ~YRSk=1Y
Essendo R simmetrico rispetto ad Ag, se s; ~r $;+1 anche $;+1 ~g ;.
Quindi
Yy=S8g~R "~RS0 =T,

da cui y ~ .

Infine se x ~ y e y ~ z, allora possiamo scrivere

T=80~R "~RSE=1Y
Y=Tro~R- ~RTE =2

Quindi sg,...,Sg,70... T & una successione che "connette" x e z. Ergo
T~z

Quindi I" é una relazione di equivalenza contiene R. Verifichiamo che sia
la pit piccola.

Sia T una relazione di equivalenza su S che contiene R. Verifichiamo che

contenga I.
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Presi u ~ wv, allora esiste una successione in S che soddisfa (3.2). Per
ogni 4, s; e 841 sono in relazione secondo R, quindi lo sono anche secondo
T, in quanto il primo é contenuto nel secondo. Quindi per transitivita di 7',

U~ . ]

A questo punto possiamo dimostrare lesistenza (daremo la traccia della

dimostrazione) e I'unicita dei gruppi liberi.
Teorema 3.11.8. Sia X un insieme. Esiste un gruppo libero su X.

Dimostrazione. Sia il linguaggio L costruito su X definito precedentemente.

Allora sia la relazione ~ su L definita come:

s~s VselL
s~r = r~s Vrsel
(z,z7 ) ~ 0
(xl,...xk,xlzl,...xh)N(xl,...,xk,l,xkﬂ...xh)

grazie alla preposizione precedente sappiamo che ~ genera una relazione di
equivalenza su L.
La relazione di equivalenza non fa altro di ridurre le stringhe. Ora dobbia-

mo imporre 'operazione. Per ora definiamola su L:

Dxs=s=sx0 VselL
(xly"'axk)*(yla"'ayk’):(xly"'v‘rkvyla"‘ayk’)

Si osserva che * passa al quoziente P = L/ ~, e che la coppia G = (P, *) ¢

un gruppo. L’elemento inverso ¢ [()], mentre 'inverso di [(z1,...,2x]) &

(w1, )] = a2y
Infine G & un gruppo libero su X. Infatti X si immerge in P tramite

b X—>L—>P
x> (z) = [(z)]

Inoltre preso un elemento g in G, esso si scrive come
(@1,...,26)] = [(x1)] % [(z)] zi€e XUX!
Quindi G ¢ generato da ®(X).
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Infine siano due stringhe u,v di ®(L) ridotte:

che si immergono in P come
u = [(21)] %k [(wp)] = (21, 78)] € XUXTH
()] * - ()] = [(v1, - 2w)] g€ XUXT!

Supponiamo ora che u’,v’ siano uguali, vogliamo dimostrare che questo
) )

/
v

implica I'uguaglianza fra le stringhe u e v.
Se ' =/, allora (z1,...,x) & equivalente a (yi,...,yr). Quest’ultime
perd sono parole ridotte in L, in quanto w,v sono parole ridotte in ®(L).

Quindi devono essere uguali, da cui lo sono anche u e v. O

Dato un insieme X, abbiamo costruito il gruppo libero su X. Distoglien-
do momentaneamente I'attenzione sull’intero impianto teorico della dimostra-
zione, quello che abbiamo fatto € stato considerare G come tutti i possibili
prodotti di elementi di X U X!, e abbiamo imposto come unica "regola" di
composizione quella pitt banale: che zx~! sia I'identitd. Come vedremo i grup-
pi presentati sono gruppi costruiti con lo stesso ragionamento, imponendo perd
regole aggiuntive sulla composizione dei generatori.

Notiamo ora una cosa. Quando abbiamo calcolato gi omomorfismi da Z
in un gruppo G, abbiamo detto che una volta fissato dove va il generatore 1,
allora abbiamo identificato un intero omomorfismo da Z. Questo non era vero
per esempio con gli omomorfismi da Z/nZ in Z/mZ. Infatti 'immagine del
generatore 1 doveva rispettare delle condizioni sull’ordine.

La differenza risiede nel fatto che Z ¢ un gruppo libero su {1}, mentre Z/nZ
non & un gruppo libero su {1}. Il prossimo teorema dice per 'appunto che se
siamo in presenza di gruppi liberi, allora gli omomorfismi da quel gruppo sono

facilmente descritti.

Teorema 3.11.9. Sia G un gruppo libero su X. Allora preso un gruppo H,

gli omomorfismi da G in H sono in bigezione con le mappe da X in H.
Dimostrazione. Sia la seguente mappa
H* - ot
P e
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dove abbiamo indicato con ¢ l'estensione di ¢ tale che

¢(0) =en
A, afh) = p(a) ™ p(op) ! e X

Vogliamo adesso dire che é possibile definire la funzione ¢ non sull’alfabeto
L, ma su G.

Innanzitutto verifichiamo che se prendiamo una stringa s, allora possiamo
innanzitutto ridurla, e poi che questa operazione non modifica la sua immagine
tramite .

Sia quindi una stringa (z1,...,2) in L e procediamo per induzione su k.

Per k =1, allora la stringa ¢ banalmente ridotta.

Posto vero per k, sia s = (z1,...,2k, x+1). Allora per induzione possiamo
affermare che la sottostringa s’ = (z1, ..., x;) ammette una stringa equivalente
" = (y1,...,yn) ridotta.

Inoltre (8, z+1) € equivalente a (7', 2k+1) = (Y1, -+ Yhy Tht1)-

Se 41 non ¢ y; ', allora anche la stringa (s', zx41) ¢ ridotta. Altrimenti
consideriamo () se k = 1, oppure (y1,...,yn—1) altrimenti.

Entrambe sono stirnghe equivalenti e ridotte.

Infine supponiamo che due stringhe s = (x1,...,2x) e 7 = (y1,...,Yk)
siano equivalenti. Allora esiste una successione finita di stringhe zg,...,zmn
tale che

/ /
s=zg~ -~ Zp =T

dove z;1 ¢ ottenuta da z; elidendo una porzione della forma (x, z71).
Possiamo quindi considerare il caso in cui s e r siano equivalenti secondo

1,7“”), con ', " due

~'. Quindi possiamo porre che r = (r',7") e s = (', x4, x;
stringhe, eventualmente vuote. Allora (& evidente, per come abbiamo definito

@, che essa rispetta la concatenazione)

#(s) = @(r')p(xi)p(zi) ' 2(r") = @(r')p(r") = G(r)

Abbiamo verificato che una qualsiasi stringa é possibile ridurla senza alte-
rare I'immagine secondo ¢. Usiamo questo fatto per definire un omomorfismo
da G in H.

Definiamo quindi I’estensione @, definita su GG, nel modo naturale (ricor-

diamo che G ¢ generato da X).

Ga(att - xaifh) = p((afh, . 2ifh) = (e zi € X
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Una volta dimostrata la buona definizione di ¢¢, allora é evidente che esso
é un omomorfismo da G.
Per farlo é fondamentale che G sia libero su X. Infatti preso g in G, allora

supponiamo che g si scriva come

+1 +1 +1 +1
g =@y KkeekI =YpokocoxkY Xy, Yi € X

Innanzitutto a meno di sfruttare I’osservazione precedente, possiamo sup-
porre che le stringhe (z;) e (y;) siano ridotte. Ma essendo che G ¢ libero su
X, questo implica che le due stringhe sono uguali. Quindi la loro immagine
tramite ¢ coincide e @G & ben definita.

In conclusione abbiamo la nostra mappa ben definita
HX — Hom(G, H)
= Qa
che ¢ una bigezione, avendo come inversa
Hom(G, H) — HX
Y=Yl O

Grazie alla proposizione precedente possiamo dimostrare che esiste, a meno

di isomorfismo, un unico gruppo libero su X.

Teorema 3.11.10. Sia X un insieme e siano G1,Go due gruppi liberi su X.

Allora sono isomorfi.

Dimostrazione. Siano i1 e i le immersioni di X in G1 e Go. Allora possiamo

considerare la mappa
jl : Zl(X) — G2
i1(x) — ig(x)
Analogamente possiamo considerare js da i2(X) a G1. Essendo G; e G2 liberi

su X, essi si estendono ad omomorfismi 1 e 1o tra G e Go.

Infine notiamo che per ogni x € X

(Y1 0 92)(i2(z)) = 1 (i1 (x)) = ia(2)

Quindi 11 o 1y & l'estensione dell’identita su i2(X), quindi é l'identita su
(5. Allo stesso modo )5 o 11 € 'identita su G.

Quindi ¥ e ¥y sono una inversa dell’altra, e G1 e G5 sono isomorfi. O
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Possiamo quindi parlare del gruppo di X, indicato con F'(X). In particolare
indicheremo con F}, il gruppo libero su n elementi.

Affrontiamo ora il concetto di gruppo presentato. Il gruppo Z/nZ puod
essere visto come il gruppo generato da un solo elemento, perd con una regola
di composizione aggiuntiva: X" = e. Saremmo quindi tentati di scrivere
qualcosa del tipo

Z/nZ ~ (x|x" =e)
La teoria dei gruppi presentati vuole appunto formalizzare questa idea. Per
procedere perd dobbiamo introdurre il semplice concetto di sottogruppo normal-

generato.

Definizione 3.11.11. Sia un gruppo G e sia un sottoinsieme S. Indichiamo
con (S) il pit piccolo sottogruppo normale che contiene S. Come al solito

esso coincide con
(S)y = m T
TG
SCT
Definizione 3.11.12. Sia X un insieme e sia una collezione W = {w; };¢r di
elementi di F'(X), dette relazioni. Allora con I'espressione
G=(X|W)
indichiamo, a meno di isomorfismo, il gruppo

G=FX)/(W)y

Il gruppo G ¢ un gruppo presentato, e la coppia (X | W) ¢ una sua presenta-

zione.

La definizione appena data non rende bene 'idea di cosa voglia dire definire
un gruppo tramite presentazioni. Il prossimo risultato ne chiarisce meglio il

significato.

Teorema 3.11.13. Sia un gruppo G generato da X. Allora esso é isomorfo

ad un gruppo presentato (X |W).

Dimostrazione. Consideriamo il gruppo libero F(X). Per quello che si ¢ di-
mostrato la mappa d’immersione i: X < G si estende ad un omomorfismo

¢: F(X) — G. Per il teorema d’omomorfismo esiste un isomorfismo
F(X)/Ker(p) =~ Im(yp)
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Tuttavia la mappa Im(yp) ¢ suggettiva, in quanto sia F(X) che G sono
generati X. Quindi

F(X)/Ker(p) ~G

Da cui, prendendo W = Ker(y), si ottiene che G & isomorfo a (X | W). O

Il gruppo (X | W) ¢ il gruppo ottenuto considerando tutti i possibili pro-
dotti di elementi di X U X!, imponendo perd delle regole aggiuntive sulla
composizione degli elementi, al di fuori di quella banale zz~! = e.

Ricordiamo ora che di solito le relazioni vengono scritte in maniera parti-

colare. Per esempio il gruppo

<:c,y‘x2 =e, my:yac>

¢ un gruppo generato da due elementi, il primo di ordine 2, e che tra loro
commutano. Volendo scrivere il gruppo seguendo la definizione, avremmo

dovuto scrivere

1

(z,y|a®, «y wy)

Per ragioni di chiarezza spesso perd si opta a scrivere le relazioni nella prima
maniera, piu leggibili.

Con questo nuovo strumento possiamo effettivamente dire che il gruppo
Z,/nZ & isomorfo al gruppo presentato (z | ™ = e). Infatti per definizione Z/nZ
¢ il quoziente del gruppo libero Z = F3 sul sottogruppo nZ. 1l sottogruppo nZ
infine ¢ il sottogruppo normale generato da {n}, che corrisponde esattamente
all’ennesima potenza del generatore.

Un altro esempio é dato dal gruppo G = Z x Z. Intuitivamente che G
é generato da due elementi, di ordine infinito, che perdé commutano. Non
soprendera quindi che

Zx 7L~ (z,y|lzy = yz)

In effetti, ponendo
G=F/ <y71x71yaz>N

allora le mappe che realizzano I’isomorfismo sono

O:LXTL G
(a,b) = [2]°[y)®
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UV:G—>ZXZ
[x] — (1,0)
[y~ (0,1)
Chiudiamo questa sezione con un criterio, applicabile ad un gruppo pre-

sentato, per la determinazione di omomorfismi.

Proposizione 3.11.14. Sia un gruppo presentato G ~ (X |W) e sia un se-
condo gruppo H. Allora linsieme Hom(G, H) ¢ in bigezione gli omomorfismi

da F(X) in H rispettanti le presentazioni, cioé che mandano W nell’identita.

Dimostrazione. Sia un omomorfismo ¢ da G in H. Allora sussiste il seguente

diagramma commutativo

F(X)LH

Wl /
G~ F(X)/ W)y
Ed in tal caso f ¢ un omomorfismo da F(W) a H, tale per cui per ogni w
in W
fw) = (pom)(w) =¢([w]) = pleq) = en

Viceversa se f ¢ un omomorfismo da F'(X) a H che rispetta le presentazioni,
allora W é contenuto nel suo nucleo, cosi come tutto il suo generato. Inoltre
anche il normal-generato ci é contenuto, in quanto il nucleo é un sottogruppo
normale.

Quindi (W), ¢ contenuto nel nucleo di f, che quindi passa al quoziente

definendo un omomorfismo da G a H. OJ

La proposizione appena presentata é la generalizzazione di quello che é
stato gia fatto, quando abbiamo calcolato gli omomorfismi da Z/mZ a Z/nZ.

Infatti Z/mZ ha presentazione
Z/mZ = (xz|z™ =e)

Quindi per individuare gli omomorfismi in Z/nZ devo trovare gli omomorfismi
da Fy in Z/nZ che rispettano le presentazioni. Essendo F} un gruppo libero,
gli omomorfismi da esso in Z/nZ sono in bigezioni con le mappe da {x} in

Z/nZ. Infine un tale omomorfismo f deve rispettare I'unica presentazione.
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Cioé f(z™) deve essere lidentita di Z/nZ, cioé f(xz)™ lo deve essere. Cioé
I'immagine di  deve avere ordine che divide m.

Quindi dalla proposizione precedente possiamo concludere che gli omomor-
fismi da Z/mZ in Z/nZ sono in bigezione con le scelte dell'immagine di = tra
gli elementi di ordine divisore di m. Questa era esattamente la conclusione che

avevamo ottenuto.

3.12 11 Gruppo D,

Per ora i gruppi classici di cui conosciamo la struttura sono abbastanza pochi:
gruppi ciclici e relatici prodotti diretti. La scorsa sezione abbiamo introdotto
i gruppi presentati, di cui perd non conosciamo esempi "concreti" diversi da
quelli che gia conosciamo.

Questa sezione ha lo scopo di introdurne uno nuovo: il diedrale D,,. An-

diamo subito a definirlo.

Definizione 3.12.1. Sia n > 3 naturale. Definiamo il gruppo diedrale D,
come il gruppo delle isometrie del piano che portano I’ennagono regolare il sé,

cioé il gruppo delle isometrie mandanti lati in lati e vertici in vertici.

I1 gruppo D,, ¢ banalmente in gruppo (in particolare ¢ un sottogruppo delle
isometrie del piano). Infatti I'identita appartiene banalmente a D,,. Inoltre se
g e h mandano I’ennagono in sé, allora la loro composizione manda ’ennagono
in sé. Infine se g preserva I’ennagono, allora anche la sua inversa lo fara.

Andiamo ora a dimostrare la cardinalita di D,,.
Teorema 3.12.2. [l gruppo D,, ha cardinalita 2n.

Dimostrazione. Certamente conosciamo almeno 2n elementi di D,,.

Da una parte abbiamo n rotazioni del piano, che sono le rotazioni di angoli
2r/k con k=0,...,n— 1.

Dall’altra un ennagono regolare possiede n assi di simmetria. Se n é pari,
questi sono le rette passanti per le coppie di elementi opposti vertice - vertice
e vertice - lato. Se m ¢& dispari, queste sono le rette passanti per le coppie
di elementi opposti vertice - lato. Questi assi di simmetria danno luogo a n

simmetrie distinte.
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Infine le simmetrie non sono rotazioni, in quanto le prime invertono le
orientazioni dei vertici, mentre le seconde le preservano. Essendo che n > 2,
allora queste due operazioni non sono compatibili.

' '
| A | 4

Dobbiamo solo verificare che D,, ha al pit 2n elementi.

Sia quindi X il nostro ennagono regolare, con vertici z1, ..., z,, € sia @ un
elemento di D,,. Allora z; puo essere mandato in ognuno dei vertici z;. Quindi
abbiamo n scelte possibili. Inoltre il lato z; z9 deve essere mandato in un lato
di .

Quindi una volta fissata la scelta per ¢(z1), allora ¢(z2) puod solo andare
n zj41.

Infine una volta fissati ¢(z1) e p(22), allora gli altri vertici devono seguire
la stessa orientazione, in quanto ¢ manda lati in lati e vetici in vetici in vertici.
Cioé p(214k) = Zitk-

In conclusione ¢ & determinata da n scelte per ¢(z1) e 2 scelte conseguenti

per ¢(z2). Quindi D,, ha al piu 2n elementi. O

Andiamo ora a descrivere meglio gli elementi di D,, tramite la prossima

proposizione.
Teorema 3.12.3. Il gruppo D,, ¢ isomorfo al gruppo presentato
D, ~ <:c,y ‘ " =e, y> =e, yry = :U_1>

Inoltre posta r la rotazione di angolo 27w /n e s una qualunque simmetria, allora

gli elementi di D, sono
D, = { id,r, ... s s st }

Dimostrazione. Dimostriamo innanzitutto la seconda uguaglianza. Certamen-
te gli elementi descritti sono elementi di D,,, in quanto composizione di ele-
menti di D,,. Dobbiamo solo dimostrare che sono differenti. A questo punti,

essendo 2n, abbiamo 'uguaglianza.
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Certamente un elemento 7’ non puod coincidere con uno della forma sr.
Infatti la prima ¢ una rotazione (di angolo 2iw/n), mentre la seconda & la
composizione di una simmetria ed una rotazione, quindi é una simmetria.

Inoltre la rotazione r ha banalmente ordine n, quindi gli elementi r* so-
no distinti. Infine se sr’ coincide con sr?, allora per cancellazione 7! deve
coincidere 7. Quindi i = j.

Dimostriamo infine 'isomorfismo tra D,, é la presentazione data. Innan-
zitutto € da dimostrare che il gruppo presentato GG abbia esattamente 2n
elementi.

Ogni elemento di G ¢ scrivibile come una stringa di = e y e loro inversi.
Sfruttando il fatto che & sempre possibile cambiare yz con z 'y, otteniamo
che ogni elemento di G ¢ della forma y’27. Inoltre sappiamo che y ha ordine 2

e x ordine n; quindi ogni elemento di G é della forma
ya' i=0,1,j=0,....,n—1
Dobbiamo solo mostrare che queste espressioni danno sempre elementi diversi.

Grazie al fatto che z ha ordine n, allora le espressioni con ¢ = 0 danno
luogo ad elementi diversi. Anche le espressioni yz’/ danno luogo ad elementi
diversi. Dobbiamo solo verificare che 27 sia distinto da yxj/. Equivalentemente
dobbiamo verificare che yz/ non sia l'identita, cioé che  non possa essere una
potenza di x.

Se per assurdo cio accadesse, allora il gruppo G sarebbe generato dall’e-
lemento x. Questo implicherebbe la sua abelianita. Cid perd non ¢é possibile,
in quanto = ed y non commutano (essendo che z non ha ordine 2, esso non
coincide col suo inverso).

Quindi G ha ordine 2n. Sia ora la mappa

¢: D, —~G
i gl
sl s yat

Questa mappa ¢é suriettiva, e quindi € iniettiva andando tra due insiemi del-
la stessa cardinalitd. Dimostriamo che ¢ un omomorfismo, cosa evidente in

quanto le relazioni tra x e y, r e s sono analoghe.
T I N T e S Ry Ly S S BN L Qg il g
O(s'r?os'r!)=d(s" ) ) =y ) T = yradyt o) = B(s'r)P(s' 1))
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Quindi ® ¢ I'isomorfismo cercato. O

A questo punto concludiamo questa sezione andando a parlare dei sotto-

gruppi di D,,. Ne approfittiamo per enunciare questo risultato.

Proposizione 3.12.4. Sia G un gruppo, e sia H un suo sottogruppo avente
la sequente proprieta: & ['unico sottogruppo ciclico del suo ordine. Allora é

normale.

Dimostrazione. Sia g in G e sia h il generatore di H. Allora il coniugato gHg ™!
¢ un sottogruppo di G, della stessa cardinalita di H, e generato da ghg™!. Per
ipotesi quindi deve coincidere con H.

Quindi H & normale in G. O

Con questa proposizione possiamo dimostrare la normalita di quasi tutti i

sottogruppi del sottogruppo delle rotazioni.

Teorema 3.12.5. Sia un gruppo diedrale D,,. Allora per ogni d diverso da 2

d

che divide n, il sottogruppo generato da 4 ¢ normale .

Dimostrazione. Dimostriamo che il sottogruppo Ry = <T"/ d> é I'unico sotto-
gruppo ciclico di ordine d in D,,. Con questa informazione, e la proposizione
precedente, abbiamo il risultato.

Sia quindi un sottogruppo H generato da un certo h di ordine d. Allora
h & una rotazione, in quanto le simmetrie hanno ordine 2. Quindi H ¢ un

sottogruppo di ordine d del gruppo ciclico R. Quindi coincide con Ry. ]

Abbiamo lasciato da parte il caso d = 2. Non perché non sia normale, ma

perché su di esso vale un risultato piu forte.
Teorema 3.12.6. Il centro di D,, ¢ dato dalla sequente formula

{e} n dispari

Z(Dn) =
<r”/2> n part

Dimostrazione. Dimostriamo che se x ¢ un elemento che commuta con tutto
D,,, allora n deve essere pari e 2 deve coincidere con e o /2,
Preso quindi un tale = della forma s°r/ con j minore di n, esso commuta

con tutto D,. Quindi commuta in particolar modo con r,s. Allora

STyl = For I = Fpig = g5 = FH1pd
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Questo implica che
—j=j (modn) = 2j=0 (mod n)
Se n ¢& dispari, questo ¢ equivalente a
j=0 (mod n)

che implica che x é una potenza di s. O é I'identita, che sappiamo commutare
con tutto il gruppo, o ¢ la simmetria s, che pero sappiamo non commutare con
r. Quindi se n é dispari D,, ha centro banale.

Se n & pari, troviamo invece la congruenza equivalente
j=0 (mod n/2)

Se j coincide con n, questo porta a dire che x & I'identita.
Supponiamo invece che j = n/2. Dobbiamo dimostrare che € non puo

essere 1. Ma infatti sr™/2 non commuta con r
sy £ g™ 2pml = pgpn/?

Quindi z ¢ ™2, Dimostriamo in effetti che tale elemento & nel centro
di D,. Per farlo basta osservare che commuta con ogni generatore di D,.

Sicuramente commuta con r; inoltre commuta anche con s.

—n/2

sr/2 = p s:rn—n/Qs:n"/2s

Quindi il centro di D,, ¢ il generato da /2. O

Abbiamo parlato dei sottogruppi generati da una rotazione. Per quanto
riguarda i sottogruppi generati da una simmetria che si puo dire? La prossima

proposizione nega la loro normalita

Proposizione 3.12.7. [ sottogruppi di D, generati da una simmetria non

sono normali.

Dimostrazione. Sia un sottogruppo H = <ris> generato da una simmetria.

Allora se lo coniughiamo per r otteniamo
rHr—1 = <’I“7‘i8’l”_1> = <Ti+28>

che differisce da H. Infatti essendo entrambi generati da un elemento di ordine

+2

due, allora possono coincidere se e solo se 7*7“s coincide r*s. Questo perd non

puo avvenire, in quanto 2 non é congruo a 0 modulo n. ]
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Concludiamo con questa semplice osservazione
Proposizione 3.12.8. [l gruppo D,, si immerge in Sy,.

Dimostrazione. Consideriamo I’ennagono regolare con vertici z1,...,2z,. Al-
lora possiamo considerare il gruppo delle loro permutazioni, isomorfo a S,.

Esiste quindi una mappa da D,, in S,

®: D, — S,

o= U‘{zh...,zn}

Va solo visto che questa mappa sia una immersione.

Certamente ¢ iniettiva. Infatti sappiamo che una isometria in D,, ¢ deter-
minata dall’immagine di z; e zo.

Inoltre ¢ un banale omomorfismo, essendo una restrizione di un omomorfi-

Smo. O

3.13 Automorfismi di un Gruppo

Vogliamo adesso parlare degli automorfismi di un gruppo, in quanto saranno
alla base del prodotto semidiretto tra gruppi, una costruzione che affronteremo
in seguito.

Come sappiamo gli automorfismi di un gruppo G sono il gruppo degli
isomorfismo del gruppo in sé. Di particolare rilevanza sono i cosiddetti auto-

morfismi interni, descritti dalla prossima proposizione.

Proposizione 3.13.1. Sia G un gruppo. Allora preso g in G, indichiamo con

g la mappa di coniugio

pg: G =G
h s ghg™!

Valgono le sequenti affermazioni:
1. Per ogni g in G, la mappa @4 & un automorfismo.

2. L’insieme di tali automorfismi, detti automorfismi interi, é un sottogrup-

po normale in Aut(G).
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Dimostrazione. (1.) E immediato verificare che ¢, sia un omomorfismo:

vg(ry) = gryg ' = gryg gryg ! = 0g(2)py(y)

Inoltre ¢ suggettiva, in quanto I’elemento z di G ¢ immagine di g~ 'zg.

Infine & iniettiva, in quanto se  appartiene al nucleo, allora ¢ 'zg = e
implica che z sia 'identita.

Quindi ¢4 ¢ un automorfismo.

(2.) Dimostriamo che I'insieme degli automorfismi interi, indicato con Inn(G),
sia un sottogruppo normale di Aut(G).

L’identita vi appartiene, in quanto . € la mappa banale.

Se g, € @g, sono automorfismi interi, allora la loro composizione coincide
con P, g

(9g1 © ©g:) (@) = @g, (92795 ") = g192795 97 ' = ©g1gs ()

Infine 'inverso di ¢4 ¢ ancora un automorfismo interno, pari a Pg—1
Sia ora un automorfismo interno ¢, e un automorfismo f. Allora per ogni

x in G vale I'uguaglianza

(fopgo f (@)= (fowy)(f ' (x))
flafHa)g™)
flg)zf(g)™!

(
= Pflg) (x)

Quindi fopgo f ~! coincide con ¢ (g)» che € un automorfismo interno. Quindi
Inn(G) é normale in Aut(G). O

Mentre il gruppo degli automorfismi pud essere estremamente difficoltoso

da calcolare, per gli automorfismi interi I’operazione é pitu agevole. Vale infatti

Proposizione 3.13.2. Sia G un gruppo. Allora
Inn(G) ~ G/Z(G)
Dimostrazione. Consideriamo la mappa

®: G — Inn(G)
g =Yg
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Innanzitutto verifichiamo che sia un omomorfismo. Presi g1 e g2 in G, allora
abbiamo gia osservato che ¢g, © ¢4, coincide con gg,4,. Cioé ®(g1) o P(g2)
coincide con ®(g1g2) e ® & un omomorfismo.

Per costruzione ® é suggettiva.

Dobbiamo solo calcolarne il nucleo. Preso ¢ in G, esso é nel nucleo se per

ogni  in G, ¢4(x) coincide con z. Cioé per ogni z in G

x = p4(z) = grg*

Cioé g deve commutare con ogni elemento di G. Quindi il nucleo di ® & il
centro di G.

Possiamo quindi concludere usando il primo teorema di omomorfismo
Inn(G) = Im(®) ~ G/ Ker(®) = G/Z(G) O

Corollario 3.13.3. Sia G un gruppo. Se il gruppo degli automorfismi interni

é ciclico, allora é banale.

Dimostrazione. Dalla proposizione precedente, se Inn(G) ¢é ciclico, anche G/Z(QG)
lo é. Quindi G ¢ abeliano e G/Z(G) é banale. Quindi lo & anche Inn(G). O

Osserviamo che se H ¢ un sottogruppo normale in G se e solo se esso
¢ invariante per ogni automorfismo interno (cio¢ f(H) = H per ogni f €
Inn(@G)). Se andiamo a fare una richiesta analoga, ma usando l'intero gruppo

degli automorfismi, otteniamo la definizione di sottogruppo caratteristico.

Definizione 3.13.4. Sia GG un gruppo. Un sottogruppo H si dice caratteristico
se ¢ invariante per gli automorfismi di G. Cioé se f(H) = H per ogni f in

Aut(G).

Ovviamente un sottogruppo normale é caratteristico, anche se il viceversa

é falso. Per esempio consideriamo i sottogruppi di Z/27 x Z/27Z pari a
Hy =((1,0)) Hx2=((0,1)) Hz=(1,1))

Questi sono normali in quanto il gruppo € abeliano. Tuttavia non sono

caratteristici. Infatti la mappa

d. G- G
(1,0) — (1,1)
(0,1) — (0,1)
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¢ una mappa definita sui generatori di Z/27 x Z/27Z. Si pud provare che

quest’ultimo ha presentazione:
Z)2Z x L)2Z ~ (z,y|2* = e, y* =, 2y = yx)

Essendo che le immagini di dei generatori rispettano le presentazioni, allora

abbiamo un omomorfismo da G in G della forma

®(a,b) = a®(1,0) + b (0, 1)
= (a, a)+( ,b)

La mappa ® ¢ un isomorfismo, in quanto € un omomorfismo suriettivo da
G, gruppo finito, in sé: ogni elemento (Z,y) in G ha preimmagine (Z,7 — ).

Quindi ® & un automorfismo di G' che manda H; in H;. Quindi nessuno
dei due possono essere caratteristici. Allo stesso modo Hs non lo é

L’essere normale e ’essere caratteristico si collegano tramite la seguente

proposizione:

Proposizione 3.13.5. Sia G un gruppo. Se H é un sottogruppo normale di
G caratteristico, e K & un sottogruppo in H e caratteristico in esso, allora K

e normale in G.

Dimostrazione. Consideriamo la mappa seguente

®: Inn(G) — Aut(H)
Pg = 909|H

Essa é ben definita. Infatti H é invariante per automorfismi interni. Quin-
di per ogni ¢4 automorfismo intero, ¢4|y ¢ una mappa da H in sé suggettiva.
Inoltre ¢ iniettiva in quanto ¢ lo era in partenza. Quindi ¢4|y € un automor-
fismo di H (in generale non & un automorfismo interno di H, in quanto g non
appartiene ad H).

Sia quindi ¢ in G. Allora essendo K caratteristico in H, esso é invariante
per ¢q|g. Quindi

2o(K) = gyl (K) = K

Quindi K & normale in G. O
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La richiesta che K sia caratteristico in H non si puo sostituire con ’ipotesi
di normalitd. Come controesempio consideriamo G = Dy, K = (s), H =
<s, r2>. Il gruppo H é generato da due elementi di ordine 2, che commutano tra
loro, in quanto r? genera il centro di Dy. Quindi H & isomorfo a Z/27 x 7./27
e ha ordine 4.

Quindi K ha indice 2 in H, che ha indice 2 in G. Quindi K é normale in
H | che e normale in G. Tuttavia abbiamo gia osservato che K non ¢ normale
in G.

Andiamo ora ad analizzare come si comporta il gruppo degli automorfismi

col prodotto di gruppi. La punto chiave ¢ la seguente proposizione.

Proposizione 3.13.6. Siano H e K due gruppi finiti di ordine coprimi. Po-
sto G il loro prodotto diretto, allora {e} x K e H x {e} sono sottogruppi

caratteristici di G.

Dimostrazione. Dimostriamo che (h, k) appartiene a {e} x K se e solo se il suo
ordine divide la cardinalita di K.
(=) Se (h,k) appartiene a {e} x K, allora h = ey. Quindi posta m la

cardinalita di K, vale che
(en, k)™ = (en, k™) = (en, )

Quindi l'ordine di (h, k) divide quello di K.
(<) Se l'ordine di (h,k) divide quello di K, allora (h,k)™ = (eq,ex).
Ergo
h™ =eqy

K™ =ex

Quindi 'ordine di h divide l'ordine K, oltre che ovviamente ’ordine di H.
Quindi divide il loro massimo comune divisore, che & 1. Quindi A & I'identita
e (h, k) appartiene a {e} x K.

Allo stesso modo (h, k) appartiene a H x {e} se e solo se 'ordine di (h, k)
divide 'ordine di H.

Adesso possiamo facilmente concludere. Gli automorfismi di G preser-
vano l'ordine degli elementi, quindi i sottogruppi {e} x K e H x {e} sono

caratteristici. O
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Poniamo adesso la domanda ovvia riguardo agli automorfismi di un pro-
dotto diretto: quando ¢ che Aut(H x K) ¢ isomorfo a Aut(H) x Aut(K)? Il

prossimo risultato fornisce la risposta.

Teorema 3.13.7. Sia G un gruppo, prodotto diretto di H e K. Se {e} x K
e H x {e} sono caratteristici, allora Aut(G) ¢é isomorfo a Aut(H) x Aut(K).
Viceversa se G & finito, e Aut(G) é isomorfo a Aut(H) x Aut(K), allora

{e} x K e H x {e} sono caratteristici.

Dimostrazione. Sia 'immersione
O: Aut(H) x Aut(K) — Aut(G)
(¢1,02) = (p192)

dove con 19 & definita come

(pr2)(z,9) = (p1(x), p2(y))

Allora possiamo dimostrare i due risultati.

(1.) Se {e} x K e H x{e} sono caratteristici, allora la mappa ® ¢ suggettiva.
Infatti per ogni ¢ automorfismo di G, allora @‘Hx{e} e ‘;0|{e}xK sono automorfi-
smi di H x {e} e {e} x K rispettivamente. Inoltre ®(¢|gx ey, ¢lie}x i) coincide
con .

Quindi ® ¢ suggettiva ed & 'isomorfismo cercato.

(2.) Se Aut(G) e Aut(H) x Aut(K) sono isomorfi, allora hanno la stessa
cardinalitd. Essendo finita, allora la mappa @, oltre ad essere iniettiva, deve
essere anche suggettiva. Quindi per ogni ¢ in G, esso é immagine di (1, Y2).

Ergo per ogni (h,e) in H x {e}
e(H x {e}) = p1(H) x pa({e}) = H x {e}
Quindi H x {e} & caratteristico. Allo stesso modo lo ¢ {e} x K. O
Concludiamo la sezione col gruppo di automorfismi di (Z/pZ)™:

Teorema 3.13.8. Sia il gruppo (Z/pZ)" e indichiamo con Fy, Uinsieme Z/pZ
con la struttura di campo. Allora il gruppo di automorfismi di (Z/pZ)" ¢é
isomorfo a GLn(F)p), cioé alle matrici n x n invertibili a coefficienti in Fp.

Inoltre ha cardinalita .
n—

|GLn(Fp)| = H(pn —pi)

=0
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Dimostrazione. Abbiamo gia osservato che i sottogruppi di Z/pZ coincidono
con i sottospazi vettoriali di F). Analogamente ¢ immediato che gli auto-
morfismi di gruppo di (Z/pZ)" coincidono con gli automorfismi di F); come
[F,-spazio vettoriale. Infatti preso omomorfismo ¢ da (Z/pZ)" in sé, allora

esso rispetta anche la moltiplicazione per scalare:

39

Quindi gli automorfismi di (Z/pZ)" coincidono con gli automorfismi di Fy.
Come sappiamo dall’algebra lineare, questi sono G L, (FF,). Infine per quanto
riguarda la cardinalita, sappiamo che una matrice n x n appartiene al gruppo
lineare se e solo se le colonne costituiscono una base di ). Come gia osservato
quando contavamo i sottospazi, queste sono pari a

n—1
H (pn o pz) m
i=0

Corollario 3.13.9. Il gruppo degli automorfismi di G = 7/27 x Z/27 ¢

isomorfo a S3.

Dimostrazione. Ogni automorfismo scambia i tre elementi di ordine 2 di G.
Quindi ne abbiamo al piu 6, pari alla cardinalita di S3. D’altra parte sappiamo
che la cardinalita di GLy(F2) é esattamente 6. Quindi gli automorfismi di
(Z./27,)? corrispondono esattamente alle permutazioni dei tre elementi di ordine
2. Quindi Aut(G) ¢ isomorfo a Ss.

Inoltre andando a calcolare esplicitamente le basi di F2, possibile data la

bassa cardinalita, otteniamo che le 6 matrici sono

N e 1 A

3.14 Azioni di Gruppo e Formula delle Classi

In questa sezione tratteremo un fondamentale concetto della teoria dei gruppi:

quella di azione di gruppo.

Definizione 3.14.1. Sia X un insieme e G un gruppo. Un’azione di G su X

é un omomorfismo da G alle permutazioni di X.
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Posta un’azione
¢: G— S(X)
g = Pg

allora dal fatto che ® sia un omomorfismo seguono le seguenti proprietéa:
1. e =idx
2. 990 g = Pgg
3. gog_l = pg-1

Prima di considerare degli esempi concreti, andiamo a introdurre gli im-

portanti concetti di orbita e stabilizzatore. Iniziamo col primo concetto.

Proposizione 3.14.2. Sia un gruppo G che agisce su un insieme X. Allora
posta la relazione

r~y © g€ G te ph(x) =1y

essa ¢ una relazione di equivalenza. Inoltre la classe di equivalenza di x viene
detta orbita di x.

Dimostrazione. Ogni elemento x di X & in relazione con se stesso, in quanto

ve(x) = .
Se z ¢ in relazione con y tramite g in (G, allora y € in relazione con x tramite
-1
g .
Se z ¢ in relazione con y tramite g, e y lo & con z tramite ¢, allora z lo ¢

con z tramite gg’. O

Definizione 3.14.3. Sia GG gruppo agente su X. Allora definiamo lo stabiliz-
zatore di x come

Stab(z) = {g € G | p4(z) =z}

Proposizione 3.14.4. Sia G gruppo agente su X. Allora per ogni x in X, il

suo stabilizzatore & un sottogruppo di G.

Dimostrazione. Certamente e appartiene a Stab z, in quanto ¢.(z) = x.
Inoltre se g, g’ appartengono a Stabz, allora anche il loro prodotto vi

appartiene. Infatti

Py’ () = @g(@g'(x)) =pg(z) =2

162



3.14. AZIONI DI GRUPPO E FORMULA DELLE CLASSI 163

Infine se g appartiene a Stab z, allora anche g~! fissa x

g1 (@) =6, (2) =
O

Le orbite e gli stablizzatori sono fortemente collegati, col teorema orbita-

stabilizzatore

Teorema 3.14.5 (Teorema Orbita-Stabilizzatore). Sia un gruppo G finito

agente su X. Allora per ogni x in X wvale la relazione
|G| = |orb(z)||Stab(z)]
Dimostrazione. 1l punto della dimostrazione é verificare che la mappa
®: orb(x) — G/ Stab(z)
@g(x) — g Stab(x)

sia una bigezione ben definita (dove abbiamo indicato con G/ Stab(x) I'insieme
delle classi laterali, che in generali non ¢ un gruppo).
Verifichiamo contemporaneamente la buona definizione e U'iniettivita
pg(x) = pn(r) & pp-1(py(e)) =z
~ Pp-1 g(x) =T
& h7lg € Stab(z)
< hStab(z) = g Stab(z)
Infine ® ¢ banalmente suriettiva.
Quindi possiamo concludere la dimostrazione
|G| = |G/ Stab(x)||Stab(x)| = |orb(z)||Stab(z)]
O

Diamo adesso due importanti esempi di azioni di gruppo. Il primo esempio

& quello che conosciamo gia: quella di coniugio
v: G — S(Q)
= (pg(h) = ghg™)
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Avevamo di fatto gia dimostrato che questa é un’azione, quando avevamo
affermato che il gruppo degli automorfismi interni ¢ isomorfo a G/Z(G).
Gli stabilizzatori per I'azione di coniugio prendono un nome particolare:

quello di centralizzatore:

Definizione 3.14.6. Sia G un gruppo e sia g un suo elemento. Definiamo il
centralizzatore di g, indicato con Zg(g), come lo stabilizzatore di g per I’azione

di coniugo.

Rispondiamo brevemente a questa domanda: come interviene il centro di

un gruppo in questo contesto? La risposta viene dalla prossima proposizione.

Proposizione 3.14.7. Sia G un gruppo e @ una azione su un certo insieme

X. Allora il nucleo di ¢ & l'intersezione degli stabilizzatorsi.

Dimostrazione. Vogliamo dimostrare che

Ker(p) = ﬂ Stab(z)

zeX

L’identita di S(G) ¢ pari a idx. Ergo g ¢ nel nucleo di G se e solo se
g = idx. Questo equivale a dire che per ogni z in X, ¢p4(z) = z. Cioe &

equivalente ad affermare che g appartiene a tutti gli stabilizzatori. ]

Corollario 3.14.8. Sia G un gruppo. Allora

2(G) = () Za(@)

geG

Dimostrazione. Banale corollario della proposizione precedente. O
Un’altra azione importante ¢ quella di coniugio sui sottogruppi.

Proposizione 3.14.9. Sia G un gruppo e sia X insieme di tutti i sottogruppi

di G. Allora la mappa

v: G — S(X)
g (pg(H) =gHg™")

é una azione di gruppo.
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Dimostrazione. Verifichiamo che sia ben definita.
Sia quindi g in G. Allora ¢, manda innanzitutto sottogruppi in sottogrup-

1 1

pi. Inoltre ¢ iniettiva. Infatti se gH g~ coincide con gK g+, allora

H=gYgHg )g=9 "(gKg ")g=K

Inoltre preso un sottogruppo H, allora g~ 'Hg & evidentemente la sua
preimmagine.

Infine ¢ ¢ un omomorfismo. Infatti presi g, ¢’ in G e un sottogruppo H

gy (H) = 99'G(9g") ™" = gg'Hg' 97" = (¢4 0 py)(H)
quindi ¢g¢ coincide con ¢y 0 @y € ¢ ¢ un omomorfismo. O

Analogalmente al centralizzatore di un elemento, si definisce il normalizza-

tore di un sottogruppo nel seguente modo:

Definizione 3.14.10. Sia G un gruppo e H un sottogruppo. Definiamo il
normalizzatore di H, indicato con N¢g(H), come lo stabilizzatore di H rispetto

all’azione di G sull’insieme dei suoi sottogruppi.

Il normalizzatore di un sottogruppo ammette la seguente utile caratteriz-

zazione:

Proposizione 3.14.11. Sia G un gruppo e H un sottogruppo. Allora Ng(H)

¢ il pit grande sottogruppo per cui H € normale in esso.
Dimostrazione. Sia I'insieme
F={K<G|HLK}
Vogliamo affermare che
No(H)= | K
KeF

(C) 1 sottogruppo H ¢é banalmente normale nel suo normalizzatore. Infatti
preso g in Ng(H ), allora g appartiene allo stabilizzatore di H secondo ’azione
di coniugio. Quindi gHg™! = H.

Quindi Ng(H) appartiene a F, ed ¢ incluso in nell’unione.

(D) Preso un qualunque K in F, allora per ogni g in esso, gHg ' = H.

Ergo K é incluso nel normalizzatore per ogni K in F. Quindi anche I'unione

¢ inclusa. O
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Presentiamo adesso con due importanti risultati: la formula delle classi e

il teorema di Cauchy.

Teorema 3.14.12 (Formula delle Classi). Sia G un gruppo e poniamo R un
insieme di rappresentanti per le orbite di coniugio. Allora
G|

R\Z(G)

catena

Dimostrazione. Notiamo innanzitutto un fatto, caratteristico dell’azione di
coniugio.
Se g e h sono due elementi di G, tale che g appartiene al centralizzatore di

h, allora h appartiene al centralizzatore di g.
og(h) =h=ghg ' =h=hgh'=g

Quindi h appartiene al centralizzatore di g.

A questo punto se prendiamo ¢ in Z(G) N R, allora la sua orbita ¢ banale.
Infatti preso x in essa, allora esiste un certo h in G tale che ¢,(g) = z. Tut-
tavia g € nel centro, quindi appartiene ad ogni centralizzatore. In particolare
appartiene al centralizzatore di z, che quindi appartiene al centralizzatore di
g. Ergo

T =¢n(g) =g

Quindi per ogni g in Z(G) N R, la sua orbita & banale. A questo punto
sfruttiamo il fatto che le orbite partizionano G. Grazie a questo sappiamo che
R deve contenere tutto il centro, in quanto ogni g in esso ha solo se stesso

come rappresentante della sua orbita. Quindi

Gl = lorb(g)l = D lorb(g)] + D lorb(g)l

R RNZ(G) R\Z(G)
=) lorb(g)] + > [orb(g)]
Z(G) R\Z(G)
=|Z(G)| + > lorb(g)|
R\Z(G)
G
=12@) + Y
w1 Z(a)]
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Chiudiamo questa questa sezione con una serie di teoremi che sfruttano la
teoria delle azioni. Iniziamo col teorema di Cauchy nel caso generale (ricordia-
mo che parleremo spesso di coniugati di € X anche quando un azione non

sia di coniugio).

Teorema 3.14.13 (Teorema di Cauchy). Sia G un gruppo di ordine finito, e

sia p primo che divide il suo ordine. Allora G ammette un elemento di ordine

p.

Dimostrazione. Consideriamo I'insieme delle p-uple di G indicizzate con Z/pZ.

GP={p:Z/pZ— G} ={(91,---,95) | s € G}

Sia inoltre il seguente suo sottoinsieme

X:{(gia'~7gﬁ)EGP|gi ..... gﬁ:e}
Allora Z/pZ agisce su X tramite shift

©: 2/pZ — S(X)
a (pa: (91----95) = (9i4ar-- - 9p+a))

L’unica verifica delicata é che @5 sia una permutazione da X in sé. Infatti se

(21,...,2p) € un elemento di X, allora z; é I'inverso di

Quindi deve essere in particolar modo un inverso sinistro, da cui

gﬁ.gi.....gp;1:€

A questo punto sia z in X. Allora la sua orbita ha cardinalita che divide
lordine di G. Quindi puo solo essere p o 1. Tuttavia ¢ facile individuare le
condizioni per cui la cardinalita sia 1.

Sex = (g,...,9), allora I'insieme di coniugati & costituito solo da se stesso.

Viceversa, se esistono due 7 # J tale che g; # g5, allora j —7 manda z in un
certo y, e

Yi = Ty = T3 F T,
Quindi y € un coniugato di x diverso da x stesso. Quindi 'orbita di  ha

almeno due elementi.
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Quindi grazie al vincolo sulle cardinalita sulle orbite, possiamo affermare
che tutti e soli gli elementi in X la cui ha orbita ha cardinalita 1, sono quelli

della forma (g,...,g). Inoltre per come abbiamo definito X, g? = e. Quindi

{zeX|[lorb(z)| =1} ={(g,...,9) [ord(g) =p}U{(e,...,€)}

A questo punto dobbiamo trovare la cardinalitd di X. Esso ha cardinalita

|G|P~1, in quanto la seguente mappa
oGP X
(al, ceey ap,l) — (al, sy Qp—1, ((11 R ap,l)_l)

é una banale bigezione.

Inoltre

| X| = Z\orb x| = p |{orbite lunghezza p}| + |{orbite lunghezza 1}|
T€ER

Quindi possiamo passare ai moduli:
0 = |X| = |{orbite lunghezza 1}| = |[{ g € G |ord(g) =pVg=-e}| (modp)

Quindi 'ultimo insieme ha cardinalita maggiore di 1, e quindi deve esistere

un elemento di ordine p. O

Grazie al teorema di Cauchy abbiamo ottenuto un grosso strumento. Per

esempio possiamo dimostrare il prossimo teorema di classificazione:

Teorema 3.14.14. Sia p primo. Allora D, e Z/2pZ sono gli unici gruppi di

ordine 2p a meno di isomorfismo.

Dimostrazione. Per il teorema di Cauchy esistono due elementi h, k& in GG, uno
di ordine 2 e uno di ordine p. Allora (h,k) contiene i sottogruppi (h), (k)
che sono di ordine 2 e p rispettivamente. Quindi (h, k) ha ordine diviso da
[2,p] = 2p. Cioé (2,p) ha ordine 2p e coincide con G.

Se h e k commutano, allora ord(hk) = [2,p] = 2p. Quindi hk genera G che
¢ isomorfo a Z/2pZ.

Altrimenti cosa puo succedere? Essendo K = (k) di indice 2, esso & normale

ed ¢é possibile considerare la mappa
Z)27 ~ (h) — G — Inn(G) — Aut(K) ~Z/pZ* ~Z/(p — 1)Z
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che associa ad ogni x in (h) la restrizione di ¢, ad K.
Im particolare 'ordine di ¢, deve dividere l'ordine di h. Quindi pud solo
essere 1 o 2.
Se 'ordine di ¢y, € 1, allora la catena precedente associa a h la classe y = 1,
e quindi
hkh™' = @ (k) = id(k) = k

E come gia detto G ¢ isomorfo a Z/2pZ.
Se invece @y ha ordine 2, allora la mappa precedente associa a h la classe

y = —1, l'unica di ordine 2. Quindi
hkh™' = @ (k) = k1
In questo caso

®: D, =G
r—k
s—h
é Iisomorfismo cercato. Infatti h e k rispettano le relazioni di s e . Quindi

® ¢ un omomorfismo. Inoltre é suggettiva, in quanto G é generato da g e h.

Infine per cardinalita la mappa & anche iniettiva e quindi & un isomorfismo. [
Il prossimo teorema che dimostriamo é 1'utile teorema di Poincaré

Teorema 3.14.15 (Teorema di Poincaré). Sia G un gruppo, con H un suo
sottogruppo di indice finito n. Allora esiste N, sottogruppo normale in G
contenuto in H, tale che

n|[G: N]|n!

Dimostrazione. Consideriamo 'insieme delle classi G/H, non necessariamente

un gruppo, e consideriamo 'azione di G su di esso
v: G— S(G/H)
g (pg(aH) = gzH)

Scegliamo N = Ker(yp), e verifichiamo che abbia le caratteristiche volute.
Sicuramente ¢ normale. Inoltre se x appartiene a N, allora ¢, (H) = zH

coincide con H. Quindi x appartiene a H.
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Infine sappiamo che I'immagine di ¢ ha ordine che divide n!, quindi da una
parte
(G : N] = [Im(g)] | n!
e dall’altra parte

(G:N] _[G:N] _|GI/IN| _ |H]|
n [G-H[Gl/[H N

eZ

O]

Corollario 3.14.16. Un gruppo di ordine 44 contiene un sottogruppo di ordine

11 normale.

Dimostrazione. Per il teorema di Cauchy esiste un g in G di ordine 11. Ponia-
mo H = (g).

Per il teorema di Poincaré esiste un sottogruppo NN, contenuto in H, di
indice che divide 4! = 24 e diviso da 4. Ma l'indice di N divide anche ’ordine
di G. Ergo

4|[G:NJ]|(44,11) =4

Quindi N ha indice parti a 4, e quindi coincide con N che é normale. [

Osserviamo che il teorema di Poincaré non ci dice che ogni gruppo ammette
necessariamente sottogruppi normali "interessanti". Infatti NV potrebbe essere
o il gruppo banale o tutto G.

Procediamo a dimostrare il seguente fatto sulla normalita dei sottogruppi

Teorema 3.14.17. Sia G gruppo finito, e sia H un sottogruppo di G di car-
dinalita il pit piccolo primo p che divide l'ordine di G. Allora H é normale in

G.

Dimostrazione. Come nel teorema precedente consideriamo l'insieme delle clas-

si laterali G/H e l’azione

0: G — S(G/H)~ S,
g (pg(vH) = gzH)

Allora I'immagine di ¢ ha come ordine I'indice di Ker(¢p), che quindi divide

contemporaneamente ’ordine di G e di S,. Ergo

[T ()| | (P [G])
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Ma p ¢ il piu piccolo primo che divide 'ordine di G. Quindi p! e |G| possono
solo avere p come fattore comune. Quindi Im(y) ha cardinalita che puo solo
essere p o 1.

Se per assurdo la cardinalita fosse 1, allora il nucleo coinciderebbe con tutto
G (in questo caso I'azione si dice fedele). Tuttavia se cid accadesse, potremmo
considerare un g in G\ H. Allora gH = ¢4,(H) = H. Assurdo.

Quindi 'immagine di ¢ ha ordine p e il nucleo ha ordine |G|/p.

Infine, come gia osservato nel teorema precedentemente, il nucleo di ¢ &

incluso in H. Infine per cardinalitd devono coincidere. O

Concludiamo la sezione col teorema di Cayley. Esso venne dimostrato da
Cayley, uno dei padri della teoria dei gruppi, quando non era ancora chiaro se
ogni gruppo potesse essere pensato come azione su un insieme. In particolare
Cayley si chiedeva se tutti i gruppi potessero essere visti come sottogruppi di

gruppi di permutazioni. Il teorema che prende il suo nome lo conferma.

Teorema 3.14.18 (Teorema di Cayley). Sia G un gruppo. Allora esso si
immerge in S(G).
Dimostrazione. Consideriamo la seguente mappa
d: G— S(G)
g (pg: b= gh)

Esso ¢ un banale omomorfismo. Inoltre se ¢, ¢ banale, allora e = ¢g4(e) = g.

Quindi ® ha nucleo banale ed ¢ una immersione. ]

3.15 Gruppi di ordine p"

Consideriamo adesso il prossimo mattone per la teoria dei gruppi: i gruppi di
ordine p™ con p primo e n > 0, che per brevitd chiameremmo p-gruppi. Essi

posseggono diverse proprieta interessanti, ad iniziare dalla seguente:

Teorema 3.15.1. Sia G un p-gruppo. Allora il suo centro non pud essere

banale.

Dimostrazione. Consideriamo la formula delle classi

=z + Y

ez 2@l
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172 CAPITOLO 3. GRUPPI

Per ogni z in R\ Z(G), allora il suo centralizzatore non puo essere tutto
G, altrimenti 2 apparterrebbe al centro di G. Quindi |G| = p" e |Z,(z)| = p"
con h < n. In particolare il loro rapporto é diviso da p.

Infine p divide 'ordine di G, e usando la formula delle classi si pu6 conclu-

dere che p divide 'ordine del centro, che quindi &€ non banale. O

Da questo teorema discende per esempio un altro facile teorema di classi-

ficazione.

Teorema 3.15.2. Sia G un gruppo di ordine p*>. Allora ¢ abeliano, ed ¢é
isomorfo a Z.)p*Z o a Z/pZ x 7./ pZ.

Dimostrazione. Innanzitutto ¢ immediato vedere che G deve essere abeliano.
Infatti il centro di G puo avere cardinalita o 1 o p o p?.

Il primo caso & negato dal risultato precedente.

Il secondo ¢é negato dal fatto che il centro avrebbe indice un primo, cosa
impossibile.

Quindi Z(G) ha ordine p? e coincide con G, che quindi & abeliano.

Sia a questo punto un g in G diverso dall’identita.

Se h ha ordine p? allora G ¢ ciclico.

Altrimenti deve avere ordine p, e possiamo considerare un k in G \ (h)
diverso dall’identité.

Se k ha ordine p? abbiamo di nuovo concluso.

Altrimenti siano H = (h) e K = (k). La loro intersezione ¢ banale. Infatti
I'intersezione é un sottogruppo di ordine 1 o p. L’ultima ¢é negata in quanto k
non appartiene al generato da h. Quindi

HK|
|H N K|

e HK coincide con G. Inoltre HK é certamente contenuto in (h, k), che quindi

|HEK| =

deve anch’esso coincidere con G.

Allora se ricordiamo l’isomorfismo

Z)pZ X L] pZ ~ <m,y‘ [, y] = zyz ly Tl = 1>
possiamo considerare
w: Z/pZ x L/pZ — G
x—h

y—k
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Essendo che h e kK commutano e generano, allora la mappa ¢ un omomor-

fismo suggettivo. Infine per cardinalita ¢ un isomorfismo. O

Andiamo ad enunciare il prossimo interessante fatto sui p-gruppi. Sappia-
mo che un gruppo ciclico ammette sottogruppi di ogni ordine "ammissibile".
Osserviamo che questo é vero anche per i p-gruppi, e anzi vale un risultato piu

forte.

Teorema 3.15.3. Sia G un p-gruppo di cardinalita p™. Allora esiste una

catena di sottogruppi
{e}<H, <H,<---<H;_1<H,=G
tale che H; ha cardinalita p* ed é normale in G.

Dimostrazione. Procediamo per induzione forte su n.
Se n =1, allora {e} < H; = G ¢ la nostra catena.
Preso n > 2, allora dividiamo la trattazione in due casi.
Se G & abeliano, allora preso z in G di ordine p, il sottogruppo (z) & normale
e G/ (z) & un gruppo di ordine p"~! abeliano. Per ipotesi induttiva esiste una
catena
{fe}<K1 9 K1 =G/ ()

con |K;| = p' e normali in G/ ().

Grazie al teorema di corrispondenza fra sottogruppi si puo scrivere come
{e}y S Hy/ () 2--- 4 Hy/(x) = G/ ()

Sempre grazie al teorema di corrispondenza, possiamo affermare di aver

trovato Hi,...H,_1 normali in G tali che
{€}§]<$>ZH1S]H2S]§]HTL—1 <H,=G

Se invece G non ¢ abeliano, possiamo comunque considerare il centro Z(G),
diverso da G e non banale essendo G un p-gruppo. Quindi G/Z(G) ¢ un gruppo
di ordine p! con I compreso tra 1 e n— 1. Per ipotesi induttiva possiamo quindi

trovare una catena della forma
{6} 9 Hy,1/2(G) 4 4 Ho/Z(G) = G/Z(G)
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con |H;| = p, che corrisponde alla catena
Z(G)=H d4H 4---<4H, =G

con H; normali in G.

Infine essendo Z(G) abeliano, esiste una catena associata
{6} S]Hl <. S]Hl—l ﬂHl :Z(G)

con H; normali in Z(G).
Infine se i & compreso fra 1 e [, allora H; é normale in Z(G), che &

caratteristico in G. Quindi gli H; sono normali anche in G. O

Chiudiamo ora con un fatto estremamente importante, che ci sara utile per
la classificazione dei gruppi abeliani finiti. Preannunciamo perd questo lemma

di carattere generale:

Lemma 3.15.4. Sia G un gruppo e H un suo sottogruppo normale. Allora

per ogni K compreso tra H e K vale che
Ng/u(K/H) = m(Na(K))

Dimostrazione. (2) Certamente se gKg~! = K, allora

(C) Daltra parte preso 7(g) tale che per ogni k in K, 7(g)m(k)r—! appar-
tiene a K, allora abbiamo le seguenti implicazioni (ricordiamo che H ¢ incluso
in K)

Vk € K3k € K t.c. n(gkg™") = m(k)
=Vke K3k € K,he H tc. gkg ' =K'h
=Vke K3 € K te. gkg ! = k"
=gKg ' =K

O]

Teorema 3.15.5. Sia G un p-gruppo re H un sottogruppo proprio. Allora il

normalizzatore Ng(H) non pud coincidere con H.
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Dimostrazione. Andiamo per induzione su n tale che p" = |G].

Per n = 1, allora il gruppo é isomorfo a Z/pZ. Esso ammette {e} come
unico sottogruppo non banale, il cui normalizzatore é I'intero gruppo.

Se n > 1, allora consideriamo il centralizzatore Z = Z(G). Se non ¢
contenuto il H, allora abbiamo trovato un elemento del normalizzatore che non
sta in H, in quanto Z(G) ¢é contenuto nel normalizzatore di ogni sottogruppo.

Se invece il centro € contenuto in H, allora possiamo quozientare per Z che
¢ proprio. Allora G/Z(G) ha cardinalitd minore di p™. Inoltre per il teorema di
corrispondenza fra sottogruppi 7(H) & un sottogruppo proprio del quoziente.
Quindi non pud coincidere col normalizzatore.

Infine per il lemma precedente 7(Ng(H)) = Ng/z(H/Z). Quindi sempre
per il teorema di corrispondenza N¢g(H ) non coincide con H.

O

3.16 Il Gruppo S,

Procediamo a trattare un insieme di gruppi molto importante: i gruppi sim-

metrici S,,. Ricordiamo la definizione:

Definizione 3.16.1. Indichiamo con S, il gruppo delle permutazioni di n

elementi.

A questo punto é fondamentale introdurre il concetto di ciclo e permuta-
zioni cicliche.
Notiamo quindi che il gruppo S,, agisce sull’insieme { 1,...,n }. In parti-

colare preso un elemento x di N,,, allora

orb(x) = { z,0(x),. .., 0" 1 (2) }
con k pari a
kzmin{th‘ah(a:):x}
Chiamiamo ciclo I'orbita di x ordinata, cioé la k-upla (z,0(x),...,c" 1 (x)).
Ogni ciclo ammette k scritture differenti, date dalla scelta arbitraria del primo
elemento.

Inoltre ogni permutazione o ¢ determinata dai suoi cicli, e quindi si pud

usare la notazione
o= @1y 0" (@) (e 0P (1))
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Per esempio
o= (123)(45)(67)(8)(9)
¢ la permutazione di Sy
12
23
31
45
o4
6—7
T 6
88
9—9

Normalmente i cicli banali non vengono scritti, quindi ¢ é semplicemente
o=(123)(45)(67)

Infine indichiamo con permutazioni cicliche le permutazioni composte da un
unico ciclo. Notiamo che possiamo comporre i cicli come fossero permutazioni,
nel senso che nella o precedente, la giustapposizione di cicli si pud intendere

come vera e propria composizione

o1 = (123)
o9 = (45)
o3 =(67)

0 =01009003

Infine notiamo che cicli disgiunti banalmente commutano. Quindi una
qualsiasi permutazione si scrive in modo "unico" come prodotto di cicli, cioé
a meno di scambio di essi o riscritture in forma equivalente.

Quindi S, ¢ generato dalle permutazioni cicliche, ed & utile la seguente

{o €8, |0 kciclo}| = (Z)’: = <Z> (k—1)!

Data dal fatto che un k-ciclo é determinato una volta scelti i suoi k elementi,

formula:

averne scelto 'ordine, e aver contato il fatto che un k-ciclo ammette k scritture

equivalenti.
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Essendo che ogni ciclo si scompone come prodotto di cicli oy 0--- 00, é

utile a seguente proposizione

Teorema 3.16.2. Sia o permutazione scomposto in cicli disgiunti

g = (il,l . 2'17k1) e (in,l Ce Z"’%’“n)
Allora Uordine di o ¢ mem(ky, ... ky).

Dimostrazione. Sia d il minimo comune multiplo. Allora essendo i cicli di-

sgiunti

ol =(o10---00,)% = d— id

o) ..oo-n

Q
=y

Quindi 'ordine di ¢ divide d.
D’altra parte dal fatto che o = id e sapendo che i cicli sono disgiunti, deve
essere che O'Zd = id per ogni i. Quindi d ¢ multiplo dei vari k; e quindi anche

del loro minimo comune multiplo. ]
Il gruppo S, da cosa é generato? La prossima proposizione lo afferma

Proposizione 3.16.3. Il gruppo S, & generato dai sequenti insiemi

i, j)|1<ij<n}

Li)|1<i<n}

ihi+1)|1<i<n-1}
2),(L, ..., n)}

Dimostrazione. Sappiamo gia che S, é generato dai cicli. Dobbiamo dimo-

{(
{(
{(
{,

strare che ogni ciclo si genera dai 2-cicli, dette anche trasposizioni. Infatti si
osserva che

1, .. k) =(1k)...(1,2)

Quindi H; e Hy generano. Dimostriamo che ogni elemento di Hs si pud

costruire tramite Hj. Infatti (1, 2) appartiene a Hs per costruzione. Inoltre
(Li41) = (4, i+ 1)(1, i)(i, i+ 1)
Infine Hy genera gli elementi di Hs. Infatti
(1, ..., n)"(1, 2)(1, ..., n)~" O
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178 CAPITOLO 3. GRUPPI

Andiamo ora a definire un importante caratteristiche delle permutazioni:

il segno.

Definizione 3.16.4. Sia una permutazione di S,, = S({1,...,n}). Definiamo

il suo segno come il numero reale

a(i) — o(j)
sgu(o) = H T oi—q
1<i<j<n J
Proposizione 3.16.5. [l segno ¢ un omomorfismo suggettivo tra Sy, e {£1} ~

7./37".

Dimostrazione. Verifichiamo che sia un omomorfismo da S,, a R*. Prese o e 7

permutazioni allora

wrery= ] 2000t
1<i<j<n
_ o(r(i) —o(r(4)) 7(i) — 7(j)
- 1<E<n 7(i) = 7(5) i—j
_ H U(Zi),:;(J ) H T(Z). :;(])
1<i'<j'<n 1<i<j<n
= sgn(o) sgn(r)

Quindi dobbiamo verificare semplicemente che sgn(7) appartenga a {+1}
per ogni trasposizione 7. A questo punto usando il fatto che le trasposizioni
generano S5, e che sgn &€ un omomorfismo concludiamo.

Sia quindi una trasposizione 7 = (h, k) con h < k. Allora notiamo subito
che la funzione segno eseguiamo un prodotto sulle coppie (i,j) con i < j.

Questo ¢ equivalente ad eseguire il prodotto sulle paia {i,j} con i # j. Infatti

() —7() _ () = 7()

i—j j—i

Consideriamo quindi l'insieme delle paia {(i, j)}i»;, e partizionamolo nel

seguente modo:
1. Abbiamo il caso in cui {i,j} e {h, k} sono disgiunti. Allora

) —7() _i=j _

— — =1
t=17 t=J
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2. Se accoppiamo gli elementi del tipo {i, h} e {i,k} con i # h, k, otteniamo

7(1) — 7(h) (1) — (k) :i—ki—hzl
1—h i —k t—hi—k

3. Infine se consideriamo {i,j} = {h, k} allora

T(h) — (k)
h—k

k—h
= = —1
h—k
Quindi mettendo tutto insieme otteniamo

sgn(r) = H T(zz : ;—(‘7) =-1
0,J 17

Corollario 3.16.6. Sia o in S,,. Se c =71 0---01, allora sgn(c) = (—1)*.

Il segno & un omomorfismo. Quindi possiamo tranquillamente considerare

il suo nucleo. Questo porta alla definizione di gruppo alterno o alternante.

Definizione 3.16.7. Definiamo I’ennesimo gruppo alterno A, come il nucleo

dell’omomorfismo segno su S,.

Proposizione 3.16.8. Il gruppo alterno A, ha ordine 1 se n = 1; altrimenti
ha ordine n!/2.

Dimostrazione. L’applicazione segno, che ha codominio pari a {1}, puo avere
immagine di ordine uno o due. Se n ¢ almeno 2, allora la trasposizione (1, 2)

ha segno —1. Quindi I'immagine ha ordine 2, e A,, ha cardinalita

|Sn|  nl!

An = K = —_——

[ An] = [Ker(sgn)] = 22 = 2
O

Concludiamo questa trattazione con le classi di coniugio in S5,, un argo-
mento molto potente.
In generale dato un elemento di un gruppo G, non ¢ facile determinare i

suoi coniugati. Nel caso di .S, la faccenda si fa estremamente piu facile
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Teorema 3.16.9. Sia o in S,, e supponiamo che si scomponga in ciclioy, ..., oy

di lunghezza ki, ..., ks. Definiamo il tipo di o come la stringa

type(a) = (k1. k)
Allora 1 coniugati di o sono tutti e sole le permutazioni dello stesso tipo.

Dimostrazione. Consideriamo un coniugato A = 707!, con

g = (il,l e il,kl) e (it,l . it,kn)

Allora ¢ immediato che

A= (1(t11) - 71 gey)) - (T(e1) - (k)

e quindi A e o hanno lo stesso tipo.
Viceversa supponiamo che A abbia lo stesso tipo di o. Cioé supponiamo

che ) si scriva come

A= (j171 jl,kl)'w(jt,l jt,kz)

Allora posta 7 che manda iy, 1 in jj, 1, € evidente, per I’osservazione precedente,

che Tor7t = \. O

Corollario 3.16.10. Il numero di classi di coniugio di Sy, é pari a

{Co | o €Sn}|=pn)

dove p(n) sono le partizioni di n, cioé il numero di modi di scrivere n come

somma di naturali decrescenti.

Chiudiamo questa sezione con un teorema che ci permette di avere qualche

strumento in pit per la classificazione dei gruppi.

Teorema 3.16.11. Sia un gruppo di ordine 2d con d dispari. Allora ammette

un sottogruppo di indice 2 (e quindi normale).

Dimostrazione. 1l segreto consiste nell’analizzare meglio il teorema di Cayley.
Preso un g in G, allora la sua permutazione associata ¢, € S(G) ammette
una scrittura in cicli. Per identificarla notiamo che preso un qualsiasi h in G,

allora
oh(h) =g"h
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e coincide con h se e solo se gF = e.

Quindi ¢ evidente come la scomposizione in cicli di ¢4 € costituita da cicli
di lunghezza pari a I'ordine di g. Essi inoltre sono |G|/ ord(g).

A questo punto basta considerare I'immersione ® di G in S(G), e dimo-
strare che ®(G) ammette un sottogruppo di ordine d.

11 sottogruppo Asg ¢ il nucleo dell’applicazione segno su Sog. Quindi Ay N
®(G) ¢ il nucleo dell’applicazione segno ristretta a ®(G). A questo punto
dobbiamo solamente dimostrare che sgn |¢(g) ha immagine {41}.

Notiamo perod che G ammette un elemento g di ordine 2 per il teorema di
Cauchy. Quindi ¢, si scompone come |G|/2 = d trasposizioni. Ergo ha segno
(1) = =1 e l'applicazione sgn|¢(g) ha immagine {+1}.

Quindi ®(G) N Ayy é il sottogruppo di ®(G) cercato:

[2(G)]

|®(G) N Azg| = [Ker(sgn|o))| = 5

O]

Sullo stesso spirito della conclusione della scorsa dimostrazione, proviamo

una proposizione che ci sara di grande aiuto.

Proposizione 3.16.12. Sia un naturale n > 2, e consideriamo un sottogruppo
H < S,. Allora o H & contenuto in Ay, o |H N Ay| € pari a |H|/2.

Dimostrazione. Per definizione di A, sappiamo che
| H|
HnA,| =|Ker(sgn|g)|=——"—.

Siccome sgn ¢ a immagine in {1}, allora |H N A,,| puo solamente essere o |H |
o |H|/2. O

3.17 Sottogruppo Derivato

Questa breve sezione ha lo scopo di introdurre il sottogruppo derivato, un
concetto che sembra secondario, ma che riveste una grande importanza nella

teoria dei gruppi risolubili. Iniziamo con la definizione di commutatore.

Definizione 3.17.1. Sian G un gruppo e siano x,y in G. Definisco il com-

mutatore di e y come

[z, y] = ayz "y~
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Definizione 3.17.2. Sia G un gruppo. Definiamo il derivato di G come
D(G) = [G,G] = ([z,y]|z,y € G)
Inoltre definiamo la catena di derivati come
DG) =G
DHY(G) = D(DI(@))
Il derivato di un gruppo ¢ importante per il seguente risultato:
Teorema 3.17.3. Sia G un gruppo. Allora valgono le sequenti affermazioni
1. Il derivato di G ¢ caratteristico in G.

2. Dato un sottogruppo normale di G, G/H ¢ abeliano se e solo se H
contiene D(G).

Dimostrazione. (1.) Sia un automorfismo f di G. Allora notiamo innanzitutto

che per ogni commutatore [x,y] vale

fllz,y]) = [f(2), f(y)~']

Ergo f manda l'insieme dei commutatori in se stesso suggettivamente. Ergo
f(D(G)) coincide con D(G).
(2.) Per ogni xH, yH in G/H valgono le seguenti catene di coimplicazioni
tHyH = yHzH < (xy)H = (yx)H
& (eyzly HH=H
saoyz lyleH
& [,y e H

Quindi G/H ¢ abeliano se e solo se il sottogruppo derivato ¢ incluso in

H. O

3.18 Prodotti Semidiretti

In questa sezione affronteremo un metodo essenziale per costruire gruppi a
partire da gruppi di partenza: quello del prodotto semidiretto. Per arrivarci
pero é utile dire ancora alcune cose sui prodotti diretti. Iniziamo col seguente

lemma
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Lemma 3.18.1. Sia G un gruppo e H, K due sottogruppi normali ad inter-
sezione banale. Allora 1 rispettivi gruppi commutano, cioé hk = kh per ogni h
inH ekin K.

Dimostrazione. Per ogni h in H e k in K consideriamo il prodotto [h, k] =
hkh='k~1. Allora notiamo che questo commutatore appartiene sia a H, in
quanto khk~! vi appartiene, e anche a K, in quanto vi appartiene hkh™!.

Avendo H e K intersezione banale, allora [h, k] ¢ banale e h, k commutano. [
Teorema 3.18.2. Sia G un gruppo, e siano H e K due sottogruppi tali che
1. HHK <G
2. HK =G
3. HNK = {e}
Allora G & isomorfo al prodotto diretto H x K.
Dimostrazione. Sia la mappa

d: Hx K -G
(h,k) — hk

Essa ¢ un omomorfismo (¢ essenziale il lemma precedente):
O((h,k)(R', k")) = hh'kk' = hkh'K' = ®((h, k))®((R', K))

Inoltre ¢ suggettiva, in quanto HK = G, ed ¢ iniettiva. Infatti se ®((h,k))
& banale, allora hk & l'identita. cioé h e k sono uno l'inverso dell’altro e

appartengono all’intersezione di H e K. Essendo essa banale, allora lo ¢ anche
(h, k). O

Osserviamo che questa costruzione riflette la seguente osservazione: se G &
un prodotto diretto di gruppi Gi x Ga, allora G x {e} e {e} x G2 soddisfano
le condizione del teorema precedente.

Adesso vogliamo rispondere alla seguente domanda: e se solo uno dei due
sottogruppi & normale, ma valgono comunque le altre condizioni? Allora la
struttura associata diventa quella di prodotto semidiretto, che andiamo a

definire.
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Definizione 3.18.3. Siano H e K due gruppi, e sia ¢ un omomorfismo da K
in Aut(H). Allora definiamo il prodotto semidiretto H x, K come il gruppo

avente come supporto H x K, e come operazione la seguente:
(hyk) - (W) = (k- pr(h), k- &)

con i = (k).

Osserviamo che il prodotto semidiretto & diretto se e solo se ¢: K —
Aut(H) ¢ banale. Inoltre H x {e} ¢ un sottogruppo normale, in quanto nucleo
dell’omomorfismo

T Hx, K - K

(h,k)— h

Osserviamo che in generale {e} x K non ¢ normale. Infatti se anche K fosse
normale, allora {e} x K e H x {e} soddisfarebbero le condizioni del teorema
precedente, e G si potrebbe scomporre in prodotto diretto. Tuttavia ovvia-
mente esistono prodotti diretti non banali. Il primo esempio ¢ un qualunque
Z7.)37 % 7./27; esistendo due soli gruppi di ordine 6, allora tutti i prodotti
semidiretti non banali sono isomorfi a D3 = Ss.

Infine se la mappa ¢ é chiara dal contesto, o se a meno di isomorfismo esiste
un unico prodotto semidiretto non banale, allora indicheremo spesso H x K
sottointendendo la ¢.

Procediamo col teorema di scomposizione di prodotto semidiretti:
Teorema 3.18.4. Sia G un gruppo, e siano H e K due sottogruppi tali che

1. HQG

2. HK =G

3. HNK = {e}

Allora G ¢é isomorfo al prodotto semidiretto H x, K, dove ¢ ¢ l'azione di

coniugio di K su H.
Dimostrazione. Come prima basta la seguente mappa:

o:Hx,K—G
(h, k) — hk
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che & un omomorfismo:
O((h, k) (K, k:’)) = @((h(pk(h'), kk’)) = hkWk kK = hkBWE = O((h, k))q)((h’, k")

Inoltre é suggettiva ed iniettiva per le stesse ragioni del teorema precedente.
O

Osserviamo che se abbiamo un prodotto semidiretto H %, H', e H,H’
sono isomorfi a K, K’, allora il prodotto semidiretto & isomorfo a K x, K’,
con 7 una opportuna mappa. In generale se K, K’ ammettono un "unico"
prodotto semidiretto allora la si puod sottintendere, altrimenti pud non essere
chiaro quale sia "concretamente" la 7 giusta.

Proponiamo adesso alcuni esempi:
Proposizione 3.18.5. Il gruppo simmetrico Sy, & isomorfo a A, x ((1, 2)).

Dimostrazione. Consideriamo i sottogruppi di 4, e ((1, 2)) di S,,. Allora A,
¢ normale ed ha intersezione banale con ((1, 2)). Infine il loro prodotto da S,.

Infatti
_ Akl
[An N {(1, 2))]

Quindi valgono tutte le ipotesi necessarie e S, ¢ isomorfo a 4,, x ((1, 2)). O

[An (1, 2))]

Corollario 3.18.6. Il gruppo S,, ¢ isomorfo ad un A, X, Z/27.
Proposizione 3.18.7. Il gruppo diedrale D,, é isomorfo a Ry % (s).
Dimostrazione. Analogo alla dimostrazione precedente. O

Corollario 3.18.8. Il gruppo diedrale Dy, & isomorfo ad un Z/nZ X, Z/2Z, e

se Z/nZ* ¢ ciclico allora é isomorfo all’unico prodotto semidiretto non banale.
Dimostrazione. Sappiamo che D, & isomorfo a un Z/nZ xy, Z/2Z, con
©: 2)27 — Awt(Z/nZ) ~ 7/nZ*

Quindi se Z/nZ* ¢ ciclico, allora ammette un unico elemento di ordine 2, e 1
puo essere mandato nell’identita o in quell’elemento. Non essendo D,, abeliano,

abbiamo solo la seconda opzione, che ci da 'unico prodotto semidiretto. [

Abbiamo classificato i gruppi di ordine 2p. In veritd quello era un caso
particolare dei gruppi di ordine pq, che adesso procederemo a classificare. Per

farlo pero é utile introdurre un criterio di isomorfismo per prodotti semidiretti.
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Proposizione 3.18.9. Siano N, H, A, B 4 gruppi e sia un prodotto semidi-
retto N X, H. Presi due isomorfismio: H — B eT: N — A, allora N x, H
& isomorfo a A xy B con
¥: B — Aut(A)
b 1o (poo H)(b)or !
Dimostrazione. Consideriamo la mappa
®: Nx, H—=Axy B
(n,h) = (7(n),o(h))
Esso ¢ in effetti un omomorfismo:
O((n1, h1) *1 (n2, h2)) = ®((n1¢n, (n2), hihe))
= (7(n1)(7 © on, ) (n2), 0 (h1ha))
= (7(n1),0(h1)) *2 (7(n2), 0 (h2))
= ®((n1, h1)) *2 ®((n2, h2))

Inoltre ¢ banalmente suriettivo e iniettivo. O
Possiamo procedere a classificare i gruppi di ordine pq.
Teorema 3.18.10. Siano p,q primi distinti con p minore di q.

1. Se p non divide ¢ — 1, allora Z/pZ e 7/qZ non ammettono prodotti
semidiretti non banali. Altrimenti ne esiste almeno uno e sono tutti tra

di loro isomorfi.

2. Ogni gruppo di ordine pq é isomorfo ad un prodotto semidiretto di Z./qZ
e Z/pZ.

Dimostrazione. Sia un prodotto semidiretto Z/qZ X, Z/pZ con
©: LIpZ — At (Z/qZ) ~Z)qZ* ~7]/(q — 1)Z

Il generatore 1, di Z/pZ deve andare in un elemento di ordine 1 o p. Nel
primo caso la mappa ¢ ¢ banale e otteniamo il prodotto diretto Z/pZ x Z/qZ
isomorfo a Z/pqZ.

Il secondo caso puo succedere se p divide 'ordine dell'immagine, pari a
q — 1. In questo nell'immagine abbiamo ¢(p) elementi di ordine p. Dobbiamo

dimostrare che tutti i prodotti semidiretti che si ottengono sono isomorfi.
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Siano quindi « e 8 in Z/qZ* di ordine p e siano ¢, e g le mappe che
mandano 1, in v e 8 rispettivamente.

Essendo che « e 3 sono dello stesso ordine, e usando il fatto che Z/qZ &
ciclico, otteniamo che esiste un k coprimo con p tale che 8 = ka.

Dimostriamo che, posto I'automorfismo
o: Z/pZ — L/pZ
[m] — k[m]

allora g = o 0 0. Per ogni [m| in Z/pZ

wp([m]) = Blm] = ka[m] = kpa([m]) = @a(k[m]) = (va  0)([m])

Quindi ¢g coincide con ¢, o o, e i prodotti semidiretti dati da ¢, e ¢g
sono isomorfi per il lemma precedente.

Il prossimo passo € dimostrare che ogni gruppo di ordine pq é isomorfo ad
un prodotto semidiretto Z/qZ x 7 /pZ (eventualmente banale).

Sia quindi un tale gruppo G. Allora ammette due elementi, h e k, di ordine
p e q rispettivamente. Essi danno origine a due sottogruppi, H e K, di ordine
p e q. Il sottogruppo K ha indice p, il piu piccolo dei due primi. Quindi &
normale.

Inoltre H e K hanno ordine coprimi, quindi hanno intersezione banale.
Inoltre per cardinalita HK = G.

Quindi per il teorema di scomposizione G ¢ isomorfo al prodotto semidi-
retto, tramite coniugio, tra K e H. Infine H e K sono isomorfi a Z/pZ e
Z/qZ rispettivamente. Quindi G ¢ isomorfo ad un certo prodotto semidiretto
7/qZ X, L) pZ. - O

3.19 Gruppi Abeliani Finiti

Questa sezione ha il compito di dimostrare uno dei maggiori teoremi di classifi-
cazione possibili con la teoria di Algebra I: la classificazione dei gruppi abeliani
finiti.
Teorema 3.19.1. 7 Un gruppo abeliano finito G si puo decomporre come
prodotto diretto di gruppt ciclici

G>~Z/m7Z X L]noZ X -+ X L/ng17Z X L] Z

Inoltre la decomposizione € unica se st impone che n;y1 divide n; per ogni ©.
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Per semplicita suddividiamo la dimostrazione in due teoremi, che hanno

bisogno innanzitutto di questa definizione:

Definizione 3.19.2. Dato un gruppo G e un primo p, allora definiamo sot-

toinsieme di p-torsione, indicato con G(p), come il sottoinsieme
Gp) = {gec|odlg) =pt ken}

Esso in generale ¢ un sottoinsieme, perd nella nostra situazione vale il

seguente lemma

Lemma 3.19.3. Se G ¢ un gruppo abeliano, allora G(p) é un sottogruppo per

ogni p primo; inoltre se G & finito esso é un p-sottogruppo.

Dimostrazione. Preso un primo p, allora ord(e) = 1 = pY, e quindi e € G(p).

Inoltre presi due elementi z,y € G(p) di ordine p*, p”, allora

k+h

(g " = a2

yP o =e.

k+h che implica che zy € G(p). Infine G(p) ¢ ovviamente

Quindi ord(zy) | p
chiuso per inverso.

Quindi abbiamo dimostrato che G(p) & un sottogruppo di G.

Se oltre a essere abeliano, G & anche finito, otteniamo che G(p) ¢é finito di
cardinalita p{* ... p*F. Se per assurdo esistesse un p; # p, allora per il teorema
di Cauchy G(p) ammetterebbe un elemento di ordine p;, ma G(p) contiene solo
elementi di ordine potenze di p.

Quindi G(p) & un p-sottogruppo, eventualmente banale.

O]

Con questa definizione, possiamo enunciare i teoremi in cui separeremo la

dimostrazione del teorema di struttura

Teorema 3.19.4. Ogni gruppo abeliano finito G di cardinalita |G| = p§* ... pS

st scompone come prodotto dei suoi sottogruppi di p-torsione
G >~ G(p1) X G(p2) x -+ x G(ps—1) X G(ps)

Inoltre a meno dell’ordine questa é l'unica scomposizione di G in p-sottogruppi

di ordine coprims.
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Teorema 3.19.5. Ogni p-gruppo abeliano finito G si scompone come prodotto

diretto di gruppi ciclici
GZ/p" L X L|pL x - X L[p" L X L/p"tZ
La decomposizione é unica imponendo che ri > ro > --- > 141 > 1¢.
Passiamo quindi a dimostrare questi teoremi

Dimostrazione 1. Sia G gruppo abeliano finito di ordine |G| = n = p{* ... pS.
Dimostriamo prima l’esistenza della scomposizione poi I'unicita.

Esistenza Per 'esistenza procediamo per induzione su s.

(s = 1) In questo caso G ¢ un p-gruppo, e corrisponde al suo sottogruppo di
p-torsione, cioé

G =G(p)

(s > 2) In questo caso possiamo porre n = mm’, con m e m’ coprimi e

strettamente compresi tra 1 e n. Nello specifico poniamo

m=p...p}
m' =pii e I1<i<s
Vogliamo ora dimostrare che G ~ mG x m'G. Per farlo notiamo che

1. Essendo G abeliano, allora mG,m'G < G.

2. mG +m'G = G. Infatti essendo m e m’ coprimi esistono o, 8 € Z tale

che am + Bm’/ = 1. Ma allora ogni g € G posso scriverlo come
g = (am+pm’)g = amg+pBm’g = mag+m'Bg = mga+m'gs € mG+m'G
3. mG Nm'G = {0}. Infatti sia € mG Nm'G; allora = mg = m’g’ con

9,9 € G.

Ergo m'x = m/mg = 0 essendo che G ha ordine n. Equivalentemente
mz = 0. Ma allora l'ordine di z divide m’ e m, cioé¢ I'ordine di z divide

(m,m’) = 1. Quindi abbiamo concluso che x = 0.

Quindi si ottiene che G ~ mG x m'G.

Detto questo poniamo

Gn={9g€eG|mg=0}
Gm/:{gGG}m'g:()}
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190 CAPITOLO 3. GRUPPI

Vogliamo dimostrare che mG = G,y e m'G = G,,. Dimostriamo solo la prima
uguaglianza, ’altra é analoga.

Innanzitutto mG C G,,, infatti per ogni x € mG vale che m'z = m'mg =
ng = 0.

D’altra parte G,y C mG. Infattisia z € G,,/; per Bezout esistono h,h' € Z

tale che mh +m’h’ = 1. Ma allora come prima
x = mhx +m'h'z = mhx + h'm'z = mhz € mG
Quindi abbiamo ottenuto che
G>mG xm'G =G,y X Gy =~ G X Gy (3.3)

Da (3.3) si osserva che Gy, e G,y hanno cardinalita rispettivamente m e m/'.
Infatti il teorema di Cauchy impone che la fattorizzazione della cardinalita
di G,, contenga tutti e soli i primi che dividono m. Equivalentemente la
fattorizzazione della cardinalita di G,,,» contiene tutti e soli i primi che dividono
m’. Inoltre dall’isomorfismo (3.3) si ottiene che |G| = |Gn||Gypy|, € quindi che
|Gm| =m e Gy =m/.

Con T'ultimo isomorfismo possiamo usare I'ipotesi induttiva. Infatti 1 <

m,m’ < n, da cui:
G~ Gm(pl) X X Gm(pz) X Gm’(pi—I—l) X X Gm’(ps)

Infine ¢ da verificare che Gy (p;) = G(pj) e Gy = G(pj;) per i relativi
7. Ma questo € banalmente vero, infatti prendendo per semplicita la prima
uguaglianza, sicuramente G,,(pj) € G(p;). D’altra parte se x € G(p;) allora
pjjx = 0. Tuttavia pjj divide m e quindi mx = 0, cioé¢ z € G,,.

Abbiamo quindi ottenuto I'isomorfismo cercato
G~ G(p1) x G(p2) x -+ x G(ps—1) X G(ps)

Questo isomorfismo ci dice inoltre che |G (p;)| = p;'.
Unicita Per dimostrare I'unicitd, supponiamo che G si scomponga in un

ulteriore modo oltre quello esposto prima:

G ~G(p1) x -+ x G(ps)
~ Hy x--- X Hf |Hi| = q;" (¢i,q5) =1Vi#j
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Ma allora notiamo subito che possiamo scrivere n = p{'...pS = ¢ ... q?f )
Quindi per I'unicita della fattorizzazione si ottiene che f = s, e che |H;| = p5*.
Ci siamo quindi ricondotti alla seguente situazione:
G~ G(p1) X -+ x G(ps)
~ Hy x---x Hyg |H;| = p*
Per costruzione H; é un p;-sottogruppo, e quindi H; < G(p;). Ma per cardi-
nalita si ottiene che
Hi=G{p:)Vi=1,...,s
che conclude anche la dimostrazione dell’unicita. O

Per la seconda dimostrazione serve il seguente lemma:

Lemma 3.19.6. Sia G un p-gruppo abeliano e sia
Og = {ord(g) | g € G}

Allora preso un qualsiasi x1 € G tale che ord(r1) = maxOg, la sequente

affermazione & vera:
VZ e G/{x1) Iy €nt(Z) t.e ord(y) = ord(x)

Dimostrazione. Prima di incominciare la dimostrazione ricordiamo che essendo
G un gruppo abeliano finito, allora max Og = mcm Og.

Sia quindi un p-gruppo abeliano G e sia x; come nelle ipotesi. Poniamo
per comodita H = G/(x1).

Sia un qualunque Z € H, e sia y un qualunque elemento di 7—1(z). Esso
si scrive come y = = + ax;. Essendo G un p-gruppo, anche il quoziente & un
p-gruppo, quindi possiamo porre ord(z) = p”,ord(x1) = p".

Avendo Z ordine p", allora p"x appartiene a (x1), cioé p"x = bz per qualche
b € Z. Vogliamo dimostrare che p” divide b.

Sappiamo che 1 ha ordine massimo in G, quindi 1‘ordine di x divide p™.
Questo implica che

71 1T, T

0=pax=p" "px=p""br

che a sua volta implica che
pt P
=p"|b
= b= prbl
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Detto questo, supponiamo che esista un y nella controimmagine di z di
ordine p". Tentiamo di capire la forma di y.

Sappiamo innanzitutto che

0=p"y=p"z+par

= p'z=—-par
= br1 = —p axy
Questo ¢ sicuramente verificato se b = —p"a, cioé se p"by = —p"a. Con questa

condizione otteniamo che y ¢ della forma y = x — byx1.

D’altra parte questa y funziona sempre, infatti:
ply=p'r—p'bixy =bry —br; =0

Quindi y = x — byz1 ha ordine che divide p". D’altra parte Z, immagine di y

tramite 7, ha ordine p”. Quindi p" divide 'ordine di y. O

Dimostrazione 2. Anche qua dimostriamo prima [’esistenza poi l'unicita.
Esistenza Sia |G| = p". Per questa dimostrazione useremo 'induzione su

n. In particolare dimostriamo che esistono yy, ...,y che generano G e tali che

(Y1) x - x(yr) = G
(a1y1> s 7a/tyt) = a1yl + -+ Qg

sia un isomorfismo.
(n =1) In questo caso |G| =p e G ~Z/pZ
(n > 2) Sia p™ il massimo di O¢ e sia x1 un elemento di tale ordine.
Se r1 = n, allora G ¢ ciclico e |G| = Z/p™Z.
Se invece 0 < r; < n, allora consideriamo G/(z1) di ordine p"~"'. Per

ipotesi induttiva
G/(m1) 2 (Fg) X (EB3) X -+ x (T) ord(@) =p" ro>--->r  (34)

Per il Lemma 3.19.6 posso supporre, senza perdita di generalita, che x;
abbia ordine p”™ per ogni i.

Poniamo H = (xg,...,z;) e consideriamo il diagramma commutativo
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H+---1/;-—<$2>X'--X<1Et>

1

G f=mx X T
m

G/<$1>-<— <.f'2> X oo X <I’t>
con Y la mappa
(x2) X (x3) X -+ X (@) > H
(a2, ..., apx) = asxo + -+ + ay

La mappa f é un isomorfismo. Infatti ¢ suggettiva e dominio e immagine
hanno la stessa cardinalita grazie alla scelta degli x;.

La mappa ¢ ¢ un isomorfismo per costruzione.

Quindi ¢ o f & un isomorfismo, ed é in particolar modo iniettiva. Quindi
lo deve essere anche 1, ed essendo banalmente suggettiva ¢ un isomorfismo.

Infine concludiamo che anche 'ultima mappa 7 o ¢ deve essere un isomor-

fismo.

Ora dobbiamo ancora costruire G. Per farlo affermiamo che G é isomorfo
al prodotto diretto di (x1) e H. Infatti:

1. I sottoinsiemi (x1), H sono sottogruppi.
2. I sottogruppi (x1), H sono normali essendo G abeliano.
3. Sia g € (x1) N H. Allora g si scrive come
g =a1T1 = agx2 + -+ + Xy
e passando al quoziente si ottiene
9=0=a@2+  + ay
Essendo 7|z un isomorfismo si ottiene che g = 0.
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4. (x1) + H = G. Infatti per ogni g € G posso scrivere g come

§:a2f2+"'+at.'i‘t
g—aga?2+~-+at§7t:(_)
g — agxa + -+ apxy € (x7)

g=ai1ry +agTs + -+ apwy € (1) + H
Quindi per il teorema di scomposizione abbiamo un isomorfismo
G~ (x1) X (x2) X+ X {x) ~Z/p" "L X L)p*L X -+ X L/p" L

che manda a1z + - -+ + agzy in (a121, ..., a2¢).
Essendo che r; > r9 > - -+ > ry, abbiamo ottenuto il risultato.
Unicita Sia |G| = p™ e procediamo anche qui per induzione.

(n = 1) In questo caso G ~ Z/pZ e non pud esserci un’altra decomposizio-
ne.

(n > 2) Sia |G| = p™ e supponiamo di poterlo decomporre in
G~Z/p""ZLx - xZL/pZ ry> >y
~LPMT X X T PPT ke > > Ky,

Innanzitutto notiamo che preso

Gp={g€eG|ord(g)|p}
allora
(Z/pZ)' =~ Gy = (Z/pZ)"
Quindi ¢ = h.

D’altra parte possiamo considerare il sottogruppo pG. Dal primo teorema

di omomorfismo otteniamo che

Gl

PG| = = =p""" <p"
|Gl
E quindi osservando che
G~ L Z
PESPng P S i N g
Z Z Z Z
—ppk1Z Ko X ppktZ ~ pki-17 XKoo X k=17,
otteniamo per induzione che r; = k; Vi = 1,...,t, cioé che la decomposizione
€ unica. ]
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Dimostrato anche il secondo teorema, possiamo andare a dimostrare il

teorema di struttura.

Dimostrazione del Teorema di Struttura. Dividiamo come prima in esi-
stenza ed unicita
Esistenza Sia G un gruppo finito di cardinalita |G| = p7*...pS. Allora per

il Teorema 3.19.4 possiamo decomporre G come
G~G(p1) x - xG(ps)

e grazie al Teorema 3.19.5 possiamo decomporlo ulteriormente come

t1 ts
G~1[z/p7Zx - x[]Z/pZ
j=1

Jj=1
con
Til > Tig > 2>y Vi=1,...,s
Eventualmente, ponendo dei gruppi banali, posso considerare t = max{t1,...,t,}
e porre t; = --- = tg; = t. Ma allora unendo i gruppi ciclici nel modo

appropriato si ottiene

G~Z/(py" ... p T x - X Z)(p" ... pst)Z
=Z/MZ X - XL/

con nitq |n; Vi =1,...,t. Abbiamo quindi dimostrato I’esistenza della decom-
posizione. Guardiamo ora 'unicita

Unicita Se per assurdo G si decomponesse in modi differenti, allora possia-
mo usare 'unicita nel Teorema 3.19.3 per trovare scomposizioni differenti dei

gruppi di p-torsione. Ma il grazie al Teorema 3.19.6 otteniamo l'assurdo. [

Sappiamo che un gruppo ciclico ammette elementi e sottogruppi di ogni
ordine che divide l'ordine del gruppo. Sappiamo che preso un gruppo non
ciclico allora non esistono elementi di ordine l'ordine del gruppo. Tuttavia
non é ancora chiaro quando esistono sottogruppi di un determinato ordine.
Grazie al teorema di struttura sappiamo che per trovare controesempi bisogna
guardare oltre i gruppi abeliani, ed in generale bisogna uscire dalla seguente

classe di gruppi:

Teorema 3.19.7. Siano {G;};_, pi-gruppi e sia G il loro prodotto diretto.

Allora per ogni divisore dell’ordine di G, esiste un sottogruppi di tale ordine.
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Dimostrazione. Sia la cardinalita di G
|G| =n=p"...pg
e sia un suo divisore
dzp{l...pgs fi<e
Allora per ogni Gj, esiste un suo sottogruppo H; di ordine plf i, Ergo H =

Hy x --- x H; é1il sottogruppo di G di ordine cercato. ]

Corollario 3.19.8. Preso un gruppo abeliano finito G, allora per ogni divisore

d del suo ordine esiste un sottogruppo di ordine d.

Dimostrazione. Essendo che G ¢ isomorfo al prodotto diretto dei suoi sotto-
gruppi di torsione, che sono p-gruppi, possiamo applicare il teorema preceden-

te. O

3.20 Teoremi di Sylow

Riprendiamo la domanda della sezione precedente: cosa possiamo dire sull’or-
dine dei sottogruppi di un gruppo G? Per ora sappiamo solo che certi gruppi
ammettono sottogruppi di ogni ordine "ammissibile". Questo non & sempre
vero. Dimostriamo infatti che A4 non ammette sottogruppi di ordine 6. Per

farlo perd dobbiamo enunciare un importante risultato sulle classi di coniugio

in A,.
Teorema 3.20.1. Sia o in A,,. Allora possono verificarsi due casi

1. Se il centralizzatore di o in S, é costituito solo da permutazioni pari,
allora i coniugati di o, come elemento di Ay, sono la metd dei coniugati

di o come elemento di Sy,.

2. Se il centralizzatore di o in S, ammette una permutazione dispari, allora

i coniugati di o in A, sono tutti e soli quelli in S, .
Dimostrazione. Poniamo le due classi di coniugio di o

C((,S") = {7’ S ‘ Jp e Syt pop ! :7'}
C((,A") = {7’ €A, } Jp e A, tc. popt :7'}

196



3.20. TEOREMI DI SYLOW 197

Notando allora che

Za, (O’) =Zs, (O’) NA,

otteniamo nel primo caso

7 |Za, (o) 2|Zs, (o)) 27
mentre nel secondo
|C(An)| _ ‘An’ _ Q‘Sn‘ _ |C(S")|
7 |Za, (o) 2|Zs, (o) 7
Essendo che CC(,A") é sempre incluso in CC(,S”) abbiamo concluso. O

Teorema 3.20.2. [l gruppo Ay non ammette sottogruppi di ordine 6.

Dimostrazione. Supponiamo che esista un sottogruppo H di ordine 6. Allora
per il teorema di Cauchy ammetterebbe un elemento di ordine 2. Essendo che
gli unici elementi pari di ordine 2 in S4 sono le doppie trasposizioni, allora H
ammette una doppia trasposizione o.

Il sottogruppo H é normale in A4, avendo indice 2. Quindi contiene tutti
i coniugati di o in Ay4. Se o & (a, b)(c, d), allora la trasposizione (ab) appar-
tiene al centralizzatore, che quindi ammette una trasposizione dispari. Ergo
i coniugati di o in A, sono tutti e soli quelli in S,, cioé sono tutte e sole le

doppie trasposizioni. Ergo H contiene il sottoinsieme
K ={e (1,2)(34),(13)(24),(14)(23)}

che tuttavia é un sottogruppo importante, il sottogruppo di A4 detto sotto-
gruppo di Klein. Quindi H conterrebbe un sottogruppo di ordine 4. Assur-
do. O

Quindi esistono gruppi che non ammettono sottogruppi di un determinato
ordine. I teoremi di Sylow hanno esattamente lo scopo di provare l’esistenza

di certi determinate classi di sottogruppi: i sottogruppi di Sylow.

Definizione 3.20.3. Sia G un gruppo finito e p un primo tale che p||G]|.
Posto |G| = p™m con (p,m) = 1, un p-sottogruppo di Sylow, o semplicemente

p-Sylow, & un sottogruppo di ordine p”.
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Notiamo che il teorema di struttura per i gruppi abeliani ha come conse-
guenza che se G & un gruppo abeliano finito, allora gli unici p-Sylow sono i
sottogruppi di p-torsione. In generale invece questo affermazione non ¢é vera,
e anzi per ogni p primo possono esistere diversi p-Sylow. I teoremi di Sylow
permettono di fare luce sui gruppi non abeliani finiti.

Andiamo quindi a dimostrare i teoremi di Sylow.

Teorema 3.20.4 (Teoremi di Sylow). Sia G un gruppo finito e sia p un primo
tale che p||G|. Inoltre sia |G| = p™m con (p,m) = 1. Allora valgono le

sequenti affermazioni
1. Esistenza: Per ognil < a < n esiste un sottogruppo H tale che |H| = p®.
2. Prima Inclusione: Ogni p-sottogruppo é contenuto in un p-Sylow.
3. Coniugio: Due qualunque p-Sylow sono couniugati.

4. Seconda Inclusione: Per ogni 1 < a < mn — 1, ogni sottogruppo di ordine

p

@ ¢ contenuto in un sottogruppo di ordine p*+1.

5. Numero: Sia ny, il numero di p-Sylow di G. Allora

e np |G|
e np, =1 (mod p)

Dimostrazione. (Esistenza) Iniziamo con dimostrare ’esistenza dei p-sottogruppi

per ogni ordine. Definiamo innanzitutto per ogni 1 < a <n
Mo ={X € P(G) | |X]=p"}
Chiaramente
pa—l n . pa_l 7, .
p"m p"m —1 N ptm — 1
\Ma|:< a>:Ha-=p m [ =
p i P - P
Ora vogliamo dimostrare che p non divide
o1 .
pl—[ p"m —1i
e
- P
Per fare cio consideriamo la valutazione p-adica v,. Allora per ogni ¢ compreso
fra 1 re p® — 1 vale che
vp(pm — i) = vp(p™ — i) = vp(i)
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e quindi
p*—1 pm — i p*—1 P — i p*—1

K [H T ] =3 | P = Y - 007~ i) =0
i=1 i=1 i=1

che equivale proprio a quello che volevamo dimostrare. Quindi abbiamo otte-
nuto che
Up(|Mal) =n — o

A questo punto consideriamo la seguente azione ¢ € A(G, M,,)
v: G — S(M,)
g+ @g: H— gH

Per la formula orbita-stabilizzatore otteniamo

S S
D N AL
£ [Stab(H;)| ~ < [Stab(H,)]

Sapendo che v,(M,) = n — «, concludiamo che deve esistere un certo iy €
{1,...,s} tale che

’Ma| =

U orb(H;)
i=1

_ p"m
Pt Jorb(H;, )| = \StT(HiO)]
e quindi deve esistere un i € {1,..., s} tale che p* | |Stab(H;,)|.

Cioé abbiamo trovato un sottogruppo, Stab(Hj;,), di ordine maggiore o
uguale a p®. Per concludere dobbiamo dimostrare la disuguaglianza opposta.

Sia quindi un = € H;, e sia la seguente funzione
w: Stab(Hl-o) — Hio
Yy yx
essa ¢ iniettiva, quindi |Stab(H,,)| < |H;,| = p“.
Quindi Stab(H;,) ¢ il nostro sottogruppo cercato.
(Prima Inclusione) Per dimostrare questa inclusione sia S un p-Sylow di
G, che esiste per la parte precedente. Allora preso un sottogruppo H di ordine

p*, con 1 < a<n, sia
X={gSlgeG}

Poniamo | X| = 7 e consideriamo 'azione ¢ € A(H, X)
p: H— S(X)

h — pp: gS +— hgS
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Allora sempre per il teorema orbita-stabilizzatore

=X = Z\orbgz ‘_Z|Sta‘lflg‘5’ Zpo” 0<a;<a

Ora ricordiamo che S é un p-Sylow. Questo implica, per il teorema di
Lagrange, che p { 7. Ma allora esiste un ¢ € {1,...,r} tale che orb(g;S) ¢
banale, cio¢ tale che Stab(g;S) = H.

Ma allora per ogni h € H, hg;S = ¢;5, cioé gz-_lhgi € 5. Quindi H C
9i59; L che @ il p-Sylow cercato.

(Coniugio) Siano S, Sy due p-Sylow. Allora se ripetiamo il procedimento
di sopra con S = S5 scopriamo che S; C gSg~!. Ma per cardinalita otteniamo
che S; = ¢Sa¢g~!. Cioé S; e Sy sono coniugati.

(Seconda Inclusione) Sia H un p-sottogruppo di ordine p®, con o compresto
tra 1 e n — 1. Per la prima inclusione dimostrata esiste un p-Sylow .S tale che
H ;Cé S. Inoltre sappiamo, per un risultato sui p-gruppi, che H non coincide
con Ng(H).

D’altra parte H ¢ normale in Ng(H). Quindi possiamo considerare il quo-
ziente non banale Ng(H)/H. Essendo un p-gruppo esiste un = in Ng(H)/H
tale che ord(Z) = p. Ma allora per il teorema di corrispondenza fra sottogrup-
pi, se consideriamo T = 7~ 1((Z)), otteniamo che H C T e |T| = p**1. Come
volevasi dimostrare.

(Numero) Vogliamo dimostrare innanzitutto che n), coincide con [G : Ng(S5)],
con S un qualunque p-Sylow. Questo perd ¢ immediato, se consideriamo che
tutti i p-Sylow sono coniugati per il punto precedente. Quindi sempre per il
teorema orbita-stabilizzatore se prendiamo un p-Sylow S, allora
G|

" = [0 = [5(9]

=[G : Na(9)]

Otteniamo quindi che n), divide |G|, che era il primo fatto da dimostrare.

Dimostrato questo, consideriamo il seguente insieme X,
X, ={8; <G| S p-Sylow }
e la seguente azione ¢ € A(S, X))

p: 8 — 8S(Xp)

S gt S > 585571
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Vogliamo dimostrare che ¢ ha una e unica orbita banale. Sicuramente
orb(S) = {S}. D’altra parte supponiamo che esista un altro p-Sylow H tale
che orb(H) = {H}. Certamente H e S sono contenuti in Ng(H). Essendo H
normale nel normalizzatore, allora SH € un sottogruppo di G di cardinalita

IS[IH| _ p"p" _ an

H| = _
154 |ISNH|  pk

con k < n. Essendo che |SH| non divide I'ordine di G' otteniamo 'assurdo.
Quindi ¢’¢ un unico p-Sylow di orbita banale. Gli altri p-Sylow hanno

orbita di cardinalita divisore di S non banale. Quindi otteniamo che
np = |Xp| =D _orb(8;) + lorb(S)| =Y pF+1=1 (modp) 1<B<n
i=1 i=1

che era quello che volevamo dimostrare. ]

Grazie al fatto che tutti i p-Sylow sono coniugati otteniamo che & un p-
Sylow & normale se e solo se é 'unico p-Sylow.

I teoremi di Sylow sono strumwnti importanti nella classificazione dei grup-
pi. Per dare un esempio consideriamo il prossimo teorema di classificazio-
ne: quelli dei gruppi di ordine 12. Per rendere piti chiara la dimostrazione

premettiamo i seguenti lemmi:

Lemma 3.20.5. Il gruppo S1 ammette Ay come unico sottogruppo di ordine
12.

Dimostrazione. Sia un sottogruppo H di Sy di ordine 12. Se esso ¢ incluso in
Ay, allora per cardinalita coincidono. Altrimenti H N A4 ha cardinalita pari
a 12/2 = 6. Tuttavia sappiamo che A4 non ammette sottogruppi di ordine
6. O

Lemma 3.20.6. Sia n dispari. Allora D,, X Z/27 ¢ isomorfo a Day,.
Dimostrazione. Sia G il nostro prodotto diretto. Allora possiamo considerare
Vv: Doy — G
Ton > (Tn, 1)
Son +> (8, 0)
La mappa ¢ un omomorfismo ben definito, in quanto
(8n,0)(7ns 1)(sns 0)_1 = (Tn, 1)_1
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Inoltre v é suggettiva. Infatti (r,, 1) ha ordine il minimo comune multiplo
tra n e 2, che é 2n. Quindi ((ry,, 1)) genera un sottogruppo H di ordine 2n.
Inoltre K = ((sn,0)) ha ordine 2. Essendo che H e K hanno intersezione
banale, allora HK coincide con G per cardinalitda. Quindi (r,,1) e (s,,0)
generano G.

Infine per cardinalita ¢ un isomorfismo. O

Lemma 3.20.7. Siano A, B,C tre gruppi con Aut(C) abeliano. Allora posti

due omomorfismi
p: A— Aut(C)
Y: B — Aut(C)
con Y nullo, vale l'isomorfismo
C Xy (Ax B)~ (Cx,A)x B
con
(0, %) (ab) = T(ab) = Pa© Vb

Dimostrazione. Dal punto strettamente insiemistico sussiste una banale bige-

zione

D:C Xy (AXx B) = (CxpA)x B
(07 a? b) H (C7 a? b)
Dobbiamo verificare che sia un omomorfismo.
®((c1,a1,b1) *1 (c2,a2,b2)) = P((c17(ay 5y)(C2), @102, b1b2))
C1T(ay b1)(C2), a1a2, b1b2)

c1(Pa, © Yy, )(c2), araz, biba)

14, (c2), araz, bibs)

=(
=(
= (
= (c1,a1,01) *2 (c2, a2,b2)

= (I)((Cl,al,bl)) *9 (I)((Cg,ag,bz)) O]

Lemma 3.20.8. Sia un gruppo di ordine 12. Allora ammette o un 3-Sylow

normale o un 2-Sylow normale.
Dimostrazione. Siano Ps e P, un 3-Sylow e 2-Sylow.
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3.20. TEOREMI DI SYLOW 203

Se P3 non é normale, allora ne esistono almeno 2. In particolare essendo
che ng deve dividere 12 ed essere congruo a 1 modulo 3, otteniamo che ce ne
devono essere 4. Essendo che un 3-Sylow ha cardinalita prima 3, allora puo
solo avere intersezione banale con un altro 3-Sylow.

Ergo I'unione dei 4 3-Sylow contiene 8 elementi di ordine 3 e l'identita.
Quindi il gruppo G contiene altri 3 elementi a, b, c.

Presi ora due 2-Sylow Pj e PZ, i loro elementi hanno ordine 1 o 2 o 4.
Quindi 'unione P} U P ¢ contenuta in {a,b,c}. Se P} e P? fossero distinti,
allora la loro intersezione avrebbe al pitt due elementi. Ergo la loro unione
avrebbe almeno 6 elementi. Assurdo. Quindi esiste un unico 2-Sylow che é

normale. O

Teorema 3.20.9. A meno di isomorfismo esistono cinque gruppi di ordine
12:
ZJ)12Z ZJ2Z x ZJ6Z Ay Dg Z/3Z xZJ/AZ

Dimostrazione. Siano Ps e Py un 3-Sylow e 2-Sylow. Per il lemma precedente
possiamo supporre che uno dei due sia normale. In tutti due i casi GG coincide,
per cardinalita, con P» P in quanto P, e P3 hanno intersezione banale.

(P2 < G) In questo caso G ¢ isomorfo a Py x P3. Dividiamo la discussione
in base alla classe di isomorfismo di P, (che ha ordine 4).

Se P, ¢ isomorfo a Z /47, allora G ¢ isomorfo ad un prodotto semidiretto
LJAZ %, /37, con

©: 7./37 — Aut(Z/AZ) ~ 7./27.

Essendo che 1 in Z/37Z ha ordine 3, allora puo andare solo nell’identita. Ergo
G ¢ isomorfo a Z /A7 x Z]37 ~ 7./]127.
Se Py ¢ isomorfo a Z /27 x 7Z./2Z, allora come prima G ¢ isomorfo ad un

prodotto semidiretto (Z/2Z x Z/27) %, Z/37Z, con
0: Z)3L — Aut(Z/27 x ZJ2Z) ~ Ss

L’elemento 1 in Z/3Z puod andare nellidentita, che da il prodotto diretto
7./27 x Z./6Z, o in uno dei due elementi di ordine 3 in S3.
Posto ¢1 'omomorfismo che manda 1 in (1, 2, 3), allora possiamo coniugare

¢1(1) per la permutazione (2, 3), ottenendo la mappa 2, che manda 1 in
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(1, 3,2). Per il criterio sui prodotto semidiretti, otteniamo che i prodotti
semidiretti dati da @1 e @9 sono isomorfi.

Vogliamo capire meglio la classe di isomorfismo di questi prodotti semidi-
retti. In particolare vogliamo dimostrare che sono isomorfi ad Ay.

Notiamo che P3 non pud essere normale, in quanto se lo fosse G sarebbe
isomorfo al gruppo abeliano P> x P3. Quindi esistono 4 3-Sylow, ed abbiamo
una azione per coniugio di G su questi sottogruppi. ne Dimostriamo che questa

azione

V: G — S({P3,1,P32,P33,P34}) ~ Sy

¢ un omomorfismo iniettivo.

Infatti per ogni P3;, il suo normalizzatore ha cardinalita

G|
[Na(Psi)|=— =3
ns
Essendo che Ps3; ¢ contenuto nel suo normalizzatore, otteniamo che in verita

P3; e Ng(Ps,;) coincidono. Quindi possiamo affermare che v ha nucleo

4 4
Ker(y) = () No(Psi) = () Pri = {e}
i=1 i=1
Quindi G si immerge in S; come sottogruppo di ordine 12. Per uno dei
lemmi precedenti ¢(G) deve essere Ay.
(P3 < G) Se P, ¢é isomorfo a Z/4Z, allora G ¢ isomorfo ad un prodotto
semidiretto Z/3Z x, 7/4Z, con

©: ZJAZ — 7./37*

L’elemento 1 di Z/47Z puo andare in ognuno dei due elementi di Z/3Z*. In
un caso otteniamo Z /47 x Z/3Z isomorfo a Z/127, nell’altro otteniamo l'unico
prodotto semidiretto Z/3Z x Z/AZ.

Se Py ¢ isomorfo a Z/27 x 7./2Z, allora G ¢ isomorfo a Z/37Z X, (Z/27 x
Z/27) con

0: Z)27 x T)27 — 7./3Z*

Tentiamo di capire quanti gruppi, a meno di isomorfismo, possiamo otte-

nere. Certamente abbiamo un prodotto diretto
Z)3ZL x (Z)2Z x L]27) ~ ZL]6Z x Z]2Z
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D’altra parte gli altri omomorfismi da Z/27Z x Z/2Z a 7/3Z* sono ¢ _1,

Y-1,1, —1,—-1, con

i, ((1,0)) =i

i ((0,1)) = j
Vogliamo dimostrare che tutti questi prodotti semidiretti sono isomorfi.
Infatti & possibile, tramite un automorfismo di Z/27Z x 7 /27, permutare i tre
elementi di ordine 2. In particolare, fissato un ¢; ;, allora esistono due elementi

di ordine due che vengono mandati in -1. Quindi é possibile individuare un

automorfismo o per cui

0ij(0(1,0)) = =1 = ¢_1,1((1,0))
ij(0(0,1)) = =1 =¢1,-1((0,1))

Quindi tutti i prodotti semidiretti non banali sono isomorfi. Consideriamo
quello dato da ¢_1 1. Essendo che la seconda componente agisce banalmente

otteniamo
G~1ZJ/3Z % (Z)2Z x L]27)
~ (Z/3Z X 7/27) x |27
~ D3 X Z/2Z
~ DG O]

3.21 Il Gruppo Qs

Se uno riflette possiamo classificare, a meno di isomorfismo, tutti i gruppi con
ordine compreso fra 1 e 15, ad eccezione di 8. Lo scopo di questa sezione é

appunto introdurre I'ultimo tassello: il gruppo dei quaternioni Qg

Definizione 3.21.1. Definiamo il gruppo dei quaternioni come il gruppo dato

dalla presentazione seguente:
Qs = (i,j|i* = e,i* =52, ji=i""j)

Proposizione 3.21.2. Il gruppo dei quaternioni ha otto elementi, che nello

specifico sono
. .2 .3 . .3 .. .3.
Q8:{672717Z7.77.772.771]}
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Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che grazie al poter scambiare ji con
i34, & immediato come Qg sia dato dal prodotto (i) (j). Inoltre i due generatori

hanno, grazie alla presentazione, ordire al piu 4. Quindi (Jg ha cardinalita

NG _ 44
BRI

|Qs| =

Per concludere la dimostrazione dobbiamo solamente provare che in effetti i e
j hanno ordine 4. Tuttavia non ¢ facile dimostrare proprieta a partire dalla
sola presentazione. (Dovremmo dimostrare che i? non appartiene al generato
normale di {43252, jij~1i=3}).

Un’altra via consiste nell’esibire un gruppo con tale presentazione. Sia il

gruppo G dato dalla seguente tavola di Cayley

e € i 1 j 7 k k
ele e i 7 5 7 k k
ele e v i 7 7 k k
ili i e ek k 7 j
1|7 i e e k k j 7
jli 7 k k e e i 7
717 4k k e e 7 i
klk k j 7 7 i € e
Elk kK 7 j i 7 e @

Allora I’omomorfismo

dD: Qs — G
11
J=J
é ben definito, in quanto la presentazione é rispettata. Inoltre ® é suggettiva.

Ergo Qg ha cardinalitd almeno 8. Ma per quello gia detto otteniamo che (g

ha cardinalita esattamente 8 e ® ¢ un isomorfismo.
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Infine gli elementi di Qg corrispondono agli 8 elementi di GG, che sono quelli

scritti in precedenza, una volte notate le seguenti uguaglianze

e =i’
7=1°
=7
k=1j
k=i

O

Osserviamo inoltre che Qg si immerge nel gruppo speciale lineare SLs(C),

una volta identificati ¢ e j con le seguenti matrici

. i 0
1>
0 —
s 0 -1
J
1 0
Il gruppo Qg possiede delle proprieta interessanti, dati dai seguenti teoremi:

Teorema 3.21.3. I centro di Qg é <z2>

Dimostrazione. Essendo che (g non ¢ abeliano, il suo centro non pud essere
tutto Qg, né avere indice 2. Quindi ha cardinalitd 2 o é banale. Tuttavia
essendo Qg un p-gruppo, il centro non pud essere banale. Ed in effetti 2

appartiene al centro. ]

Teorema 3.21.4. Qg ammette solo sottogruppi normali benché non sia abe-

liano.
Dimostrazione. Sia H sottogruppo di Qg
1. Se H ¢ banale o é tutto Qg & normale

2. Se H ha ordine 2 allora ¢ generato da i?, unico elemento di ordine 2, e

quindi é il centro.

3. Se H ha ordine 4 é normale avendo indice 2
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Teorema 3.21.5. Qg non si pud scomporre come prodotto semidiretto in ma-
niera non banale. Cioé non esistono due sottogruppi propri per cui Qg Sia

isomorfo al loro prodotto semidiretto tramite coniugio.

Dimostrazione. Semplicemente presi due sottogruppi non banali, allora condi-

vidono, per il teorema di Cauchy, 'unico elemento di ordine 2. O

Il gruppo dei quaternioni permette di chiudere la classificazione dei gruppi

di ordine 8. Per la relativa dimostrazione serve premettere questo lemma:

Lemma 3.21.6. Se G ¢é un gruppo con elementi di ordine 1 o 2, allora é

abeliano.
Dimostrazione. Siano a e b in G. Allora
aba"'b™1 = abab = (ab)? = ¢
Ergo a e b commutano. O
Teorema 3.21.7. A meno di isomorfismo esistono 5 gruppi di ordine 8:

Z/87. TJAZ x )27, 7)27.x 7.J2Z x Z/2Z. Dy Qs

Dimostrazione. Sia G un gruppo di ordine 8. Se esso é abeliano, allora pos-
siamo gia concludere col teorema di classificazione dei gruppi abeliani finiti.
Supponiamo quindi che G non sia abeliano.

Allora, per il Lemma precedente, ammette un elemento a di ordine 4 o 8.
Essendo che siamo nel caso non abeliano, a ha ordine 4.

I1 sottogruppo (a) é normale in G avendo indice 2. Quindi possiamo con-
siderare G/(a) che consiste negli elementi (a) e b(a). Il secondo ha ordine 2,
che implica che b? appartiene a (a).

Osserviamo innanzitutto che il coniugio per b, ristretto a (a), ¢ un automor-
fismo di (a) essendo quest’ultimo normale. Quindi bab pud solamente essere,
per ordine, pari a a o a~!. Se fosse pari al primo, allora a e b commuterebbero,
e GG, generato da quest’ultimi, sarebbe abeliano.

Inoltre se b? coincidesse con a o a?, allora b avrebbe ordine 8. Tuttavia
¢io non é possibile vista la non abelianita di G. Inoltre vista la descrizione di

G/{a) ¢ immediato che a e b generino G.
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Se b? = 1 il gruppo G ¢ isomorfo a Dy. Infatti sia la mappa

d: <r,s‘r4:1,34:1,srs:r*1>—>G
r—oa

s—b

Essa é suggettiva, in quanto a e b generano G, ed é un omomorfismo in
quanto a e b rispettano le presentazioni.

Quindi ® ¢ un omomorfismo suggettivo. Per ordini & un isomorfismo.

Se b? = @2, dimostriamo che G ¢ isomorfo a Qg. Infatti anche in questo

caso abbiamo la mappa

Vs (i)t =1, =% ji=i"") = G
1+ a
j—b

che per le stesse ragioni di prima é un omomorfismo suggettivo. O

Chiudiamo questa sezione con 'ultimo teorema di classificazione:
Teorema 3.21.8. A meno di isomorfismo esistono 8 gruppi di ordine 30:
Z/BOZ D15 D3 X Z/5Z D5 X Z/BZ

Dimostrazione. Sappiamo che esiste un sottogruppo H di ordine 15. Sappiamo
inoltre che 15 ¢ della forma pg con p che non divide ¢ — 1. Quindi H ¢ ciclico.

Inoltre esiste un elemento k di ordine 2, che genera un sottogruppo K di
ordine 2. Quindi per il teorema di scomposizione, essendo che 2 e 15 sono

coprimi, otteniamo che G ¢ isomorfo a Z/15Z %, Z/27Z, con
01 Z)27 — Aut(Z/15Z) ~ Z,/3Z* x /52"

Nel codominio esistono tre elementi di ordine 2 e l'identita. Quindi i 4

gruppi propositi devono essere tutti. ]

Concludiamo con una tabella che elenca i gruppi (ad eccezione degli abe-

liani finiti) che abbiamo classificato (indichiamo con C), ’ennesimo gruppo
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ciclico)

1 {e}

8 Cs CyixCy CyxCyxCy Dy Qg
12 Cila CoyxCs C3xCyqy Ay Dg

30 C3o D3 xCs DsxCs Dis

P Cyp

p? Cp2 CpxCy

pg,ptq—1 | Chy

pg,plqg—1]Cp CyxCy

3.22 Gruppi Semplici

Con questa sezione affrontiamo un argomento fondamentale: i gruppi semplici.

Definizione 3.22.1. Sia G un gruppo. Esso si dice semplice se non ammette

sottogruppi normali fuori da G e il sottogruppo banale.

Vogliamo dimostrare che tra gli ordini compresi fra 1 e 100 i gruppi Z/pZ

e As sono gli unici gruppi semplici. Incominciamo con i primi risultati.
Teorema 3.22.2. [ gruppi Z/pZ sono semplici.

Dimostrazione. 11 gruppo Z/pZ ammette come unici sottogruppi, per ragioni
di divisibilita, {e} e Z/pZ. O

Dimostriamo che A,, & semplice per n > 5. Per poterlo fare perd servono

un paio di lemmi tecnici.
Lemma 3.22.3. Il gruppo A, é generato dai 3-cicli.

Dimostrazione. Sappiamo che A, ¢ generato dalle permutazioni (a, b)(c, d).
Basta quindi dimostrare che tramite i 3-cicli possiamo generare tutte queste.

Infatti presa o pari a (a, b)(c, d), allora vale

(a, b)(e, d) = (¢, d, a)(a, b, d) d
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Lemma 3.22.4. Sia o una permutazione in Sy costituita da cicli di lunghezza

diversa. Se
O =010---00]

allora il centralizzatore di o &
Zs,(0) = { oo woaft )

Dimostrazione. Sappiamo che in S,, o ha coniugati pari alle permutazioni dello

stesso tipo. Se
type(o) = (s1,...,51) S51+--+s=mn

esse sono, usando la notazione multinomiale

l
el =T11 <"_ T )( —1)!

=1
n l
:< > (Si—l)!
S1...8 el
n!
N S1...8

e quindi il centralizzatore di ¢ ha cardinalita pari a

_ 1Sl

Zs, (o) = =
125.(0) = 121

S1...8]

D’altra parte l'insieme proposto ha questa cardinalitd, ed ¢ immediato

verificare che sia nel centralizzatore. Quindi coincidono. ]

Lemma 3.22.5. In Aj le classi di coniugio hanno le sequenti cardinalita:

cs™)_1es™)

o
(a, b)(c, d) 15 15
(a, b, ¢) 20 20

(a, b, ¢, d, e) 24 12

Dimostrazione. E sufficiente calcolare le classi di coniugio in S, e osservare
che (a, b)(c, d) viene centralizzato da (a, b) che ¢ dispari, (a, b, ¢) da (d, e) che

¢ sempre dispari, e (a, b, ¢, d, e) solo dalle sue potenze che sono tutte pari. [
Procediamo quindi al primo vero risultato di questa sezione:
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Teorema 3.22.6. Il gruppo As & semplice.

Dimostrazione. Sia H sottogruppo in As non banale. Dimostriamo che con-

tiene almeno un 3-ciclo, considerando innanzitutto un ¢ in H arbitrario.
1. Se o é gia un 3-ciclo abbiamo concluso.

2. Se ¢ ¢ un b5-ciclo, allora contiene tutti i coniugati di o in As. Cio¢ H ha
almeno 12 elementi. Inoltre dovendo avere l'identita ne ha almeno 13.
Inoltre la cardinalita di H divide quella di As, cioé 60. Quindi H pud
avere solamente 15, 20, 30 o 60 elementi. In tutti questi casi contiene
per Cauchy un elemento di ordine 3, quindi un 3-ciclo, o un elemento di

ordine 2, quindi una doppia trasposizione.

3. Se o ¢ una doppia trasposizione (a, b)(c, d), allora sappiamo che H con-
tiene il suo coniugato (¢, d)(b, €). Quindi H contiene il loro prodotto
(CL, b)(ba 6), pari a (CL, ba 6)'

Quindi H contiene un 3-ciclo. Ergo contiene tutti i 3-cicli essendo normale.

Infine per generazione coincide con As. O

Potevamo dimostrare questo risultato anche per altre vie, dimostrando che
1+ a120 + azlb + a3l2 4+ a412 |60 {a;} €{0,1}

ha soluzioni solamente per {a;} pari tutti a 0 o a 1. Questo implica che un
sottogruppo normale H di As, quindi unione disgiunta di classi di coniugio,
puo solamente avere ordine 60 o 1.

Per dimostrare la semplicita di A,, serve il prossimo lemma

Lemma 3.22.7. Sia un elemento o di Ay, \ {e}, con n maggiore o uguale a
5. Allora esiste un coniugato T, diverso da o, tale che T(x) e o(x) coincidano

per qualche x tra 1 en.

Dimostrazione. Supponiamo che ¢ si scomponga in cicli di lunghezza mas-
sima [. Allora, a meno di coniugio, possiamo supporre che o abbia nella

decomposizione esattamente il ciclo p = (1, ..., I).
1. Sel ¢ almeno 3, allora possiamo considerare 7 = (3, 4, 5). Allora
ror (1) =2=0(1)
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2. Se | ¢ 2, allora o, per parita, si scompone in almeno 2 traposizioni.
In particolare, a meno di coniugio, ¢ ammette la doppia trasposizione
(1, 2)(3, 4). Allora posto 7 = (1, 2, 3) vale

Teorema 3.22.8. I gruppo A, & semplice per n > 5.

Dimostrazione. La dimostrazione procede sostanzialmente per induzione, con
n = 5 il caso base gia dimostrato.

Sia ora A, con n > 5, e consideriamo
Ri={ocecA,|o(i)=i} 1<i<n

Dobbiamo dimostrare che A; sono tutti isomorfi a A,,_1.

Certamente R,, ¢ isomorfo a A,_1 tramite I'isomorfismo

Anfl — Rn

o oo(n)

Inoltre l'azione di A, su {1,...,n} ¢ transitiva, in quanto (a, b)(c, d) man-
da a in b per ogni a,b. Ergo gli stabilizzatori R; = Stab(i) sono isomorfi
tramite coniugio.

Sia ora H sottogruppo normale di A,. Allora notiamo innanzitutto che se
oRio™ ! = R;, allora

oc(HNR)o ' = HNR;

Ergo le intersezioni H N R; sono tutte isomorfe tra di loro. Inoltre H N R;
¢ un sottogruppo normale di R; per ogni ¢. Siccome R; sono isomorfi a A, _1,

allora le intersezioni sono tutte banali, o sono tutte pari a R;.
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1. Se H N R; = R; per ogni 4, allora R; é incluso in H per ogni ¢. Ergo
H contiene tutte le permutazioni che fissano un punto. Quindi contie-
ne le permutazioni della forma (a, b)(c, d). Infine sappiamo che queste

generano A,.

2. Se H N R; é sempre banale, allora per ogni ¢ in H non pari all’identita,

o non ha punti fissi.

Sia ora ¢ in H. Se per assurdo non fosse l'identita, allora ammetterebbe
un coniugato 707! = p diverso da se stesso, tale che p(x) = o(z) per

qualche z. In tal caso avremmo

(ploo)(x)=a ploge

1

con p~+ oo appartenente a H per normalita. Assurdo.

Quindi o H ¢é banale, o coincide con tutto A,,. O

Corollario 3.22.9. Sia un sottogruppo normale di Sy, per n # 4. Allora

coincide con {e}, Ap 0 Sp.

Dimostrazione. 1 casi n = 2,3 sono banali.

Se n > 5, consideriamo un sottogruppo H di S5 normale. Allora H N As é
¢ un sottogruppo normale di A4,, di cardinalita pari a |H| o |H|/2.

Nel primo caso, vista la semplicita di A,,, otteniamo che H coincide o con
{e} o con A4,.

Nel secondo caso, otteniamo che H = S,, o ha due elementi. Tuttavia se
|H| = 2, allora potremmo considerare I’azione di coniugio di S, su H. Questo
ci da una mappa

®: S, — Aut(H) ~ {e}

Siccome Ker(®) = S,,, allora otteniamo che H appartiene al centro di S,,.

Assurdo, in quanto S, ha centro banale. O

Corollario 3.22.10. Sia un sottogruppo di Sy, di indice 2. Allora coincide con
Ap.

Dimostrazione. Se n # 4 possiamo concludere con il corollario precedente.
Per quanto riguarda il caso n = 4, consideriamo un sottogruppo H < Sy e

il passaggio al quoziente
w: Sy — Sy/H ~7Z)27
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Siccome tutti gli elementi di ordine dispari devono appartenere a Ker(w) = H,
allora quest’ultimo contiene tutti i 3-cicli. Siccome i 3-cicli generano A4, allora

A4 C H, che quindi coincidono per cardinalita. O

Corollario 3.22.11. Sia un sottogruppo di Sy, di indice n. Allora é isomorfo

a Sp_1.

Dimostrazione. Sia H un sottogruppo come da ipotesi, e consideriamo 1’azione
®di S, suX:=85,/Hdatadao-7H = (o7)H.

Siccome tale azione ¢é transitiva, il nucleo di tale applicazione é banale.
Analizziamo quindi ®(H) < S(X) ~ S,,. Per definizione di ® esso ¢ contenuto
in

{0eSX)|o-H=H}

Inoltre per cardinalita questo insieme coincide con ®(H). Quindi
HxedH)={oceSX)|c-H=H}~S5, O

Quindi Z/pZ e A, per n > 5, sono semplici. Ce ne sono altri, almeno di

ordine compreso tra 1 e 1007 I prossimi teoremi negano questo fatto.

Teorema 3.22.12. Sia G un gruppo di ordine compreso tra 2 e 100, non

primo e diverso da 60. Allora non é semplice.

Dimostrazione. Una dimostrazione esaustiva sarebbe improponibile. Presen-
tiamo solamente lo sketch della dimostrazione, lasciando al lettore la verifi-
ca che in effetti un qualsiasi numero compreso tra 1 e 100 rientra nei casi

sottodescritti. (Prima o poi mettero la tabella a riguardo).

1. In alcuni casi i teoremi di Sylow danno immediatamente la risposta. Per
esempio preso n = 20 = 22 « 5, allora ns deve necessariamente essere pari

a 1. Quindi esiste un unico 5-Sylow normale.

2. In altri casi il teorema di Poincaré arriva in soccorso. Per esempio preso
n = 96 = 2° % 3, allora consideriamo un 2-Sylow P,. Per il teorema di

Poincaré esiste un sottogruppo H, normale in G, tale che

311G :N]|6

Quindi H ¢ un sottogruppo proprio e non banale.
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3. Incredibilmente questi due casi esauriscono quasi tutte le cardinalitd non

prime e diverse da 60. La prima che rimane fuori & 56 = 23 % 7.

Se ny = 7, allora 'unione dei 7-Sylow ha 49 elementi, in quanto ogni
coppia di 7-Sylow ha intersezione banale. A questo punto un 2-Sylow,
a meno dell’identita, & incluso nel complementare di questa unione, co-
stituito da 7 elementi. Quindi é immediato che no deve essere pari a
1.

La seconda cardinalita non trattata, che si risolve con questo metodo, é

80.

La terza cardinalita non ancora considerata ¢ 72 = 23%32. In questo caso
sappiamo che il gruppo G agisce per coniugio sui 3-Sylow con un’azione
transitiva. Se per assurdo G fosse semplice, allora ng deve essere pari a

4. Abbiamo quindi un omomorfismo
®: G — S(Ps1, P32, P33, P34) = Sy

Siccome G ¢ semplice, il nucleo di ® & banale o non €& proprio.

Nel primo caso otteniamo ’assurdo, in quanto G di ordine 72 si immer-
gerebbe in Sy di ordine 24.

Nel secondo caso otteniamo comunque ’assurdo, in quanto 1’azione, per

poter essere transitiva, non pud avere nucleo pari a tutto G.

Chiudiamo la trattazione sui gruppi semplici con il caso |G| = 60.

Lemma 3.22.13. [l gruppo As ha 5 2-Sylow.

Dimostrazione. Consideriamo gli insiemi R; definiti precedentemente.

Allora se consideriamo per esempio R, esso ¢ dato da

{e, (1,2)(3, 4), (1, 3)(2, 4), (1, 4)(2, 3)}

che tuttavia é esattamente un 2-Sylow, isomorfo al sottogruppo di Klein di Ay.

Analogamente tutti gli altri R; sono 2-Sylow.

D’altra parte ogni 2-Sylow arbitrario é coniugato ad Rj, e quindi anche

esso fissa un elemento. Nello specifico se P = 7R17~ !, allora P fissa 7(1).

Quindi i 2-Sylow di As sono 5, dati da R; coni € {1,...,5}. O
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Teorema 3.22.14. Sia G un gruppo semplice di ordine 60. FEsso é isomorfo
a A5.

Dimostrazione. Tramite i teoremi di Sylow, sappiamo che no appartiene a

{1,3,5,15}. Escludiamo innanzitutto che ny non possa essere 5.

ne = 1 Siccome G é semplice, questo caso si esclude immediatamente.

n2 = 3 In questo caso consideriamo ’azione di G sui 2-Sylow, ottenendo una

immersione di G in S3. Per cardinalita questo € ovviamente assurdo.

ny = 5 Siccome ns € {1,6}, allora puo essere solamente pari a 5 per la sem-
plicita di As. Se i 2-Sylow si intersecassero tutti banalmente, allora in
As ci sarebbero
14+ns*x4d4+nyx3="70

elementi. Quindi esistono due 2-Sylow P5, Pj, che hanno due elementi

in comune.

Consideriamo quindi P, Pj tali che H = P, N P} non si banale. Consi-
deriamo inoltre K = Ng(H). Siccome [P; : H| = [P} : H| = 2, allora P,

e P} sono contenuti in K. Quindi
H| | |K| ]G
cioe
4||K|| 60
Inoltre |K| ¢ almeno 8, in quanto PPy, contenuto in K, ha cardinalita
pari a 8.

Se |K| = 12, possiamo considerare 1'azione di G su G/K, che ha cardi-
nalita pari a 5. Siccome G ¢ semplice, allora otteniamo una immersione
di G in S5. Siccome I'unico sottogruppo di As di ordine 60 & As, allora

otteniamo che G ¢ isomorfo a quest’ultimo. Quindi n2(G) = 5. Assurdo.

Se |K| = 20, per il teorema di Poincaré esiste un sottogruppo normale

H di G di indice [G : H], tale che

3|[G:H] |3 =6

Quindi 1 < |H| < 60. Assurdo per la semplicita di G.
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218 CAPITOLO 3. GRUPPI

Se |K| = 60, allora H ¢ normale di G. Assurdo sempre per se semplicita
di G.

Quindi ny = 5, e abbiamo una immersione di G in S5. Siccome |G| = 60,

allora G otteniamo un isomorfismo tra G e As. O
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CAPITOLO 4

Anelli

4.1 Prime Definizioni

Definizione 4.1.1. Sia A un insieme e +, - due operazioni su di esso. La tripla

(A, +, ) viene detto anello con identita se -, 4+ soddisfano le seguenti proprieta:
1. (A,+) ¢ un gruppo abeliano;
2. - ¢ associativa (cioé (A,-) & un semigruppo);
3. per ogni x,y, 23A valgono le leggi distributive

(x4+y)z=x2z+yz z(y+2) =2y + z2.

Se - € commutativa, allora A si dice anello commutativo. Inoltre se ammette

un identita, cioé un elemento 1 € A tale che
lr=zxl=2x Vze€ A,
allora A viene detto anello con identita.

Definizione 4.1.2. Sia A un anello con identita. Un elemento z € A viene
detto invertibile se esiste un y € A tale che zy = yr = 1. L’insieme degli

elementi invertibili di A viene indicato con A*.

Proposizione 4.1.3. Se A ¢ un anello con identita, la coppia (A*,-) é un

gruppo.
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Dimostrazione. Per definizione ogni € A ammette un inverso.

Inoltre xy ammette inverso pari a y~ 'z =L
L’elemento 1 € A & banalmente invertibile, quindi appartiene a A*.

Infine - & associativa. O

Se x ammette un inverso, allora ¢ unico. Inoltre non tutti gli elementi
necessitano di avere un inverso. Per esempio Z* = {£1}.

Diamo le definizioni di corpo e campo.

Definizione 4.1.4. Un corpo ¢ un anello con identité, tale che ogni elemento

sia invertibile.
Definizione 4.1.5. Un campo ¢ un corpo commutativo diverso da (0).

Benché I'anello (0) potrebbe soddisfare tutti gli assiomi di un campo, per
ragioni categoriali non viene considerato un campo. Difatti si osserva che tuttii
teoremi che valgono per i campi, falliscono per il "campo con un solo elemento"
(0). Una interessante teoria ¢ nata con lo scopo di cercare un oggetto che si
possa comportare veramente come un campo con un solo elemento.

I corpi sono una struttura intermedia tra gli anelli e i campi. Sorpren-
dentemente sussiste il teorema di Wedderburn, la cui dimostrazione si trova

nell’appendice.

Teorema 4.1.6 (di Wedderburn). Un corpo finito é necessariamente un cam-

po.

Gli insiemi Z/nZ hanno la struttura di anello. La cosa particolare, a

differenza di Z, ¢ che ammettono divisori di zero.

Definizione 4.1.7. Sia A un anello commutativo con identita. Un elemento
x € A & un divisore di zero se esiste un y non nullo tale che zy = 0. Se A\ {0}

non contiene divisori di zero, A viene detto dominio di integrita.

Proposizione 4.1.8. Sia A un dominio di integrita. Allora vale la proprieta

di cancellazione: se ab = ac, con a # 0, allora b = c.

Dimostrazione. Se ab = ac, allora a(b — ¢) = 0. Siccome a # 0, combinato cl

fatto che A ¢ un dominio di integrita, allora b — ¢ = 0. O
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Teorema 4.1.9. Sia A un anello commutativo con identita finito. Allora ogni

elemento o é un divisore di zero o é invertibile.

Dimostrazione. Consideriamo un elemento x € A. Allora sia la mappa

P: A A

yr—=yx

Questa mappa € suggettiva se e solo se x é invertibile, ed €& iniettiva se e solo
se x & un divisore di zero. Siccome A ¢ finito, questo implica che z & invertibile

se e solo se non ¢ un divisore di 0. O
Corollario 4.1.10. Ogni dominio di integrita finito é un campo.
Diamo infine la nozione di elemento nilpotente.

Definizione 4.1.11. Un elemento x € A ¢ un elemento nilpotente se esiste

un naturale n tale che z™ = 0.

D’ora in poi con “anello” indicheremo gli anelli commutativi con identita.

Concludiamo questa sezione con la definizione di omomorfismo di anelli.

Definizione 4.1.12. contenuto...

4.2 L’anello dei Polinomi

Un anello intensamente studiato, per esempio anche nel corso di Algebra II, é

l’anello dei polinomi R[X].

Definizione 4.2.1. Sia R un anello, ¢ X = {x)} e un insieme di indetermi-
nate. Definiamo 'anello R[X] come l'insieme dei polinomi in tali variabili a

coefficienti in R, cioé come le somme finite di monomi della forma
'
qu:i\L: a€ RN\ €A
i=1

La somma ed il prodotto su R[X] sono definiti nel modo usuale.

Noi guarderemo sostanzialmente il caso K|[z] con K un campo, lasciando
il caso R[x1,...,zy] ad Algebra II ed Istituzioni di Algebra.

Come sappiamo, per i polinomi é definito un grado.
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Definizione 4.2.2. Sia A un anello, e f(x) un polinomio in A[z] non nullo.

Posto f =) a,a™, definiamo il grado di f come
deg(f) =max{neNja,#0}.

Proposizione 4.2.3. Sia A un dominio di integrita e consideriamo f,g in

Alz]. Allora

deg(fg) = deg(f) + deg(g)
deg(f + g) < max{deg(f),deg(g)}

Dimostrazione. Se m = deg(f) e n = deg(g), allora possiamo scrivere

m

f= Zaixi
=1
n

g = sz‘xi
i=1

Da cui
f9 = ambp™ ™ + h(x)
con h(x) avente grado minore di m + n.
Siccome A & un dominio di integrita, allora a,,b, non pud annullarsi, e
quindi deg(fg) = m + n.
D’altra parte supponiamo senza perdita di generalita che m < n. Allora

se m < n, sappiamo che
f+g="0byz" + h(x)

con h(zx) avente grado minore di n. Quindi deg(f + g) = deg(g), che coincide
con max{deg(f),deg(g)}.

Se invece m = n, allora
f+9=(am+bp)z™ + h(x)

con h(x) analogo a sopra. In generale a,, + b, potrebbe annullarsi, e quindi

possiamo dire al pit che deg(f + ¢g) < m = max{deg(f),deg(g)}. O

Corollario 4.2.4. Se A ¢ un dominio di integrita, Alxz] & un dominio di

integrita.

Dimostrazione. Se f,g sono polinomi non nulli, allora fg non ¢é nullo per la

discussione precedente. ]
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Vogliamo dire quali sono gli elementi invertibili di A[z], con A anello gene-
rico. Il teorema generale necessitera del linguaggio degli ideali. Per ora diamo

questo risultato parziale.
Proposizione 4.2.5. Sia A un dominio di integrita. Allora (Alx])* = A*.

Dimostrazione. Sicuramente se a appartiene ad A*, allora appartiene ad (A[x])*.
D’altra parte se consideriamo un elemento f(x) € (A[z])*, allora esiste un

g(z) per cui fg = 1. Questo implica in particolare che

0 = deg(1) = deg(f) + deg(g)

cioé che deg(f) = deg(g) = 0. Quindi f e g appartengono ad A, e quindi
appartengono ad A*. O

4.3 Polinomi su un Campo

Specializziamo a questo punto il discorso, ad anelli polinomiali della forma
K|[z], con K un campo. Per questi campi sussiste una divisione con resto,

analoga a quella presente in Z.

Teorema 4.3.1. Sia K un campo. Allora per ogni coppia di polinomi f(x), g(z) €

K[xz], con g non nullo, esistono unici q(x),r(x) tali che

f(x) = q(x)g(x) + r(z)
deg(r) < deg(g) Vr=0

Dimostrazione. Se f = 0, allora basta porre ¢ =r = 0.
Altrimenti procediamo per induzione su deg(f).
Se deg(f) =0 e deg(g) > 0, allora basta considerare ¢ =0 e r = f.
Se deg(f)
Se deg(f) > 0, e deg(f) < deg(g), allora ¢ sufficiente porre g =0 e r = f.
Se deg(f) > 0 e deg(f) > deg(g), poniamo f = > a;z’, g = Y bjal, e
m = deg(f), n = deg(g). Definiamo quindi f; = f — ap,/bpz™ "g. Siccome

= deg(g) = 0, allora consideriamo ¢ = f/g e r = 0.

deg(f1) < deg(f), per ipotesi induttiva esistono ¢q, 71 tali che f1 = 19 + r1.
Inoltre deg(r) < deg(g). Quindi

fi=qg+n
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da cui

f=hH+ CLm/bnxm_ng = (Q1 + am/bnxm_n)g + 71

Per quanto riguarda l'unicitd supponiamo che ¢1g + 1 = ¢2g + r2. Allora
(@2—q)g=r2—r1.

Se r9 — r1 = 0, allora anche g3 — ¢ = 0 e abbiamo 'unicita.

Se rg —r; # 0, allora g2 — ¢1 # 0, e troviamo un assurdo (supponiamo

ri =0 0 deg(rs) > deg(r)):

deg(g) > deg(r2) > deg(r2 — 1) = deg((g2 — q1)g) > deg(g) O

Osserviamo ’analogia con la divisione euclidea tra interi. Quando tratte-

remo i domini euclidei riparleremo di questo fatto.

Corollario 4.3.2 (Teorema di Ruffini). Sia K un campo e f € K[z], a € K.

Allora f(a) =0 se e solo se x —a | f.

Dimostrazione. Certamente se z — a divide f, allora f(a) = 0.
Se invece f(a) = 0, allora usiamo la divisione euclidea in K[z]: esistono
q,r € K[x] tale che f = g(x —a) + r. Inoltre r = 0 o deg(r) < deg(x — a) =;

quindi r & una costante. In definitiva

e r — a divide f. O
Come nel caso di Z, si puo definire il massimo comune divisore in K|z].

Definizione 4.3.3. Siano f(x), g(x) non entrambi nulli. Un polinomio d(x) €

K[z] & un massimo comune divisore tra f e g se
L.d|fed|g;
2. per ogni polinomio h € K|[z] che divide sia f che g, esso divide anche d.

Proposizione 4.3.4. Il massimo comune divisore € unico a meno di elementi

di K*.
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Dimostrazione. Come nel caso intero, se d; e do sono due massimi comun

divisori, allora esistono due polinomi h, k # 0 per cui

dy = hds
do = kdy
dy = hkdy

Siccome Klz] ¢ un dominio di integrita, otteniamo 1 = hk. Quindi d; e do

differiscono per invertibili di K[xz], cio¢ per elementi di K*. O

Proposizione 4.3.5. Il massimo comun divisore esiste, ed esistono due poli-

nomi a(x) e b(x) per cui d = af + bg.

Dimostrazione. E sufficiente considerare ’algoritmo di euclide intero, e sosti-

tuire il valore assoluto || con il grado deg. O

Un’altra analogia con gli interi consiste nella trattazione degli irriducibili

e primi.
Definizione 4.3.6. Sia f un polinomio di K [z] non nullo e neanche invertibile.

1. f @ primo se per ogni prodotto di polinomi gh, tale che f | gh, allora
flgoflh

2. f éirriducibile se posto f = gh, allora g o h & invertibile.

Proposizione 4.3.7. Un polinomio f € Klx| non nullo e non invertibile ¢é

primo se e solo se é irriducibile.
Dimostrazione. Analogo al caso intero. O

Proposizione 4.3.8. Un polinomio f € Klz] non nullo e non invertibile si
scrive come prodotto di elementi primi, in modo unico a meno dell’ordine dei

fattore e a meno di prodotto per invertibili.
Dimostrazione. Anche qua analogo al caso intero. O
Proposizione 4.3.9. [ polinomi di primo grado sono irriducibili.
Dimostrazione. Supponiamo che f si scomponga come f = gh. Allora
1 = deg(f) = deg(g) + deg(h).
Questo implica che deg(g) = 0 o deg(h) =0, cioé cheg € K*oh € K*. [
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Corollario 4.3.10. Un polinomio f € K|[z] ha un numero di radici, contate

con molteplicita, pari al piu all suo grado.

Dimostrazione. Siano ag, ..., o, radici con molteplicita eq,...,e.. Allora sic-

come (x — «;) sono sia primi che irriducibili, f si scompone come
flx) = (=) ... (= ar)7g(x)

Allora deg(f) = e1+---+e,+deg(g), e quindi e; +- - -+e, & al pitt deg(f). O

4.4 Polinomi su C,Re Q

Specializziamo ulteriormente il discorso ai campi C, R e Q, e all’anello Z. Nel

primo caso vale il famoso teorema, la cui dimostrazione si puo trovare a pagina
29

Teorema 4.4.1 (Fondamentale dell’Algebra). Ogni polinomio in Clx] non

costante ammette una radice complessa.
Corollario 4.4.2. Un polinomio in C[x] ¢ irriducibile se e solo se ha grado 1.

Dimostrazione. Se p(z) é un polinomio in C[z] di grado 1, allora sappiamo gia
che ¢ irriducibile.

Se p(x) non ha grado maggiore di 1, consideriamo una sua radice o € C..
Allora p(z) = (x — a)g(z), con deg(g) > 1. Siccome nessuno dei due fattori &

invertibile, allora p(z) non ¢ irriducibile. O

Corollario 4.4.3. Ogni polinomio in C[x] non costante si fattorizza in poli-

nomi di primo grado.

Dimostrazione. Immediata conseguenza del corollario precedente e del fatto
che in C|[z] ogni polinomio non costante si scompone in elementi irriducibili.

O]

Consideriamo ora I’anello R[z]. Tale anello puo essere immerso in C[z]

ottenendo un interessante risultato.

Teorema 4.4.4. Sia p(z) € R[z] e consideriamolo come polinomio a coeffi-
cienti complessi. Allora se o € C é una radice di p(x), anche & é una radice
di tale polinomio. Inoltre (x — a)(x — &) é un polinomio reale, e o, & sono

radici di p(x) con la stessa molteplicita.
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Dimostrazione. Innanzitutto siccome p(z) ¢ a coefficienti complessi, allora vale

la catena di uguaglianze:

p(a) =p(a) =p(a) =0=0 (4.1)
Per la seconda affermazione della nostra tesi ¢ immediato che
(z — a)(z — a) = 22 — 2Re(a)z + |af* € R[z]

Supponiamo quindi che « sia uno zero di p(z) di molteplicita e. Allora
se per assurdo @ avesse molteplicitd f > e, potremmo scomporre (in C[z]) il

polinomio p(z) come
p(r) = (z — a)*(z — @)°g(z)

con g(z) € Rlz]. Siccome f > e, allora & ¢ una radice di g(x), che tuttavia
non ha a come radice. Questo é assurdo, in quanto « é il coniugato di .
Analogamente se e > f ripetiamo il ragionamento, ma considerando z = &

ezZ=a. O

Corollario 4.4.5. Un polinomio p(z) € Rlz] ¢ irriducibile se e solo se ¢ di

primo grado, o é di secondo grado con discriminante negativo.

Dimostrazione. Se p(x) ha grado pari a 1, allora ¢ irriducibile.

Se p(x) ha secondo grado con discriminante negativo, allora non ha solu-
zione reali. Siccome p(z) & di secondo grado, allora ¢é irriducibile.

D’altra parte supponiamo che p(z) sia monico. Sappiamo che le radici di
p(x) in Clz] si partizionano come {u;}j_; C R e {w;,w;}5_; € C\R. Allora
p(z) si scompone in C[z] come

s

[T —u) [ (@ —w)j) (@ — @)
i=1 j=1
11

s

[[x = u) [0 = 2Rew)a + fuyf?)

che tuttavia ¢ una scomposizione in R[z] come prodotto di polinomi di primo

e secondo grado. O

Parliamo infine dei polinomi in Q[z] e Z[z]. In generale la scomposizio-
ne in tali anelli pud essere estremamente difficoltosa, come sottolineato dal
Corollario 4.4.10.
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Innanzitutto osserviamo come la scomposizione in Q[x] e Z[x] siano estre-

mamente legate.

Proposizione 4.4.6. Sia un polinomio p(x) € Z[z]| primitivo, cioé tale che il
massimo comune divisore dei coefficienti sia pari a 1. Allora p(x) é irriducibile

in Z|x] se e solo se lo ¢ in Q[x].

La dimostrazione di questo fatto, in ambienti pitl generali, si trovera a
pagina 254.

Diamo ora risultati sui polinomi a coefficienti in Z[x].

Proposizione 4.4.7. Sia p(x) un polinomio in Z[x], e consideriamo una ra-
dice o/ € Q tale che a e B siano coprimi. Sep =), a;x’, allora o divide ag
e B divide a,.

Dimostrazione. Siccome «/f ¢ una radice di p(z), allora

n

o« o
0= angm ++F+arg+ao
Moltiplicando per 8" otteniamo
o™+ aaft) = —apB”

Quindi « divide —agB", e siccome « e  sono coprimi abbiamo che « divide
ag.

Analogamente S divide a,, in quanto vale 'uguaglianza

—apa”t = 5(an,1a”_1 4+ aoﬁn_l) O

Proposizione 4.4.8. Sia f(z) € Z[x], e consideriamo un primo p. Sep{ ay e
la riduzione p(x) € Z/pZlx] é irriducibile in Z/pZ|x], allora f(z) é irriducibile
in Z[z].

Dimostrazione. Supponiamo che p(z) si riduca come g(z)h(z). Allora f(x) si
scompone come g(z)h(z). I gradi di g(x) e h(z) on possono calare, in quanto

p1ta, e quindi

deg(f) = deg(g) + deg(h) < deg(g) + deg(h) = deg(f) = deg(f)

Siccome i gradi di g e h non sono calati di grado, essi non sono invertibili.

Quindi f(z) = g(z)h(x) é una riduzione di f(z). O
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Proposizione 4.4.9 (Criterio di Eisenstein). Sia f(x) € Z[z]| e consideriamo

un primo p. Se
1. ptay;
2. pla; per ogni i < n;
3. p*t ao,

allora f(x) e irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che f(z) si riduca come g(x)h(z).
Allora se effettuiamo una riduzione modulo p, sfruttando la prima e seconda
ipotesi otteniamo

ana” = g(x)h(z)

Siccome Z/pZ ¢ un campo, allora in Z/pZ[z] vale la Proposizione 4.3.8.
Quindi g(x) = bpz™ e h = @™ ™. Quindi in particolare by = ¢y = 0
(mod p).

In conclusione ag = bocg = 0 (mod p?), che & assurdo per la terza ipotesi

dell’enunciato. O

Corollario 4.4.10. Per ogni naturale n > 0, esistono infiniti polinomi in Q[z]

wrriducibili di grado n.

Dimostrazione. Per il criterio di Eisenstein i polinomi z™+p sono irriducibili in
Z[z] per ogni primo p, e quindi in Q[z] in quanto sono polinomi primitivi. [
4.5 Quozienti di K|z]

Definizione 4.5.1. Consideriamo un anello dei polinomi K|[z], ed un polino-

mio f(z). Definiamo l'ideale generato (f(x)) come l'insieme

(f(2)) = {a(x) f(z) | ¢(x) € Kx]}

e definiamo il quoziente K|[z|/(f(x)) come l'insieme delle classi dato dalla

relazione di equivalenza

g9(x) ~ h(z) < f(z) | g(x) — h(z)
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Ricordiamo che una K-algebra ¢ un anello A, che contiene un campo K
su cui A sia un K-spazio vettoriale. La dimensione di una K-algebra é posta

come la dimensione di A come K-spazio vettoriale.

Proposizione 4.5.2. L’insieme K[z]/f(x) é una K-algebra di dimensione

finita, con la struttura di anello data dalle operazioni

l9(2)] + [h(2)] = [9(z) + h(z)]
lg(@)][h(z)] = [g(z)h(x)]
ed una K-base data da {[1],...,[x" ']} con n = deg(f).
Dimostrazione. Siccome (K [z],+) ¢ commutativo, sappiamo che il sottogrup-

po ((f(z)),+) € normale. Quindi 'operazione di somma ¢ ben definita. Infine

osserviamo che prese due classi

l9()] = [g'(x)]
[1(2)] = [1'(2)]
allora
g'(x) = g(x) + m(x)f(x)
W (x) = h(z) + n(z) f(z)
e quindi

[/ (2)1 ()] = [g(2)h(2)+g(2)n(2) f () +h(z)m(z) f(2)+m(z)n(z) f(2)*] = [g(x)h(z)]

Quindi le operazioni su K[z]/(f(z)) sono ben definite, ed ¢ immediato che
formino un anello.

Infine dimostriamo che {[1],...,[z""!]} sia una K-base. Poniamo g = [g].

Preso un elemento g € K[z]/(f(z)), allora possiamo porre g(z) = r(z) +
m(z)f(z), con r(z) = 0 o deg(r) < n.

Quindi g = 7 é rappresentato da un polinomio nullo, o di grado al pitt n—1.
Quindi é combinazione lineare di {1,...,z" 1}.

D’altra parte supponiamo che esista una K-combinazione lineare
— —n—1 = T
g =an_1T + -4+ a1x + apl

a coefficienti non tutti nulli che coincida con 0.
Questo implica che esiste un polinomio non nullo 3 a;2* diviso da f. Sic-
come f ha polinomio che dia la classe 0. Questo implicherebbe che f divida

un polinomio di grado n — 1. Assurdo. O
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Chiudiamo questa breve sezione con due risultati riguardanti elementi

invertibili e divisori di 0 di Kx]/((f(x)).
Proposizione 4.5.3. Sia g in K[z|/((f(z)). Allora
1. g é invertibile se e solo se (g, f) = 1;
2. g ¢ divisore di 0 se e solo se (g, f) # 1.

Dimostrazione. 1. Affermare che g € K[z]/(f(x)) ¢ invertibile ¢ equivalente
a dire che esiste un polinomio h per cui gh = 1. Cioé stiamo dicendo
che esiste un polinomio 7 per cui 1 = g(x)h(z) — r(z)f(x). Grazie ai

coefficienti di Bezout questo ¢ equivalente ad affermare che (f,g) = 1.

2. D’altra parte gh = 0 per qualche elemento non nullo h se e solo se f(x)
divide g(z)h(z).

Siccome in K[x] vale il teorema di fattorizzazione unica in elementi ir-
riducibili, allora i fattori primi di f(z) non possono tutti dividere h(z),

in quanto h # 0. Quindi g(x) ammette un fattore primo in comune con
f(x), e (g, f) #1.

D’altra parte se (f,g) # 1, cioé g ammette un fattore primo in comune
con f, é sufficiente considerare il polinomio h dato dal prodotto dei fattori
primi di f rimanenti. Per unicita della fattorizzazione f non puo dividere
h, mentre divide gh.

O

Corollario 4.5.4. Sono fatti equivalenti che K[z]/(f(x)) sia un campo, che

sita un dominio e che f sia irriducibile.

Dimostrazione. Immediata conseguenza dal risultato precedente. O

4.6 Ideali

In questa sezione andremo a trattare in maniera sistematica alcune nozioni
fondamentali sugli ideali. Procediamo iniziando a definire il concetto stesso di

ideale.
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Definizione 4.6.1. Preso un anello A, un ideale I di A é un sottogruppo di

(A, +) che assorba rispetto alla moltiplicazione, cio¢ tale che
zac€lVrxel,ae A

Sugli ideali & possibile definire una serie di operazioni, che potremmo

dimostrare restituiscono degli ideali.

Proposizione 4.6.2. Sia una famiglia {I;}je; di ideali di A. Allora la loro

intersezione & ancora un ideale.
Dimostrazione. Immediata verifica. O
Definiamo adesso 'ideale generato.

Definizione 4.6.3. Sia A un anello, e consideriamo un sottoinsieme S C A.

Definiamo l'ideale generato (S) come
(S)={ais1+---+ansp|a; € A;s; €5}

Se S ¢ dato da un solo elemento, l'ideale I = (s) viene detto principale, e
ha la forma {as | a € A}.

Come nel caso di sottospazi vettoriali generati vale il seguente risultato.

Proposizione 4.6.4. L’ideale generato (S) coincide con lintersezione degli

ideali che contengono I, e quindi in particolare & un ideale.

Come gia annunciato possediamo delle operazioni classiche sugli ideali.
I+J:=(IuJ)={i+jliel,jel}
I1J:={ijliel,jeJ})
(I:J)={xecA|zJ CI}
VI:={zel|3neNz"el}
In particolare definiamo il nilradicale N'(A) = 1/(0).

Proposizione 4.6.5. Un ideale I ¢ diverso da A (cioé & proprio) se e solo se

non contiene alcun elemento invertibile.

Dimostrazione. Se I contiene un invertibile x, allora contiene anche I'unité,
in quanto 1 = 2~ 'z € I per assorbimento. A questo punto I contiene tutto
I’anello, sempre per assorbimento.

Viceversa se I coincide con A, allora contiene 1. O
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Corollario 4.6.6. Un anello A & un campo se e se (0) & l'unico ideale proprio.

Dimostrazione. Supponiamo che A sia un campo. Allora un ideale I proprio
non pud contenere elementi non nulli, perché sono tutti invertibili. Quindi
deve coincidere con (0).

D’altra parte preso un anello A come da ipotesi, ed un elemento = € A\ (0),

allora (x) deve coincidere con tutto A. Quindi contiene 1 ed x & invertibile. []

Ideali estremamente importanti sono gli ideali primi e massimali, che recu-

pereremo tra quale sezione.

Definizione 4.6.7. Un ideale I proprio di A si dice primo se posto xzy € I,

allora uno tra x e y appartiene a I.

Definizione 4.6.8. Un ideale I proprio di A si dice massimale se posto I C J,
allora J =10 J = A.

Vogliamo dire che esiste sempre un ideale massimale. Per farlo é necessario

introdurre il famoso Lemma di Zorn.

Definizione 4.6.9. Sia (X, <) un insieme parzialmente ordinato. Una catena

C' ¢ un sottoinsieme di X tale che (X, <) sia totalmente ordinato

Fatto 4.6.10 (Lemma di Zorn). Sia (X, <) un insieme parzialmente ordinato,
tale che ogni sua catena C non vuota ammetta un maggiorante x € X. Allora

X ammette un elemento massimale.

Teorema 4.6.11. Ogni ideale proprio I in un anello non nullo A é contenuto

i un ideale massimale.

Dimostrazione. Consideriamo 'insieme X degli ideali J O I, e ordiniamolo
parzialmente attraverso l'inclusione. Verifichiamo che verifichi le ipotesi del
Lemma di Zorn.

Consideriamo quindi una catena C' = {Cy, }nen, € consideriamo l'insieme
J = U,en Cn. Affermiamo che ¢ elemento in X massimale per C.

Certamente J contiene I, in quanto quest’ultimo é contenuto in un qualsiasi
Ch.

Preso un elemento a nell’anello A e un j in J, allora esiste certamente C,

che contiene j. Quindi aj appartiene a C,, e in definitiva a J.
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Presi infine a e b in J, allora a € C), e b € C},, per qualche m e n. Inoltre
possiamo supporre che C,,, C C,,, in quanto C ¢& totalmente ordinato. Quindi

b appartiene anche a C),, e a + b sta in C), C J. O

Corollario 4.6.12. Un anello A é un campo se e solo se {0} ¢ un ideale

massimale.

Dimostrazione. Se A é un campo, allora ogni ideale non banale contiene un
elemento invertibile; quindi coincide con tutto I'anello A. Quindi {0} ¢ massi-
male.

D’altra parte se {0} ¢ massimale, allora ogni elemento a € A non nullo

genera un ideale (a) che coincide con A. Ergo a ¢ invertibile. O

Passiamo ora a parlare brevemente di ideali primi. Essi entrano in gioco

tramite il prossimo teorema:

Teorema 4.6.13. Dato un anello A ed un ideale I vale la scrittura sequente:

Vi=(\P (4.2)

P primo
ICP

Dimostrazione. Dimostriamo le due inclusioni separatamente.

(C) Consideriamo un z € A tale che " appartenga a I. Allora per un
qualsiasi primo P sopra I, x™ appartiene anche a P. Quindi z € P per la
primalita di P.

(D) Consideriamo un elemento a € A che non appartenga a v/I, e definiamo
S={a" | neN}

Sia inoltre X l'insieme degli ideali di A che non intersecano S. L’insieme X
non & vuoto, in quanto vi appartiene I. Inoltre se consideriamo una catena
{Ch}ren di (X, C), allora J = [Jycp Cx ¢ un elemento massimale. Infatti se
per assurdo a™ appartenesse a J, allora apparterrebbe ad un certo C'y. Inoltre
J & un ideale per gli stesso argomenti del teorema precedente.

Quindi per il Lemma di Zorn esiste un certo elemento massimale (). Sup-
poniamo per assurdo che () non sia un ideale primo. Cio implica che esistono
due elementi x,y in A\ @, tali che zy € Q. Siccome x non appartiene a @,
allora (Q,z) contiene strettamente Q). Quindi siccome ) ¢ massimale in X,

allora esiste un naturale n per cui a” € (@, x). Cioé a™ si scrive come q; + bz
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per g1 € Q e by € A. Allo stesso modo a™ = ¢ + boy per qualche m € N.
Quindi

n

"™ = q1qo + q1bay + qebiw + bibaxy

che appartiene a ). Assurdo in quanto () appartiene a X e non interseca S.
Quindi @ é primo e non contiene a = a'. Quindi ¢ non appartiene alla
intersezione di (4.2). O

Corollario 4.6.14.
N@A) =P

P primo

4.7 Anelli Quoziente

Procediamo ora ai quozienti di ideali. Procediamo subito con la definizione

Definizione 4.7.1. Sia A un anello, e consideriamo un ideale I. Definiamo
lanello quoziente A/I come 'anello ottenuto dal gruppo (A/I, +) aggiungendo

I'operazione

[2] - [y] = [zy]

Proposizione 4.7.2. L’anello A/I é un ben definito anello commutativo con

identita.

Dimostrazione. Siccome (A, +) ¢ abeliano, allora (I,+) ¢ normale in (A, +).
Quindi A/I ha una ben definita struttura additiva. D’altra parte la struttura

moltiplicativa ¢ anche ben definita; infatti per ogni x,y € Aei,j el
(x+d)(y+j)=zy+aj+yi+ijcay+1 O

Per ogni quoziente A/I, esiste una naturale proiezione A — A/I, che
mappa z in [z].
Vogliamo ora dimostrare un teorema di corrispondenza per anelli, analogo

a quello per i gruppi.

Lemma 4.7.3. Sia f: A — B un omomorfismo di anelli. Allora
1. se J & un ideale di B, allora f=(J) & un ideale di A;
2. se I & un ideale di A, allora f(I) & un ideale di Im(f).
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Dimostrazione. Dalla teoria dei gruppi sappiamo che f~!(.J) e f(I) sono en-
trambi sottogruppi additivi di (A, +).
Per quanto riguarda la struttura moltiplicativa osserviamo che per ogni
f(a) € Im(A) e f(i) € f(I) allora
fla)f (i) = f(ai) € f(I).
el

Inoltre, per ogni z € f~!(.J) e per ogni a € A possiamo osservare che

flaz) = f(a) f(z) € J = ax e f71(J). dJ
=7

Teorema 4.7.4 (di Corrispondenza). Per ogni anello A e per ogni ideale T

sussiste una corrispondenza
{JQA|IC T}« {JQA/I}.
Dimostrazione. Grazie al lemma precedente la bigezione ha la forma
I—n(I)
J 71T
dove 7 ¢ la proiezione A — A/I. O

Un importante proprieta degli anelli quoziente ¢ il loro legame con gli ideali

primi e massimali, legame chiarito col prossimo risultato:

Proposizione 4.7.5. L’anello A/I ¢ un dominio se e solo se I é primo, ed é

un campo se e solo se I ¢ massimale.
Dimostrazione. 1. L’anello A/I & un dominio se e solo se per ogni Z, ¥ in

A/I, 'uguaglianza £y = 0 implica che uno tra o g sia 0. Questo &

equivalente all’implicazione
xyel=>xeclvyel
che rappresenta esattamente la definizione di ideale primo.

2. L’anello A/I & un campo se e solo se 0 ¢ 'unico ideale massimale. Per
il Teorema di Corrispondenza questa affermazione equivale a richiede-
re che non esista ideale proprio in A contenente I. Otteniamo quindi

esattamente che I sia massimale.

O]
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Corollario 4.7.6. Se I é massimale, allora é primo.
Dimostrazione. Immediata conseguenza della proposizione precedente. O

Come per i gruppi, sussistono i Teoremi di Omomorfismo. Le dimostrazioni

sono completamente analoghe.

Teorema 4.7.7. Per ogni morfismo di anelli ¢o: A — B e per ogni ideale
Ker(p) C I esiste un morfismo di anelli ¢: A/I — B tale che pom = .
Inoltre Ker(p) = Ker(p) /1.

Corollario 4.7.8. Nella situazione precedente, se I = Ker(f) allora ¢ &

meettiva.

Teorema 4.7.9. Dato un anello A, e due ideali I C J, allora (A/I)/(J/I) é

naturalmente isomorfo a A/J.

Corollario 4.7.10. Dato un anello A ed un ideale I, allora la Corrispondenza

fra Ideali mantiene la primalita e la massimalita degli ideali.

Dimostrazione. Preso un certo ideale J contenente I, allora é sufficiente con-

siderare la seguente catena di implicazioni:

J & primo/massimale < A/J é dominio/campo  per 4.7.5
< (A/I)/(J/I) é dominio/campo  per 4.7.9
& J/I & primo/massimale O

Teorema 4.7.11. Dati due anelli I e J, allora sussiste un naturale isomorfi-
smo
I+J I
I InJ
Chiudiamo col Teorema Cinese per Anelli. Per dare senso all’enunciato

ricordiamo la seguente proposizione.

Proposizione 4.7.12. Dati due ideali I e J, allora I.J é contenuto in I N J,

e coincidono se I,J sono comassimali, i.e. se I +J = A.

Dimostrazione. Per ogni ¢ € I e j € J, 'elemento ij é contenuto sia in I che

in J per la proprieta d’assorbimento degli ideali.
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D’altra parte se [ +J = A, allora 'identita 1 coincide con i+ j per qualche
1€l ejeJ. PerognixelnNdJ vale'identita

Tr=xt+x]J
dove entrambi gli addendi appartengono a IJ. O

Teorema 4.7.13. Sia A un anello, e siano I, J due ideali, allora la mappa
naturale
fi A=A/ I x AT

& un morfismo di anelli, con nucleo pari a I N J. Inoltre f ¢ suriettiva se e
solo se I +J = A. In tal caso quindi sussiste l’isomorfismo

A A A

17 ~ — X v
Dimostrazione. Siccome le proiezioni su A/I e A/J sono morfismi, anche f

risulta essere un morfismo per verifica immediata.

Il nucleo é dato da

Ker(f) ={a € A|[a]; =[0]; A [a]; = [0];}
={acAlacINnacJ}
=INndJ.

Guardiamo ora la questione della suriettivita.

Se f & suriettiva, allora esiste un certo a € A tale che
fla) = (1,1+.7).

cioé tale che
(a+I,a+J)=I,a+J).

Cio implica le seguenti:

a+I1=1 ael
=

a+J=1+J a—1leJ

Ergo
l=1-a)+acl+J

D’altra parte supponiamo che I +J = A. Allora esistonoi € I e j € J tali
chei+j =1
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Consideriamo ora una certa coppia (a + I,b+ J) nel codominio. Definiamo

inoltre = := ai + bj, e applichiamoci f. Allora otteniamo

f(x) = (ai+bj+1,ai+0bj+J)
=(bj+Iai+J) ai € I,bj e J
=b-bi+Il,a—aj+J) i+j=1
=(a+ 1,04+ J).
Quindi f é suriettiva.
Infine, se siamo in questa situazione, allora f ¢ suriettiva e IJ = I N J,

grazie alla proposizione precedente. Quindi per il teorema di omomorfismo
A/IJ = A/Ker(f) ~Im(f)=A/I x A/J O

Concludiamo questa sezione con un enunciato, che ci eravamo lasciato

indietro, riguardanti gli anelli polinomiali.

Lemma 4.7.14. Sia A un anello. Allora per ogni ideale primo P, il quoziente
Alz]/P[z] é canonicamente identificabile con A/P|[x]

Dimostrazione. Consideriamo la mappa da A[z] a A/P[z], che manda un poli-
nomio f(z) nella riduzione f(x). La mappa ¢ suriettiva e il suo nucleo & eviden-
temente 'insieme dei polinomi in P[z|. Quindi, per il teoremi di isomorfismo,

Alx]/Plz] & isomorfo a A/P|x]. O

Proposizione 4.7.15. Sia A un anello. Allora un polinomio Y a;x* & inver-

tibile in Alx] se e solo se ag € A* e ogni a;, con i positivo, & nilpotente.

Dimostrazione. (<) Consideriamo p(z) come da ipotesi. Siccome ag € inver-
tibile, possiamo supporre che ay = 1, e poniamo p(x) = 1+ ¢(z). I coefficienti
di g(z) sono nilpotenti. Quindi, siccome N(A[z]) ¢ un ideale, otteniamo che
tutto ¢(z) & nilpotente. Quindi esiste un naturale N > 1 tale che ¢(z)" = 0.

A questo punto concludiamo:
(1—q(@)(A+g(@) + - +q@x)V ) =1-gx)¥ =1

(=) Supponiamo che esista un polinomio r(z) tale che p(z) * r(z) = 1.

Allora, valutando in 0, otteniamo ag - ro = 1. Quindi ag é invertibile.
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Proviamo ora che per ogni ¢ > 1, a; appartiene a N'(A[z]) = P.
Consideriamo un ideale primo P di Alz]. Allora riducendo in A/P|x] ottenia-
mo p(x) - 7(z) = 1. Siccome A/P ¢ un dominio, allora otteniamo deg(p) +
deg(7) = 0. Ergo deg(p) = 0 e p appartiene a A/P. Ergo per ogni coefficiente
a; con ¢ > 1 si ha che a; € P. ]

4.8 Localizzazioni

Lo scopo di questa sezione é definire un importante strumento dell’algebra
commutativa: le localizzazioni. Definiamo la localizzazione nel caso un po’ piu

generale, anche se saremo per lo pill interessati ai domini di integrita.

Definizione 4.8.1. Sia A un anello. Un sistema moltiplicativo S & un sot-
toinsieme di A, che non contiene lo 0, contiene 'unita, ed é chiuso per molti-

plicazione.

Definizione 4.8.2. Sia A un anello, e S un suo sistema moltiplicativo. Defi-

niamo la localizzazione S~'A come l'insieme quoziente A x S/ ~, dove

a C

La relazione definita sopra ¢ in effetti una relazione di equivalenza. Perché
cio sia vero, tuttavia é necessario definirla in tal modo. Infatti supponiamo

che a € A ¢ un divisore di 0, tale che per qualche s € S, as = 0. Allora

Quindi se ~ ¢ transitivo, deve essere che
JteSte ta=0

E difatti basta porre ¢ := s.
Nel caso di A un dominio di integrita la relazione di equivalenza si sempli-

fica, ed & analoga a quella presente su Q.

a C
gNgHad—bC—O

Teorema 4.8.3. L’insieme S™'A ¢ un anello, e la mappa A BN S~LA, che

manda a in a/l, manda S in invertibili.
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Dimostrazione. Non verranno fatte tutte le verifiche (che sono abbastanza

tediose). Definiamo somma e prodotto come nel caso delle frazioni:

a/b+c/d:= (ad+ bc)/(bd)
a/b-c/d:= (ac)/(bd)

Su puo verificare che in effetti i risultati non dipendono dai rappresentati scelti
per le frazioni.
Infine per ogni s € S I'elemento s/1 € S~ A ¢ invertibile. Infatti ha come

inverso 1/s. O

Teorema 4.8.4 (Proprieta Universale delle Localizzazioni). La coppia (A, S™1A, 1)

soddisfa la sequente proprieta universale: per ogni altra terna (A, T, j), dove
1. T é un anello;
2. j manda S in invertibili,

esiste un unica mappa f: STYA — T tale che

A—T 7

S—1A
commuti.
Dimostrazione. Consideriamo un elemento a € A, ed notiamo innanzitutto

che f(a/1) deve necessariamente essere j(a).

D’altra parte, un elemento s € S soddisfa

L= f(s/1)- f(1/s)

Quindi, siccome f(s/1) = j(s) & invertibile, allora f(1/s) é precisamente
j(s)~!. Abbiamo quindi ottenuto che per ogni a € A e s € S deve neces-

sariamente essere che
fla/s) = jla)-j(s)~"

D’altra parte é immediato verificare che una tale f non dipende dal rap-

presentante scelto per la frazione, e anche che f sia un morfismo. ]
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Teorema 4.8.5. Date due coppie (A, R,i) e (A,T,j) che soddisfano la pro-
prietd universale, allora sono canonicamente isomorfe: esiste un unico iso-

morfismo ¢: R — T tale che p ot = j.

Dimostrazione. Siccome ¢ e 7 mandano S in invertibili, per la proprieta uni-

versale esistono uniche ¢: R — S e 1: T' — R tali che i digrammi seguenti

commutino:
A—Jd 7 A—" 3R
i - jl f
R T

Inoltre, osserviamo che

Yopoi=thoj=i
e analogamente

Yopoj=1vo j=j

Questo implica che ¥ o ¢ e @ o 1) si innestano in diagrammi

A—" 4R A— 1 7
i J

Poyp poyp
R T

Per unicita data dalla proprietd universale, allora ¥ o ¢ = idr e po ) =

tdR. O

Data una localizzazione S™!'A sussiste un teorema corrispondenza, che

mostra un comportamento rovesciato rispetto a quello dei quozienti.
Teorema 4.8.6. Sia A un anello.

1. Dato un ideale I di A, allora linsieme S™'I := {a/s | a € As € S} ¢

un ideale, e coincide con il generato da i(I).
2. S7LA ¢ proprio se e solo se I non interseca S.
3. Dato un ideale J di ST1A, allora S~Y~Y(J) = J.
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4. Sussiste la sequente corrispondenza tra ideali primi:

{PQA| P primotc PNS =0}« {QASA|Q primo}
PSP
Q)+ Q

Dimostrazione. 1. Se a/s & un elemento di S™'A, e i/t & un elemento di
S~—11, allora
a/s-i/t = (ai)/(st) € ST

Inoltre, se i/s e j/t appartengono a S~'1I, allora
i/s+j/t = (it +sj)/st

appartiene ancora a S711.

Quindi S~'I & un ideale. Dobbiamo verificare che coincide con I’esten-
sione di (7).

Certamente (i(I)) contiene S~1I. D’altra parte se consideriamo un ele-
mento i/s in S~!I, allora esso coincide con i/1-1/s, e quindi appartiene
all'ideale (i(1)).

2. Se I NS contiene un certo elemento s, allora 1 = s/s appartiene a S~!1,
che quindi non ¢ proprio.
D’altra parte se S~1I = S71A, allora esiste 1 =i/speri € [ es € S.
Detto altrimenti, esiste ¢t € S tale che

t(s—i)=0 = I>ti=tse S
1

3. L’insieme (i~ (J)) & contenuto in J. Quindi anche il generato deve

essere contenuto.

Viceversa, preso a/s in J, allora a/1 = s - a/s deve ancora appartenere

a J. Quindi i~!(J) contiene a, e a/s appartiene a S~ (J).

4. Innanzitutto osserviamo che se @ ¢ un ideale primo di S™'A, allora
i~1(Q) ¢ un ideale primo, per teoremi generali, e non interseca S in
quanto @) é proprio.

D’altra parte, se P ¢ un ideale primo di A tale che P NS = (), allora

S~1P & proprio. Dobbiamo verificare che sia primo.
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Consideriamo quindi a/s e b/t tali che (ab)/(st) appartenga a S~!1P.

Questo implica che esistano u,v € S, p € P tali che
v(abu — stp) =0 = abvu = pust

Il termine di destra appartiene a P, quindi anche quello di sinistra. Tut-
tavia, vu appartiene a S, che non interseca P. Ergo ab € P, e quindi
a € Pob¢c P. Otteniamo quindi che a/s appartiene a S™'P o b/t
appartiene a ST1P.

Dimostriamo che i ~!(S~! P) coincide con P. Infatti, se a/1 é equivalente

ap/spera€ A, s€ S epe P, allora esiste t € S tale che
tsa=pte P
Ergo, siccome come prima ts non pud appartenere a P, otteniamo che a

appartiene a P.

Viceversa, dal punto precedente sappiamo che S™1i71(Q) = Q.

In generale, abbiamo provato che esiste una surgezione

{IQA|INS=0} »{J<S 1A}
I S7I

Al contrario, invece, ¢ generalmente falso che otteniamo tutti gli ideali di A
applicando i~ ! a ideali di S™!A.
Un tipo di localizzazioni sono le cosiddette "localizzazioni su un ideale

primo". Il senso di questa definizione viene dal prossimo risultato.

Proposizione 4.8.7. Sia A un anello, e P un suo ideale primo. Allora A\ P

é un sistema moltiplicativo.

Dimostrazione. Ovviamente 0 ¢ A\ P. Inoltre, siccome P ¢ proprio, allora
le A\ P.
Infine se r, s non appartengono a P, allora neanche il prodotto ci appartiene

per primalita. ]

Definizione 4.8.8. Definiamo la localizzazione a P come la localizzazione
Ap = (A\ P)*IA.
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Chiudiamo la sezione col trattare il caso dei domini di integrita.

Proposizione 4.8.9. Se A ¢ un dominio, anche S™'A é un dominio, e A —

S~LA ¢ un’immersione.
Dimostrazione. Se imponiamo che a/1 = 0, allora otteniamo a — 0 = 0. t

Nel caso dei domini sussiste il pitt "grande campo che contiene A", cioé il

campo delle frazioni.

Definizione 4.8.10. Dato un dominio A, definiamo il campo delle frazioni
come Q(A) := A).

Teorema 4.8.11. La tripla (A, Q(A),1) soddisfa la sequente proprietd univer-
sale: per ogni altra tripla (A, K, j) tale che

1. K é un campo;
2. j: A— K é iniettiva,

esiste un'unica immersione f: Q(A) — K tale che foi=j.
Inoltre, per ogni altra tripla (A, K, i) che soddisfa la stessa proprietd uni-

versale esiste un unico isomorfismo f: Q(A) — K tale che foi=j.
Dimostrazione. Semplice specializzazione del teorema gia visto. O

Osserviamo che possiamo dare un controesempio all’osservazione preceden-
te. Preso infatti un dominio A, allora il campo delle frazioni contiene solamente
{0} come ideale proprio. Quindi certamente non possiamo ottenere tutti gli

ideali di A via i~!.

4.9 Domini Euclidei e a Ideali Principali

Questa sezione si concentrerd sul concetto di divisibilita. Iniziamo con la

definizione.

Definizione 4.9.1. Dato un anello A, diciamo che a divide b se esiste un

elemento ¢ € A tale che b = ca. Equivalentemente, se (b) C (a).

Definizione 4.9.2. Dato un anello A, due elementi a e a’ si dicono associati

se generano lo stesso ideale.
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Proposizione 4.9.3. Se A ¢ un dominio, allora le sequenti sono equivalenti:
1. a e d sono associati;
2. esiste un invertibile u € A* tale che a = ua’.

In generale invece, la seconda condizione & piu forte.

Dimostrazione. (1. = 2.) Se a = zad' e ' = ya, allora otteniamo a = yzxa.
Questo implica, considerando che A é un dominio, che zy = 1. Ergo x e y
sono invertibili.

(2. = 1.) Se a = ua’ con u € A*, allora possiamo dire che ya = a’, con y

I'inverso di u. O

Definizione 4.9.4. Sia A un arbitrario anello, e z,y due suoi elementi. Di-

ciamo che d é un loro massimo comune divisore, se
1. d divide sia x che y;
2. per ogni c¢ che divide x e y, allora ¢ divide anche d.

Come nel casi gia visti, due massimi comuni divisori sono coniugati.
[lustriamo brevemente come si possa ricondurre la questione di mcd a

questioni di ideali.

Proposizione 4.9.5. Dati z,y, allora un loro med é un generatore di un

elemento minimo di

{(z) QA (z,9) € (2)}

Dimostrazione. Siccome d divide z e y, allora (z,y) & incluso in (z).
Inoltre, se (z,y) ¢ incluso in qualche (c), allora ¢ divide z e y. Quindi ¢
divide d e (d) ¢ incluso in (c). O

Proposizione 4.9.6. Se (z,y) ammettono coefficienti di Bezout a e b tali che

ax + by = d, allora (z,y) = (d).

Dimostrazione. 1 coefficienti di Bezout forniscono esattamente 'inclusione (d) C

(z,9). O

Proposizione 4.9.7. Se ogni ideale della forma (x,y) é principale, allora ogni

ideale finitamente generato é principale.
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Dimostrazione. Sia I = (ay,...,a,), e procediamo per induzione su n.
Per n =1, I ¢ gia principale.
Per n = 2, allora I ricade nella casistica dell’ipotesi.
Per n > 2, innanzitutto sappiamo che (ai,...,an,—1) = (2). Quindi I =

z,an), che quindi é principale. O
(2, an)

Procediamo con la definizione di primi e irriducibili, nella pit vasta gene-

ralita.

Definizione 4.9.8. Un elemento p non nullo e non invertibile é primo se p | zy

implicap |z op|y.

Definizione 4.9.9. Un elemento p non nullo e non invertibile ¢ irriducibile se

I'uguaglianza p = xy implica = invertibile o y invertibile.
Queste definizioni possono essere rilette nel contesto degli ideali.

Proposizione 4.9.10. Sia A un anello. Allora p, non nullo e non invertibile,

¢ primo se e solo se (p) & un ideale primo.

Dimostrazione. Imponiamo zy € (p). Allora p divide zy, quindi, per primalita,

p divide x 0 y. Ergo z € (p) o y € (p). O

Proposizione 4.9.11. Sia A un anello. Allora p, non nullo e non invertibile,

¢ irriducibile se e solo se (p) ¢ un ideale massimale tra gli ideali principali

propri.

Dimostrazione. Supponiamo (p) C (z), con (z) proprio. Allora p = qz. Per ir-

riducibilita, sappiamo che o z ¢ invertibile, impossibile in quanto (z) & proprio,

o ¢ ¢ invertibile. Otteniamo quindi che (p) = (z). O
Proposizione 4.9.12. Se A ¢ un dominio, allora ogni primo é irriducibile.

Dimostrazione. Supponiamo che p sia un primo, e scomponiamolo come p =
xy. Siccome p divide il prodotto, deve dividere uno dei due fattori. Supponia-
mo che p divida z.

Quindi p = xy = puy per un certo u € A. Questo implica, siccome A & un

dominio, che uy = 1. Ergo y & invertibile. O

A questo punto andiamo a considerare delle prime tipologie di domini di

integrita, in cui la divisione si discosta sempre di pit dalla divisione euclidea.
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Domini Euclidei

Definizione 4.9.13. Un dominio A si dice un Dominio Euclideo, se ammette
una funzione d: A\ {0} — N, detta grado, tale che

1. d(z) < d(zy) per ogni z,y € A\ {0};

2. perognix € A, eperogniy € A\{0}, esistono ¢, € A tali che z = qy+r
er=0o0d(r)<d(y).

Esempi di domini euclidei sono Z, dove possiamo prendere d = ||, e K|x]
con K campo, in cui possiamo prendere d = deg.
Enunciamo ora delle proposizioni, che ci mostrano come i Domini Euclidei

siano estremamente “semplici”.

Proposizione 4.9.14. Sia A un Dominio Fuclideo. Allora posso trovare il
massimo comun divisore di ogni coppia (x,y) tramite ’Algoritmo di Fuclide.

Inoltre, lo stesso algoritmo permetto di ricavare i coefficienti di Bezout.
Dimostrazione. Analogo agli interi. O

Quindi sappiamo che ideale finitamente generato € principale. In verita

sappiamo di pili, come mostrano le prossime proposizioni.

Proposizione 4.9.15. Sia A un Dominio Euclideo. Allora ogni ideale ¢
principale, ed ¢é generato da un arbitrario elemento di grado minimo (o I ¢
nullo).

Dimostrazione. Sia I un ideale non nullo. Allora possiamo considerare l'insie-
me {d(a) | a € I} CN. Esso ha un elemento minimo d(zx).

Certamente (x) € incluso in 1.

D’altra parte, preso y € I, possiamo eseguire la divisione euclidea, e porre
y = qz + r. Siccome d(z) & un minimo, allora r =0

Quindi r = 0, z divide y e y appartiene a (). O

Proposizione 4.9.16. Sia A un Dominio Fuclideo. Allora gli elementi di

grado minimo sono esattamente gli elementi invertibil.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, se prendiamo un elemento x

di grado minimo in A, allora (z) = A. Cio¢ z ¢ invertibile.
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Viceversa, supponiamo (z) = A. Allora per ogni y € A sappiamo che esiste
q tale che y = gz. Ergo d(y) coincide con d(gx) > d(x). Quindi d(z) & un

minimo. OJ

Domini a Ideali Principali

Definizione 4.9.17. Un dominio si dice un Dominio a Ideali Principali se

ogni ideale ¢ principale.

Proposizione 4.9.18. Dato un Dominio a Ideali Principali, allora ogni coppia

di numeri ammette un massimo comun divisore e coefficienti di Bezout.

Dimostrazione. Semplice conseguenza del fatto che (z,y) ¢ principale. O

Va osservato, tuttavia, che non esiste un algoritmo che trovi il massimo
comun divisore.

Questa categoria di anelli ammette “pochi” ideali primi. In termini tecnici,
il prossimo risultato di dice infatti che ogni dominio a ideali principali ha

dimensione di Krull 1 (o ¢ nullo).

Proposizione 4.9.19. Dato un Dominio a Ideali Principali, allora ogni ideale

primo non nullo é massimale.

Dimostrazione. Sia P = (p) un ideale primo non nullo. Allora p ¢ primo.
Quindi ¢ irriducibile. Quindi (p) é massimale tra gli ideali principali propri.
Siccome tutti gli ideali sono principali, allora otteniamo che (p) & massimale.

O

A questo punto ci si puo chiedere se esistano Domini a Ideali Principali che

non sono Euclidei. In effetti cid € vero, ma la situazione ¢ molto sottile.

1+\/—19]
2

Proposizione 4.9.20. L’anello Z| non ¢ un Dominio Euclideo, ma é

a Ideali Principali.

La dimostrazione si pud trovare nell’appendice.
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4.10 Domini a Fattorizzazione Unica

Concludiamo con 'ultima categoria di domini che riusciamo a trattare decen-
temente. Innanzitutto dobbiamo definire cosa vuol dire per due fattorizzazioni

essere ‘“uguali”.

Definizione 4.10.1. Due fattorizzazioni py ...pn, = ¢1 ... qx sono considerate
uguali se h = k, e se esiste una permutazione o di {1,...,k} tale che p; ¢

coniugato a pe ;).

In generale fattorizzazioni in primi/irriducibili potrebbero non esistere. Le

fattorizzazioni in primi sono tuttavia particolari.

Proposizione 4.10.2. Sia A un dominio. Se un elemento ammette una

fattorizzazione in primi, allora essa é unica.

Dimostrazione. Supponiamo pi...py = q1...qg. € procediamo per induzione
sul minimo tra A e k.

Se siamo nella situazione p = ¢ ... gn, allora dobbiamo provare che n = 1.
Se per assurdo n > 2, allora dall’irriducibilita di p otteniamo che uno dei g; é
invertibile. Cid non puo essere in quanto ¢; & primo.

Supponiamo ora 1 < h < k. Allora p; divide il prodotto ¢; ... ¢qg. Siccome €&
primo, deve dividere uno dei fattori. Sempre perché A é un dominio, otteniamo
P2...Pp = UG ...qk, dove g1 = upi. Siccome ¢ € irriducibile, e p; € primo,

allora u deve essere invertibile. A questo punto si procede per induzione. [J
Le fattorizzazioni interessanti tuttavia sono quelle in irriducibili.

Definizione 4.10.3. Dato un dominio A, esso € un Dominio a Fattorizzazione
Unica se ogni elemento non nullo e non invertibile si fattorizza in maniera unica

come prodotto di irriducibili.

Proposizione 4.10.4. Dato un Dominio a Fattorizzazione Unica A, allora
ogni coppia di elementi ammette un massimo comune divisore (ma puo non

ammettere coefficienti di Bezout)

Dimostrazione. E sufficiente osservare che possiamo ricavare un massimo co-
mune divisore tramite la regole imparate alla scuola: dati z,y € A, e scritta la
loro fattorizzazione in irriducibili, allora un mcd é dato dal prodotto dei fattori

comunt, ognuno preso col minimo esponente. ]
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I domini in questione in verita hanno una caratterizzazione estremamente

pit utile, che non dimostreremo.

Teorema 4.10.5. I Domini a Fattorizzazione Unica sono equivalentemente

caratterizzati come 1 domini per cui
1. ogni elemento irriducibile é primo;

2. ogni catena ascendente di ideali principali si stabilizza; i.e. per ogni

sequenza (ag) C (a1) C ..., allora definitivamente gli ideali coincidono.

Approssimativamente, la seconda condizione si occupa dell’esistenza di una

fattorizzazione in irriducibili, mentre la prima condizione si occupa dell’unicita.

Proposizione 4.10.6. Se A ¢ un Dominio a Ideale Principali, allora A ¢ a

Fattorizzazione Unica.
Dimostrazione. Usiamo le la caratterizzazione del Teorema 4.10.5.

(1.) Supponiamo che p & un elemento irriducibile. Allora sappiamo che (p) &
massimale tra gli ideali principali propri. Siccome A & a Ideali Principali,

allora (p) ¢ un ideale massimale, quindi primo. Ergo p é primo.

(2.) Consideriamo una catena ascendente (ag) C (aj) C .... Possiamo definire
I :=J(a;); esso & necessariamente principale. Poniamo (z) = I.
A questo punto, sappiamo che z appartiene ad un certo (an,).
Affermiamo che per ogni i > ng vale 'uguaglianza (a;) = (an,).
Certamente conosciamo 'inclusione (a;) 2 (ap,)-

D’altra parte, abbiamo l'inclusione

(@) €T =(2) C (ano) O

Diamo ora invece tre non-esempi.

Esempio. L’anello K[z'/"],>; (che si puod pensare come ottenuto dall’anello
dei polinomi in un numero numerabile di variabili K[z,],>1 dopo che valutiamo
&, nella nuova variabile z'/™). In questo caso abbiamo una catena di ideali

che non stabilizza: (z) C (z/?) C ....
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Esempio. Prendiamo l'insieme degli interi algebrici, definito come
O ={a e C|3f € Z[z] monico t.c. f(a) =0}

Questo risulta essere in effetti un anello. Inoltre, é chiuso per estrazione
di radice: se f(a) = 0 allora g(y/a) = 0 con g(x) = f(2?). Questo implica
che questo anello ha la seguente particolarita: non esistono proprio elementi
irriducibili. Infatti per ogni o € O allora a = /a - /.

Esempio. Consideriamo Z[v/—5] = {a+bv/—5 | a,b € Z}. Allora 2 ¢ irriduci-
bile: se imponiamo 2 = (a+bv/—5)-(c+dy/—5), allora 4 = (a?+5b?)- (c*+5d?)
implica a = £2,¢c =+1,d=b= 0.

Tuttavia 2 non & primo, in quanto 2 divide 6 = (1 + /=5)(1 — /=5), ma
non divide nessuno dei due fattori.

Quindi possiamo aspettarci che esistano fattori in irriducibili non uniche.

E difatti 6 ha le scomposizioni 2 -3 e (1 ++/=5) - (1 — /=5).

L’intera restante parte della sezione sara devota a dimostrare, tramite il

Teorema 4.10.5, la seguente importante risultato.

Teorema 4.10.7. Se A ¢ un Dominio a Fattorizzazione Unica, allora Alz] é

un Dominio a Fattorizzazione Unica.
In generale non possiamo dire di piu.

Proposizione 4.10.8. L’anello Z[x] & un Dominio a Fattorizzazione Unica,

ma non a Ideali Principali.

Dimostrazione. Consideriamo I = (2, ). Siccome 2 e x non ammettono divi-
sori comuni, allora ¢ immediato che med(2, x) = (1). Se (2, z) fosse principale,

allora (2, x) dovrebbe essere generato da 1. Tuttavia, é evidente che ’equazione
1=2-a(x)+x-b(zx)
non é risolubile, in quanto valutata in 0 da 1 =2 - a(0). O

La dimostrazione del Teorema 4.10.7 procedera per diversi passaggi, dove
sostanzialmente verificheremo le ipotesi date dal Teorema 4.10.5.
Per il resto della sezione, A sard un Dominio a Fattorizzazione Unica.

Iniziamo con le fondamentali definizioni di contenuto e polinomio primitivo.
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Definizione 4.10.9. Dato un polinomio f € A[z]\ {0}, definiamo un suo
contenuto come un massimo comune divisore dei suo coefficienti. f & primitivo

se il suo contenuto & invertibile.

Indicheremo con ¢(f) il contenuto di f. Esso ¢ definito a meno di invertibile,
ma questo dettaglio non sard mai un problema.

Inoltre, preso f € Ax], possiamo considerare il polinomio primitivo g tale
che f = ¢(f)g. Indicheremo g via f’. Osserviamo che nel definire g, e nel dire
che esso é primitivo, stiamo pesantemente usando l’esistenza di un massimo
comune divisore.

Successivamente proviamo il cosiddetto “Lemma di Gauss” (o almeno una

delle sue varianti).
Lemma 4.10.10 (Lemma di Gauss). Il contenuto & moltiplicativo.

Dimostrazione. Vogliamo provare che ¢(fg) = ¢(f)e(g) (osserviamo che sicco-
me Afz] ¢ un dominio, allora fg non ¢é nullo). Dividiamo la dimostrazione per

casl.

1. Se f = a ¢& una constante, allora possiamo concludere, in quanto c(ag)

coincide con ac(g), cioé con c(a)c(g).

2. Se f e g sono primitivi, dobbiamo provare che fg €& anch’esso primitivo.

Se cosi non fosse, allora ¢(fg) non sarebbe invertibile. Ergo esisterebbe
un certo irriducibile (quindi primo) p che divide fg. Quindi, dovrebbe
dividere f o g. In ogni caso, p dovrebbe dividere il loro contenuto.

Assurdo.

3. Nel caso generale, sappiamo che
c(f9)(f9) = fg=c(fle()f'd
Se adesso uguagliamo i contenuti otteniamo

c(f9)e((fg)) = c(f)elg)e(f'g)

Ma siccome f’ e ¢’ sono primitivi, lo & anche il loro prodotto. Ergo
c(fy=c(d) =c((fg)) =1 e otteniamo

c(fg) = c(f)e(g) O
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A questo punto possiamo iniziare a legare la divisibilita in A[z] con la
divisibilita in Q(A)[z], con Q(A) il campo delle frazioni di A. Per il resto della

sezione sia K := Q(A).

Proposizione 4.10.11. Se f e g sono polinomi in Alx| tali che f & primitivo

e divide g in K[x], allora lo divide anche in A[x] (con lo stesso quoziente).

Dimostrazione. Sappiamo che g = fh, con h in K[z]. Moltiplicando per un
denominatore comune dei coefficienti di h, possiamo trovare d € A, tale che
dh =: h; appartenga a Alx|. A questo punto otteniamo quindi df = f hy.
Quindi de(g) coincide con ¢(f)c(hy), cioé con c¢(hy) in quanto f & primi-
tivo. Ergo, d divide ¢(h;) (in A). Quindi h, che coincide con hy/d, cioé con
c(h1)h/d, appartiene ad A[z]. O

Proposizione 4.10.12. Se f ¢ un polinomio in Alz|, tale che f = gh, allora
esiste 6 € K* tale che §g e 6~ h appartengono a Alz]

Dimostrazione. Come prima, consideriamo d € A tale che g1 := dg appartiene
a Alz]. In questo caso, f coincide con ¢(g1)g)(d~th). Quindi otteniamo che g},
che ¢ primitivo, divide f in K[x]. Per il risultato precedente, sappiamo che il
quoziente & in Alz]. A questo punto abbiamo concluso, in quanto é sufficiente

porre 0 = d/c(g1), in quanto in questo caso
dg =dg1/c(g1) = dg| € Alx] 6 h = c(g1)h/d € Alx] O
Possiamo ora dimostrare il primo risultato vero il Teorema 4.10.7.

Teorema 4.10.13. [ polinomi irriducibili di Alx] sono tutti e soli i polinoms

f che soddisfano una tra:
1. f appartiene a A, ed é irriducibile in A;
2. deg(f) > 1, é primitivo, ed é irriducibile in K|x].

Dimostrazione. Consideriamo f € A[z], e dividiamo la discussione in base al

grado di f.

(1.) Se deg(f) =0, e f ¢ irriducibile come elemento di A[z], allora lo & come
elemento di A. Infatti, supposto f = gh, allora uno tra g e h appartiene
a (Afz])* = A*.
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D’altra parte supponiamo che f sia irriducibile in A. Allora, se scompo-
niamo f come gh, per questioni di grado g e h appartengono a A (I’anello

¢ un dominio). Quindi uno dei due appartiene a A* = (Alz])*.

Se deg(f) > 1, supponiamo che esso sia irriducibile in A[z]. Innanzitutto,
se scomponiamo f come c¢(f)f’, allora per irriducibilita di f sappiamo che
c(f) € (Alz])* o f’ € (A[z])*. La seconda condizione non pud verificarsi,
in quanto A[z] = A* e f ha grado positivo.

Quindi ¢(f) ¢ un invertibile in A[x], cioé & un invertibile di A. Abbiamo

quindi provato che f & primitivo

Diciamo che f ¢ irriducibile anche in K[z]. Scomponiamo f in K|[z]
come gh. Per la proposizione precedente, sappiamo che possiamo supporre
che g e h appartengano a A[z]. Inoltre questa supposizione non cambia
I'invertibilita (in K[z]) di f e g.

Siccome f ¢ irriducibile in A[z], allora uno tra g e h ¢ invertibile in Afz],

ergo in K[z].

Viceversa, supponiamo che f ¢ primitivo e irriducibile in K[z]. Affermia-
mo che f ¢ irriducibile in A[z].

Fattorizziamo f come gh via polinomi in A[z]. Siccome f & irriducibi-
le in K[z], allora possiamo supporre che g appartenga a (K[z])* = K*.
Quindi g é una costante, ed in particolare é una costante in A. Inoltre,

se calcoliamo i contenuti otteniamo
1 =c(f) = gc(h)

Quindi g appartiene a A*. O

Teorema 4.10.14. Ogni irriducibile in Alz] é primo.

Dimostrazione. Sia f € Alz], vogliamo dimostrare che ¢ primo. Supponiamo

quindi che f divida un prodotto gh. Dividiamo la dimostrazione in base alle

casistiche del teorema precedente.

(1)

Se f é un irriducibile in A, allora é anche primo in A. Quindi la divisibilita
dei contenuti ¢(f) | ¢(g)c(h) implica che f = ¢(f) divide uno tra c(g) e
¢(h). Quindi divide g o h.
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(2.) Se f & un primitivo, irriducibile in K[z], allora sappiamo che f & primo
in K[z]. Infatti, K[z] ¢ un dominio euclideo, quindi in particolare un
Dominio a Fattorizzazione Unica. Come conseguenza, f divide in K|[z]
uno tra g o h. Tuttavia, siccome f & primitivo, per la Proposizione 4.10.11

la divisibilita avviene in A[z]. O

Possiamo procedere con la dimostrazione del secondo criterio del Teore-
ma 4.10.5.

Teorema 4.10.15. Ogni catena ascendente di ideali principali in Alx] stabi-

lizza.

Dimostrazione. Consideriamo una catena (fp) C (f1) C....

Da una parte otteniamo una catena di contenuti discendente --- | ¢(f1) |
¢(fo). Siccome A ¢ a Fattorizzazione Unica, allora c(f;) € associato a ¢(fy,)
per ogni ¢ > ng.

Dall’altra parte, abbiamo anche una catena di divisibilita --- | f | f{.
Infatti da f = gh, otteniamo c(g)c(h)f' = c(f)f' = c(g)e(h)g'h.

Da questa catena di divisibilita otteniamo una catena di naturali deg(f)) >
deg(f]) > ... discendente. Quindi deve necessariamente stabilizzare, cioé
deg(f1) = deg(f1,) per ogni i > mo.

Quindi per ogni i > myg, f; divide f},, e inoltre hanno lo stesso grado.
Quindi f/ = M\f},, per qualche costante A € A. Tuttavia, siccome sia f; che
fmo sono primitivi, A deve essere invertibile. Ergo f e fm, sono in verita
coniugati.

Abbiamo quindi dimostrato che definitivamente le catene {c(fi)}i e {f/}i

sono composte da elementi coniugati. Quindi cido deve anche essere vero per

{fi=c(fi)fi}s O

Dimostrazione del Teorema 4.10.7. E sufficiente unire il Teorema 4.10.5 con i
Teoremi 4.10.14 e 4.10.15. ]

Corollario 4.10.16. Se A ¢é un Dominio a Fattorizzazione Unica, allora

Alxy, ..., x,) lo e
Dimostrazione. Semplice induzione. ]
Anche se A é un campo, non possiamo dire di pit.
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Proposizione 4.10.17. Se K ¢ un campo, K[x1,...,x,| non é mai principale

sen & almeno 2.

Dimostrazione. Supponiamo che 'ideale I := (x1,...,x,) sia principale. Al-
lora dovrebbe essere generato da un polinomio a(xy,...,z,).

Tuttavia, siccome x; appartiene a I, allora dovrebbe sussistere un’ugua-
glianza della forma x1 = ga. Questo implica che deg, (a) = 0 per ogni 7 > 2.
Quindi a ¢ un polinomio nella sola variabile 1.

Allo stesso modo, siccome x5 appartiene a I, otteniamo che a é un elemento
di K[z9]. Ergo, a é una costante. Tuttavia, ¢ immediato che I = (x1,...,xy,)

non contiene costanti. OJ

Il prossimo teorema ¢é una generalizzazione dei Criterio di Eisenstein visto

per gli interi.

Proposizione 4.10.18. Sia A un Dominio a Fattorizzazione Unica, e f =

> anx™ un polinomio e P & un ideale primo di A, tali che
1. a; ¢ P;
2. a; € P per ogni i < n;
3. ap € P\ P2

Allora f & irriducibile in K|z].

Dimostrazione. Supponiamo che f si riduca in K[z] come gh. Grazie alla
Proposizione 4.10.12, possiamo supporre che i fattori appartengano a A|x].

A questo punto, possiamo considerare la riduzione in A/P[z], dove otte-
niamo @,z" = gh. Vogliamo affermare che g = bZ™ e h = ez" ™.

Supponiamo quindi, senza perdita di generalita, che per g cid non valga.
Quindi g puo essere scritto come >, .., b;Z%, con k < m. Analogamente, h
si scrive come >y cic o GTL o

Successivament;,_é sufficiente notare che I'insieme dei vari prodotti {b;7'¢;27 }; ;

/ T _ _
R+ o by G @™

contiene due prodotti che si scrivono in modo unico: by T
(i.e. i prodotti dei monimi di grado massimo e minimo).

Siccome A/P & un dominio, il primo prodotto non pud essere nullo. Inol-
tre, siccome a, # 0, neanche puo esserlo il secondo prodotto. Infine, siccome

k < m, sappiamo che k + k' < n. Quindi il prodotto gh contiene due monomi
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non nulli di grado differente. Questo é un assurdo, in quanto f concide con
Goz".

Abbiamo quindi ottenuto che ¢ e h coincidono con bz™ e h = ez ™
rispettivamente. Tuttavia, otteniamo comunque una contraddizione, in quanto
queste uguaglianze implicano che by e ¢y appartengono a P. Quindi anche

ag = bocy dovrebbe appartenere a P2. Ma le ipotesi lo escludono. ]

Corollario 4.10.19. Se f soddisfa le condizioni del Criterio di Eisenstein ed

¢ primitivo, allora é irriducibile in Alx].

Dimostrazione. Semplice applicazione della classificazione dei polinomi irridu-

cibili. =

4.11 Gl interi di Gauss Z]i]
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Estensioni di Campi
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Costruzioni con Riga e
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263



LdAVdd



CAPITOLO 8

Risolubilita per Radicali

265



LdAVdd



APPENDICE A

Dimostrazioni Postposte

A.1 1l Teorema di Cantor-Bernstein-Schroder

In questa sezione proveremo il seguente teorema, fondamentale nella teoria

degli insiemi:

Teorema A.1.1 (Teorema di Cantor-Bernstein-Schroder). Siano X e Y due
insiemi. Se | X| <|Y| < |X|, allora | X| = |Y].

Dimostrazione. Supponiamo che esistano due funzioni iniettive f: X — Y e
g: Y = X.

Definiamo quindi per induzione i seguenti sottoinsiemi di X:

X\g) n=>0
9(f(Xn-1)) n>0

Xn =

Definiamo inoltre h: X — Y come

T dn:z e X,
vy = [
g l(x) altrimenti

Dobbiamo verificare che h sia ben definita, iniettiva e suriettiva.

1. Se x non appartiene a X,, per ogni n, allora in particolare = ¢ X, =

X\ ¢g(Y). Quindi x appartiene a g(Y'), e possiamo considerare g~ (z).

2. Se h(z) = h(y), ed = e y rientrano nella stessa casistica, allora ovviamente
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Se x € X}, e y non appartiene a nessun X,,, allora potremmo dire che

y=9(g" () = g(h(y)) = g(h(x)) = g(f(x))

Di conseguenza y € g(f(Xg)) = Xgr1. Otteniamo quindi una contrad-

dizione.

3. Siay € Y. Se y appartiene a qualche f(X,), allora y = f(z), con
x € X,. Inoltre, per definizione di h, f(x) = h(z). Quindi y appartiene
alllimmagine di h.

Se, invece, non esiste n per cui y € f(X,,), poniamo x := ¢(y). Vogliamo

dimostrare, per assurdo, che x non appartiene a nessun X,,.

Se x € Xy, allora avremmo che z = g(y) € X \ g(Y). Otteniamo quindi

una contraddizione.

Se x € Xj per qualche k > 0, poniamo k = j 4+ 1. Quindi X} coincide
con g(f(Xj)), e x coincide con g(f(z')) per qualche 2’ € X;. Quindi,
y = g~ !(x) coincide con f(z) € f(X;). Ma anche qui otteniamo una

contraddizione, in quanto y non apparteneva a nessun f(X,).

Abbiamo quindi dimostrato che x non appartiene ad alcun X,,. Ergo,

Yy = g_l(x) coincide con h(x).

A.2 Automorfismi di S,

In questa sezione viene provato questo importante teorema:

Teorema A.2.1. Sen > 3 en # 3, allora gli automorfismi di S, sono tutti
interni, e Aut(Sy) ~ Sp.

Certamente, siccome S,, ha centro banale per n > 3, allora Inn(S,) =~
Sn/Z(Sp) & isomorfo a S,,. Vogliamo capire se esistono automorfismi “ester-
ni”. La dimostrazione non é molto suggestiva, come gia suggerisce il prossimo

lemma.

Lemma A.2.2. Per ogni intero m > 4, (m — 2)(m — 3)/m é strettamente

maggiore di 1. Inoltre per m > 8 allora (m — 2)(m — 3)/m > 15/4.
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Dimostrazione. Imponiamo (m — 2)(m — 3) > m. Questa condizione ¢ equiva-
lente a m? — 6m + 6 > 0. Una semplice verifica indica che questa condizione
é verificata per ogni intero m > 4.

Ancora, se imponiamo (m — 2)(m — 3) > 15/4m, allora si pud ottenere
m > 8. O

Lemma A.2.3. Un automorfismo di S, é interno se e solo se manda traspo-

s1210Mm1 1 Lrasposizionsi.

Dimostrazione. Gli automorfismi interni di .S,, preservano il tipo delle permu-
tazioni. Quindi in particolare mandano trasposizioni in trasposizioni.

D’altra parte, supponiamo che la proprieta sia verificata da una generica
v € Aut(S,).

A questo punto consideriamo le trasposizioni
(12),(12),...,(n—1n) (A.1)

Esse generano S, quindi é sufficiente verificare che ¢ agisce per coniugio su
di esse. Esse hanno la particolarita che ogni trasposizione commuta solo con
le trasposizioni vicine. Questa proprieta deve essere preservata da ¢.

Quindi ¢(12) = (ab) e ¢(23) = (cd), con b = c. Inoltre, ¢(34) non pud
commutare con (bc) ma con (ab). Quindi ¢(34) = (ce), con e una nuova
lettera. Andando avanti otteniamo che € possibile definire una permutazione
o€ Sy come o(l) =a, 0(2) =b, 0(3) = e etc.

Per costruzione, ¢ concorda con il coniugio per o sulle trasposizioni (A.1).

O

Dimostrazione del Teorema A.2.1. Sia ¢ un automorfismo di S,,. Esso per-
muta le classi di coniugio, e preserva anche gli ordini degli elementi. Come
conseguenza, sappiamo che I'applicazione di ¢ a 5, implica una permutazione

delle classi di coniugio
{Tkhr<ks(nga) = {Cn hr<ks /2]
dove 7% sono gli unici elementi di .S, di ordine 2, cioé scomponibili in cicli come
T = (a1 b1) (a2 be) ... (ag br)

Se n = 3, abbiamo gia concluso. Infatti & puo solo essere 1. Quindi ¢

manda necessariamente trasposizioni in trasposizioni.
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Supponiamo quindi che n > 3. Mostreremo che |T7| # |Tk| per ogni k # 1,
n > 3 en # 6. Questo implichera che per tali n, ¢(71) non puo coincidere con
Ty se non per k = 1. Cioé, ¢ deve mandare trasposizioni in trasposizioni. A
questo punto potremmo concludere col lemma precedente.

Analizziamo quindi |Tj| (per k£ > 1). Esso & dato dalla formula seguente:

=m0 )

Essa deriva dal scegliere successivamente gli elementi per le k trasposizioni.
Inoltre, possiamo permutare le k trasposizioni ed ottenere la stessa permuta-
zione.

A questo punto, notiamo che la precedente espressione si puo riscrivere

_(n\(n—=2)(n—=3)(n—4)(n—-5) (n—2k+2)(n—2k+1)

1Tl = (2) 2k 2%k —2 4
_‘T‘(n—Q)(n—3)(n—4)(n—5) (n—2k+2)(n—2k+1)
- 2k 2% -2 4

Una generica frazione nel prodotto precedente é data da

(n—2—-h)(n—3—nh)
2k —h

(A.2)

con 0 < h < 2k — 4. Essa si puo minorare da

(n—2—=h)(n—3—h) - (n—h—-2)(n—h-3)
2k —h - n—nh

Dalle condizioni su h sappiamo che n — 4 > 2k — h > 4. Quindi, dal Lem-
ma A.2.2, sappiamo che la frazione (A.2) ¢ strettamente maggiore di 1 tranne
eventualmente nell’ultima frazione.

Essa infatti non € maggiore di 1 se n — 2k 4+ 4 = 4, cioé se n = 2k. In tal
caso (A.2) vale 1/2.

Se n = 4, allora le possibilita sono solamente & = 2. In tal caso, |Th| =

’T1’/2 < ’Tl‘
Se n = 2k > 8, sempre per il Lemma A.2.2 sappiamo che la prima frazione
vale almeno 15/4. Quindi otteniamo che |Ty| > 15/8|T1| > |T1]. O

Osserviamo che |T] coincide effettivamente con |T3| per n = 6. Quindi
Se potrebbe avere automorfismi non interi. Ogni tale isomorfismo deve scam-

biare T con T3. In particolare, il prodotto di due automorfismi esterno ¢ per
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forza interno. Questo ci dice che Aut(Sg)/Inn(Sg) & al pit Z/2Z. In effetti ¢

un’uguaglianza.

Teorema A.2.4. Aut(Sg)/Inn(Ss) ~ Z/27Z.

A.3 Teorema di Wedderburn

In questa sezione viene dimostrato il teorema di Wedderburn, che riportiamo.
La prima meta della dimostrazione ricalca I’idea originale di Wedderburn. La
seconda parte, che usa i polinomi ciclotomici, é stata presentata per la prima

volta in [1].

Teorema A.3.1 (di Wedderburn). Un corpo finito é necessariamente un cam-

po.

Ricordiamo che un corpo ¢é un anello anche non commutativo, con identita,
in cui ogni elemento non nullo ammette un inverso.
Svolgiamo un po’ di lavoro preparativo.

Sia K un corpo finito. Definiamo il centro di K come
Z={rxeK|zz=xz2Vze K}

Esso coincide con {0} U Zy,, con Zg, il centro del gruppo moltiplicativo K* =

Inoltre, per definizione, Z é un campo. Siccome K ¢é finito, lo é anche Z.
Quindi Z ¢ isomorfo F; = Fps. Inoltre, K ¢ un Z-spazio vettoriale. Quindi
K| =q".

A questo punto, per ogni a € K definiamo il centralizzatore di a come
Z(a)={x € K | ax = za}

Come prima, se a # 0, esso coincide con {0} U Zy.(a). Inoltre, vale il con-
tenimento Z C Z(a). Inoltre, anche quest’ultimo & un Z-spazio vettoriale.

Poniamo quindi |Z(a)| = ¢*@.
Lemma A.3.2. n(a) divide n.

Dimostrazione. E sufficiente osservare che Zy.(a) ¢ un sottogruppo di Zg,.
Quindi abbiamo una divisibilita delle cardinalita, cioé sappiamo che |Zy,(a)| =
¢"@ — 1 divide |Zgr] = ¢" — 1. A questo punto concludiamo tramite la

Proposizione 77. O
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A questo punto possiamo applicare la Formula delle Classi a K*:

K¥|
=12l 2 )
K\ Zgr ' 9
cioé .
qt —1
qn_]_:q—].+ Z m (AB)
K*\Zgyr

Ora che abbiamo svolto i lavori preparatori, possiamo procedere. La dimo-
strazione usera i polinomi ciclotomici. Denoteremo con ® il d-esimo polinomio

ciclotomico su Q.

Lemma A.3.3. Se d ¢ un divisore proprio di n, allora ®,, divide su Z[X] il
rapporto (X" —1)/(X? —1).

Dimostrazione. Innanzitutto sappiamo che

X" —1=]]2uX)

dn
Ergo,
-1
Xm—1
Xd_1 = H‘I’k(X) ) H‘I)h(X) = H‘I)k(X)
k|n h|d kln
ktd
L’ultima produttoria appartiene a Z[X], e contiene ®,,. ]

Dimostrazione del Teorema di Wedderburn. Supponiamo che K non é commu-
tativo, cioé che Z # K. Questo implica che ’equazione (A.3) si verifica per
qualche n > 1. Vogliamo ottenere una contraddizione.

Per ogni a € K* \ Zg,, esso ¢ un divisore proprio di n(a). Quindi ®,(X)
divide su Z[X] il rapporto (X" — 1)/(X™® — 1); allora ®,,(q) divide su Z il
rapporto (¢" — 1)/(¢™® — 1). Inoltre, questo implica che divide su Z anche
q" — 1.

D’altra parte, posto ®,(q) = H(n,k):l(q — ¢F), allora per ogni k nella

produttoria possiamo osservare che

Iq—dﬂ:\/(q—008<2l:l7r>)2+<sin<2]:r>>2> (q—1)2=q—-1>1

Come conseguenza, otteniamo che se n 7 1 allora |y, (q)| =[] n):1|q—C5|

¢é strettamente maggiore di ¢ — 1.
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A questo punto possiamo concludere. Infatti, se esistesse un a € K*\ Z,,
allora n > 1. Ergo |®,(¢)| > ¢ — 1. Quindi non puo esserci una divisibilita tra
interi ®,,(q) | ¢ — 1.

D’altra parte, ®,,(¢) divide sia la sommatoria, che il termine a sinistra, nell’e-

quazione (A.3). Otteniamo quindi I’assurdo voluto. O

A.4 Dominio a Ideali Principali non Euclideo

In questa viene riportata la dimostrazione presente in [2].
Sia w := (14 +/—19)/2. Vogliamo provare che Zjw] = {a +bw | a,b € Z} ¢
Euclideo, ma non ¢ a Ideali Principali.

Su questo anello é presente una norma, data dal coniugio complesso:
la| := |||z = a® + ab + 19b*
Osserviamo che questa norma é sempre un numero naturale.
Lemma A.4.1. Sia o € Z|w]. Allora le sequenti affermazioni sono equivalenti:
1. a=41;
2. |a| & un'unita in Zw];
3. ol =1.

Dimostrazione. (1. = 2.) Immediato.

(2. = 3.) Se af = 1, allora 1 = |«||8|. Siccome la norma ¢ naturale,
otteniamo |o| = 1.

(3. = 1.) Posto a = a + bw, allora 1 = a? + ab + 19b?>. A questo punto

osserviamo che
1=a?+ab+19V* = (a+ b/2)* + 19b? /4.

Siccome 19/4 > 4 e a,b sono interi, allora b = 0 e conseguentemente a =
+1. O

A questo punto dobbiamo trovare degli speciali irriducibili. Essi sono 42
e £3.

Lemma A.4.2. 2 e 43 sono wrriducibili.
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Dimostrazione. Siccome 41 sono unita, é sufficiente dimostrare I'irriducibilita
di 2 e3.

Se 2 = af, allora passando alle norme otteniamo 4 = |a||f|. Siccome le
norme sono dei numeri naturali, allora sappiamo che le uniche possibilita per
(lal, 18]) sono (2,2), (1,4) e (4,1).

Se siamo nel primo o terzo caso, allora per il Lemma A.4.1 « 0 8 sono invertibili.

Altrimenti, siamo nella situazione in cui
2 = |a| = (a+b/2)* + 196%/4

Come nel caso di +£1, b é forzato ad essere nullo. Quindi a?> = 2, che da la
contraddizione voluta.

Il caso 3 = aff ¢ completamente analogo. O
Teorema A.4.3. L’anello Z|w] non é un Dominio Euclideo.

Dimostrazione. Supponiamo che Z[w] sia un Dominio Euclideo. Allora dovreb-
be esistere una norma D, che soddisfa le proprieta della Definizione 4.9.13.
Consideriamo m € Z[w] non nullo e non invertibile, tale che D(m) sia mini-
mo (ovviamente Z[w] non ¢ un campo). Vogliamo affermare che m appartiene
a {+2, +3}.
Poniamo 2 = gm + r. Siccome r = 0, o D(r) < D(m), sappiamo che r ¢

nullo o & un unita.

1. Se r = 0, allora m divide 2. Siccome quest’ultimo ¢ irriducibile e siccome
m non ¢ unita, allora 2/m deve essere £1 (ricordiamo che quest ultime

sono le uniche unita di Z[w]). Quindi m & +2.

2. Se r = —1, allora gm = 2 — r = 3. Quindi m divide 3. Come nel punto

precedente, in questo caso otteniamo che m = +3.

3. Ser =1, allora m divide 1. Cioé m dovrebbe essere un’unita. Ma questo

non é possibile.

A questo punto, procediamo con una ulteriore divisione euclidea: w =

¢'m +r'. Come per r, r’ puo solo essere 0 o £1.

1. Se ' = 0, allora m dovrebbe dividere w in Z[w]. Ma il rapporto (com-
plesso) w/m appartiene a {+w/2, +w/3}. Ma nessuno di questi elementi

appartiene a Z[w].
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2. Ser’ =1, allora un elemento di Z[w| dovrebbe essere trovato in {£(—1+

w)/2,+(—14 w)/3}. Ma neanche questo insieme non interseca Z|w].

3. Infine, se v’ = —1, allora I’elemento in Z[w] dovrebbe poter essere trovato
in {£(1+w)/2,£(1 4+w)/3}. Anche qua abbiamo un intersezione vuota
con Zlw].

Teorema A.4.4. L’anello Z[w] é un Dominio a Ideali Principali.

Dimostrazione. Consideriamo un ideale I non nullo, e consideriamo § di norma
minore tra gli elementi di 7 \ {0}. Affermiamo che I = ().

Consideriamo un certo o € I, e consideriamo «/f € C.

Sappiamo che la parte immaginaria Im(w) ¢ v/19/2. Ergo, possiamo con-

siderare un intero m tale che

ﬁ

_%Tl*g < Im(a/B + mw) < Y12
Analizziamo adesso differenti casi.

1. Supponiamo che la parte immaginaria di a/f 4+ mw sia strettamente
compresa tra —/3/2 e v/3/2.

In questo caso, consideriamo un intero n tale che la parte reale di /3 +
mw + n soddisfi
—1 <Re(a/B+mw+n) <1

Inoltre, siccome la parte immaginaria é rimasta invariata, vale anche

—¥3 < Im(a/B + mw +n) < §

Quindi, abbiamo ottenuto la seguente disuguaglianza:
/B +mw +n| < (1/2)* + (V3/2)* = 1

Inoltre,
a+ (mw +n)B| = |a/B + mw +n||B] < |B]

Tuttavia, a + (mw + n)S ¢ un elemento di I. Quindi, la disuguaglianza
precedente implica che sia nullo. Ergo « coincide con —(mw + n)w, che

appartiene a ().
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2. Supponiamo invece che

—@ <Im(a/f + mw) < i
oppure
B < Tm(a/+mw) < Y2
Nel primo caso, poniamo o' := —a — mwf3.

Nel secondo caso, invece, sia o/ := o + mwp.
In entrambi i casi otteniamo un elemento di 1.

Osserviamo che comunque o’ sia definito, sicuramente

B < Im(o//B) < 42
A questo punto, come gia fatto, consideriamo n € Z tale che
—%2 <Re(//B+n)< i

Definiamo quindi o := o/+nf € I. Siccome '/ coincide con o/ /f+n,

allora sappiamo che

ININA
%‘a pol—

Re(a”/B)
Im(a”/p)

‘S N[
IN A

Spostiamo ora lattenzione su . In tal senso, consideriamo 2o /f—w €

C. Sappiamo che

—5 <Re(¥F -w) <y
— P <3P <Im(% - w) <0

(per non usare una calcolatrice possiamo usare che v/19 < v/27 = 3v/3).

A questo punto possiamo procedere per due sub-casi. Otterremo una

contraddizione in entrambi.

a) Supponiamo che
—1< Re(— —w) <3

In questo caso, |2/ — w| & strettamente minore di (1/2)?

(—v/3/2)? = 1. Quindi,
20" — wpB| = [2a" /B — w||B] < |B]
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Quindi, per la scelta fatta a § all’inizio del teorema, sappiamo che
20" —wf & nullo. Questo implica che wf/2 coincide con o, e quindi

appartiene a I.

A questo punto, osserviamo che
1p=58-28=w% —28¢I
Ma qui troviamo una contraddizione, in quanto |3/2| < |f|.

Supponiamo invece che

-3 < Re(zgu —w) < —

N[ —

In questo sub-caso, consideriamo 2o’ /3 —w +1 € C. Chiaramente,

—3 <Re(Z -—w+1) <

[N

~ <Im(% —w+1) <0

Quindi, con lo stesso ragionamento del sotto-caso precedente, otte-
niamo che 20" — wf 4+ B & nullo. Quindi (w — 1)5/2 coincide con
o, e appartiene a I.

Come prima, dal fatto che (w —1)(w — 1) = 5, otteniamo che 3/2

appartiene a I. Da qui otteniamo una contraddizione.
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