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1 Formulario

1.1 Coordinate polari
In coordinate polari si ha che per ogni versore i vale i =& x i, dove
@ =02 (F.1)
Derivando ’equazione 7 = r# rispetto al tempo, ottengo quindi
T=7=7r7+r00 (F.2)
Derivando una seconda volta ottengo invece:

i=0=(F—r0®)f+ (270 + rh)0 (F.3)

1.2 Coordinate sferiche
Ponendosi in un sistema di coordinate sferiche, vale i=adxi per ogni versore ¢, dove
& =0p+ 3 (F.4)

Quindi derivando ’equazione 7 = 77, ottengo

T =7 =7+ 700 + rpsin6p (F.5)
E derivando nuovamente rispetto al tempo ho che:

a=0= (7"—7“92 —rngSiHZO) 7+
+ (ré + 270 — 1% sin 0 cos 0) 0+ (F.6)

+ (27"gb sin @ + 210 cos  + rg sin 9) %)

1.3 Moto in campo centrale

Consideriamo un campo di forze centrali descritto da F= f(r)7. Innanzitutto abbiamo che tale campo & un campo
conservativo, in quanto ammette un potenziale della formas:

U(r) = —/rOO f(r)dr

Inoltre in un campo di forze centrali si conserva il momento angolare, poiche il momento delle forze & uguale a 0,
e in particolare vale, grazie alle eq. (F.2):
L =mrx§=mr?0z
Il caso di un corpo in un campo di forze centrale si puo sempre ricondurre ad un modo unidimensionale in 7,
secondo la formula:

1
E= 5m1'"2 + Uesys(7) (F.7)

dove il potenziale efficace Ucrs ¢ definito come:

L2
Ueff(T) = U(’I") + 2mr2

Mi concentro in particolare sul campo gravitazionale generato da un corpo di massa M, che e proprio un campo
centrale caratterizzato dalla forza:

(F.8)

F=-— G]‘me
r
e che genera quindi il potenziale:
GM
Ur) = ——2
r

Si dimostra che 'orbita che descrive un corpo in tale campo centrale ¢ ellittica se I'energia di tale corpo e
minore di 0, parabolica se la sua energia e uguale a 0 e iperbolica se invece ha energia maggiore di 0. In particolare
se lorbita ¢ ellittica di semiasse maggiore a, il corpo ha energia:

GMm
2a

E=—

(F.9)



e il periodo dell’orbita e:

2T 3
T = a? F.10
e (F.10)
Vale inoltre il teorema del viriale, che afferma che in un moto limitato si ha:
1
< K >= —§<U> (F.11)
dove < K > ¢ ’energia cinetica media del corpo in moto e < U > & la sua energia potenziale media.
Si trova che la velocita a cui si muove un corpo in orbita circolare, a distanza r dal centro, é:
GM
v? = —— (F.12)
r
mentre invece la velocita di fuga (ottenibile usando egs. (F.11) e (F.12)) & (sempre a distanza r):
2GM
’1]2 = (FlS)

r

1.4 Sistemi di riferimento non inerziali

Sia K un sistema di riferimento non inerziale di centro O, rispetto ad un sistema di riferimento inerziale K7 di
centro O. Poiche sabbiamo che I'equazione di Newton F = md vale solo in sistemi di riferimento inerziali, vogliamo
scoprire cosa si puo dire del rapporto fra la forza che agisce su un corpo e la sua accelerazione rispetto al sistema
K.

Cal@am(ﬂlanzitutto la relazione fra le accelerazioni nei due sistemi di riferimento_.?oich‘e vale la relazione
OP = OO’ + O'P per un qualsiasi punto P, derivando rispetto al tempo e chiamando O'P = 7, ottengo:

, 0
— T 4G XT (F.14)

ot

— 5

dove vy, (velocita di trascinamento) & la velocita di O’ rispetto ad O e v} ¢ la velocita relativa a K di P.
Derivando nuovamente ottengo invece:

5:17:17;+v7+(wxf+@x~)

- — —

+ (@ +BXU)+EXT+[@ X vh+& x (& x 7)) (F.15)

I
1

= — —

Qmp + o + 268 X U + & F+dx (3 x7)

dove analogamente a prima anr (accelerazione di trascinamento) & Paccelerazione di O’ rispetto a O e ar &
l’accelerazione relativa a K di P.
Quindi dall’equazione di Newton ottengo:

F=mi=m a;+a7+2wxv:+wxf+wx(wxm}

= mad, + mag + 2md X v + md X 7+ md x (& x 7)

I termini sottolineati sono forze apparenti; in particolare 2md x v,. & chiamata forza di Coriolis, mentre md x (& X 1)
e la forza centrifuga.
In un sistema non inerziale si puo quindi riscrivere I’equazione di Newton come:

ma,. =F.=F —mag —m |28 X 0. + & X F+ @& X (& x 7) (F.16)
1.5 Problema dei 2 corpi

Sono dati 2 corpi di masse m1,msy che interagiscono attraverso una forza che dipende solo dalla distanza ﬁ(F)

Detta p = ™2 ]a massa ridotta, vale I'equazione:
m1+ma ’

F(F) = pr (F.17)

=



Detta 772} la posizione del centro di massa del sistema, vale la seguente espressione per ’energia cinetica:
K= %(m1 Fma)Fd %m%ﬂ (F.18)
e questa e la formula per il momento angolare:
L= (mq +ma)id X 76 + pi x 7 (F.19)

Quindi nel complesso un sistema con 2 corpi si puo disaccoppiare completamente nel moto del centro di massa
e nel moto relativo tra le 2 masse.

1.6 Urti

I problemi di urto in generale riguardano due particelle di massa m; e msy e velocita iniziali 71 e U3 e sono
caratterizzati da:

e interazione di corto raggio
e terzo principio di Newton — la quantita di moto totale si conserva

e conservazione dell’energia meccanica (oppure supponiamo di conoscere la differenza AFE di energia)

- —
Vogliamo trovare v1’ e vo’, le velocita dopo 'urto. Scomponiamo il problema nel moto del centro di massa e
e ; T = _ _ mimg — mitme® B Ay — T
nel moto relativo: poniamo =wvy —v{, M = my +mg, p="472 Vo = rme = MVy, ? =uv e
abbiamo che
P2 pQ

E=—+—
2M+2u

(F.20)
Poiche AE=0e ? & costante, anche p & costante, e I'unica cosa che puo cambiare dopo 1'urto & la sua direzione.
Dunque per risolvere completamente il problema & necessario anche conoscere ’angolo 6 formato da ? con 17

Sia vy il versore diretto lungo p’. Le velocita della massa m; prima e dopo l'urto, calcolate rispetto al centro di

massa, sono
N mo >, mo
V1) = ——V0 v = ——V F.21

Nel sistema di riferimento del laboratorio, dunque, le velocita delle particelle dopo I'urto saranno

— — — —
v = f%mff + Vo ve' = %Mff + Vo (F.22)

H
Osservo infine che, se |Vg| > |1ﬂ5\ ci sono dei limiti sull’angolo di deflessione della prima particella; in particolare

il massimo angolo di deflessione & 0,4, = arctan 1{}3.

1.7 Problemi con massa variabile

Si tratta di problemi in cui la massa cambia nel tempo, ad esempio un razzo che espelle carburante oppure una
goccia di pioggia che cade nel vapore e man mano aumenta la sua dimensione. Per risolverli, considero che al
tempo t avrd: massa = m, velocita = ¥ e al tempo ¢t + dt avrd una massa m + dm che si muove a velocita v+ dv/
e una massa — dm che si muove a velocita '+ ¥y, dove ¥, € la velocita della massa espulsa/acquisita rispetto al
corpo che sto considerando. Poiche so che dP = ﬁest dt, ho che

(m+ dm) - (T + d0) — dm (T + Tpet) — mT = Fogy dt

da cui ottengo ’equazione generale per risolvere un problema con massa variabile:

m AT+ dm@ = dm (T + Tyet) + Fosr dt (F.23)
0, equivalentemente,
d _ dm , _ =
amv = E ( -+ UTGZ) + Fest (F24)



1.8 Tensore d’inerzia

Usero la notazione di Einstein per le sommatorie contratte. Sia O un punto fisso rispetto al corpo rigido e , 9, 2

degli assi centrati in O fissi rispetto al corpo rigido. Inoltre « sara un indice che si muovera sui punti del corpo

rigido e my, 14 SONO massa e posizione rispetto al punto O del punto «. Invece gli indici 4, j varieranno su x,y, z.
Il tensore d’inerzia di un corpo rigido & un tensore a due indici definito come segue:

Ly =Y ma(0i75 — Taita;) (F.25)

[

Fissato ora un riferimento inerziale, sia ¥p la velocita di O in tale sistema. Trovo la relazione fra il momento
angolare calcolato rispetto ad O nel sistema di riferimento inerziale e il tensore d’inerzia di un corpo sotto l'ipotesi
che valga

TQ X Vo =0 (F.26)

dove 7 ¢ il vettore che congiunge 6, Q dove Q ¢ il baricentro del corpo.
Utilizzando la definizione di momento angolare e la eq. (F.26), ottengo:

=

L:mﬁﬂ%ﬁ+%)mm@xﬁ+mmﬂﬁyﬂwﬂx@xﬂHm%x%zmAﬁaﬁuﬁﬁn

dove ho usato ho usato una nota identita coi prodotti vettoriali nell’'ultima identita. Ora considero la componente
i-esima dell’identita vettoriale trovata e ottengo:

Li = mq (8ijw;Te — TaijTa;) = wWjMa (6ij7a = Tailaj)
da cui, sfruttando la eq. (F.25), ottengo proprio la relazione cercata:
L; = Iw; (F.27)
Ora pongo O nel centro di massa del corpo rigido. Ne ricavo che vale anche che I'energia cinetica rispetto al

centro di massa si puo calcolare come:

1
K = §Iijwiwj (FQS)

Infine & importante notare che, per il teorema spettrale, esistono 3 versori ortogonali, detti assi principali del

corpo, tali che calcolando I rispetto a loro ottengo che I;; = 0 se i # j.

1.9 Oscillazioni a piu gradi di liberta

Dato un sistema a piu gradi di liberta considero il vettore di coordinate generalizzate:
Z=(x1,...,2Tn)
e assumo di riuscire a scrivere 1’energia come:
E:T@ﬂ+U@) (F.29)

dove T, U sono ovviamente rispettivamente energia cinetica e potenziale.

Sia ¥y un punto di minimo del potenziale.

Per ipotesi di regolarita (tutte da decidere...) si riesce a ricavare che, considerando per comoditd ¢ = & — &y, sia
T che U sono (in approssimazione al second’ordine centrato in &) delle forme quadratiche. Allora, semplicemente
scrivendo quanto appena detto in forma matriciale, esistono delle matrici, che chiamero K, M per analogia col caso
unidimensionale, tali che valgono:

1. .
T= -y My
2
1
U=-§"Ky

5 Ky

dove inoltre scelgo K, M simmetriche (posso sceglierle simmetriche). Inoltre ancora per strani motivi K, M
risultano rispettivamente semidefinita e definita positiva.
Sostituendo quest’ultime nella formula dell’energia eq. (F.29) ricavo:

1op o1
E:§4W@+§ng (F.30)



Da questa, sempre con qualche passaggio pindarico misterioso, si arriva alla differenziale lineare omogenea:
My =—Kj (F.31)

e ora, basta mostrare 2n soluzioni indipendenti e dai teoremi di esistenza ed unicita discendera che lo spazio delle
soluzioni ¢ formato da combinazioni lineari di queste soluzioni.
Cerco soluzioni della forma 7 = Ae'?, e sostituendo ottengo che deve valere:

(K —w?M)A=0 < M 'KA=uw?A

quindi devo avere A autovettore relativo all’autovalore w? di M 1K , ma quest’ultima matrice risulta essere diago-
nalizzabile e con autovalori positivi poiche le altre due sono simmetriche e positive. Di conseguenza ho la certezza
di trovare un numero di autovettori A sufficiente.

Per trovare gli autovalori w? e gli autovettori mi basta imporre le seguenti due condizioni:

det(K —w?M) =0 (F.32)
A € ker(K — w?M) (F.33)

e per ogni coppia w?, A che si trova, & soluzione sia quella in cui w > 0 sia quella per cui w < 0.
Siano quindi w;, 4; le m soluzioni con w; > 0. La soluzione generale della differenziale risultera essere
(proiettando le soluzioni sull’asse reale):

¥= Z A, ()\:r cosw;t + A, sinwit) (F.34)
i=1

1.10 Lagrangiana

Si consideri un sistema fisico, dipendente dalle coordinate generalizzate g, per cui sia possibile scrivere ’energia
cinetica K(q,q) e Uenergia potenziale V' (¢). Si chiama Lagrangiana del sistema la quantita:

L(q,9) = K(g,9) = V(q) (F.35)

cioe si assume implicitamente che il potenziale non dipende dalla velocita (cioé l'energia si mantiene) e che nulla
dipende dal tempo. Queste assunzioni sono credibili quando non ci sono forze esterne agenti in modo periodico e
le forze sono conservative.

Consideriamo innanzitutto un sistema inerziale di coordinate cartesiane x = (x1,22,...,%,), nel quale la
Lagrangiana & quindi della forma:

L(x,i) = K(x,2) — V(z) = %mZa’c? — V(x)

In questo caso posso applicare I'equazione di Newton e ho quindi che

., o0V d . oV
mii;, + — =0=—= —mz; + — = 0=

d dgmai 6V déL oL

0 Bt e
~ dtox,  om

Voglio ora dimostrare che quest’ultima equazione trovata vale indipendentemente dal sistema di coordinate
scelto. Cioe che, dette g; le singole componenti di un qualunque sistema di coordinate generalizzate ¢, vale
analogamente al caso inerziale:

d oL oL
dt 6¢; 6
dove queste ultime si dicono equazioni di Eulero-Lagrange.

Supponiamo quindi di scrivere le componenti di z in funzione delle m componenti della coordinata generalizzata

(F.36)

q, cioe z; = x;(q1, 92, - - ., ¢m). Innanzitutto per le regole di derivazione di una composta ho che:
. ow; .
T; = qr F.37
i ; 5o (F.37)

da cui ottengo inoltre che

Sd  Oqi

(F.38)



Utilizzando nuovamente 1’equazione di Newton per il sistema inerziale x, ottengo che:
1% 51‘,’
mi; —
5:rZ Z “5q; Z 0z; 6q;

Calcolo ora separatamente i due termini dell’ultima equazione. A secondo membro, per la regola di derivazione di
una funzione composta, ho:

mx, =

oV éx; OV
Yoo AL (F.39)
(Sl‘i 5q]' 5Qj
dove, nel secondo termine dell’equazione, V' & vista come una funzione dei g;.
Al primo membro, invece, utilizzando egs. (F.37) e (F.38) ho che:
Zm% - = Z at (mw(sq]) g (5%) - Z at (mm 5q'j) T2 g ™
(F.40)

04, ! dg; 0, 0g;

Z §ima? 0d; 3 d (ogmi7\  osmi;  d 6T 6T
AT R AN 17 " dteq; g
Eguagliando infine eq. (F.39) e eq. (F.40), ottengo:

Ao o oV doL oL
dt (5q] (qu' N 5qj dt 6ql 6qi B

che e proprio quello che volevo ottenere.

E quindi importante notare che le Lagrangiane ci danno le equazioni del moto indipendentemente dalle coordi-
nate usate (ammessa una certa regolarita di queste) e questo le rende pin versatili di F = ma che invece si poteva
applicare solo nei casi di coordinate cartesiane.

Inoltre dalle equazioni di Eulero-Lagrange si possono sempre ricavare le leggi di conservazione del sistema. Ad
esempio il solo fatto che la Lagrangiana non dipende esplicitamente dal tempo implica la Conservazione dell’energia

Se il potenziale non dipende dalla coordinata g; & ovvio ricavare da eq. (F.36) che la quantlta — si conserva
(tale quantita & chiamata quantita di moto generalizzata).

In generale vale il Teorema di Noether, che afferma che per ogni simmetria della Lagrangiana si ha una relativa
quantita conservata. Per simmetria si intende che se le coordinate vengono cambiate di una quantita piccola, la
Lagrangiana rimane costante al prim’ordine in questo cambiamento.

Appunto col formalismo Lagrangiano si riescono a dimostrare agevolmente i risultati enunciati nella sezione
precedente section 1.9, poiche discendono quasi banalmente dalle equazioni di Eulero-Lagrange.

10



2 Nome del problema

2.1 Testo

Testo del problema
Lorem Ipsum e cosi via finche la capra canta la capra suona anche.
Fine Testo del problema.

2.2 Soluzione

Soluzione del problema.
Un po’ di boiate a parole, poi qualche formuletta:

n*n!
P(z) = lim 2+ 1) (z+n—1)(z+n)

i 7i Z ino:
Poi un’equazione senza numerino
a=b=>b=c=1=0

E poi, tutto soddifatto, richiamo la eq. (2.2.1).
Fine Soluzione del problema.

2.3 Soluzione 2

Questa ¢ la seconda soluzione del problema...

1424+ 4+n=

2.4 Soluzione 3

E per esagerare questa ¢ la terza.

11

(2.2.1)

(2.3.2)



3 Palla che rotola

3.1 Testo

Un cilindro di massa m, raggio r si muove in puro rotolamento su un piano inclinato ad un angolo a sotto 'effetto
della forza di gravita.

Assumendo che Dattrito statico sia sufficiente a mantenere il cilindro in rotolamento, e che il cilindro sia
inizialmente fermo, determinare 1’equazione del moto.

3.2 Soluzione

Siano v la velocita del centro di massa del cilindro, w la sua velocita angolare, h la distanza verticale che ha
percorso, I il suo momento di inerzia.
Vale la conservazione dell’energia poiche ’attrito non compie lavoro, percio risulta:

1 1
0= —mgh + §mv2 + Efwz (3.2.1)

Poiche inizialmente il cilindro e fermo.
Poiche il cilindro rotola di puro rotolamento risulta:

wr=v (3.2.2)
Inoltre per i cilindri ¢ nota la formula:
mr?

Infine, chiamando x la distanza percorsa sul piano inclinato, per ovvie questioni di trigonometria, risulta:
rsina =h (3.2.4)

Sostituendo egs. da (3.2.2) a (3.2.4) in eq. (3.2.1) ottengo (sostituendo v = &):

1 1 mr? 2 1 1 [4gsi
0:—mgxsina+§mv2+§% (;) = z(gsina) = v? (2—1—4):3&:1"1 gs;noz (3.2.5)

Quest’ultima equazione e una differenziale standard che si risolve portando tutto dalla stessa parte e poi integrando

[N

in dt:
[4gsin o to [4gsina o dx sin av
eq. (3.2.5) = tg g = / g dt = / — = 2xg = x9 = g t2
3 0 3 0 w2 3
Ho cosi ottenuto ’equazione del moto z = £ Sg‘o‘tz, che mostra come il moto del cilindro su un piano inclinato

sia, come prevedibile, un moto rettilineo accelerato.

3.3 Soluzione 2

Questa ¢ la seconda soluzione, ma non mi va di scriverla.

502 + 10% = 302 (3.3.6)
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4 Asta Vincolata Rotante 17/10/2013

4.1 Testo
Un’asta vincolata in un punto si muove su un piano con velocita angolare w costante.
1. Studiare il moto di un corpo di massa m che si muove liberamente lungo ’asta.

2. Studiare lo stesso sistema se I'asta & disposta in verticale e quindi interviene la forza di gravita.

4.2 Soluzione

1) Studiamo il problema in coordinate cartesiane prendendo come origine il vincolo dell’asta, e chiamando 6 1’angolo
tra I'asta e I'asse polare.
Per eq. (F.3), so che in coordinate polari l’accelerazione vale:

T = = (i — r62)F + (270 + r6)0

~In questo problema in particolare ho che poiché 'asta si muove di velocita angolare costante lungo 0 allora
0 = w e 8 = 0. Inoltre, poiché per ipotesi possiamo supporre che non siano presenti forze d’attrito e che la reazione
vincolare sia perpendicolare all’asta (vincolo liscio) abbiamo che la forza lungo # deve essere nulla, quindi:

¥ =wr
La soluzione di questa differenziale € un’esponenziale con due gradi di liberta, che risulta facilmente essere:
r = Ae*" + Be ! (4.2.1)

dove A e B sono univocamente determinate dalle condizioni iniziali ovvero da rg e vg, intendendo con rq la distanza

.....

E sufficiente infatti imporre in eq. (4.2.1) che al tempo t = 0 valga r = g € 7 = vy, ovvero A+ B = rg e
w(A — B) = vy, per ottenere A = (wrg + vg)/2w e B = (wrg — ) /2w.
Per concludere quindi I’equazione del moto della mia massa m sara:

= (wro + vo)ewt i (wro — vo)efwt F (4.2.2)
2w 2w

2) Come prima mi riduco a studiare la forza lungo 7 che pero stavolta non sard nulla, ma sard invece la
componente lungo 7 della forza di gravita, quindi:

P —w?r = —gsinwt (4.2.3)

Si tratta di un’equazione differenziale non omogenea, quindi le sue soluzioni saranno date da una sua soluzione
particolare piu tutte le soluzioni dell’omogenea associata, che sono gia state trovate nel punto precedente. Quindi
poiché una soluzione particolare ¢ ad esempio quella con 7 costante ed uguale a (gsinwt)/2w? allora la soluzione

generale sara data da:
gsinwt

202

r = Ae“t + Be ! + (4.2.4)
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5 Date le orbite spiraliformi trovare la forza centrale 24/10/2013

5.1 Testo

In un piano, dato un sistema di riferimento polare di centro O con versori 7, f, una particella di massa m si muove
lungo una traiettoria descritta da

0=—, (5.1.1)

TO(
dove k, o sono costanti fissate. Sapendo che la particella e soggetta ad una forza centrale F= f(r)7, determinare

f(r).

5.2 Soluzione
Ricordiamo che, per eq. (F.3), I'accelerazione in coordinate polari ¢ data da
r= (i —r0%)F + (270 + rf)0
che unita con la seconda legge della dinamica porta a
F(r) = m(i = r6%) (5.2.2)
0=m(2r6 + 1)
Dalla seconda equazione ricavo che deve valere

o : o d(mr?f
0 = mr (270 + r0) = 2mrrd + mr?0 = (mTZ)

— mr?) =1L (5.2.3)
con L costante. In effetti quest’ultima considerazione si poteva omettere osservando che quella descritta ¢ proprio
la conservazione del momento angolare, che ha modulo L = mr?24.

Ora, sfruttando egs. (5.1.1) e (5.2.3), abbiamo

L .od(E _
() _ ke,
mr? dt protl
da cui I
O a—1
"= mko
’ Lia-1) L2(a—1)
. a — a—2. _ a—1) 5,3
T T ka7 Tm2a? | (5.24)

Infine, nella prima equazione di eq. (5.2.2) sostituiamo # dato dalla eq. (5.2.4) e § dato dalla eq. (5.2.3), e

otteniamo: 2 ) 5 )
Lo(a—1) 5, 3 L L a—1 5,
fr)=m ( m2k2a? a m2r3> = (k2a2 o

che era proprio quello che cercavamo.
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6 Il pendolo sferico 24/10/2013

6.1 Testo

Vogliamo studiare il moto di un punto materiale vincolato sull’estremita di un asta di lunghezza [ libera di muoversi
nello spazio purché 'altra estremita resti incernierata ad un punto O. In particolare, dato un sistema di coordinate
polari tridimensionali centrato nel punto O vogliamo determinare:

1. L’equazione del moto nella coordinata 6, rappresentante la distanza angolare dal punto di minimo.

2. Quali condizioni iniziali sono necessarie affinché il moto del pendolo sia conico, ossia la coordinata 6 risulti
costante nel tempo.

3. La frequenza con cui ’angolo 6 oscilla intorno alla posizione d’equilibrio.

6.2 Soluzione

Le uniche forze agenti sul punto materiale sono il suo peso mg e la reazione vincolare dell’asta —N7# (parallela alla
direzione dell’asta perché questa ¢ da considerarsi priva di massa). La somma F di queste forze, proiettata sui tre
versori ortogonali 7, 6, , sara:

—

o .7

mg-7— N7 -7 =mgcosf — N.
° ﬁ~é:m§'é—Nf-0A:—mgsin9.

—

o F-p

mg-$— N7 - =0.
Per la eq. (F.6), il valore dell’accelerazione di un punto materiale in termini delle sue coordinate &:
a=7= (7 —r0*—rsin®0?)i + (20 + 10 — rsin 0 cos 0%)0 + (27 sin 0@ + 2rf¢ cos 0 + r@sin 0)@

Inoltre la coordinata r del nostro punto materiale é costantemente uguale a [, sicché le sue derivate temporali
saranno nulle, dunque la relazione precedente si esprime

@ = (—10% — 1sin? 0$?)7 + (16 — Isin 6 cos 0?)0 + (210 cos O + 1@ sin 6

Confrontando questo risultato con le tre componenti della forza F' si ottengono le tre equazioni:

mgcos — N = —m(16% + [ sin? 65?) (6.2.1)
—mgsin @ = m(l0 — sin 6 cos p?) (6.2.2)
0 = 210¢ cos 0 + 1@ sin O (6.2.3)

Si noti che la eq. (6.2.3) & equivalente alla conservazione del momento angolare lungo I'asse z parallelo alla
direzione della gravita. Infatti

L =mi AT =mli A (160 + 1o sin 05) = mi207 A + ml>¢sin 07 A ¢
ed ora, essendo 7 A 6 = —plzerNp= é, si hache L -2 = ml%psin? 0, pertanto

(dL - 2)
dt

= 2mi?0sin 6 cos 0 + mi?psin® 0

e uguagliando a 0 questa espressione si ottiene la eq. (6.2.3).

z

Dalla conservazione del momento angolare, infatti, otteniamo la relazione ¢ = che, una volta

. . . . . . . . . . le Sin2 0
sostituita nella eq. (6.2.2) ci restituisce un’equazione differenziale nella variabile 6:
L2 cosf

gsinf + 10 — Py E i =

0 (6.2.4)

Affinche il moto sia conico le derivate temporali dell’angolo 6 saranno entrambe nulle e dunque il suo valore
sard una costante 6y che risolve ’equazione seguente (ottenuta dalla eq. (6.2.4)).

m?3gsin® 6y = L? cos b (6.2.5)

Studiamo ora le piccole oscillazioni.
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Poniamo 6 = 0y + « nella eq. (6.2.4), otteniamo, dunque

L2 cos(0g + o)

(0 I —
gsin(fy + o) + lé 23 sin® 0y + )

che sviluppata secondo Taylor fino al primo ordine diviene

L2 cos(6o) L2(1 — 2cos? b))
L o L L -0 6.2.6
gsinby + agcostp + Lo m213 sin® () @ m213 sin* (0y) ( )

Per eq. (6.2.5), eq. (6.2.6) viene semplificata come

G—a (Lg(l —2cos’ ) gcos@o)
B m214sin(6,) l

(6.2.7)

da cui si ricava facilmente che il pendolo oscilla armonicamente con frequenza

L2(1 —2cos?tp)  gcosty
m214 sin® (Ay) l

attorno alla traiettoria conica.

6.3 Soluzione 2

Si giungera alla eq. (6.2.4) attraverso la conservazione dell’energia e quella del momento angolare lungo 'asse z
senza passare dalle considerazioni cinematiche svolte in precedenza.
La velocita del punto materiale & v = ¥ = 1060 + [ sin 0, per cui la sua energia cinetica e

1 .
K= 5m(1292 + 12¢%sin” 0)
La sua energia potenziale & U = —mgl(1 — cos §), quindi I'energia meccanica del punto &

1 .
E= Em(l292 + 12p?sin” 0) — mgl(1 — cos h)

cio vuol dire che esiste una costante ¢ per cui vale

1 )
c= im(1292 + 12¢%sin” 0) + mgl cos 0 (6.3.8)

Essendo ¢ = , si ottiene 'equazione desiderata direttamente derivando eq. (6.3.8).

mi2 sin® 0

16



7 Circonferenza con Molla 31/10/2013

7.1 Testo

Una pallina di massa m si pud muovere senza attrito su una guida circolare di raggio R disposta verticalmente,
ed ¢ collegata a una molla (lunghezza a riposo [, costante elastica k) che ha l'altro estremo attaccato al punto pitt
alto della circonferenza. Quali sono le condizioni di equilibrio (stabile o instabile)? Calcolare la pulsazione delle
piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio stabile.

7.2 Soluzione

Le forze che agiscono sulla pallina sono:
e Forza di gravita: € conservativa
e Reazione vincolare: ¢ perpendicolare alla velocita percheé non c’e attrito, quindi non compie lavoro
e Forza di richiamo della molla: ¢ conservativa

Di conseguenza, ’energia meccanica totale della pallina si conserva.

Sia 6 I’angolo che il raggio compreso tra il diametro verticale e il raggio che collega il centro della circonferenza
con la pallina (per chiarire, quando la pallina & nel punto pil basso ho 6 = 0, quando sta sul diametro orizzontale
ho § = 7). L’energia cinetica della pallina ¢ T = %mRQHQ, mentre ’energia potenziale gravitazionale e data
dalla somma dell’energia potenziale gravitazionale e dell’energia potenziale elastica: Uy, = —mgR cos (considero

Ugr = 0 quando la pallina sta sul diametro orizzontale della circonferenza) e Uy, = %k (2R cosg — 1)2. Dunque

1, 1 o \?
E= 5mR292 —mgRcosf + ik <2Rcos 5~ l) (7.2.1)
I punti di equilibrio si hanno quando I'energia potenziale ¢ minima (equilibrio stabile) o massima (equilibrio
instabile). Per trovarli studio la derivata dell’energia potenziale in funzione di . Ho che U() = —mgRcos 6 +

%k (2R cosg - 1)2 dunque

au . 0 .0 .6 0 .0
i gmRsind + k <2Rcos 3~ l> <—Rsm 2) = 2Rsin 5 C085 (mg — Rk) + Rklsin 3

Gli zeri della funzione (cio¢ i massimi/minimi dell’energia potenziale) sono dati da

a8 0 kl
sin— =0, cos — = ————
2 2 2(Rk—mg)
Osservo in particolare che, poiche 6 ¢ compreso tra 0 e 7, la seconda soluzione ha senso solo se 0 < W—ng) <1
cioe solo quando [ < 2 (R - %) Per capire se I'equilibrio ¢ stabile o no, e per trovare la frequenza delle piccole

oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio, derivo la eq. (7.2.1) (rispetto al tempo) e sviluppo in un intorno di
0, e poi #5. Poiché I'energia e costante, la sua derivata & nulla, quindi

dE 1 5. - 1 0 1 NCAVWES
g —2§mR 00 — mgR (—951119) —|—§k~2 <2RC082—1) (—2~2Rsm2)9—0

— mR?00 + mgRAsin§ — 2kR*f sin g cos g + kIR sin g =0
— mRl = (kR — mg)sind — kl sing (7.2.2)

che, sviluppata al primo ordine in un intorno di 6y, diventa:

n 1
mRO = (kR — mg) (sinfy + cos by (0 — 0y)) — ki <sin920 + 3 cos%0 (0 — 90)> (7.2.3)

Ponendo C(fy) = (kR — mg) (sinfy — 0 cosbp) — ki (sin %0 — 26 cos 070) lequazione del moto puo essere ri-
scritta nella forma

mRl = (cos 0o (kR —mg) — %kl cos 820) 0+ C(6p) (7.2.4)
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Per 6y = 6, = 0 ottengo (sostituendo nella eq. (7.2.4))
. 1
mRO = <—mg + kR — 2kl> 0+ C(0)

Dunque l'equilibrio e stabile se il coefficiente di 6 € negativo, cioe se [ > 2 (R — %) e in questo caso la frequenza

angolare wy €

o — \/2gm—2kR+kl
e 2mR

Per 6y = 05 la eq. (7.2.4) diventa:

mRl = ((kng) (20052(922 - ) - %cos 922) 0+ C(b:) =
k212 — 2 (Rk —mg)® — 1K212 k212 — 4 (Rk — mg)®
2 (Rk —mg) +C(6) 4 (Rk —mg) +0(0:)

Se ¢ verificata la condizione [ < 2 (R - %) (condizione necessaria per I'esistenza di 63), allora il coefficiente di 6

& negativo, dunque si tratta di equilibrio stabile e la frequenza angolare ws &

o AEE mg)? — k212
z 4mR (Rk — mg)
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8 Vettore di Lenz 31/10/2013

8.1 Testo

. . . .. . .. = « .
Dimostrare che in un campo di forze centrale di tipo Coulombiano, quindi con F' = —— 7, il vettore:
r

A=—ai+TxL (8.1.1)

—

& una costante del moto e calcolare |A|, A -T.

8.2 Soluzione

Per mostrare che il vettore di Lenz e una costante del moto dimostro che la sua derivata rispetto al tempo ¢ nulla.
Sfrutto il fatto che L ¢ a sua volta una costante del moto:

ai d(—a?+17><l_:) , B

Ma usando ’espressione della forza in un campo Coulombiano, la definizione del momento angolare, le proprieta
del prodotto vettore e la formula della velocita in polari eq. (F.2) vale la seguente catene di identita:
@ o _, o @
r

(x (Fx @) = = (7 (- 0) =7 (7)) = = (77— 7) = (rr) —af  (8.2.3)

Sfruttando le eqs. (8.1.1) e (8.2.3) ottengo che il vettore A & una costante del moto.
Ora scrivo alcune identita vettoriali per poi usarle nel calcolo di A - 7.
Vale la seguente formula per il momento angolare:

E:mf’xﬁ:mr(fx(ﬁ“)—i—fx(r'f)):mr2f><7;°

e applicando questa, sfruttando le proprieta del prodotto vettore e scalare ottengo:

=>.

TxL=(FxL)+r (é x f,) = (77 x L) + mr® (f(f ) —#( ~f)) = (#7 x L) + mr#i? (8.2.4)

Inoltre, sfruttando la formula per la derivata dei versori eq. (F.1) e la definizione di L come scalare ottengo:

. L2
22 52
7 =40 o
e sostituendo nella eq. (8.2.4) arrivo a:
. L L2
Ux L= (ff x L)+ —* (8.2.5)
mr
Finalmente calcolo A4 - 7 applicando eq. (8.2.4):
. o L2 L2
A-P=—ar -7+ WX L) - 7=—-a+ ((ffo)+f> SF=—ar+ — (8.2.6)
mr m

Alternativamente posso arrivare a questo risultato usando direttamente le proprieta del prodotto vettoriale:

. = L\ - L?
A~F=—ozf-F—|—(17><L)-f':—ar+(Fx17)~L:—ar+() L=—-ar+—
m m

Ora calcolo |A| sfruttando @ L L :

- - - 20 L? 2172 1 2L*F
A% =a% - 207 - ('17'>< L) + (T x L) =a? - S IY. ) PN el (_a + mv2> =a’+ (8.2.7)
mr m ro 2
Ed ora unendo i risultati egs. (8.2.6) e (8.2.7) ottengo la formula polare delle orbite Kepleriane:
. 12 L? L2
|Alrcost = —ar + — = r = m = am (8.2.8)
m o+ |A]cosd 1+< 1+2(XL;;E)COSG
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9 DMassa su spirale 11/11/2013

9.1 Testo

Determinare le equazioni del moto di una particella di massa m vincolata a muoversi su una spirale senza attrito
di equazioni

T = pcosy
y = psinp
_ h
9.2 Soluzione
Le forze a cui e soggetta la particella sono la forza gravitazionale F, e la reazione vincolare K. Dunque ma =

—
Fp+ R.
Lavoro con le coordinate cilindriche (con asse z verso l’alto). La massa m ha un solo grado di libertd dunque

dovro riuscire a scrivere tutto in funzione del solo angolo ¢. In particolare ho che
h
7 = pr+ —pz
27
Calcolo velocita e accelerazione della particella (ricordandomi che 2 ¢ fisso ma 7 e ¢ no):

~ h
V=T =ppp+ —p2
27

- .94 .. h
@ =7 = —pPPh ot ppp+
—
So che Fy, = —mgZz dunque ’equazione ? =md diventa

. ﬁ .94 s ho

—mgz+ L =m | —pp T+ ppp + 9r P?
L’unica cosa che so di ﬁ & che, siccome la spirale e senza attrito, la reazione vincolare ¢ perpendicolare alla
guida, e quindi perpendicolare alla velocita. Cio vuol dire che ﬁ .U = 0. Allora per ricavare informazioni utili

faccio il prodotto scalare di entrambi i membri di F =md con la velocith 7 (usando il fatto che i versori 2, @, 7
sono perpendicolari tra loro).

sy T . h 2. R R N
(—mgz—l— ) PPP + Pz | =M | —pP T+ pPpY + =Pz | | ppP t Pz

2T 27 27
_mgh 9. . fi gh fi
o W—m<P QPQP+4TI_2SDSD < 27r_<'0 p +4ﬂ_2
Ponendo K = m ho ¢ = — K, cioe

1
o(t) = —§Kt2 + At + B

dove A e B sono determinate in base alle condizioni iniziali e in particolare sono rispettivamente i valori di ¢ e ¢
all’istante iniziale.
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10 Forze conservative e centrali

10.1 Testo

Data una forza nella forma:
F, =axr+by
F, =cx+dy

Dire quando essa ¢ conservativa e quando centrale.

10.2 Soluzione
Una forza & conservativa se V x F' = 0 (vedere Morin pag. 150). In questo caso quindi poche F, & nullo:

OF, 9F. _,

— 10.2.1
or y (10.2.1)

cioe b = c.
Affinche F invece sia centrale & necessario che, oltre ad essere conservativa, essa dipenda solo da r = /x2 + 2.
Che & equivalente a richiedere che il potenziale dipenda solo da r. Calcolo quindi il potenziale U(z,y), sapendo

che F, = 7% e che F, = f%ﬂy) quindi:
a o d o a o d o
—Ulz,y) = | Fpde= | Fydy = 2% + bay + gly) = bay + Y + f(z) = 2% + bry + Y (10.2.2)

Ora sostituisco & = +1/r2 — y2 ed ottengo: —U = %(7"2 —y?) £by/r? —y2y + %y2 poiche voglio che la y sparisca
2

devo avere che b = 0 e a = d ottenendo cosi che U(r) = gr
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11 Pallina su un filo che si arrotola su un perno 11/11/2013

11.1 Testo

Una massa ¢ attaccata all’estremita di un filo di lunghezza [y che si avvolge intorno ad un perno di raggio R senza

.....

11.2 Soluzione

1. Sistema di riferimento: inerziale, origine nel punto di contatto, coordinate: lunghezza [ del filo e spostamento
angolare 6 .

2. Forze: tensione del filo.
3. Condizioni iniziali: R,é oppure R, v.

4. Relazioni varie: si conserva l’energia cinetica perché non viene svolto lavoro sulla massa, dunque la velocita
v € costante.

Se inizialmente v & perpendicolare al filo e questo ¢ teso, queste condizioni saranno valide anche in seguito:
il filo non puo svolgere lavoro (perché non ci sono attriti e non c’¢ apporto di energia dall’esterno) e la tensione
¢ esercitata lungo la direzione del filo. Se la velocita non fosse perpendicolare, ci sarebbe una componente della
forza parallela alla velocita, che svolgerebbe lavoro; infine ci deve essere una tensione del filo, perché inizialmente
era teso e quindi e necessaria una forza centripeta.

Sotto queste condizioni posso in ogni istante considerare il moto come un rotazione attorno al punto di contatto.
Quindi pongo 6(0) = 0 e ottengo

v=10 (11.2.1)
dove v e costante, e
l=1y— R (11.2.2)
che, se derivo entrambi i membri diventa:
[=—RH (11.2.3)
Posso allora impostare un’equazione differenziale sostituendo nella eq. (11.2.3) 4 dalla eq. (11.2.1) :
[ = fR% (11.2.4)
Il =—Rv (11.2.5)
Ora posso integrare i due membri, ottenendo
2 c
— =—Rut+ - 11.2.6
5 vt + 3 ( )

dove c ¢ la costante di integrazione, che si ricava ponendo | =y a t = 0.

IB=c (11.2.7)
e quindi risolvendo in / la eq. (11.2.6)

I =/I2 —2Ruvt (11.2.8)

che in effetti soddisfa I’equazione differenziale; quindi per la eq. (11.2.2)

lop—1
R

Se vogliamo la posizione 7 rispetto al centro del perno, questa si ricava, in coordinate polari, da [, dato che

r? = R? + %
7 =7\/R2+12 — 2Rt (11.2.10)

0:

(11.2.9)
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12 Orbite che precedono 21/11/2013

12.1 Testo

Fissato un sistema di riferimento nel piano con centro O ¢ data una forza centrale con potenziale

(% 9
Ulr)=——+—= 12.1.1
(n=-%+3, (12.1.1)

con ¢ piccolo e positivo, ossia una piccola perturbazione ad un campo gravitazionale.
Dire come cambia 'orbita ellittica, ossia studiare r(6) nel caso di un moto limitato.

12.2 Soluzione
Scriviamo ’equzione dell’energia

3

1 42 «
E=K+U=>m7 ——+ —. 12.2.2
+ 2" r * r2’ ( )
ora la velocita in coordinate polari si scrive
7 =i+ rd
che porta a
) .
7 =72 4 r26% (12.2.3)
la conservazione del momento angolare da
L =mr?0. (12.2.4)
Inoltre vogliamo esprimere r(6), quindi usiamo la regola della derivata di funzioni composte:
d drdf dr.
=Ty (12.2.5)

=T dad e
Sostituiamo quindi nella conservazione dell’energia eq. (12.2.2) 7 della eq. (12.2.3), 6 della eq. (12.2.4), 7 della
eq. (12.2.5):

E:%m(f2+r292)—%+7%
1 (dr:\> 1 ,( L\ a ¢
:2m<d€0> +§mr <mr2> _;+7T2
1 dr\? L \? L2 « €
‘2m<w><mﬂ)+zwa‘r+w
2mE ar\>1 1 2me\  2ma
L2:<M)ﬂ+ﬂ(H_H>_L%
Sostituiamo orau:%,si ha%:—r%e

2mE _ (du 2—|—u2 1+2m€ _u2ma
L2 \do L2 L2

ora deriviamo rispetto a 6

0—2@@4_2@ 1+2m6 _dquma
~ a0 a0 T ae L2 e

o= Bufdu () 2me) mo
~do \dez " L2 2 )
Quindi abbiamo 2 possibilita:

du 1
@—O=>U—C:>T—C’
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cioé una circonferenza (raggio costante attorno a O), oppure

d?u 2me mo
W—i_u(l—’_LQ)_LQ:O (12.2.6)

la quale, posto w? = (1 + 22?), ha una soluzione della forma

u= Acos(wb + ¢) + C

dove A e ¢ sono arbitrarie (che perod dipendono da E e da L) e C' ¢ da determinare in modo che soddisfi la
eq. (12.2.6):

mao

— Aw? cos(wh + @) + (Acos(wh + @) + C)w? — 7z = 0 (12.2.7)
ma
Cw?® — Tz =0 (12.2.8)
ma
C= 1o (12.2.9)

Risostituendo r = %, la traiettoria ottenuta risulta:

1
" Acos(wl + @) + /2=

L2w?

Sappiamo che in assenza di perturbazione (¢ = 0, ossia w = 1), se la traiettoria ¢ limitata allora ¢ un ellisse.
In questo caso, come si vede, la traiettoria rimane molto simile: l'unica rilevante differenza ¢ la presenza di w
nell’argomento del coseno. Poiché w > 1 risulta che il periodo T' = %’T € piu piccolo, cioe si osserva la precessione

dell’orbita ellittica.
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13 Palline legate da un filo 21/11/2013

13.1 Testo

Due palline sono legate da un filo lungo ! (inestensibile e di massa trascurabile). La prima (massa m;) € appoggiata
su un tavolo (liscio) con un buco, la seconda (massa ms) & sotto il buco (attacata al filo). Determinare cosa succede
(posizione nel tempo delle due palline o equazioni del moto).

13.2 Soluzione

1. Sistema di riferimento: inerziale, origine nel buco, coordinate cilindriche, ossia polari (r, ) per la pallina sul
tavolo, lasse z (h = r —[) per l'altra. La gravita & verso il basso in direzione z.

2. Forze esterne: gravita (entrambe le palline), reazione del piano (verticale, verso ’alto, solo la prima pallina,
bilancia la gravitad). Sono tutte conservative.

3. Forze interne: tensione del filo; verticale (verso ’alto) per la seconda pallina, radiale (verso il centro) per la
prima.

4. Cosa si conserva:

e somma delle energie meccaniche delle due palline;

e momento angolare della prima pallina.
5. Condizioni iniziali: 7, 6.

6. Relazioni varie: la velocita della seconda pallina (h = vs) e la velocita radiale della prima (7 = v;,,) sono

uguali:
7:‘ = Ul,’l‘ = ’[)2 (13.2.1)
Pongo 2 = pi. Quindi elimino la tensione (grazie a F' = ma ):
m17.'. =-T
{me ST g (13.2.2)
che mi da
maf = —my¥ — Mmag (13.2.3)
ossia o
F=—g——— = — 13.2.4
e ( )

Conservazione del momento angolare: L = m,0r? & costante. Esplicito 6

. L
0 = 13.2.5
o’ ( )
Conservazione dell’energia:
E = magh + %v% + %ug - (13.2.6)
=mag(r — 1)+ w# %(T@)Q (13.2.7)
e, usando la eq. (13.2.5)
mo +my .o L?
E= —1 13.2.
mag(r — 1) + 5 7 S (13.2.8)
0, poiché 'energia potenziale & definita a meno di una costante
ma +my .o L?
B 13.2.9
ma2gr + 2 2mqr? ( )
Quindi
— = magr + (m1 + mo)ri — 7 = 2.
dt 29 ! 2 myr3
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Esamino a parte il caso 7 = 0 (moto circolare). In generale si ha
P = (i —1r62) + 0(210 + r6) (13.2.11)
Semplificando 7 = 0 (e # = 0 ), e usando ancora F' = ma si ottiene

7= —r0% + 160 = pgr (13.2.12)

perché la forza sulla massa 1 ¢ radiale; quindi, eguagliando le componenti 6=0c¢

b= % (13.2.13)

Quest’ultima equazione esprime la relazione tra le condizioni iniziali affinché il moto sia circolare. Quindi,
poiché r € costante, posso integrare nel tempo, ottenendo

o(t) = | 224 (13.2.14)

Caso 7 # 0 : Dalla eq. (13.2.10) si ottiene

L2
= g 13.2.15
oy ey v S L ( )

e, integrando nel tempo
L2

272 = —
2mq(mq + mo)r

5 — Mgr +2c (13.2.16)

che ¢ un’equazione differenziale a variabili separabili:

dt = dr (13.2.17)

Lz __ pgr
\/ 4mq (m1+ma)r? 2 tc

Questa equzione fornisce la posizione r della particella in funzione del tempo. ¢ & una costante che si determina
(dopo aver risolto I'equazione) a partire dalle condizioni iniziali.
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14 Caduta di un grave sulla terra Lezione 9/12/2013

14.1 Testo

Trascurando l'attrito dell’aria, trovare lo spostamento orizzontale (nel sistema non inerziale della terra che gira)
che subisce un grave in caduta libera da un’altezza h.

14.2 Soluzione

Pongo i 3 assi cartesiani 2, ¢, 2 in modo che & sia sul meridiano del luogo, ¢ sul parallelo del luogo e 2 rivolto verso
il centro della terra.

Siano inoltre # ’angolo che si forma tra piano equatoriale e congiungente del centro della terra con il luogo, &
I’asse di rotazione terrestre ed R il raggio della terra.

Inizialmente il grave si trova in (0,0, 0) con velocita (0,0, 0).

Calcolo le forze agenti sul corpo, sfruttando implicitamente eq. (F.15).

L’accelerazione di gravita vale g2 e laccelerazione di trascinamento (che equivale alla forza centrifuga agente
nel luogo) risulta essere w? R cos @ (cos 02 + sin §2). (dove ho assunto trascurabile lo spostamento relativo del corpo
rispetto al raggio terrestre: h < R)

L’effetto complessivo di queste due accelerazioni (costanti) porta a definire la g; cioé l’accelerazione di gravita
del luogo:

Jo = g% — w?Rcos O (cos 02 + sin O) (14.2.1)
e porta anche a considerare ’angolo 6, cioe I’angolo che forma g. con il piano equatoriale.

Ora calcolo la forza centrifuga, assumendo di poter trascurare, per calcolare lo spostamento relativo del grave,

la forza centrifuga e di Coriolis. Risulta allora che la norma della forza centrifuga vale

1
|de| = & x (J x 7)| ~ w2§|ge\t2 cos 0y (14.2.2)

Ho calcolato solo la norma, perche mostrero che ¢ del tutto trascurabile rispetto alle altre forze.

E infine per calcolare I'accelerazione di Coriolis assumo, con ottima approssimazione, che la velocita del grave
sia esattamente come se non fossero presenti le forze di Coriolis e Centrifuga. Di conseguenza ottengo v = g¢t e
cio implica che I'accelerazione di Coriolis risulta:

Aeor = 200 X gt (14.2.3)
Da quest’ultima ricavo anche subito una buona approssimazione per la forza di Coriolis:
|Geor| = 2w]|ge|t cos by (14.2.4)

Ora sfruttando eqgs. (14.2.2) e (14.2.4) ottengo che l'accelerazione centrifuga ¢ trascurabile rispetto a quella di
Coriolis:

1
lac| < |acor| <= w2§|ge|t2 cos by < 2w|geltcosfy — wt < 4

. 1a: . . N .. < 1 27 —4
Ma T'ultima disuguaglianza ¢ verissima, poiche w = 555757 ~ 10

Ora sfrutto eq. (14.2.3) per ottenere che 1’accelerazione di Coriolis rispetta la:
Aeor = —2w|Je|t cos Ooy

Quindi 'accelerazione complessiva a cui & soggetto il grave é:
@ = ge + 2w|Ge |t cos oy

Ed integrando due volte ne ottengo:
L 1 1 N
7= iget2 + §w|ge|t3 cos Oy

Il primo addendo del secondo membro & quello che ci si aspetterebbe se il grave seguisse la traiettoria indicata da
un filo a piombo, mentre il secondo addendo ¢ lo spostamento dovuto alla forza di Coriolis.
In particolare ora impongo che il primo addendo valga h (cioe l'altezza da cui cade 'oggetto), da cui h = 1|g.|t?

e percio t = ,/é—h‘.
e

Sostituisco questo valore nello spostamento dovuto a Coriolis ottenendo che lo spostamento vale:

2 2 2v/2 3
Ar = —wh Th cos by ~ iw cosf | h2 (14.2.5)
3 |Ge | 3V

In particolare se il corpo cade dalla cima del Pirellone (6 & 45° e h &~ 130m) si ha uno spostamento Ar = 2cm.
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15 Anello che ruota 12/12/2013

15.1 Testo

Un anello ruota attorno ad un suo diametro (parallelo alla direzione della forza di gravitd) ad una velocita angolare
w costante nel tempo. Su di esso vi &€ un punto materiale di massa m, vincolato a muoversi lungo ’anello e su cui
agisce la forza di gravita.

Determinare le posizioni di equilibrio stabile ed instabile in funzione di w del punto materiale e studiare la
frequenza delle piccoli oscillazioni attorno ai punti di equilibrio stabile.

15.2 Soluzione

Mi pongo nel sistema di riferimento non inerziale che si muove solidalmente all’anello. Grazie all’equazione
eq. (F.15) ho che:
E):@+H+2?xﬁ+ﬁx7+?x(ﬁx?)

In questo caso particolare pero, O’ (il centro del sistema di riferimento non inerziale) coincide con il centro

dell’anello, quindi a0 = 0; inoltre o= wZ, percio W = 0. Mi riconduco quindi a:
7:(ﬁ+2w2xv_r>+wéx(w2x7)

Voglio trovare ora la componente di d diretta lungo 6, considero quindi ogni singolo addendo:

o = (i - 7‘92)f + (27'"9 + ré)é per 'equazione eq. (F.3), quindi la sua componente diretta lungo 6 ¢ uguale a
210 4+ rf = rf, in quanto r € costante.

e Z e v, giacciono sul piano contenente ’anello, quindi wZz X v, ne € perpendicolare e percio non ha componente
lungo 6.

e Infine wZ x (wz x 7) = (—rw?sin6,0,0) = —rw?sin 0?7 — rw? sin f cos 00, quindi il valore della componente

diretta lungo 0 & —rw?sin @ cos 6.
Ottengo quindi che ay = 76 — rw? sin 6 cos . Inoltre so che Fy = mag e che Fy = —gsiné, da cui:

70 = rw? sinf cos  — gsinf (15.2.1)
Le posizioni di equilibrio si hanno quando 6 = 0 in eq. (15.2.1), cioe sinf = 0 (cioe # =00 =) 0 cosf = 4.
Consideriamo quindi ora un angolo 6 molto vicino ad un angolo 6y di equilibrio e sviluppiamo il seno ed il

coseno rispetto a quel punto:
sin @ = sin @y + cos O (6 — 0p) + O((6 — 6y)?) (15.2.2)

cos ) = cos By — sin 0p(0 — 6p) + O((6 — 6p)?) (15.2.3)
Sostituendo nella eq. (15.2.1) e utilizzando che rw? sin 6y cos g — g sin fy, otteniamo:
rl =rw? [sin 0o cos Oy + (C082 6y — sin? 90) (0 —00)+0O((6 — 90)2)]
— g (sin o + cos o (0 — 0o) + O((6 — 60)?))
= [rw® (2cos® 6y — 1) — gcos o] (6 — 6p) + O((6 — 6)?)
Quindi fy & un punto di equilibrio stabile se e solo se :

rw? (2cos® Gy — 1) — gcosfy < 0 (15.2.4)

cioe se vicino a 6y il moto si puo approssimare ad un moto armonico.
Distinguiamo ora tre casi:

e Se fp =0, allora rw? (2 cos® 6y — 1) — g cos By = rw? — g, che & minore di 0 se e solo se rw? < g. In particolare
in tal caso il periodo delle piccole oscillazioni attorno a 6y = 0 é:

2

o—r?

e Se invece 6y = 7, vale che rw? (2cos? 6y — 1) — gcosy = rw? + g e quindi 7 non & mai un punto di equilibrio
stabile.

T =

28



2
Tgﬁ — rw?, che & minore di 0 se & solo se

e in quel quaso il periodo delle piccole oscillazioni attorno a 6y é:

e Infine se cosfy = -2, si ha che rw? (2 cos? Oy — 1) — gcosfy =
g < rw?
2w

rw? — g2 /(rw?)

T =

g

Nella soluzione non sono stati trattati i casi in cui g = rw? (sia con g = 0 che con cosfy = P

semplicemente sviluppi del seno e del coseno ad ordini via via successivi.

) che richiedono
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16 1l pendolo di Foucault 16/12/2013

16.1 Testo

Vogliamo studiare il moto di un pendolo matematico di lunghezza [ posto sulla Terra ad una latitudine A. In
particolare ci interessa 1’approssimazione al prim’ordine in § < 1 dove 6 e ’angolo forma il pendolo con la verticale
rispetto il filo a piombo 1.

16.2 Soluzione

Scegliamo come sistema di riferimento cartesiano (O, z,y, z) dove O ¢ il punto di equilibrio del pendolo, z & uscente
dalla Terra diretto come il filo a piombo, y che punta a nord.

Avendo scelto di approssimare il moto al prim’ordine, la coordinata z del pendolo & costante. La soluzione
usera, pertanto, solo le coordinate x,y.

Richiamando la eq. (F.16) relativa ai sistemi di riferimento non inerziali abbiamo che

ma, = F —mag. —m |20 X 0, + d X T+ d X (J X 7)

Il termine & x 7 & nullo perché & = 0. Trovandoci nel sistema in cui z & diretto lungo il filo a piombo, i
termini mg — may, — & x (& x 7) li possiamo scrivere come mgg = mgZ dove g tiene conto degli effetti dovuti alle
forze apparenti del sistema non inerziale. Tuttavia, & un facile esercizio vedere che g — § < g, € dunque possibile
approssimare ¢ a g. In questa soluzione cercheremo di tenere comunque g. Otteniamo dunque

i =gi+T — 25 x v, (16.2.1)
Cerchiamo ora di ridurre eq. (16.2.1) ad un sistema nelle variabili x,y, ovvero le coordinate del pendolo nel

nostro sistema di riferimento. Al prim’ordine in 6 consideriamo la tensione T' del pendolo costante. La proiezione

. . . . .. A A~ . . 2 2 2 _ g
dei primi 2 termini in & e ¢ vale pertanto rispettivamente —zwg e —ywy, dove wj = 1.

Quanto all’altro termine, abbiamo che & = w(sin Ag+cos A2); quindi & X ¥;. = w(— cos AYyE + cos A&y —sin Az 2).
Dopo aver trascurato il termine lungo 2 essendo trascurabile rispetto g, il sistema che ne risulta e

&= —2wd + 2wcos \y

j= fng — 2w cos AT.

Detto £ = x + iy, dalla somma dell’equazione di & con ¢ quella di § si ottiene una sola equazione in £. Presa la
soluzione, la parte reale dara la funzione di x, la parte immaginaria la funzione di y. L’equazione in & e

£ = —&w? — 2w cos AE. (16.2.2)
Il polinomio associato & 2% + 2iw cos Az + w?, le sue radici sono x4 = i (w cos A = y/w? cos? \ + w%) = Q4,
quindi la soluzione generica, per opportuni A, B complessi, sara del tipo
é': AeiQ+t _’_Beiﬂ,t.

e la soluzione in x,y, per opportune costanti a, b, a, 5 associate ad A, B,

x =acos(Qyt+ a) 4+ beos(Q_t + )
y =asin(Qt+ «) + bsin(Q_t + ).

Ora che abbiamo la soluzione generale, consideriamo quella particolare in cui il pendolo parte da (0,0) con
una velocita iniziale diretta lungo y. Si vede facilmente che le costanti arbitrarie che soddisfano sono a = 8 = 0,
a =d, b=d per un certo d in funzione della velocita iniziale. Ora, sfruttando una piccola identita trigonometrica
possiamo riscrivere le soluzioni in x,y come

x = 2d cos(tw cos \) cos (1 Jw? cos? A + wgt)
y = 2dsin(tw cos \) cos (\ Jw? cos? A + w%t) .

consideriamo implicitamente che ’asse z non sia diretto ortogonalmente al terreno, ma lungo la direzione del filo a piombo. La
differenza ¢ legata agli effetti centrifughi della rotazione terrestre

1
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Effettivamente il moto si capisce meglio se lo si descrive in coordinate polari:

r = 2d cos (N/w2 cos? A —&-w%t)

0 = twcos A,

cioe un pendolo che oscilla con pulsazione y/w?cos? A + ¢ su un piano verticale il quale ruota su se stesso con
velocita angolare w cos A.
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17 Orbita della cometa di Halley Compitino 13/01/2014

17.1 Testo

L’orbita della cometa di Halley ha un periodo di 7' = 76 anni e un perielio 7, = 9 - 101°m. Calcolare 1'eccetricita e
dell’orbita, potendo dare per buona la formula (in coordinate polari centrate nel sole):

l

"= 1 —e€cosf

17.2 Soluzione

Sia r, l'afelio e a il semiasse maggiore. Vale ovviamente 2a = r, + 7.
Inoltre, poiche rg,r;, sono i valori massimi e minimi di distanza dal sole, devono corrispondere ai 6 che rendono
minima e massima ’espressione 1 — e cos f e quindi corrispondono a cosf = £1. In formule ricavo:

l

"r = 1+e€
l
T =
S
e facendo il rapporto tra le due arrivo a:

Tp 1—e€ Tp Tp Ta—Tp 20a—Tp—Tp Tp
= = =el(ll+—)=1—-—=¢€= = =1—-—= (17.2.1)
Tq 1+e€ Ta Tq Tq +Tp 2a a

Ora per ricavare a sfrutto la terza legge di Keplero eq. (F.10):

m ,[T2GM,
T=—21 48 o= —2"2 (17.2.2)
GM, 472
e sostituisco eq. (17.2.1) ottenendo:
e=1———2 — ~0.967
s/T2GM,
42

dove per ottenere il valore numerico ho semplicemente sostituito i valori.
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18 Massa sull’asse di una circonferenza Compitino 13/01/2014

18.1 Testo

Si consideri una massa M distribuita uniformemente su una circonferenza di raggio R ed una massa puntiforme m
che si muove lungo 'asse della circonferenza.

a) Calcolare in funzione della distanza x dal centro della circonferenza la massima velocita che tiene la massa
m legata alla circonferenza.

b) Calcolare la frequenza delle oscillazioni di m intorno al centro della circonferenza per spostamenti piccoli
rispetto a R.

18.2 Soluzione

Incomincio a trovare, in funzione di z, la forza che agisce sulla particella m. Per simmetria (la massa & distribuita
uniformemente sulla circonferenza), mi interessa soltanto la proiezione sull’asse x della forza esercitata da ciascun
Gm

pezzo dM di circonferenza. Ho che dF = —=2* cos# dM dove d ¢ la distanza tra m e dM, e 6 & 'angolo compreso

tra l'asse z e la congiungente di m con dM. Ho che d? = 22 + R? e cosf = —=—= da cui ricavo

dF:,mimdM

(22 + R?)?

Poiche la forza e la stessa per ogni pezzettino dM di circonferenza, la forza totale che agisce sulla massa m, in
funzione di z, &

xGmM
PPN
(2 4+ R2)>
Scrivo ora il potenziale della forza (ponendo come di consueto il potenziale nullo quando le due masse sono
infinitamente lontane):

F=-—

r GMm

a) Scrivo l'espressione dell’energia meccanica totale della massa m:

E= %mv2 +U(x)

Guardando il grafico del potenziale (che ¢ sempre negativo, ha un minimo assoluto in = 0 ed ¢ asintotico
a 0 per x — £00) trovo che il moto & limitato se F < 0 cio¢ la massima velocita che la massa puo avere, in
funzione di z, ¢ (in modulo)

GM
Umazxz = TS
N

b) L’equazione del moto F=mde&

GMzx GM 5
_ =—— -
(3?2 +R2)3/2 R (% +1)3/2

[i‘:

Nell’approssimazione in cui gli spostamenti siano piccoli rispetto a R, posso approssimare al primo ordine in

%, ottenendo cosl
GM

TR
Dunque la frequenza angolare delle pulsazioni delle piccole oscillazioni attorno alla posizione di equilibrio &

fi’:

GM
R3
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19 Campo di forze con resistenza Compitino 13/01/2014
19.1 Testo

Un punto materiale di massa m si muove lungo una retta soggetto ad una forza costante F' e ad una resistenza
F, = —kv?, dove v ¢ la velocita del punto materiale. Calcolare la distanza x(t) a partire da un istante in cui sia

. N . . . . . . 2VFEEk . N .
2 che v sono nulli (puo essere utile il seguente cambio di variabile z = ¢“ = ¢). Come si pud calcolare la distanza
x(v) percorsa in funzione di v senza mai passare attraverso il tempo?

19.2 Soluzione

La massa m si muove lungo una retta, quindi nel corso di tutta la soluzione considerero solo le intensita dei vettori,
poiche saranno tutti diretti lungo la retta del moto.

Innanzitutto ho che la massa m & soggetta alla forza F + F, = F — kv?, da cui:

ma = F — kv?
dv

= m— =F — kv?
dt
m

/U(t) m d .
— —av =
v(0) F — kv?
da cui, sostituendo V = /£ e utilizzando che v(0) = 0, ottengo
m v(t) 1
p=" L,
k /0 vz _ 2
— t=— " ! + L d
= — v
2VEk Jo V—-v V4o
o m ln<V—v(t)>

2VEk V+o(t)
dove non devo aggiungere nessun modulo all’argomento del logaritmo percheé ho sempre che v(t) < % =V.
Quindi dall’'ultima equazione, chiamando 7 = 2\7}%{0, ottengo:
1—er
u(t) = -
1+e7
t i
1— e
—t l‘(t) = / GH du
0 1 +er
da cui, sostituendo z = e+ e utilizzando che du = Zdz, ho

(z+1)
m e 1 2
m t t
Sx(t)—ﬂ(ln(ef)—an(ef—|—1)+21n2)
41
= :L‘(t):Vt—?IZln(e 2+ )
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Voglio calcolare ora x(v) senza mai passare attraverso il tempo. Ho che:

ma=F — kv
dv 5
<— m—=F—kv
dt
<— mﬁv = F — kv?
dx
Y mu
= z(v) _/0 - ku2 d
= z(v / V2—u2
= z(v) = 3 (ln v?) —InV?)
m v?

che e proprio quello che cercavo.
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20 Molla con pendolo 16/01/2014

20.1 Testo

Una massa my ¢ appesa al soffitto tramite una molla di costante elastica k ed & vincolata a muoversi solo sulla
verticale. A sua volta un pendolo di lunghezza [, alla cui estremita si trova una massa ms, ¢ appeso alla massa
my. Su tutto il sistema agisce la forza di gravita. Calcolare la frequenza delle piccole oscillazioni della molla e del
pendolo.

20.2 Soluzione

Mi pongo nel sistema di riferimento cartesiano che ha asse y coincidente con la verticale della molla e diretto verso
I’alto e asse x parallelo al soffitto e passante per il “punto di equilibrio“ della molla, cioe il punto piu basso che
raggiungerebbe se non ci fosse appesa la massa m.

Le posizioni delle due masse in questo sistema di riferimento sono rispettivamente:

1= (0,9)
r3 = (Isinf,y — lcos )

dove @ ¢ ’angolo che il pendolo forma con la verticale.
Derivando due volte queste due espressioni ottengo le componenti delle accelerazioni delle due masse:

ai = (0,9)
as = (I cos 06 — 1sin 002, §j + 1 sin 06 + [ cos 092)

Sulla massa mq, nella direzione dell’asse y (I'unica in cui si pud muovere), agisce la forza peso mag, la forza
della molla —ky e la componente verticale della tensione del filo del pendolo. Sulla massa ms invece, agiscono solo
la forza di gravita mqg e la tensione del filo. Posso scrivere quindi F =ma per le due masse.

Per la massa mq lungo la verticale ho:

m1y = —ky — T cosf —mqg
Per la massa meo, rispettivamente lungo = e lungo y, ho invece:
ma(lcos 06 — Isin 09%) = —T sin 0
ma (i + 1sin 00 + [ cos 00%) = T cos O — mayg

Quindi mi sono ricondotta a risolvere il sistema

myij = —ky — T cosf —mqg (20.2.1)
ma(lcos 00 — Isin #6%) = —T'sin 6 (20.2.2)
ma(ij + Isin 00 + [ cos 062) = T cos 6 — mag (20.2.3)

Innanzitutto osservo che, in regime di piccole oscillazioni, nella eq. (20.2.2) [sin 992__, che ¢ al terz’ordine, ¢
trascurabile rispetto a [ cos 06, che invece ¢ al prim’ordine. Nella eq. (20.2.3), invece, [ sin 00 +1 cos 062 & trascurabile
rispetto a § in quanto ha un ordine maggiore (sto implicitamente assumendo che avvengano dei moti armonici).

Riassumendo le semplificazioni e approssimando al prim’ordine sin ~ 6 e cos = 1 ottengo:

miy=—ky—T —mig (20.2.4)
malf = —T6 (20.2.5)
mol =T — mag (20.2.6)

Ora noto che nelle egs. (20.2.4) e (20.2.6) non compare 6, quindi risolvo in y ottenendo:

L k my + ma
Y= iy + oy Y % g

che e proprio lo stesso moto che assumerebbe la molla se il pendolo fosse fermo. Quindi la molla oscilla di moto

k
mi+ma”

Per quanto riguarda 6, al prim’ordine ricavo da eq. (20.2.6) che T' &~ mag e sostituendo questo in eq. (20.2.5)
ottengo:

armonico intorno alla posizione di equilibrio % g con frequenza

. g
b=-Y9
I

che & 'equazione classica del pendolo.
Quindi in conclusione il moto del pendolo e della molla avvengono in maniera disaccoppiata, con frequenze
diverse e entrambi avvengono come se 1’altro non ci fosse.
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21 Due stelle che ruotano ’una attorno all’altra Lezione 20/01,/2014

21.1 Testo

Si osserva una stella di massa m; orbitare su un orbita circolare di raggio r; con pulsazione w. Cio0 si puo spiegare
ammettendo la presenza di un altro corpo che forma un sistema con la stella.
Trovare la massa e la distanza dell’altro corpo.

21.2 Soluzione

Mi pongo nel sistema del centro di massa, sia mo la massa e ry la distanza del secondo corpo dal centro di massa,
e sia 7 la posizione relativa dei due corpi.

Il primo corpo ruota ovviamente intorno al centro di massa e cosi anche il secondo corpo. Di conseguenza
stesso compie un moto circolare, anch’esso di frequenza w e percio risulta come noto:

F=—w’rf (21.2.1)
Sfruttando la eq. (F.17) ottengo:
mims . A
-G =T (21.2.2)
Ora unisco le eqgs. (21.2.1) e (21.2.2) ottenendo:
Gm1 ]. —+ ma
mims . mims 9 . G w3r ( m1> 3
R e —— (—w?r?) T i fm e (r1+72)
Ma per definizione di baricentro vale che Z—f = :—; e sostituendo nell’ultima arrivo a:
Gmq (1 + %) . Gm
— 22 = (ri+ 1) = w; = ro(r1 + 12)? (21.2.3)

Ma quest’ultima & una cubica in 79 e percio risolvendola ne posso trovare il valore, per poi ottenere mo basta
sfruttare mq = ml%.
In particolare sotto I’assunzione m > mo, ho che risulta 7o > 71 e quindi ne ricavo che la eq. (21.2.3) diviene:

e questa ¢ proprio I'approssimazione corretta nel caso in cui il corpo che non si riesce ad individuare ¢ un pianeta,
che ha quindi massa molto minore a quella della stella che si osserva.
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22 Urti con materia oscura 30/01/2014

22.1 Testo

Si consideri una galassia sferica. Sisupponga che la grande maggioranza delle stelle (massa totale M) sia contenuta
entro un raggio R, con simmetria sferica.

a) Calcolare, in questa approssimazione, la velocitd di una stella che ruota su una circonferenza attorno alla
galassia, posta a una distanza r > R dal centro della galassia.

b) Cid che in realta si verifica ¢ che la velocita dipende da r secondo la formula

k

o) =1
T0

Ci sono allora due possibilita: o la gravita a grandi distanze non si comporta secondo la legge che conosciamo,
oppure non era corretto supporre che la massa al di fuori della sfera di raggio R fosse trascurabile. Assumendo
che si verifichi questa seconda ipotesi, calcolare il potenziale della forza e la distribuzione di massa in funzione
del raggio r.

c¢) Si pensa che questa massa invisibile (materia oscura) sia costituita da particelle, dette neutralini, di massa
circa 100 volte maggiore di quella del protone: m; = 100m,. Inoltre i neutralini hanno, rispetto alla Terra,
una velocita v] di circa 130 km/s. Sivuole studiare, sulla Terra, 'urto tra un neutralino e un atomo campione
di massa msy. Determinare ms affinche dopo I'urto ’energia dell’atomo usato sia massima (si suppone che
l'urto sia elastico).

22.2 Soluzione

a) Devo semplicemente usare la formula ? = md, sapendo che sia la forza sia I’accelerazione (centripeta) sono
in direzione radiale. Dunque

2 M M
- _ G = u(r) = MG (22.2.1)
T T T
b) So che md = ? . Sostituendo il valore di v trovo che
k dU k dU 1 1
m:_;xmro:_:mk(_ ) ar=-av (222.2)
r <1+ rLo) dr " r(r+ro) dr T

Calcolo dunque il potenziale, ponendolo nullo quando 7 € infinito:

" 11 v
/ mk (— + ) dr = / dU = U(r) = mkIn (1 + r—o) (22.2.3)
r

0o r r—+ 79 0o

Calcolo infine la massa in funzione di r:
GM(r)m Fr) = AU _ mkrg

— F(r) = __mkro krrg
72 Cdr r(r+ro)

M= G

(22.2.4)

¢) Per lequazione degli urti elastici eq. (F.22), ho che la velocita dell’atomo di prova dopo l'urto sara:

- m —
7 1 .
vy = —vvur + V,
Mo
A paritd di massa mo, vorrei che vy’ sia il pitt grande possibile, e cid avv1ene se i vettori vy e VQ sono nella
—
stessa direzione, cioe se ’angolo di deviazione & nullo. Trovo le velocita VQ %, v = @ - v_f = —v_1>.
Calcolo dunque ’energia cinetica dell’atomo di prova dopo 1'urto:
2
1 N2 1 mi mivy 2m12m2v12
E = —Mo (’02 ) = —My V1 = 3
2 2 ma + my my + mg (my + mg)

Se pongo m2 = z ’equazione precedente si riscrive come:

x
E= 27711111272

(x+1)

e questa ha il suo massimo quando x = 1 (si vede facilmente derivando), dunque affincheé Penergia cinetica
dell’atomo usato sia massima dopo 'urto, la sua massa deve essere uguale a quella di un neutralino.
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23 DMasse ruotano legate da una molla e urtano un’altra massa 30/01/2014

23.1 Testo

Due sfere di masse m; = m, mo = 2m sono collegate da una molla di costante elastica k e lunghezza a riposo nulla
che inizialmente & lunga ry. Inizialmente ruotano entrambe di moto circolare, poi la sfera di massa m; urta in
modo del tutto anelastico un’altra sfera di massa m anch’essa che le resta appiccicata.

Trovare la minima distanza a cui si troveranno le 2 sferette dopo 1'urto.

23.2 Soluzione

Intanto il centro di massa del sistema delle due sferette che ruotano deve essere fermo, altrimenti & impossibile
che le sferette compiano un movimento periodico. Quindi mettendomi nel centro di massa del sistema ricavo che
entrambe le sfere ruotano intorno al centro di massa con raggi inversamente proporzionali alle loro masse e con
lo stesso periodo affinche la molla sia tesa. Le uniche forze agenti sulle sferette sono quelle esercitate dalla molla,
quindi questa deve controbilanciare esattamente la forza apparente centrifuga. In formule, chiamando vy, vs le

velocita delle sferette, questo implica:
v 2k
mlﬁ =krg= v = 37m7“o (2321)

3

mﬁ*kr = v = i7’ (23.2.2)
2%0— 0 2=\ gmTo 2.

Essendo I'urto anelastico e dovendosi la quantita di moto conservare durante 'urto ottengo che dopo 'urto,
dove prima si trovava la sferetta di massa my a velocita vy ¢ come se ci fosse una sferetta di massa 2m; = 2m con
velocita 4 = vy ancora perpendicolare alla molla. Percio conosco tutte le condizioni iniziali e mi sono ricondotto
ad un moto di due corpi.

La massa ridotta & p = 53_&’:; = m. Chiamando 7 la distanza relativa tra le sferette, e sfruttando la eq. (F.17)
ricavo:

mr = —kv

Che ¢ un classico esempio di forza centrale, e quindi applico eq. (F.7) e ottengo:

1 1 L?
E = §m7-2 + (2/@2 + 2mr2> (23.2.3)

Nel momento in cui r € minimo, la sua derivata sara nulla 77 = 0 e di conseguenza il valore di r che mi richiede
il problema ¢ la minima soluzione positiva della seguente equazione

(23.2.4)

e in particolare, questa avra 2 soluzioni positive, una sara il minimo valore di r, 'altra il massimo. E percio,
risolvendo eq. (23.2.4) ottengo che il valore richiesto dal problema é:

L2k
, E-yE -3
2 (23.2.5)

mn k

Ora calcolo energia e momento iniziali sfruttando le egs. (23.2.1) e (23.2.2).
Valgono le seguenti formule per energia iniziale e per il momento angolare (sfruttando il fatto che il centro di
massa & fermo):

1 v
E0: 2(m1+m)(21

2
Lo=(my + m)?o? +m 51}2 = 2mrovy = 2mr0\/ =\ mk (23.2.7)

Sostituendo egs. (23.2.6) e (23.2.7) in eq. (23.2.5) e svolgendo i conti si ottiene:

2 1 k
) + 2m2v2 + kro = 2mui + kro = 2m—r0 + kro = —rg (23.2.6)

5—+/13

Tmin = 6 To

39



24 Urto fra corpi con attrazione lineare nella distanza 30/01/2014

24.1 Testo

Due masse m; ed ms interagiscono fra loro con una forza F', che dipende dalla distanza 7 fra le due masse e che &
definita come segue:

—

F=—kF, sel|f]<r.
F=0, se |7l > ry

Inizialmente la massa m; si muove con velocita vy e parametro d’impatto b rispetto alla massa msy. Trovare la
minima distanza di avvicinamento nei casi:

1. mg >my
2. mip = mo

Si consideri ora solo il caso in cui m; = mo = m. Dato #; I'angolo di deflessione della massa m; rispetto alla
direzione inziale, calcolare v}, v4, le velocita delle due masse dopo l'interazione, e s, 'angolo di deflessione della
massa ms.

24.2 Soluzione

Innanzitutto ho che se b > r, la minima distanza di avvicinamento ¢ banalmente b, poicheé non c’¢ interazione fra
le due masse.
Considero quindi ora solo il caso in cui b < 7. Per la eq. (F.17) ho che vale:

F= ur
da cui, per la eq. (F.18), ottengo:
1 <2 1 -
E= §(m1 +ma)ig + 5,1”:2 +U(r) (24.2.1)

dove U(r) = — [ F(z)dz, cioe:

U(r) = $kr?* perr <r,
U(r)=1kr? perr>r,

Sul sistema non agiscono forze esterne, quindi la velocita del centro di massa & costante. Si ha quindi che

-2
E'=E—1(m + ma)7g & una costante del moto e in particolare, utilizzando la eq. (24.2.1), vale:

E = %u?g +U(r) = %W + %W@? +U(r) (24.2.2)

So pero che il momento angolare rispetto al centro di massa € una costante del moto e vale

=

L:m?x?:w"zéé

Quindi la eq. (24.2.2) diventa:

1
B = gpi® + +U(r)

2ur?
Alla minima distanza di avvicinamento, cioé¢ quando r € minimo, 7 sara zero; di conseguenza il valore di r ¢
una soluzione positiva dell’equazione:
L2

E =
2pur?

+U(r)

In particolare sicuramente nel punto in cui r ¢ minimo il potenziale U(r) sara uguale a %kr{ poiche ho gia
escluso il caso in cui la massa m; si trova sempre a distanza maggiore di r, dalla massa ms. Mi sono ricondotta
quindi a studiare le soluzioni positive dell’equazione:

2
E./ L 1 2

B 2ur? + ikr

La funzione f : RT — R, definita da f(z) = 25; + %k‘xg — E', & convessa e tende a +oo per ¢ — 0 e per x — +oo.

Quindi f(z) ha due radici, di cui ci interessa quella di modulo minore, poicheé l’altra ha derivata positiva.
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La minima distanza di avvicinamento vale percio:

E — . JE2 — EL?
m

. . (2423)

Calcolo ora i valori di E' e di L nel punto in cui la distanza fra m; ed ms ¢ per la prima volta r, (suppongo
che la massa m; arrivi da “lontano”). In tale punto la velocita di my & v, quella di mo & nulla e il potenziale vale
U(r.) = $kr?. L’energia E' vale quindi:

1 2 1 1 1 2 1 1

Il momento angolare rispetto al centro di massa risulta essere invece:

mimsa
L=—""—"buy=pb 24.2.5
my + mo o = HOto ( )

Sostituendo le eqs. (24.2.4) e (24.2.5) nella eq. (24.2.3), ottengo infine:

1,92 170 1,2 1 17..2)2 2,2
spug + skr? — \/(flwo + 5kr2)? — kub?ug
Foin = \| 2 2 2 . 2 (24.2.6)

Studio ora i casi in cui mag > mq € M1 = Mmo.

1. Se my > my, ho che p = nﬁfﬁz si puo approssimare a mj, quindi sostituendo nella eq. (24.2.6) ottengo il
risultato.

2. Se invece my = mg = m, ho che y = % = %, da cui analogamente ottengo il risultato sostituendo nella
eq. (24.2.6).

Mi pongo ora nel caso mi = ms = m, che studiero mettendomi nel sistema del centro di massa.

La velocita del centro di massa e . . .
. m1v1 + Ma¥2 U1

A =2 24.2.7

o my + mo 2 ( )

.....

Inotre chiamando ©1epm, Uacm, U ems Vaem 1€ velocitd rispettivamente iniziale e finali delle due masse ho banal-
mente che Tiem = V2em € Vypm = Usem (Percheé sono calcolate rispetto al centro di massa), e inoltre ho anche che
Viem = Uiy, Der la conservazione dell’energia.

Sia ora 0., 'angolo di deflessione (visto nel sistema del centro di massa) delle due masse rispetto alla direzione
iniziale. Utilizzando la eq. (24.2.7) e che v}, = %, ho che;

. P U1 .
v (cos 01,80 01) = T} = Ve + Uy, = 5 T V] e (COS O, SI0 Oy
U1 U1 . U1 .
=5 + g(cos Ocm,sin b)) = ?(1 + 08 O, sin O, )
. .9 0,
sin 2sin “em cos 2 0
= tanf = ™= 2 7 2 — tan —=
cos O + 1 2cos? 2 2

Ora sapendo che
0y = %(1 4 cos e, sinOer,)
Uy = Z-(1 — cos O, — sinbery,)

e che

L, v —sinOcrm,

vh(cos by, sin fz) = v 5 (1 — co80em, —sinbey) = tanfy = T cosf.

ottengo facilmente i dati richiesti dal problema, ciog v}, v} e 6.
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25 Carrello che spara acqua 06/02/2014

25.1 Testo

Un carrello di massa m contiene inizialmente una quantita m di acqua. Su un lato del carrello ¢’¢ un foro da cui
viene fatta uscire acqua inclinata di un angolo « rispetto all’orizzontale, con una velocita I rispetto al carrello
dm

fissata, con <3 = . Si chiede di calcolare il moto del carrello.

25.2 Soluzione

Determino la massa del carrello + acqua contenuta in funzione del tempo:
m(t) = 2m — ~t

Chiaramente cid che mi interessa & la proiezione delle forze lungo 1’asse x (’asse orizzontale lungo quale viene
sparata l’acqua). Riscrivo e risolvo lequazione eq. (F.23), considerando che in questo caso ho Fost = 0, v =
—wp cos v e posso considerare solo quantita scalari (con segno) percheé sono in una dimensione. L’equazione diventa
allora:

m-dv+ dm-v=dm (v —v.e)

Dividendo entrambi i membri per dt ho che

. d v t
mv+mo:mv—mvml:»@:—@vreli—”:Li/ dv:/Lvmldt
m dt  2m —~t v 2m — ~t

iniz 0

da cui ottengo la velocita in funzione del tempo

t
U = Viniz — VUrel I (1 - ;)
m

25.3 Soluzione 2

Sapendo che la massa espulsa per unita di tempo & v e ponendoci nella convenzione in cui dm & negativo, ricaviamo

facilmente che:
dm

dt
per ogni 0 < ¢ < 2. Dopo tempo t = % il carrello ha espulso tutta ’acqua che aveva al suo interno e si muovera
quindi di moto rettilineo uniforme.

L’unica componente del moto che mi interessa (I'unica che ha il carrello) & quella lungo il piano orizzontale. Mi
pongo quindi nel sistema di riferimento che ha asse x coincidente con 1’asse orizzontale, origine nel punto da cui
parte il carrello e verso uguale al verso del moto del carrello. In particolare lungo tale asse la risultante delle forze
esterne € 0, quindi per I’equazione eq. (F.23), vale:

=—y=m(t) =2m — 4t

d dm
0= Limi) - g
” (m?) gr (T + rer)
che corrisponde alla conservazione della quantita di moto lungo l’asse orizzontale.

Ottengo quindi:

d dm do dm

a(mﬁ) = — (U4 vpe)) = M— = ——Upeg => md¥ = Uy dm

dt dt dt

Poiche i vettori considerati sono tutti lungo ’asse = posso considerarne solo l'intensita. Ho quindi ¥ = vZ, mentre
Upel = — (v cOS @)& = —v,-&, da cui:

v(t) m(t) g
mdv = —v,dm — dU:—Ur/ dam
0 m(0) ™M

s o) = o, In (ZLL(((I;))) — v, In (1%)

:m(t):/otv(u)du:—w/;ln (1- 2% au

2 _at
= CTTm [u(lnwu — 1)]1 2
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E sostituendo w = 1 — I ottengo infine:

omu, [1Tzm 2mu, oyt
x(t) = o / Inwdw = 22 [w(lnw — 1)]1 Zm
7 Jo v
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26 Goccia che Cade 6/02/2014

26.1 Testo

Trovare le equazioni del moto di uno goccia d’acqua che precipita attraverso una nuvola, data A la densita di vapor
acqueo della nuvola e p la densita della goccia.

26.2 Soluzione

La goccia cadendo aumenta la propria massa, si tratta quindi di un problema di masse variabili, la cui equazione
generale ¢ eq. (F.23). Chiaramente in questo caso v — vg = 0 in quanto posso supporre le particelle d’acqua ferme
rispetto al sistema del laboratorio e I'unica forza esterna che interviene & la gravita che posso supporre positiva
orientando ’asse delle y verso il basso. L’equazione che devo risolvere ¢ quindi:

dmv + mdv = mgdt

Ovvero dividendo tutto per dt:
my + mij = mg (26.2.1)

Bisogna ora trovare la relazione tra la velocita e la massa per far questo noto che I'aumento di massa in funzione
del tempo puo essere espresso in due modi distinti, nel primo caso considero 'aumento di volume in funzione del
raggio, cioe 1 = pdnr?s, oppure 'aumento di massa posso anche vederlo come il numero di particelle incontrate,

ovvero il volume spazzato nell’unitd di tempo moltiplicato per la densita delle nuvole, quindi: 7 = Amrr2y.
Sostituendo 1 ottengo che § = 4pr/A e derivando rispetto al tempo § = 4pi'/A. La eq. (26.2.1) diventa quindi
4pr

dpmrii(——
prri(—=) +

dmpr

A

Dividendo per la massa e ricordando che essa ¢ data dal rapporto tra volume e densita si ottiene:

12p72  4p .
N AT

La cui soluzione & chiaramente nella forma r = At? dove svolgendo i conti si scopre che A = %.

Infine supponendo che all’istante iniziale la velocita sia nulla e ponendo y(0) = 0 si ottiene a = g/7 e derivando

_ 942
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27 Rotazione del tensore d’inerzia 13/02/2014

27.1 Testo

Come si trasforma il tensore d’inerzia dopo una rotazione del sistema di riferimento?

27.2 Soluzione

Mi pongo in un sistema di riferimento A rispetto al quale posso applicare la eq. (F.27), cioé un sistema che si
muove solidalmente rispetto al corpo rigido considerato e il cui centro rispetta la eq. (F.26). Chiamo A’ il suo
ruotato, che rispetta ancora tutte le ipotesi per applicare la eq. (F.27). Vale quindi:

Li = Iijw]' (2721)

dove L; ¢ il momento d’inerzia, w; € la velocita angola del corpo e I;; ¢ il tensore d’inerzia definito dall’equazione
eq. (F.25), tutti calcolati nel sistema di riferimento A. Quindi definiti L], w} e I;; rispettivamente il momento
angolare, la velocita angolare e il tensore d’inerzia rispetto ad A’, vale analogamente che:

L= Iéjwé» (27.2.2)
Inoltre chiamata R la matrice ortogonale che rappresenta la rotazione considerata, abbiamo che un qualsiasi

vettore v; rispetto ad A, dopo la rotazione vale v; = R;;v;.
L; e w; sono vettori, quindi per quanto appena detto nel sistema di riferimento A’ valgono

L; = Riij, w; = Rjkwk (2723)
Sostituendo ora la eq. (27.2.3) e la eq. (27.2.1) nella eq. (27.2.2), ottengo:

L; = I;jw;- — Riij = I{jRjkwk — Rijljkwk = Il{jRjka
= RIw=1IRw

Poiche quest’ultima equazione deve valere per ogni velocita angolare w (il tensore d’inerzia dipende solo dal corpo
e dal sistema di riferimento), ottengo:

RI=I'R=—I' = RIR"”

che e proprio quello che volevo ottenere.
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28 Tensore di inerzia invariante per rotazione 13/02/2014

28.1 Testo

Il tensore di inerzia di un corpo € invariante per rotazione. Dimostrare che il tensore ¢ un multiplo dell’identita.

28.2 Soluzione

Nel corso della soluzione usero I per indicare la matrice identica, e ) per indicare il tensore di inerzia del corpo
considerato.
Per Iesercizio section 27, il tensore d’inerzia ruota secondo la formula:

Q' = RQR" (28.2.1)
Per ipotesi @) & invariante per rotazione, dunque vale:
Q = RQR" (28.2.2)

Per dimostrare la tesi, mi basta dimostrare che se R rappresenta una rotazione infinitesima, allora ) deve essere
della forma @ = kI con k costante. Sia allora R la matrice di una qualsiasi rotazione infinitesima. So che un

%
vettore generico o viene trasformato in v = U + W x ¥ o alternativamente vy’ = R;pvi. Da cid ricavo che

1 —Ws w2
R = w3 1 —W1
—W w1 1

In particolare avro che AY = M;v, per una certa matrice M tale che M + I = R. Affinché R sia una matrice
di rotazione, deve essere ortogonale. Dunque devo avere che RR” = I. Quindi, poiche M M7 al prim’ordine &
trascurabile, vale:

IT+M(IT+MT=TeT+M{IT+M)=TeM+M"'=0 (28.2.3)

cioe la matrice M deve essere antisimmetrica. In particolare ho che

0 —Ws3 W2
M = w3 0 —W1
—Ww w1 0

Impongo la condizione eq. (28.2.2) e ottengo (ricordando che M & “piccola”) che:

Q=I+MQU+M"N=Q=Q+MQU+M")=Q+QM" + MQ < QM" = —MQ (28.2.4)
Poiche M ¢ antisimmetrica ho che M” = —M. Di conseguenza I’equazione che () deve rispettare &
MQ=QM (28.2.5)

per ogni possibile scelta di wy,ws,ws. Nello svolgimento dei calcoli tengo presente che ) € simmetrico, quindi ho
sempre Q;; = Qji-

Impongo che [MQ]11 = [@M]1; e ottengo che M11Q11 + M12Q21 + M13Q31 = M11Q11 + M1 Q12+ M51Q13 dunque
devo avere che —w3Q21 + w231 = w3@21 —w2@Q31 da cui segue che Q12 = Q13 = 0. Analogamente si dimostra che
deve essere (o3 = 0.

Impongo ora che [MQ]12 = [QM]12: devo avere M11Q12 + M12Qa22 + M13Q32 = M12Q11 + M2 Q12 + M32Q13, cioe
—Q2ow3z = —Q11w3 = Q11 = Q2. Analogamente si dimostra che Q17 = Q33.

Quindi abbiamo dimostrato che i numeri sulla diagonale devono essere tutti uguali, e dalle altre parti ci deve essere
0. Cio significa che il tensore @ & un multiplo dell’identita.
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29 Asta che ruota su una semicirconferenza 13/02/2014

29.1 Testo

Un’asta di lunghezza | e massa m distribuita omogeneamente ruota senza strisciare, sotto l'effetto della gravita,
su una semicirconferenza fissa di raggio r.

Trovare l’equazione differenziale che regola il moto dell’asta e trovare le piccole oscillazioni intorno al punto di
equilibrio.

29.2 Soluzione

Sla T il punto di contatto tra ’asta e la semicirconferenza, sia Q la posizione del centro di massa della barra, sia
O il centro fisso della semicirconferenza. Sia inoltre z lo scalare che rappresenta la distanza tra Te Q

Lavorero in coordinate polari centrate in O e riferite a T. Dove 6 = 0 corrisponde alla posizione orizzontale
dell’asta (quindi il punto di contatto coincide col punto piu alto della semicirconferenza).

La condizione di rotazione senza strisciamento € equivalente ad affermare:

i+70=0 (29.2.1)

Inoltre discendono banalmente dalle definizioni del sistema di coordinate le tre seguenti identita:

T =rf (29.2.2)
Q=ri+ab (29.2.3)
g=g (— cos 07 + sin 9@) (29.2.4)

Ora l'idea e applicare la seconda equazione cardinale della meccanica rispetto al punto di contatto, cosi da
poter trascurare le forze vincolari della semicirconferenza visto che tutte agiscono proprio su 7. Seguendo questa
idea, ottengo la formula:

— o . o
MT = NT —vr X P (2925)

—
N

dove @r & la velocita di T nel sistema di O e P ¢ la quantita di moto del centro di massa della sbarretta nel sistema
di O.

Ora semplicemente calcolo tutti i termini di questa equazione in funzione di 6, z.

Per quanto riguarda ]\7T il conto & molto facile, visto che 'unica forza agente sulla barra che conta per il calcolo
del momento delle forze rispetto a T & la forza di gravita, che agisce, dal punto di vista del momento, come se
tutta la massa fosse concentrata nel centro di massa C_j, e percio il momento risulta essere:

Nr=(@-T)xg=a0xg (— cos 07 + sin 9@) = —xgcosbz (29.2.6)

dove nei passaggi ho usato egs. da (29.2.2) a (29.2.4).
Per quanto riguarda il termine di ¥ x P si tratta solo di derivare eqgs. (29.2.2) e (29.2.3), usando le regole di
derivazione delle coordinate polari eq. (F.1) ottenendo:

Gr x P = T x mé =700 x m (7"9@ + @6 — x@f) = —marf?z (29.2.7)

Ora resta da calcolare il momento angolare della sbarretta rispetto a T. Per farlo noto che I'unico movimento
della sbarretta che conta per il calcolo del momento angolare ¢ quello rotazionale, e ovviamente la sbarretta sta
ruotando con velocita 6 intorno a T. Allora posso calcolare il momento angolare se ricavo il momento d’inerzia
della sbarretta rispetto a T, ma ora viene in aiuto il teorema degli assi paralleli che mi assicura che tale momento
di inerzia & I + ma? dove I = o 4 ¢ il momento d’inerzia della sbarretta rispetto al suo centro. Ora considerando
i segni e unendo le considerazioni fatte ricavo:

m = 30 (I—I— me)
Quindi derivando quest’ultima ricavo:
My =2 (6 (1 +ma?) + 2mbui) (29.2.8)
Ora sostituisco egs. da (29.2.6) a (29.2.8) nella eq. (29.2.5) ottenendo ’equazione fondamentale:

-2 (9 (I +ma®) + 2m9m‘) = —xgcos i +marf?s < 0 (m + a:2) = xgcosf — x0(rf + 2i)
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E ora sostituendo eq. (29.2.1) nell’ultimo addendo arrivo a:

0 <I + x2) = zgcos + zr6? (29.2.9)
m

e quest’ultima puo facilmente diventare un’equazione del moto, visto che sempre dalla eq. (29.2.1) si ricava © =
xo — Or e sostituendolo diviene un’equazione nel solo 6.

E chiaro che la condizione d’equilibrio accade quando x = 0, cioé quando punto di contatto e centro di massa
coincidono (se non risulta ovvio, basta porre = 0 in eq. (29.2.9) scoprendo che 0 risulta nullo). Sia fy I'angolo
per cui z = 0.

Se 8 = 6y + d, applicando la eq. (29.2.1) ottengo x = —r df e sostituendo nella eq. (29.2.9) ottengo:

I .
0 (m + 72 d92) = —rdfgcos + 2 dh*6?

e approssimandola al prim’ordine arrivo a:

(T .. 24 56
§(=) =—-rgcosydd = f = -2 °70 g9
m 12
v 24gr cos by

che ¢ 'equazione di un moto armonico in € con pulsazione (ricordo che |0g| < 7/2 visto che & una

semicirconferenza) intorno al punto di equilibrio stabile 6.
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30 Moto libero di una trottola simmetrica Lezione 17/02,/2014

30.1 Testo

Una trottola simmetrica ¢ un corpo rigido per cui valga I, = I, = Iy dove 2, g, 2 sono gli assi principali del corpo.
Studiare il moto libero (cioé in assenza di forze esterne) di una trottola simmetrica.

30.2 Soluzione

Lavoro nel centro di massa del corpo (& chiaro che il moto traslatorio di questo non & interessante ai fini del
problema ed ¢ a velocita costante visto che non agiscono forze esterne).

Chiamo L il momento angolare del corpo e & 'asse di rotazione istantaneo. Inoltre sfruttero la notazione di
Einstein per le sommatorie, e tutti gli indici varieranno su z, ¥, z.

Per la seconda equazione cardinale della dinamica, poicheé sul corpo non agiscono forze esterne, ho che vale:

-

0=1L (30.2.1)
Per la definizione di tensore di inerzia eq. (F.27), rispetto agli assi principali, ho anche che vale:
L = Lw;i (30.2.2)

e derivando quest’ultima rispetto al tempo, sfruttando eq. (F.4) arrivo a:
ora applico eq. (30.2.1) e arrivo a
0=1T; (il + wi@d x i) = Y (Iotos + wyw: (I — I)) & (30.2.3)
cyc
dove nell’ultima uguaglianza ho semplicemente fatto i conti e raccolto per coordinata.
Guardando la eq. (30.2.3) rispetto alla coordinata Z ottengo:
0=Lw, +wywy(Iy —I;) =L, =w, =0
quindi ottengo w, costante.

I
Chiamo o = I—Z e k= w,(a—1). Per quanto appena detto k ¢ una costante.
0
Guardo la eq. (30.2.3) rispetto alla coordinata & e ottengo:

0= LW, +wyw, (I, — I;) = 0 =W, + kw, (30.2.4)
e analogamente, solo guardando la coordinata g ottengo:
0=TIwy+wwz(Iz —I.) = 0=y — kw, (30.2.5)
Ora sommo la eq. (30.2.4) alla eq. (30.2.5) moltiplicata per 4 ottenendo:

d
0 = wg + kwy + i(wy — kwy) = a(wz +iwy) — ik(wg + iwy)

e chiamando z = w; + iw, arrivo ad una differenziale di variabile complessa facile da risolvere:
(=ikz= 2= A ektte
dove A, ¢ sono costanti che dipendono dai dati iniziali. E questo, tornando in coordinate Z, g implica che:
(Wa, wy) = A(cos(kt + @), sin(kt + ¢)) (30.2.6)

da cui ottengo che & compie una rotazione di pulsazione k intorno all’asse Z.
Inoltre, sfruttando eq. (30.2.2), riesco anche ad ottenere la seguente identita:

L =Lii=Lwi=1I, (Welt +wyy +w.2) + (I, — Ip)w.2 = Lyid + (I, — Ip)w.2 (30.2.7)
che dimostra che ﬂoﬁ, 2 sono complanari. Poiche L ha modulo costante per eq. (30.2.1) e anche Z ha ovviamente
modulo costante ed inoltre i coefficienti della composizione sono costanti (w, € una costante del moto) ottengo
anche che visti nel piano che li contiene i tre vettori L, ), Z sono fissi.

Unendo quanto appena detto e che & ruota intorno a Z con pulsazione k ottengo che sia w che Z ruotano in

I, —

modo fisso intorno a L che & costante per eq. (30.2.1) con pulsazione k = w, 0 rispetto al sistema rotante

0
degli assi principali della trottola.

Questo moto ¢ detto nutazioni di Eulero e si applica anche alla Terra se la si considera un ellissoide schiacciato
ai poli.
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31 Corpo rigido in orbita circolare intorno alla Terra Lezione 17/02,/2014

31.1 Testo

Un satellita ruota intorno alla Terra su un’orbita circolare di raggio rg. Calcolare il momento delle forze rispetto
al baricentro, noto I il tensore d’inerzia del satellite.

Inizialmente il satellite ha i tre assi principali rivolti uno radialmente, uno tangenzialmente e I'ultimo uscente
dal piano dell’orbita. Dimostrare che 'orientamento degli assi rimane fisso nel sistema che ruota solidalmente al
satellite. Calcolare inoltre il periodo delle piccole oscillazioni sul piano dell’orbita.

31.2 Soluzione

Nel corso della soluzione utilizzerd la notazione di Einstein come definita in section 1.8.
Calcolo innanzitutto il momento delle forze rispetto al baricentro, dove considero come sistema fisso il sistema
centrato nel centro della Terra.

NQZZTQQ ><F = ZTQQ Mfa

(31.2.1)
- Mq -
=—-GyM E TQa (7o +7qa) = —GNM Y 3 (TQa X 7Q)

Sapendo che 7, = 7 + 7Qa, ricavo per il teorema di Carnot e utilizzando che rg. < 7¢:

1 1 o
1L =14 4 Tha + 27  Toa = 1¢ 1+27TQ Q) — 1+7TQQ — o~ [1-3@ 9
Q T Qa Qe Q 2 Q 2 3 3 2
Q Q o Q Q

Sostituendo ora quest’ultima relazione nella eq. (31.2.1) e utilizzando che ) mq(7ga X 7o) = 0, ottengo:

- GNM TQ TQa \ /- . 3Gy M L. . .
Ng=—-—— Zma (1 — 3T (Foa X Tg) = 5 Zma(rQ T00) (TQa X TQ)
«

o & Q Q
X 3GNM . 3GNM . :
— Ng = 5 Zma&jk%argrl@%a I EiRTOTQ Zma(%aré?a = 057 Ga)
QR a Q o

dove 4, j, k, [ all’apice indicano le componenti dei vettori su cui sono applicati, relative al sistema di assi fissi rispetto
al corpo, e I'ultimo passaggio € vero perche EijkrgrlQéﬂ = EijkTgT]Q =7g x 7 =0.
Quindi ricordando la definizione di tensore d’inerzia data dalla eq. (F.25), ottengo:

3GNM

NG = ——eunlurgry (31.2.2)
rQ

che ponendosi nel sistema degli assi principali diventa:
NQ T{‘:”kl TQTQ (3123)

Mi pongo ora nel caso in cui inizialmente gli assi principali &, ¢, Z siano rivolti rispettivamente tangenzialmente,
radialmente e in direzione uscente dal piano dell’orbita (come nel testo). In questo caso ho che 7o = (0,7¢,0) e
sostituendo tale valore di 7g nella eq. (31.2.3), ho facilmente che N = 0. Cid dimostra quindi che I'orientamento
degli assi rimane fisso rispetto al sistema di riferimento che si muove solidalmente al satellite.

Voglio calcolare ora il periodo delle piccole oscillazioni che si compiono sul piano dell’orbita (I’asse Z rimane
quindi sempre fisso rispetto al sistema che si muove con il satellite).

Sia 6 I'angolo che 'asse g forma con la direzione radiale. In questo caso, considerando 6 “piccolo”; la direzione
del baricentro rispetto agli assi principali & espressa da 7o = rg(sind, cos6,0) ~ ro(6,1,0).

Sostituendo quindi nella eq. (31.2.3), ho che vale:

NG = Mg =0 31.2.4
NG = 3G§M(5zwy]w9 + eayalyl) = 3€%M Iz — 1,)0 (31.2.4)

Poiche il centro del sistema di riferimento & il baricentro, & rispettata la condizione eq. (F.26), e quindi per la
eq. (F.27) vale: .
o=Lw.=10 (31.2.5)
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Per la seconda equazione cardinale dei sistemi (sempre perche il centro del sistema & il baricentro) vale:

. drL ,oodry
NQ:Tf:NQ:TtQwaLQ)Z

ma e diretto lungo I'asse 2, quindi la componente z di & x EQ ¢ sicuramente 0. Percio sostituendo ad L7, la

eq. (31.2.5) ottengo:

ALy _dLo
dt dt ?

Ponendo infine in quest’ultima equazione la eq. (31.2.4) per N§, ho che:

NG =

. 3GNM . 3GNM I,—1I,
L=, — 1) = 6="00 . 2 vy
o o 1,

Da quest’ultima equazione ricaviamo che l'equilibrio e stabile se I, — I, < 0 e in tal caso la pulsazione delle
piccole oscillazioni e

3GyM I,—1,
w = T5 . I
Q z
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32 Corona che ruota intorno ad un punto fisso 27/02/2014

32.1 Testo

Una corona circolare omogenea di massa M e raggio R, e fissata al pavimento da un perno attorno al quale ruota
senza attrito. Sulla corona si trova un punto materiale di massa m. All’inizio il sistema & a riposo. Il punto
materiale inizia poi a muoversi sulla corona percorrendo un angolo A6 rispetto al centro della corona. Che angolo
Ap ha compiuto la corona attorno al perno? Si risolva il problema al prim’ordine in ;.

32.2 Soluzione

Rispetto al punto (che chiamerd P) in cui la corona ¢ fissata dal perno, il momento delle forze esterne ¢ nullo,
quindi per la seconda equazione cardinale vale L =0. Ho quindi che L ¢ costante e in particolare e uguale a 0,
poiche all’inizio il sistema & a riposo.

Voglio quindi calcolarmi ora il momento angolare rispetto a P, che in particolare ¢ uguale a L= EQ + Ec,
dove EQ ¢ il momento angolare del punto materiale rispetto a P e Ec ¢ invece il momento angolare della corona,
sempre rispetto a P.

Il punto materiale @ sta ruotando attorno a P con una velocita angolare %(90 - g + ), perciod

Lo = m|PQ|? <¢; — 2) 2 = 4mR? sin® g <¢ — g) 2 (32.2.1)

La corona ruota invece attorno a P con una velocita angolare ¢, quindi utilizzando il teorema degli assi paralleli
e il fatto che il momento d’inerzia rispetto al centro & I = M R?, vale:

=

Lo = (I + MR?*)¢z =2MR?*p2 (32.2.2)

Unendo la eq. (32.2.1) e la eq. (32.2.2), ottengo quindi che

L=0= Lo+ Lo = 0= 4mR?sin’ ( >z+2MR22—0
M
m

0 .
+ 2sin? ) ¢ =sin® -0

29
2
0 .
.2V . _
= msin 2(2(,0 9)+M<p O:>( 5

da cui, chiamando p = % e integrando, ottengo

00+A0

fo+00 . LR . o
Ap— l/ sin? Qd& _ 2 [t—sintcost _ 1 Ad— sin(fg + Af) — sin by
& Jo, 2 o 2 09 2u 2

2

che e proprio quello che stavo cercando.
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33 Pendolo a cui sono appesi due pendoli 6/03/2014

33.1 Testo

Ad un pendolo matematico di massa 10m e lunghezza 2a sono appesi altri due pendoli matematici di massa 3m e
lunghezza a (che si muovono senza scontrarsi fra loro). Trovare le equazione del moto di tale sistema intorno alla
posizione di equilibrio.

33.2 Soluzione

Mi pongo nel sistema cartesiano con asse Z orizzontale e asse g rivolto verso I’alto. Chiamo 6, 6; e 0 rispettivamente
gli angoli che i tre pendoli formano con la verticale.
L’idea della soluzione sara trovare le due matrici M, K € M(3,R) tali che

1 1
ZTMi+ ="Kz =F
2 2

dove z = (0,01,0) ed E ¢ l'energia del sistema, che si conserva. Tale equazione infatti ¢ equivalente a
Mz=—-K=z

che & in realta un sistema di equazioni lineari omogenee, che so quindi risolvere.
Calcolo percio 'energia del sistema in funzione dei dati del problema e di 6,6, e 6. Innanzitutto calcolo le
posizioni (x,y), (x1,y1), (x2,y2) dei tre pendoli:
(z,y) = 2a(sin @, — cos §)
(x1,11) = (x,y) + a(sin by, — cosb1)
(3327 92) = (337 y) + a(sin 027 — COs 02)
da cui )
(%,9) = 2ab(cos 8, sin 6)
(21,91) = (&,9) + ab(cos b1,sin b1 )
(Z2,92) = (&, 9) + aba(cos b2, sin 6)
Da queste ultime equazioni ottengo facilmente che I’energia cinetica del sistema &
1 2, oy, L 2, 2 1 2, .2
Eein = 510m(2” +§°) + 5 3m(i1 +97) + 53m(d +92)
.. 3 . . .. .
= 32ma’6? + Qma2 (6% 4 03) 4 6ma*0[6 (cos 0 cos 0 + sin Osin 1) + O2(cos O cos O, + sin O sin 6y)]

e sviluppando al second’ordine intorno al punto di minimo (6,6;,62) = (0,0,0), ottengo quindi
Ein = 32ma?6* + 5ma?(ef + 02) + 6ma?6(6, + 62) (33.2.1)

L’energia potenziale, sempre sviluppando al second’ordine e poi non considerando le costanti (poiche 'energia
¢ definita a meno di costanti), vale invece

E

3
ot = —32mgacos § — 3mga(cos ) + cos ) = Epoy = 16mgaf® + imga(ef +032) (33.2.2)

Dall’equazione eq. (33.2.1) ottengo quindi facilmente

64 6 6
M=md®>[ 6 3 0
6 0 3

e analogamente dall’equazione eq. (33.2.2) ottengo invece

32 0 0
K=mga| 0 3 0
0 0 3
Mi sono quindi ricondotta a risolvere ’equazione
M:=-Kz
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Cerco innanzitutto le soluzioni della forma z,(t) = Ase~“=t. In particolare deve valere
WIMA, =KA, <— (K —-w M)A, =0
Perche esista una soluzione A, # 0 devo avere, chiamando wg = 2. che

2
det(K —w?M) =0 <= w? =w?, 2w, gwg

Per ognuna delle soluzioni wi = wp, w1 = V2w e wy = \/gwo ottengo i rispettivi valori di A, € ker(K — wiM)

0 1 3
A= 1|, A0=-4],4,= (4
~1 —4 4

Le soluzioni Q,(t) = Re(caza(t)) = Re(cqAge™™=t) con ¢, € C sono le soluzioni in cui tutte le componenti
del sistema oscillano con la stessa frequenza e sono percio detti modi normali.
La soluzione generale del sistema ¢ data infine da

3 3
z= Z Re(cqAqe™ oty = Z Ay Re(cqeet)
a=1

a=1

che ha come previsto sei parametri liberi, cioe la parte reale e immaginaria di ognuno dei c,.
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34 Due cilindri ruotano I’'uno nell’altro 10/03/2014

34.1 Testo

E fissato un cilindro cavo di massa m e raggio 2a con un perno sulla sua circonferenza, intorno al quale puo ruotare.
All’interno di questo cilindro ne ¢ presente un altro, anch’esso cavo, di massa m e raggio a, che si muove di puro
rotolamento sul bordo del cilindro grande.

Studiare le piccole oscillazioni del sistema intorno alla posizione d’equilibrio sotto leffetto della gravita.

34.2 Soluzione

Sia P il punto fisso corrispondente al perno che fissa il cilindro grande, sia @ il centro del primo cilindro e R il
centro del secondo. Chiamo ¢ I’angolo tra PQ) e la verticale, e 6 ’angolo tra Cﬁ e la verticale.

Pongo un sistema di assi cartesiani in modo che l'origine sia P e lasse ¢ punti verso il basso.

Nel sistema di coordinate descritto risultano valere:

J = 2a(sin , COS
@ = 2a{sin g, cos ) (34.2.1)
R=Q +a(sinb,cos0)
e derivando ottengo anche:
;:2a'cos , —sin
Q= 2ap(cosp, —sing) (34.2.2)

R = Q + ab(cos 0, — sin 0)

Voglio calcolare ’energia cinetica e potenziale del sistema.
Per quanto riguarda ’energia potenziale (che pongo nulla nella posizione d’equilibrio) & molto facile ricavarla
sfruttando eq. (34.2.1):

mga
2

U = mg(2a) + mg(3a) — mgQy — mgR, = mga (4(1 — cosp) + (1 —cosh)) = (4¢° + 6°) (34.2.3)
dove nell’ultima identita ho approssimato al second’ordine.

Per quanto riguarda l’energia cinetica del cilindro grande, e facile decomporla in cinetica di ) piu rotazionale
e poi calcolarla usando eq. (34.2.2):

1 =2 1
T =5mQ + §I¢2 = 4ma’Q* (34.2.4)

Anche per calcolare ’energia cinetica del cilindro piccolo la decompongo in cinetica pilu rotazionale, ma risulta
piu difficile capire la velocita angolare del cilindro.

E arduo spiegare a parole come trovare 1’angolo di cui ruota il cilindro piccolo in funzione di ¢, ma provo
ora a descrivere il metodo. E chiaro che il termine © ¢ solo addittivo (sia sulla rotazione del cilindro piccolo, sia
sull’angolo #, quindi lo tengo costante, mentre noto che se I’angolo 8 passa da 0 a 6 il cilindro risulta essere ruotato
di —6y (questo va fatto guardando un po’ gli angoli della figura). Riaggiungendo la variazione di ¢ ottengo che
Pangolo di rotazione del cilindro (partendo a contare da quando ¢ tutto nella posizione di equilibrio) risulta essere
2¢p — 6.

Percio ora ho gli strumenti per calcolare l'energia cinetica del cilindro piccolo (sfrutto ancora eq. (34.2.2)):

1 22 1 . 2 1 . . 1 N2
T, = imR + 5[(2@ —0) =5m (4a2¢2 + a?6* + 4a*0p(cos p cos O + Singasine)) + §ma2 (2<p - 9)
1 . .
zém(f (8<,b2 +260% + 4¢0(cos @ cos § 4 sin psin 6 — 1)) (34.2.5)

1 )
z§ma2 (8<,b2 + 292)

dove nell’ultimo passaggio ho approssimato al second’ordine.

Unendo eqs. da (34.2.3) a (34.2.5) ottengo che al second’ordine risulta:
1 : E 1 . 1
B = Sma® (16¢2 + 292) + % (46°+0%) = — = —a (16¢>2 + 292) + 59 (407 +07) (34.2.6)

Ora applicando la teoria delle oscillazioni a piu gradi di liberta section 1.9 posso trovare le piccole oscillazioni
del sistema (nelle coordinate (% )). Noto che in questo caso le matrici da studiare K, M sono gia diagonali:

16 0 40
M_C‘(o 2) K_9<o 1)
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e percio ottengo che, detta w la frequenza dei moti normali, vale:

0 =det (K —w?M) = (49 — 16aw”)(g — 2aw?®) = w” = i, 9
4a’ 2a
e Dautovalore relativo a w? = £ & (§) mentre quello relativo a w? = £ & ({). Percid i moti armonici sono

completamente disaccoppiati tra ¢ e 6.
In conclusione ottengo che ¢ varia di moto armonico con w, = /4= e con ampiezza dipendente dai dati iniziali,
analogamente 6 varia di moto armonico con wy = / % e con ampiezza dipendente dai dati iniziali.
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35 Stella con tensore d’inerzia variante 20/03/2014

35.1 Testo

Una stella ha i momenti d’inerzia lungo gli assi principali che variano nel tempo seconda le leggi

€
I, =1, —I(l—icoth)
I, =1I(1+ ecost)

Si determini la velocita angolare ¢ della stella al prim’ordine in € < 1, conoscendo il valore iniziale &y.

35.2 Soluzione

Non sono presenti forze esterne che agiscono sul sistema, quindi per la seconda equazione cardinale ottengo

=0 (35.2.1)
So inoltre che per eq. (F.27), vale

L= (Ipwy, Tywy, Tw,)
dL 6L _ - . o o
P + & x L = (Ipwy + Lywy, Iywy + Lywy, Lo, + Lw,) + (We, wy, ws) X (Tgwg, Iywy, Lw,)

Svolgendo i conti, la eq. (35.2.1) diventa quindi:

Loy + Lowy + wyw (I, —1I,) =0
Iyw, + Iywv Fwew,(Ip = I.) =0
L, + Lw, +wewy(I, — I,) =0
da cui, chiamando I, = I, = I, ottengo:
To, + jwm + wyw (I, — =0
Iy + Twy + wyw, (I —1,) =0 (35.2.2)

Lo, +TLw, =0
Risolvo innanzitutto la terza di queste equazioni. Deve valere:

dw, Qe sin Ot

L, + Lw, =0 < I(1 4+ ecos QU)w, = IQe sin Nw, <— =
W, 1+ ecosQt

che nell’approssimazione al prim’ordine per ¢ < 1, diventa:

d R w (t) d R t
Wa _ Qesin Qt dt — We _ / Qesin Qs ds
Wz w.(0) Wz 0

= w,(t) = w.(0)eFE7% )~y (0)[1 + £(1 — cos Q)]

Sostituendo quindi nella prima equazione (la seconda & analoga) di eq. (35.2.2) i valori di I e I, e il valore di
w, appena trovato e approssimando al prim’ordine in €, ottengo:

To, + ILwm +wyw, (I, —1)=0
= (1— gcos Ot)w, + gQ sin Qtw, + gs cos Qw,(0)[1 + (1 — cos Q) |wy, =0

— W, + %Q sin Qtw,, + gs cos Qw, (0)w, =0

Quindi mi sono ricondotta al sistema di due equazioni

We + 5 sin Qtw, + %5 cos Qtw (0)w, =0
Wy + 5Qsin Qtw, — 3¢ cos Qtw, (0)w, =0
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Chiamo ora z = w; + iw,, sommando alla prima equazione del sistema ¢ volte la seconda ottengo:

24 gﬂ sin Qtz — ;5 cos Qtw,(0)z =0
sin (¢

— 2 = (wy(0) + iy (0)) exp B (3@(0) +cosQt — 1)}

= (ws(0) + i, (0)) {1 + g <3¢wz(o) Sir;zm 4 cos Ot — 1)]

) — Zew, (0)w, (0) 2

wy(t) = we (0) (1 + § cos Qt —
= { ) + 2w, (0)w, (0) St

€
2
wy(t) = wy(0) (14 £ cos Ut — £
Quindi, poiche avevo gia ricavato w,(t), ho trovato quindi il valore di & rispetto al tempo, che & quello che
volevo.

35.3 Soluzione 2

Si vuole adesso spostare I’attenzione sulle componenti (Lg, L,, L.) del vettore momento angolare, mettendo in
luce cosa accade alla stella per tempi molto lunghi (che le approssimazioni della precedente soluzione, esatte solo
per tempi brevi, non consentono di osservare).

Imponendo come prima che la derivata del momento angolare sia nulla, si ha:

1

(I~
( —1
0

+ +

el

T
Yy
z

Dalla terza equazione deduciamo che L, & costante.
Sial'= Ly +iL, .
Manipolando le prime due equazioni del sistema si trova:

r 3 L € -1 _
e e Y Q(l—f Q) 1 0N s
T i( )L, 5l cos t 5 COS t) (14 ecos)
L.
51’7 cos Qt (1 — %cos Qt)

<F > 3 L, (sith € sin 20t 5t>

—In| = = —¢ I I
To 2

"T\U e 8 a 1
Siamo liberi di supporre che nell’istante iniziale L, (0) = 0. Quindi:

1

3¢ L, (sinQt esin2Qt et

L,(t) =Tgcos

27\ Q 8 Q 4
3e L, (sinQUt esin20t &t
L =Tgsin | ——= — = - =
v(t) =Tosin | 3 I( 0O 8 Q 4>
Per tempi dell’ordine di 27! si ha:

3L, .
Ly(t) =Ty (215 sin Qt)
che equivale esattamente alla prima soluzione, passando alle velocita angolari e approssimando al prim’ordine.

Invece, per t > (¢9) 71, si trova:

32 L
L,(t) =~ T¢cos (;IZ t

32 L,
Ly (t) = —Tysin (;I t)

Si nota in particolare che, per tempi molto lunghi, il sistema acquista simmetria.
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