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Introduzione

Questo file contiene i miei svolgimenti di alcuni esercizi assegnati dal prof. Mau-
ro di Nasso durante il corso di Elementi di Teoria degli Insiemi per il corso
di laurea in Matematica dell’Universita di Pisa, tenutosi nell’anno accademico
2016/2017.

Alcune consegne non sono state trascritte, perché si trovano sulle dispense del
professore, reperibili a questi indirizzi:
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensal.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa2.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa3.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensad.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensab.pdf

Nelle dispense, inoltre, e possibile trovare anche altri esercizi assegnati durante
I’anno, che qui non sono presentati.

Attenzione!

Questi esercizi non sono stati corretti, dunque potrebbero contenere errori e\o
imprecisioni.


http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa1.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa2.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa3.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa4.pdf
http://people.dm.unipi.it/dinasso/ETI/dispensa5.pdf
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1 Coppie Ordinate

Dimostrare che la definizione di coppia ordinata
(a,b) = {{a,0},{b,{0}}} verifica la proprieta (a,b) = (a’,b") &
a=d ANb=1

Consideriamo la definizione
(a,0) = (a',V') & {{a, (D}v {b, {@}}} = {{d, ®}7 v, {Q}}} dobbiamo dunque di-
mostrare 'implicazione
{{a, 0}, {0, {0}}} = {{a’, 0}, {V', {0}}} = a=a' A=V
Partendo dall’uguaglianza {{a, 0}, {b,{0}}} = {{d’,0},{b',{0}}} si deduce che
{a,0} € {{’,0},{V',{0}}} e dunque
{0} = {a/, 0} v {a,0} = {1/, {0}}
Caso 1
Se {a,0} = {d’,0} allora a = @’ (se a = () siamo nel caso a = § = a’), sostituen-
do nell’equazione iniziale otteniamo
{{a/, 03, {6, {0}}} = {{a’, 0}, {0", {0} }} = {b,{0}} € {{’, 0}, {¥', {D}}}, ci sono
dunque nuovamente due casi diversi {b,{0}} = {a’, 0}V {b,{0}} = {V/,{0}}
Caso 1.1
Se {b,{0}} = {d’,0}, allora {0} € {a’,0} e concludiamo che ¢’ = {#} = q, da
cui b = 0, sostituendo questi dati nell’equazione iniziale
{{{0},0}} = {{{0},0},{v/,{0}}} da cui b/ = 0 = b da la tesi.
Caso 1.2
Se {b,{0}} = {V/,{0}}, b=V, che da la tesi.
Caso 2
Se {a,0} = {b/,{0}}, allora 0 € {V/,{0}} e, poiche 0 # {0}, 0 = ¥, da cui,
sostituendo, {a, @} = {0, {0}}, quindi a = {0}.
Sostituendo nell’equazione iniziale i valori di a e ¥/,
{{{03, 0}, {6, {0}}} = {{a’,0},{0, {0}}}, quindi {a’,0} = {b,{0}}, da cui b =
d=b"ea ={0} =a. Sihala tesi.




2 Cardinalita ed equipotenza

Dimostra che, se |A| = |A’| e |B| =|B’|, allora:

1. |JAUB|=|AUB|, purche ANB=A'NB' =1
2. |[Ax B|=|A" x B'|

3. |Fun(A, B)| = |Fun(A’, B')]

4o [P(A)] = |P(AY)

Se |A| = |A'| e |B| = |B'| allora 3"°f : A — A’ e g : B — B’ bigettive, sulla
base di queste bigezioni & possibile definirne altre che mettono in bigezione gli
altri insiemi dei quattro punti, dimostrandone in questo modo 1’equipotenza.

1. Definisco h : AUB — A’UB’ tale che h(c) = f(c) se ¢ € A, invece h(c) = g(c)
se ¢ € B, dal momento che AN B = A’ N B’ = (), la funzione h ¢ ben definita,
dalla bigettivita di f e g segue quella di A.

2. Definisco h : Ax B — A’ x B’ tale che h[(a,b)] = (f(a), g(b)), dalla bigettivita
di f e g segue quella di h

3. Definisco cosi L : Fun(A,B) — Fun(A’,B’). Sia h € Fun(A, B), allora
L(h) =goho f~! la funzione & ben definita, perche f e g sono bigettive.
L(h) = L(k') = goho f~' = goh/o f~! = h = h’ dimostra l'iniettivita,
I'ultima freccia viene dall’invertibilita di g e f.

Vu € Fun(A’, B') vale che L(g~! ouo f) = u, questo dimostra la surgettivita.
4. Dato C' C A, abbiamo definito f(C), I'immagine di C, & dunque possibile
definire f': P(A) — P(A’) tale che f'(C) = f(C), la bigettivita segue da quella
di f.

1. Dimostra |AB x A9| = |ABYC|, se BNC =)
2. Dimostra |(AB)C| = |ABXC|

1. Sia f: B— Aeg:C — A, definiamo L : AB x A® — ABYC tale che
L[(f,9)] = h, dove h: BUC — A & definita cosi:
h(z) = f(z), se x € B V h(z) = g(z), se x € C. h & ben definita proprio per
l'ipotesi BN C = (.
L & iniettiva, infatti L[(f,g)] = LI(f',¢)|=h=h = f=f' Ng=4.
L & surgettiva, infatti Vh € AP si ha che h = L[(h],, hlp)]
2. Sia g: C — AP sia g’ : Bx C — A, definita sulla base di g, tale che
g'(b,c) = [g(c)](b), allora la funzione G : (AP)¢ — ABXC tale che G(g) = ¢’ &
bigettiva.
Infatti G(i) = G(j) = i = j' = i'(b,c) = j/(b,c)Vb € B,Vc € C = [i(c)](b) =
[1(0)](b)¥b e B,Yce C=i(c)=j(c)VceC=i=j
E VKW : Bx C — A, se in particolare h'(b,c) = a, sia h : C — AP tale che
h(c) = f, dove f(b) = a,V(b,c) € B x C,Va € Imm(h'), allora G(h) = i’



Dimostare che:

1)1[0,1]] = (0, 1)},
2) |(a,0)| =1(0,1)],
3)1(0, )| = [R|

1) Si procede con Cantor-Bernstein. Ovviamente ¢ vero che |(0,1)| < [[0,1]],
Iidentita ¢ un’ovvia iniezione da un insieme a un altro. Definiamo adesso un’i-
niezione da [0, 1] a (0,1). Sia f:(0,1) — [0,1], tale che f(z) =1— 5.

f & ben definita? Cioe, f([0,1]) € (0,1)?

f(x)>0e1-%>0% 3 <1< 2 <2, sempre verificato.

f(x) <14 1—-§ >0« x>0, 'unico punto nel dominio che non rispetta la
condizione & x = 0, c¢’¢ dunque un problema di deﬁnizione da risolvere.

Qual & 'immagine di f? Notiamo che f’(z) = —z, dunque f & una funzione
decrescente, percio Imm(f) = [f(1), f(0)) = [, 1)

Possiamo quindi definire la funzione

g(x) = {{(Z)fo# "

che risolve il problema della buona definizione e mantiene l'iniettivita. Abbiamo
I’iniezione cercata, dunque la tesi.
2) La funzione f : (a,b) — (0, 1), tale che

fla) =sin(5 - T

2 b—a)

& una bigezione, appositamente ottenuta da una dilatazione e una traslazione
della funzione seno.

3) Abbiamo appena dimostrato che [(a,b)| = [(0,1)|Va, b € R, scegliamo a = —F
eb= 7, dunque (=5, )| = [(0,1)|, ma la funzione arctan(z) : R — (=7, %), ¢
una blgezwne dunque [(0,1)| = [(—=F, )| = [R|.

Sia A C R, tale che |A| < Rg, allora R\A é denso.

Sia ¢ = |R]
Procediamo per assurdo. Supponiamo che 3"°a,b € R\ A, tali che a < b e tali
che Vr € R che verifica a < r < b, r € R\ A, che equivale a scrivere r € A.
Notiamo che R = {r € Rla < r < b} = (a,b), in base alle nostre ipotesi
R = (a,b) C A, ma, in base a un esercizio della seconda settimana, |(a,b)| = c.
Dungque abbiamo ¢ = |(a, b)| < |A| < Vg, assurdo.

Determinare la cardinalita di:
Fy ={f:N—= N|f limitata}
Fy={f:N—=R|Flim,; 1 f(n) < oo}
Fs={f:N—=R|lim;— 4 f(n) =00}

Si noti intanto che Fy, F» C NN e che F3, Fy ¢ RY, quindi tutti e quattro gli
insiemi hanno cardinalita al pili il continuo. Infatti [NV| = [RY| = ¢



1) Immergendo l'insieme P(N) in F; dimostro che la cardinalita di F; ¢ esat-
tamente quella del continuo. Sia dunque G : P(N) — Fi, tale che G(A) = fa,
che a sua volta & cosl definito fa(n) = xa(n), dove xa(n) = 1,sen € Ae
xa(n) =0,sen & A. fa & limitata VA (ad esempio fa(n) < 2¥n), dunque la
funzione G ¢ ben definita. Inolte A # B = fa # fp, quindi G ¢ iniettiva, tesi.
2) Stavolta procedo immergendo R in Fj (successioni di reali con limite finito).
Sia G : R — F3, tale che G(x) — x,, dove 29 =0 e x,, = % + z. Le successioni
nell’immagine hanno tutte limite finito (z) e chiaramente = # y = x, # yn

3) Esattamente come sopra ma con z, = n + x, che ha limite infinito.

Indicare la cardinalita dei sequenti insiemi:
1.A={Partizioni infinite di N}
2.B={Partizioni numerabili di R}
3.C={ Partizioni in ¢ pezzi di R}

1) Ogni partizione infinita dei naturali ¢ sicuramente numerabile.
Sia x : N — N, definita come a lezione, tale che ad ogni naturale associa
il naturale che identifica la partizione che lo contiene. Sia 6 : A — NN, la
funzione che associa ad ogni partizione la sua funzione x. € e iniettiva, quindi
Al < IN¥| =c.
Sia invece F' : P(N) — A. Se N C N ¢ infinito, sia N = {ag, a1, ..., ap, ...}, allora
F(N) ={ag,a1,...,an, ..., N}, se invece N ¢ finito, N¢ & infinito, sia
N¢ ={cg, 1,y Cn, ...}, dove cg = min(N€¢). Poniamo dunque
F(N)={c1,...,en,...., NU{co}}. F ¢& iniettiva. Dunque per Cantor-Bernstein
si ha ¢ = |A|.
2) Sia x € NE, definita in modo analogo a quella dell’esercizio precedente.
Sempre analogamente all’esercizio precedente si puo definire un’iniezione
6:B — NE,
Si pué inoltre definire un’iniezione P(R) — B, tale che A — (AU{1}, (AU{1})).
Dunque si ha 2¢ < |B| < NR. Se dimostriamo che N® = 2¢ possiamo concludere.
Ovviamente |28 < |NEB| e d’altra parte |N¥| < |RE| = |(2M)F| = [28xN] <
|2R><R| — |2]R|
3) Sia x € RE, la funzione definita come nei due casi precedenti. Allora la solita
funzione 0 : C — R iniettiva. Quindi |C] < |RE| = 2¢.
Possiamo poi definire un’iniezione P(R) — C, definita analogamente a quella del
primo esercizio, distinguendo due casi, se il sottoinsieme in oggetto € numerabile
(allora il complementare ha cardinalita del continuo), o se ha cardinalita c.
Si ha quindi |C] = 2¢

Dimostrare:
|A| = |B| = [[A]"] = |[B]"]

Per ipotesi 3f : A = B bigettiva, allora F : [A]” — [B]” tale che
F:C — f(C) & ben definita ed ¢ a sua volta una bigezione.



3 Assiomi ZFC

Dimostra che VF, famiglia di insiemi, 3C = (\per F

Per l'assioma 4 3A = (Jpc 7 F e per I'assioma 6 3C = {c € A|p(c, F)}, dove
¢(c, F)=VF(FeF —»c€eF)

E stato assegnato l’esercizio 2.3., pag.7, Dispensa 3, diviso in 4 punti.

(1). E possibile definire Dom(R) e Imm(R) in modo tale che I'assioma 6 ce
ne garantisca l’esistenza.
Dom(R) = {a € A|é(a, R)}, dove ¢(a,B,R) =3b(b € BA (a,b) € R)
Imm(R) = {b € B|¢(b,R)}, dove ¢(b, A, R) = Ja(a € AN (a,b) € R)
(2). Notiamo che [a] € P(A), I'insieme delle parti esiste per assioma 5, dunque
si puo definire in questo modo 'insieme quoziente A\r = {B € P(A)|¢(A, B)},
dove ¢(A, B) = Ja(a € AN B = [a])
(3). Possiamo definire le funzioni come insiemi di coppie ordinate, dunque in
generale se f : A — B, possiamo dire f C A x B, cioe f € P(A x B), per
lassioma 6 esiste l'insieme Fun(A,B) = {f € P(A x B)|é(f, A, B)}, dove
o(f,A,B) =Va3b(be BA(a € A — (a,b) € f))
(4).Sia F = Imm(< A;|i € I >). Esiste per Passioma 6 I'insieme
[Lic; Ai = {f € Fun(i, F)|o(f, Ai)}, dove ¢(f, A;) = Vi(i € I — f(i) € Ay)



4 Numeri naturali e assiomi di Peano

Dimostrare n € m < n C m (inclusione stretta)

=) Procediamo per induzione su m
Se m = 0 = () I'ipotesi diventa n € (), falso per ogni n, la tesi ¢ dunque vera a
vuoto.
Il passo induttivo equivale a dimostrare
(nem=nCm)— (n€m=nCm), per ipotesi n € 7, quindi
nemVn=m,sen=mallorasi han=m Cm=mU{m}.
Se invece n € m allora per ipotesi induttiva n C m C m.
<) Sempre per induzione su m.
Se m =0 =0 la tesi & vera a vuoto, come sopra.
11 passo induttivo equivale a dimostrare(n C m =n € m) — (n C 7 = n € m)
Per ipotesi n C 7 = m U {m}.
Se n.=m si ha la verita della tesi a vuoto.
Invece nel caso n C m, per ipotesi induttiva n € m € m, per la transitivita
dell’appartenenza n € m, tesi.
Infine se n ¢ m allora sicuramente {m} C n = m € n, dunque per la prima
implicazione, dimostrata sopra, m C n, dunque abbiamo m C n A {m} C n =
m C n. Ma questo e contro lipotesi dell’inclusione stretta, si ha quindi un
assurdo.

Dimostrare r en € w=x € w

Si procede per induzione su n, se n = 0 = () I'ipotesi ¢ falsa, quindi la tesi &
vera a vuoto.
Dimostrare il passo induttivo equivale a dimostrare
reENnEw=r€cw) = (€N Ew= 1z € w), si parte dunque dall’ipotesi
x €n=nU{n}, ciot x € nVx =nsex €n, allora per ipotesi induttiva = € w.
Se invece x =n si hax =n € w.

Dimostrare nUm € w,nNm € w

Per la tricotomia dell’appartenenza si hanno tre casi, m = nVm € nVn € m.
Sem=nsihache mUn=mnNn=m=n € w, tesi.
Se m € n per la dimostrazione precedente m C n, dunque mUn =n € w e
mNn=m € w. Il caso n € m & analogo al precedente.

Dimostra che 7 & il successore immediato di n in (w, €)

Procediamo per assurdo. Supponiamo che esista m, tale che n € m € n,
allora m € n = nU {n}, si danno quindi due casi m € nV m = n, entrambi
assurdi.



Dimostrare che, se A e B sono insiemi finiti, allora lo sono anche:
1)ANB
2) A\B
3) AUB
4) Ax B
5) AB
6) P(A)

Se A e B sono finiti allora 3"° f : A — n e f' : B — m bigezioni. Cioe
|| = In] ¢ |B| = |m].
1. Per definizione AN B = {a € Ala € B} C A, Se AN B = A, abbiamo
|[ANB| = |A| = |n|, tesi. Se invece AN B C A, per una proposizione dimostrata
a lezione Ing < n tale che |A N B| = |ng]
2. A\B ={z € A|lx ¢ B} C A. Si conclude come sopra.
3. Se AN B =, consideriamo la bigezione
h:m— {n,n+1,,...,n+(m—1)} C n+m, definita nel modo ovvio h(z) = n+z.
La funzione g : AU B — n + m, definita come segue:

2) = flx),z e A
9(@) {h(f’(x)),xeB

¢ ben definita, perché A e B sono disgiunti ed & una bigezione per come & definita,
infatti f ¢ bigettiva, come lo sono f’ e h, dunque anche la loro composizione.
Manca il caso AN B # . Consideriamo gli insiemi (che sappiamo essere finiti),
(A\(AN B)) e B, allora valgono le relazioni (A\(ANB))NB=0e

(A\(AN B)) UB = AU B, dunque possiamo facilmente ricondurci al caso
precedente.

4. Per una proprieta giad nota possiamo affermare che |A x B| = |n x m]|.
Consideriamo g : n x m — n-m = {0,1,..,n - m — 1}, definita in questo modo
g(k,r) = km 4+ r. La funzione & ben definita e bigettiva, infatti 'iniettivita e la
suriettivita derivano rispettivamente dall’unicita e dall’esistenza della divisione
euclidea per m.

5. Per proprieta gia note |AZ| = |n™|, dimostriamo che [n™| = |n x n x ... x n|,
dove il prodotto cartesiano ha m termini, tale insieme ¢ finito, lo si dimostra
applicando induttivamente il punto 4. Consideriamo dunque la funzione

G :n™ — nxnx...xn, definita in questo modo G(g) = (¢(0), g(1), ..., g(m—1)).
G ¢ la bigezione cercata.

6. Per un esercizio svolto in passato possiamo dire che |P(A)| = |P(n)].

Come si forma un sottoinsieme di n? Si puo decidere, per ogni elemento di n,
se inserirlo o meno nel sottoinsieme.

Consideriamo la funzione g : P(n) — 2" = {f : n — {0,1}}.

Definiamo g(B), B € P(A), quindi B C A, allora 3k < n, tale che |B| = |k|.
Possiamo dunque descrivere B in questo modo, B = {bg, b1, ..., bp—1}.

Diciamo dunque che g(B) = h € 2", dove h & definito come segue. h(m) = 1,
se 3j < k|m = b, altrimenti h(m) = 0.

g € una bigezione, quindi |P(A)| = |P(n)| = |2"|, inoltre 2™ & finito, come si &
dimostrato nel punto 5.
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Se § & una famiglia finita di insiemi finiti. Allora |J§ ¢é finito.

§ & una famiglia finita, quindi 3n, tale che |§| = |n|, possiamo dunque scrive-
re § = {4y, A1, .., An—1}. Inoltre Vk € n3jj, tale che |Ax| = |jk|, perché tutti gli
insiemi della famiglia sono finiti. Quindi Ay = {ako,..., @k j,—1}. Applicando
induttivamente la dimostrazione del punto 3 dell’esercizio precedente si ottiene
una bigezione ¢’ : |JF — Jo + Jj1 + .- + jn—1, nel caso gli insiemi della famiglia
siano tutti disgiunti. Se gli insiemi hanno elementi in comune la generalizzazione
si ottiene sempre applicando 'ultima parte dell’esercizio 3.

Sia f : A — B una funzione e A finito. Allora Imm(f) ¢é finito.

Se A & finito allora In € w, tale che |A| = |n|. Definisco dunque f’':n — B
in maniera analoga a f, ossia tale che f(ax) = f'(k)Vk € n. Notiamo che
Imm(f) = Imm(f’). Definisco adesso g : Imm(f') — n, tale che
g(b) = min{k € n|b = f'(k)}, la funzione & ben definita, perché abbiamo scelto
b € Imm(f'), inoltre & iniettiva, cid deriva dal fatto che f’ & una funzione.
Quindi [Imm(f)| = [Imm(f")] < |A]|, quindi per quanto visto a lezione Imm(f)
¢ un insieme finito.

Esercizio 2.2, pagina 7, dispensa 4.

Nelle dimostrazioni seguenti viene usato PA4, il principio di induzione, al
primo ordine.
1)
T+ (y+z)=(@+y) +2

Si procede per induzione su z.
Sez=0,sihaz+ (y+0)=z+y=(z+y)+0, la tesi segue quindi da PA3,
applicata nei due sensi.
Nel passo induttivo supponiamo vera P(z) e dimostriamo P(S(%z))
r+(y+S8(2) =x+S@y+z)=S@+(y+2) =S(r+y)+2) = (x+y)+5(2)
Dove tutte le uguaglianze derivano da PA3, eccetto la terza che si ottiene ap-
plicando 'ipotesi induttiva.
3)

rt+y=y+x

Si procede con una prima induzione su y.

Se y = 0, per concludere il passo base dobbiamo dimostrare che x +0 =0+ z,
dunque procediamo con una seconda induzione, su x.

Sex=0,0+0=0+0, ovvio.

Per quanto riguarda il passo induttivo invece z +0=0+2z =2 =0+ =
S(x) =850+x) =0+ S(z).

La prima freccia segue da PA3, la seconda dal fatto che S & una funzione (PA2).
Abbiamo dunque dimostrato il passo base della prima induzione, quella su y, e
possiamo passare a dimostrare il passo induttivo.

Partendo dall’ipotesi induttiva, notiamo che x +y =y + = =
Sx+y)=8y+z)=>x+Sy) =y+ S(x) (sempre per PA2 e PA3).

Se dimostriamo che vale y + S(z) = S(y) + z avremmo, = + S(y) = S(y) + «,
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ossia la tesi.

Dunque con una terza induzione, anche stavolta su x, dimostriamo che
y+S(x) = S(y) + .

Se x = 0, allora y + S(0) = S(y +0) = S(y) = S(y) + 0, applicando PA3
ripetutamente.

Il passo induttivo consiste nel dimostrare

y+8(z) =Sy +z=y+5(5) =S5(y) +5().

y+8(S(x)) =S(y+ Sx)) =S(S(y) + ) = S(y) + S(x), I'ipotesi induttiva si
usa nella seconda uguaglianza.

Dimostrando quest’ultima induzione su x, abbiamo dimostrato anche il passo
induttivo dell’induzione principale, quella su y.

1)

z-8(0)=xz-0+z =0+2z =z, abbiamo utilizzato PA4 per la prima e la
seconda uguaglianza e il passo base del precedente esercizio per la terza.
5)
T-Yy=y-x

La struttura della dimostrazione e del tutto analoga a quella del punto 3.
Iniziamo con una prima induzione su y.
Se y = 0, abbiamo da dimostrare -0 =0 -z, cioe (per PA4) 0 =0 z.
A questo punto dimostriamo il passo base per induzione su x.
Se x = 0 la proprieta ¢ banale. Procediamo con il passo induttivo su x.
0-S(x)=0-2+4+0=0-2 =0, dove 'ipotesi induttiva ¢ applicata nell’ultima
uguaglianza, le altre seguono da PA3-4.
Adesso possiamo finalmente sbizzarrirci con il passo induttivo dell’induzione
originale, ossia dimostriamo -y =y -2 = z-S(y) = S(y) - .
x-S(y) =2x-y+z =y z+z Vultima uguaglianza segue dall’ipotesi induttiva.
Sey-x+x = S(y) -z, abbiamo la tesi. Dimostriamolo con una nuova induzione
su x.
Se z = 0 segue banalmente dagli assiomi. Per il passo induttivo scriviamo:
y-S@)+S@)=y-z+y+S@) =y-z2+5Fy +z=9Sy +ty-r+tz=
S(y)+x-S(y) =x-S(y) + S(y) = S(y) - S(x)
Abbiamo applicato proprieta note dai punti precedenti e 'ipotesi induttiva nella
quarta uguaglianza. Tesi.
6)

z-(y+z)=z-y+z-z

Procediamo per induzione su z, se z = 0 la proprieta segue banalmente dagli
assiomi.
Per quanto riguarda il passo induttivo:
- (y+8() =z-(Sx+y) =2z-(y+2)+tr=z-y+r- 2tz =z-y+z-5(z)
L’ipotesi induttiva & applicata nella terza uguaglianza, PA3-4 nelle altre.
2)

(z-y) z=z-(y-2)
Si procede per induzione su z, se z = 0, la proprieta segue banalmente da PA4.
Procediamo con il passo induttivo (z-y)-S(2) = (z-y)-z2+z-y=2z-(y-2)+z-y =
- (y-zty) =z (y-9(2))
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Dove l'ipotesi induttiva e stata applicata nella seconda uguaglianza e il punto 6
nella terza.

Verificare che (N, <) é un insieme totalmente ordinato

Basta dimostrare la transitivita e la tricotomia forte.
Transitivita. a <bAb<c= 3"z, 2'lb=a+ S(z)ANc=b+ 5(z) =
c=a+85(z)+5(2) = c=a+5(S(z+7")), Pultimo passaggio ¢ giustificato da
questa catena: S(S(z+ 2')) =S(z+ S(2") =S(S(z')+2) =8+ S(z) =
= S(z) + S(#'). Dunque sia s =z +2',sihache c=a+ S(s) = a<c¢
Prima di dimostrare la tricotomia forte ci conviene dimostrare un lemma preli-
minare:

A+B=A+C=B=C

Procediamo per induzione su A.

Per A =0, si ha0+4+ B =0+ C, che, per i precedenti esercizi, equivale a B = C.
11 passo induttivo segue da queste osservazioni S(A) + B = S(A) + C =
S(A+B)=S(A+C)= A+ B=A+C = B=_C, dove la penultima freccia
deriva dall’iniettivita di S e I'ultima dall’ipotesi induttiva.

Tricotomia forte. Dimostriamo che a < b = a # bA b £ a, sappiamo per
definizione che ¢ < b = Jz|b = a + S(x). Supponiamo ¢ = b, abbiamo quindi
a=a+Sx)=a+0=a+ S(zx) = S(x) =0, ma cid conduce a un assurdo, in
quanto contraddice PA1. Supponiamo che invece b < a, quindi Jy|a = b+ S(y),
ma del resto per ipotesi b = a + S(x), quindi a = a + S(x) + S(y) =
a=a+SS(x+y)) = 5(S(z+y)) =0, stesso assurdo di sopra.

Del tutto analogamente si dimostra

a=b=agbrbtaf\b<a=a#bratb

Ora resta da verificare che almeno uno dei due casi si verifica sempre, ossia che
b aNa+#b= a<b Dimostriamolo per induzione su a.

Se a = 0, sicuramente b # 0 = Jy|b = S(y) + 0, per PA1, S(y) +0 > 0 per
definizione.

Per dimostrare il passo induttivo abbiamo a disposizione I’ipotesi,

b £ S(a) Ab# S(a), e Vipotesi induttiva b £ a Ab# a = a <b.

Se b < a allora Jtla = b+ S(t) = S(a) = S(b+S(t)) =b+S(S(T)) = b < S(a),
contro l'ipotesi.

Se invece b = a, allora S(b) = S(a) = S(b+0) = S(a) = b+ S(0) = S(a) =
b < S(a), assurdo come sopra.

Abbiamo dunque scoperto che b £ a A a # b e possiamo applicare l'ipotesi
induttiva, che ci consente di concludere che a < b, da cui 3k|b = a + S(k) =
b = S(a) + k, cio significa, se k # 0, S(a) < b, cioe la tesi. Se invece k = 0, si
ha S(a) = b, contro le ipotesi.
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5 Ordinamenti e buoni ordini

Esercizio 5.1 della despensa 1 A.A. 2013-201/, proposto a lezione

Verifico che I'ordine proposto ¢ un ordine totale sull’insieme NN, ossia che
verifica le proprieta:
Riflessivita f < f, infatti questa condizione si verifica quando f(k) < f(k), dove
k =min{n|f(n) # f(n)}, f(k) & un numero naturale e nessun naturale verifica
la relazione n < n, tuttavia {n|f(n) # f(n)} = 0, dunque non c’¢ nessuna
verifica da fare.
Antisimmetria f < gA f > g= f(k) < g(k) A f(k) > g(k),
dove k = min{n|f(n) # g(n)}, ma poiche f(k),g(k) € N, la relazione a destra
della freccia non puo verificarsi, quindi per il principio del buon ordinamento
{n|f(n) # g(n)} = 0, ma questo vuol dire f =g
Transitivita f <gAg<h=f<h
Per ipotesi abbiamo che f(k) < g(k), dove k = min{n|f(n) # g(n)} e inoltre
g(k") < h(k'), dove k' = min{n|g(n) # h(n)}
Se k < k' allora sicuramente, per come ¢ definito &/, g(k) = h(k),
quindi f(k) < g(k) = h(k)
inoltre k = min{n|f(n) # g(n)} = min{n|f(n) # h(n)}, quindi f < h
Se k > k' allora f(k') = g(k') < h(k'), un ragionamento analogo al precedente
ci porta alla tesi
Nel caso k = k' si ha che f(k) < g(k) < h(k) e k = min{n|f(n) # h(n)}, quindi
f<h.
Totalita —(f < g) = —[f(k) < g(k)] dove k = min{n|f(n) # g(n)} = (per
come k & definito) —=[f(k) < g(k)] A f(k) # g(k) = f(k) >g(k)=f>g

1. Se (A, <) ¢ ordinato e ) # X C A ¢ finito, allora 3"°Max(X) e min(X)
2. (n,<) & un buon ordine.

3. Se (A, <) & un buon ordine infinito, allora I : w — A, che preserva
lordine.

1) Poiché X & un insieme finito Im € w, tale che | X| = |m/|, inoltre X & un
sottoinsieme di A, dunque & ordinato. Possiamo dunque scrivere
X ={zo <z <..<Zym-1}, quindi min(X) =1x9 e Max(X) = Tpm_1.
2) Poiche (n, <) ¢ un insieme ordinato e tutti i suoi sottoinsiemi sono finiti, si
applica il punto precedente, per dimostrare che tutti i suoi sottoinsiemi hanno
minimo.
3)Poiche A e infinito, sappiamo che |w| < |A|, dunque Jg : w — A, iniettiva,
dunque |w| = |g(w)]|, inoltre g(w) C A, dunque & bene ordinato. Quindi si pud
scrivere g(w) = {xo < x1 < ... < Xn < ...}. Definiamo adesso induttivamente
una famiglia numerabile di insiemi:

{Eo =g(w)
E(n) = E,_1\{min(E,—1)}

La funzione 9 : w — A, tale che ¥(n) = min(E,) ¢ la funzione cercata.
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Esercizi dalla dispensa 5, 2.4, 2.5, 2.12

Sia f:A— A’ e g: B— B’, isomorfismi.
2.4) Sicuramente ({(a,0)|a € A}, <) ~ ({(f(a),0)|f(a) € A’}, <), perché f & un
isomorfismo quindi rispetta l'ordine, analogamente
({(b,0)[b € B}, <) ~ ({(g(5), 0)lg(b) € B'}, <), ponendo
(f(a),0) < (g(b),1)Vf(a) € A',Vg(b) € B, si ha l'isomorfismo cercato:
A® B — A @ B, tale che (a,0) = (f(a),0) e (b,1) — (g(b), 1)
2.5) Definiamo F : (A® B) @ C — A& (B & C)tale che F((a,0),0) = (a,0)
e F((b,1),0) = ((b,0),1) e F(e,1) = ((e,1),1), & facile verificare che F & ben
definita e mantiene I'ordine.
2.12) La funzione F' : A® B — A’ ® B’, tale che F(a,b) = (f(a),g(b)), & ben
definita e rispetta ’ordine.
Infatti (al,bl) < (a27b2) S b < by V (bl =byANa; < ag) =1 g(bl) < g(bg) V
(9(b1) = g(ba) A f(a1) < f(a2)) & (F(ar), 9(b1)) < (F(a2), (b))

A finito, B infinito buon ordine senza massimo. Allora A® B ~ B

Se A ¢ finito allora In € w, tale che |A| = |n| e poiché A & ordinato
(A,<) ~ (n,<) quindi A® B ~ ({0,...,n — 1} ® B,<). Sia by = minB, si
consideri f : {0,...,n — 1} ® B — B, cosi definita:
(0, bo) — bo, (1, bo) — mm(B\{bo}) = b1, (2,b0) — mm(B\{bo,bl}) =by ...
(n — 1,b0) — mm(B\{bo, ...,bn_g}) = bn—17 (O,bl) — b, = vy e
f e l'isomorfismo cercato, infatti mantiene ’ordine.

n,m € w, allora
I. ndm>~n+m
2. n@m~n-m

1) Sappiamo che n+m = |[AU B|, dove |[A|=ne|Bl=me ANB =10,
invece n & m = [{(4,0)|5 € n} vV {(k,1)|k € m}|.
Scrivendo A = {ag,a1,...,an—1} € B ={bo,b1, ..., @m-1},
allora AU B = {ag, ..., an—1, bo, -.-, bjn—1}, rinominando gli elementi
AUB ={cg, ..., Cn—1,Cny e, Ctm—1}-
Definiamo due funzioni AU B — n +m — n ® m, tali che
Cj_>j_>{(]"0>7]§n 1.

(J-—n1)n<j<n+m-1

La prima e una bigezione, la seconda un isomorfismo.
2) Definiamo queste due funzioni Ax B—n-m —n@m
(ai, b;) = bin+a; — (a;, b;), la prima freccia ¢ una bigezione, analoga a una gia
presentata, la seconda € un isomorfismo, infatti ripsetta ’ordine
antilessicografico. bin +a; < bjn+a; < b; <b; V(b =b; Aa; < aj)
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Trovare un sottoinsieme di Q isomorfo a:
lwdw
2w®w

1) Si consideri Q D {q € Q|¢ = lf%Vq:nJrl,neN}:
{¢eQlg=1-L,neN}U{g€Ql¢g=n+1,neN}=AUB, ¢ facile verificare
che i due insiemi sono disgiunti e sono due copie di w, isomorfe a w, infatti
mantengono 'ordine. Dunque (A, <) ~ (w x {0}, <) e (B, <) ~ (w x {1}, <), si
nota inoltre che a < b,Va € A,Vb € B. Quindi (AUB,<) ~w Qw
2) Si consideri Q D A = {g € Qlg = (n+1)— L|n,m € N} = {(m,n)|m,n € w}.
E facile verificare che, dati a,a’ € A, tali che
a=(n+1)—Led =n+1)— 2L, alloraa=d < (m,n) = (m',n).
Inoltre vale l'ordine antilessicografico: a <g a’ < (m,n) < (m/,n') &
n<n V(' =nAm<m), quindi a tutti gli effetti (A4, <) ~w@w

A, B C R buoni ordini = A+ B = {a+ bla € A,b € B} buon ordine.

A+ B C R, quindi ¢ ordinato. Preso S C A + B non vuoto cerchiamone il
minimo, consideriamo:
0#£As={acAFBbeB,IseSla+b=s}CA
0+ Bs={beBlFdac A,3s€ Sla+b=s} CB
Per definizione S C Ag+Bg. Siaag = min(Ag) e by = min(Bg). Consideriamo:
By, ={b€ Blb+ag € S} #0e Ay, ={a € Ala+by € S} # 0, siano inoltre
a = min(Ap,) e b= min(By,).
Si verifica facilmente che Ve € S, tale che ¢ # a9 +bAc # by + @, si ha
¢>ag+bAc>by+a Inoltre ag + B, bo + a € R, quindi sono confrontabili.
Per cui min(S) = min{ag + b,by + a}.
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6 Ordinali

w1 = {a ordinale ||a] < |w|}. Dimostra che:

1.E un insieme

2.E un ordinale non numerabile

3.E il pit piccolo tra gli ordinali piv grandi di ogni ordinale numerabile.

L’esercizio € stato corretto a lezione nei suoi primi due punti, il tezo ¢ stato
nuovamente assegnato per esercizio
1) Sia B I'insieme dei buoni ordini su w, B & un insieme per separazione, infatti
si puo scrivere:
B ={(4,<) € Plw) x Plw X w)|]A C w & un buon ordine su A}. Sia F' una
funzione classe tale che ad ogni buon ordine su w associa 'unico ordinale ad
esso isomorfo. F(B) = {F (A4, <)|(A, <) € B} & un insieme per rimpiazzamento,
dimostriamo che F'(B) = w;.
Se (A, <) € Bea~(A,<),allora |o| = |A4| < |w|, quindi sicuramente
F(B) Q w1.
Se invece a@ € wy, allora 3f : @ — w iniettiva, quindi 34 = Immf C w
tale che f : @ — A biunivoca. Definisco f(vy) < f(§) & v € § banalmente
(o, €) >~ (A, <), quindi o C F(B). Tesi.
2) w; & un insieme transitivo di ordinali, quindi & un ordinale. Se w; fosse
numerabile avremmo |w1| < |w|, quindi per definizione w; € wy, assurdo per un
ordinale.
3) Supponiamo di avere un ordinale «, tale che o € wy, quindi a C wy, se «
¢ piu grande di ogni ordinale numerabile significa che contiene ogni ordinale
numerabile, quindi w; C «, quindi w; = «, da cui 'assurdo w; € ws.

Dimostrare
1. « & ordinale e 5 € « ¢ il suo massimo, allora « = fU{S} =L+ 1
2. X\ é un ordinale senza massimo, allora A = U“/</\ ¥
3. Sia X un insieme di ordinali, allora \J,cx v =supX (a) e

Nyexy=minX (b).

1) Dimostriamo anzitutto 'uguaglianza o = U {5}.
Per ipotesi 8 € a, quindi {3} C «, inoltre per transitivitd 8 € « = 8 C «,
quindi U {8} C a.
Poiché § & massimo Vv € « si ha che v = gV~ € 3, che porta alla tesi.
Adesso dimostriamo fU{f} =0+ 1.
Supponiamo che esista v, tale che 8 € v € U {f}.
Alloray € BU{B} = vy€ BV ~y=08,8evy=0sihaf € p, assurdo per un
ordinale.
Seye p,sihapevyef, dacuisi ha §C~vCfSequindi =", da lo stesso
assurdo di sopra.
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2)
Se v < A, allora v € A. Per transitivita Vo € v e Vy € A, si ha che a € A,
quindi Uﬂ/<>\'y C A
Poiché A non ha massimo, Yu € A 3¢, tale che p € ¢ € A, quindi per
transitivita g € U,y v
3) (a) Bisogna dimostrare che (J, ¢ x 7 ¢ il minimo dei maggioranti. Sia o € X,
se @« = max X si ha che UweX'Y = a, perché V5 € X si ha 8 € «, quindi
B C «a. Essendo il massimo, « ¢ il sup. Se invece o # max X (e\ o non esiste
max X ), allora sicuramente « € X = « C Uwe x Y- Supponiamo per assurdo
che U,YG + 77 non sia il minimo dei maggioranti, cio¢ esiste J maggiorante tale
0 € U'yGX v, quindi § C U'yGX . Poiche il contenimento & stretto (altrimenti si
avrebbe l'assurdo ¢ € §) e I'unione presa in considerazione ¢ un ordinale (poiché
insieme transitivo di ordinali), si ha che 3o € X, taleche § Co =0 € 0 =
0 non & maggiorante, assurdo.
(b) Dalla teoria sappiamo che ogni insieme di ordinali ammette minimo, dunque
si pud bene ordinare X, quindi X = {y € y1 € ... € y,, € ...}, cioe

X={ywCmcC..CyC..}

da cui si ricava mwex Y = 70, tesi.

Dimostrare
L a-f~a®p
2. o ~ Exp(a, B)

1) Si procede per induzione transfinita su 3.
Se 3=0,sihaa-0=0=0, e dall’altra parte a @ 0 =a @ =
Se [ & successore si ha che esiste 7y tale che =~ +1
a-(ytl)=av+ax(a@a®y)+a~(a®y)da
La prima uguaglianza segue dalla definizione del prodotto di ordinali, il primo
isomorfismo dall’ipotesi induttiva, il secondo dal lemma analogo sulle somme di
ordinali.
a8 (y+1) 208 (181) = (087 @ (@e1) = (@7 sa
Il primo isomorfismo deriva dal lemma analogo sulla somma fra ordinali, la
prima uguaglianza deriva da una proprieta dimostrata su somme e prodotti fra
buoni ordini.
Se 8 =, limite.
Per ipotesi induttiva Vy < AJl, : o -y = a ® v, isomorfismo. I vari 1., sono
compatibili, cioe v < v < X = ¥y = 1y/|q.y. Quindi la funzione ¥ = U7<)\ Py
¢ ben definita ed e I'isomorfismo cercato.
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2) Si procede sempre per induzione transfinita su 5.
Se 3=1sihachea! =a’ - a=1-a=ae, daltra parte, Exp(a,1) ~ «
Se B =~+1,si hache o™ = a7-a ~ Ezp(a,v) ® a, dove I'isomorfismo deriva
dall’ipotesi induttiva.
Diciamo adesso Ezp(a,v) ® a ~ Exp(a,y + 1), che da la tesi:
infatti I" : Exp(a, v+ 1) = Exp(a,y) @ o, tale che T'(¢) = (¢]4, ¢(y+ 1)), € un
isomorfismo.
Se 8= A & limite. a* = U, <x @[=1U, < Ezp(e,v) = Exp(a, A).
Dove 'uguaglianza riquadrata viene dall’ipotesi induttiva.

Dimostrare che v < 6 = wY + w’? = w?°

v <= 3|y+£=94, quindi
W Hw? = wV4w T = W4T ws = WY (14ws) = W J, e (14a)[= Upcwe 8=
wwé = wd.
Dove le uguaglianze derivano da proprieta gia dimostrate, quella riquadrata
dall’uguaglianza dei due sup.

Dimostrare che ay < ag =
(651 +ﬁ S (6%) “rﬁ
a;-B<az- B

3. 07 < ay

o~

In tutti e tre i casi si procede per induzione transfinita su f.
1) Se 8 = 0 si ritrova l'ipotesi.
Se B = d+1, si ha che ag +d +1 = (ag + J) + 1, per ipotesi induttiva
a1 + 0 < as + 4, quindi, per definizione, 3v'|a; + § + 7' = as + 0, quindi si ha
(g 4+0)+1=(a1+9)+ (7 +1). Adesso, 1 <’ 4 1(si verifica facilmente per
induzione transifinita), quindi 3¢|y +1 = 14 ¢ e di conseguenza (az+9d) +1 =
(a1 4+0)+(Y+1) =(a1+9)+(1+E),dacuilatesi s+ (d+1) <as+(6+1).
Se B = X limite, per ipotesi induttiva si ha che U’y</\ a1+ < Uv<>\ ag + 7, da
cui o + U'y<>\ v < ag+ U'y<>\ v. Le due disuguaglianze sono equivalenti, poiché
gli insiemi considerati hanno a due a due gli stessi sup, da qui la tesi.
2)Sef=0siha0=0a;-0<ay-0=0
Se B = (5+1, si ha 041(5+1) = 041'§+041 S (011'5)4*0[2 S (012'5)+012 = 042(5+1),
dove la prima disuguaglianza si ha per il punto 1 dell’esercizio e la seconda per
I'ipotesi induttiva.
Se f = A limite si ha, per ipotesi induttiva a; - v < s - 9Vy < A, quindi
U,crar-v<U a2y, dacul an - U, o7 < a2 U, 7, da cui la tesi.
3)SeB=0sihachel=a) <af=1
Se f =6+ 1, si ha che ong = af - ay > af - ay per ipotesi induttiva e per
il punto 2. Inoltre per ipotesi ap = a1 + &, quindi of - @ = af(a; + &) =
St ad € > aftt Tesi,
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Se B = A limite, si ha af = U,cned <U,cn0s = a3, dove la disuguaglian-
za si ha per ipotesi induttiva.

Dimostrare che:
1. « ordinale additivo = « ordinale limite.
2. a é additivo &V < a, B+a=a«a

1) Supponiamo che « non sia limite, cio¢ 38 = max « quindi, come gia dimo-

strato a = BU{S} = B+1 e, applicando la definizione di ordinale additivo, < «,
l<a=+1<a,cioe a < a, assurdo.
2)[<] Supponiamo che a non sia additivo, cioe 3"°8 < a,v < «a tale che
B+7v > a. Se vy < « allora 3¢ tale che v+ & = a, per proprieta gia dimostrate,
a<B+y<B+(y+&) =+ a=aq, assurdo.
V(3 ordinale, si ha che 8 > 0, quindi S+« > 04+a = «, suppongo S+a # «,
quindi 8 + a > «a, ma « ¢ ordinale limite, quindi, per un esercizio svolto a le-
zione, lo ¢ anche 8 + «, quindi U7<a6 + v > Uw<a v, ma, poiché v < «, per
ipotesi 8+ v < «, quindi 3¢ < « tale che 8+ v < £ (infatti « ¢ limite), ma
quindi U,Y<a B+~ < U,Y<a ~, assurdo.

Dimostrare che v < w; = v < w?

Si procede per induzione transfinita. Se v =0 si ha 0 < w® = 1, vero.
Se v = 4§ + 1 successore si ha per ipotesi induttiva § < w’, quindi
S+1<w®4+1<w+w =w? 2<w w=0uwtl,
Se v = A limite si ha che per ipotesi induttiva V3 < A si ha 8 < w?, da cui
Usar B < Usarw? = A <w?

Calcolare (w? -3 +w-15+5) w-3+ (w?-3+w-15+5)-5

Calcolo intanto
(@ 3+w 15+5) 5| =w? 34w 15+5+w’ 3+w 15+5+w” 3+w-

15+5+w? 3+w-15+5+w? 34w 15+45=|w’ 15+w-15+5),

da cui si puo dedurre che

(W? 34+ w-15+5) - n=w?-3n+w-15+5, da cui

(w? 3+w-154+5)n-3=((w? 3+w-154+5)-n) 3= (w? - 3n+w-15+5)-3 =
w2 3n+w-15+5+w? - 3n+w-15+5+w?-3n+w-15+5=w?-3-n-3+w-15+5
Inoltre’(w2-3+w-15—|—5)-w~3‘=Un<w(w2-3+w-15+5)-n-3

In generale w?-3-n-3 < w? 3+w-15+5)-n-3 < (w?-3+w?) n-3=w?-4-n-3,
passando al limite |J,, ., (w? -3 4w - 15+ 5) -n-3:

Da cui, sommando i due risultati riquadrati,

(W? 34+ w-15+5) w-3+ (W -3+w-15+5)-5=w?-3+w? - 15+w-15+5
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7 Cardinali

Dimostrare che la funzione N é strettamente crescente

Bisogna dimostrare che a < = X, < Ng. Se o < 3 si ha che 3y > 0 tale
che a + v = 3, dimostriamo la proprieta per induzione transfinita su .
Se v =1si ha che Ng =R,y =H(R,y) = {£]|§] < No} D Ny, V'ultima inclusione
¢ stretta perche R, + 1, visto come ordinale, appartiene a H(X,) ma non a R,
da qui N, < Ng.
Se v = 0 + 1 successore. si ha Ry, < Ryys < Nop(541) = Nagy = Ng, dove la
prima disuguaglianza deriva dall’ipotesi induttiva e la seconda dal passo base.
Se v = A limite, si ha che anche § = « + A & limite, quindi, per definizione,
Ue<ara Be = Naqx = Ng, ma per ipotesi induttiva R < g1 5 Ne = Ng, tesi.

Notazione: Siano k = |A|, p = |B|, vy =|C|, ¥ =|4'|, W/ =|B’| e A, B, C,
A’, B’ insiemi a due a due disgiunti.

Verificare che per la somma e il prodotto di cardinali valgono le proprieta
commutativa, associativa e distributiva.

Commutativa somma. k+p = |AUB| = |BUA| = p+k, infatti AUB = BUA
Associativa somma. (k+u)+7=[(AUB)UC|=|AU(BUC)| =r+ (u+7),
infatti (AUB)UC = AU (BUC).

Commutativa prodotto. k- pu=|A x B| = |B X A| = p - k, infatti
F:AXxB— Bx A, tale che F : (a,b) — (b,a) & una bigezione.

Associativa prodotto. k- (u-v) =|AXx (BxC)|=[(Ax B)x C|=(k-p) -,
infatti F': Ax (BxC) — (Ax B) xC, tale che F : (a, (b,¢)) = ((a,b),c) & una
bigezione.

Distributiva. £-(u+v) =|[AX (BUC)|=[(AXxB)U(AXC)|=kKk-p+k-7,
infatti BNC =0= Ax (BUC)=(Ax B)U(Ax ().

Verificare che ;1 (3 1 ki) = 2 jer(Xier kig) = Z(i,j)e[x] ki

Siano k; ; = |A; ;| e Aij N Ay j = 0V(i,7) # (¢',j") € I x I, si ha dunque
che UieI(UjGI A )= UjeI(UiGI A )= U(z‘,j)elxl A; j, dall’'uguaglianza delle
cardinalita deriva la tesi.

Verificare che la definizione di < nell’aritmetica cardinale é ben posta.

Siano kK = |A| e p = |B|. Se esiste f : A — B iniettiva si ha |A| < |B],
quindi & < .
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Dimostrare che
1L <wAp <p= k't <gH
2 gh . gk = ptr
S kt+Kr=kK-2

1) Bisogna dimostrare che |Fun(y', £")| < |Fun(u, )|, sicuramente, per un
esercizio gia svolto, si ha che |Fun(y', k)| = |Fun(B’, A")| e
(Fun(p, x)| = |[Fun(B, ).
Per ipotesi esiste g : B’ — B iniettiva, si ha dunque che Imm(g) C B e
[Imm(g)| = |B’|. Analogamente esiste h : A — A’ iniettiva, quindi con le
proprieta gia esposte. Si ha quindi

|Fun(B', A")| = |Fun(Imm(g), Imm(h))| < |Fun(B, A)|.

La disuguaglianza da la tesi.

2) Basta dimostrare che |[Fun(B, A) x Fun(B’, A)| = |Fun(BUB’, A)|, cioé tro-
vare una bigezione G : Fun(BU B’ A) — Fun(B, A) x Fun(B’, A). Scegliendo
G, tale che G(g) = (9|, g|p’) si ha una bigezione, poiché BN B’ = {).

3) Bisogna dimostrare che Kk +k = |AUD| = |A X 2| = k-2, dove k = |A| = | D)
e AND =0, esiste dunque g : D — A, bigettiva. Definiamo G : AUD — A x 2
tale che G(a) = (a,0)Va € A e G(d) = (9(d),1)Vd € D, tale funzione & bigettiva
ed & ben definita, poiché A e D sono insiemi disgiunti.

Dimostrare che {k;|i € I} ¢ un insieme di cardinali.

Definita la funzione-classe F' : I — ORD tale che F(i) = k; si ha che
Imm(F) ¢ un insieme per assioma di rimpiazzamento.

Se vale GCH cosa si puo dire di ¥0?

Se vale GCH si ha che ¥n € w,n > 1 = XY =R, per cui
R0 = (Sup, < RN = SUP,, < R = Ry,

ko =N

ka7 sia k = supy, ., kn.
n+1 —

Data la successione di cardinali {

k & il piu piccolo limite forte > N

A lezione e gia stato dimostrato che k e limite forte, dimostriamo che & il piu
piccolo limite forte > Rg. Se m fosse limite forte tale che Xy < m < k, si ha che
m < Supp<wkn = In < w tale che k, <m < k41 = 2%~ per un lemma visto a
lezione sui limiti forti si ha k, < m = 2k» = kn+1 < m, da cui si ha I'assurdo.
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8 Cofinalita
Dimostrare che Cof(Cof(A)) = Cof(A)

Dalla definizione di cofinalita si deduce facilmente che Cof(B) < |B],
da cui scegliendo B, tale che |B| = Cof(A) si ha Cof(Cof(A)) < Cof(A)
Sfruttando la proprieta gia dimostrata, secondo cui Cof;(C) = Cof(C),
dimostriamo che Cofi(A) < Cof1(Cofi1(A)), si ha che
Cofi1(A) = min{a ordinale|3f : & — A illimitata} = a3
Cof1(Cof1(A)) = min{B ordinale|3g : 8 — «ay illimitata} = 1, consideriamo:
fi:iar — Aeg;: 1 — «q illimitate, si ha quindi f; 0 g1 : f1 — « € illimitata,
quindi 81 > Cof(A), si ha la tesi.
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9 Gerarchia di Von Neumann

1. (GCH) Quali sono gli ordinali o tali che |V,| = Ny ?
2¥a € ON,a CV,, maa &V,

3 xCAcVg=zcVs

4N¥a € ON,V, ¢V,

1)Notiamo intanto che |Vp| =0 e |Vi| = 1.
Vn € w, tale che n # 0,1 si ha che |V,| = 2! # n, proseguendo la scalata si
trova
|Vw‘ = NOa
[Voga| = 2% =99 R,
[Viotn| = Ry, quindi

|Vw-2| = |Vw+W| = |Un<w Vw+n| = Un<w R, =N,

|Vw.2+1| = QN“’ =GCH N

|Vw-2+n| = Nw+n7 veny

|Vw-3| = |Vw-2+w‘ = |Un<w Vw~2+n‘ = Un<w Nuth =Ny, .y

|an| = Nw-(nfl)v

Vie| = Vol = |Un<w Vin| = Un<w Nw.(n71) = Un<w N = N2,
Adesso bisogna dimostrare che V3 > w?,|V3| = Rg, si procede per induzione
transfinita.

B =uw?

Appena visto

B=~v+1

Vil =Ry = (Vo | = [P(V5)| = 28y =GOH Nyt1

B=2A

VAl = |Uo¢<)\ Val =hp-ind. Ua<)\ Rg = Ry.

In conclusione |V,| =R, ©a=0Va=1Va > w?

2) Si procede per induzione transifinita.

w1+

a=10
DCO mad g
a=p+1

Per ipotesi induttiva si ha 8 C Vg, ma 8 € V3, sappiamo inoltre che

B+1= BU{B}, inoltre B C V3, ma {B} € V3, perché altrimenti avremmo
B € V3, contro le ipotesi. Tuttavia 8 C Vg = S € P(V3) = Va1 = {6} C Vp41.
Quindi in conclusione abbiamo 5 C VaA{8} C Va1 = B+1 = FU{B} C Vi1.
Se per assurdo SU{8} € V41, allora si ha U{B} € P(V3) = BU{S} C Vs =
{8} C Vs, da cui lo stesso assurdo di sopra.

a=\

Per ipotesi induttiva V5 < A,  C Vg, ma 8 ¢ Vg, quindi U5</\ﬂ C Uﬂ</\ Vs,
cioe A C V). Se per assurdo A € V), avremmo che 38’ < A\ € Vg = U5</\ B e
Vg = ' € Vg, contro l'ipotesi induttiva.

3) Si procede per induzione transfinita.

B8=0

La tesi e vera a vuoto

24



B=v+1
rCAeVj1=2CAcPVy) =22 CACV,=2CV,=>2eP(V,) =
xEVAH_l
B=A
rCAeVy=>zCAel
e, \Va =2V
4) Per il punto 2 si ha a C V,, ma « ¢ V,, se per assurdo V,, € V,, avremmo
a CV, €V,= aeV, peril punto 3, assurdo.

Va3 <Nz CAeVy =My eV, =

p(z) = sup{p(y) + 1|y € =}

Sia z = sup{p(y) + 1|y € =}, dimostrare la disuguaglianza equivale a
dimostrare che z C V., si ha che Vy € z,y € V()41 C V. = y € V,, da cui la
tesi.

p(a) = minfalz C Va} > sup{p(y) + 1|y € 2} = sup{p(y)ly € z} + 1 &

< min{alz C V,} > sup{p(y)ly € =}, dunque dimostrare 'ultima disugua-
glianza consente di ottenere la tesi.

yex CV,=yeV,,sea e successore si ha che a =v+ 1,

y € Vo1 = P(Vy) = y C V,.Quindi Vy € © C V, si ha che y C V,, con
~v < «a. Dimostriamo che a non pué essere limite, infatti se & = A limite si ha
che Vo CVy =, V5 = 3y <Az CV,, dunque A # p(z). Tesi.
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