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Introduzione

Scopo principale di questa tesi è lo studio dei polinomi che inducono la funzione nulla su anelli locali
noetheriani. L’approccio seguito riprende quello di Rogers e Wickham, sviluppato in [5] e [6].

Sia M(R,R) l’anello delle funzioni dall’anello R in sé stesso, e definiamo l’omomorfismo di anelli
ϕR : R[x] →M(R,R) che associa ad un polinomio f ∈ R[x] la funzione su R da lui indotta: i polinomi
oggetto del nostro studio sono il nucleo di tale mappa, ker(ϕR), che denotiamo con Z(R).

Nel Capitolo 1 introduciamo, più generalmente, gli ideali Z(S, J) dei polinomi tali che f(S) ⊆ J ,
e procediamo ad enunciare e dimostrare alcuni lemmi generali su quest’ultimi, validi per qualsiasi R.
In particolare lo studio, per R locale, di Z(m, 0) := Z(m) sarà di fondamentale importanza per poter
poi determinare Z(R).

Dopo aver introdotto il concetto di π-polinomio, studiamo Z(R) e Z(m) nel caso locale noetheriano,
arrivando a dare criteri precisi per quando Z(R) e Z(m) sono non banali e per quando contengono
elementi regolari. In particolare dimostreremo il seguente:

Teorema. Sia (R,m) un anello locale noetheriano. Allora si ha:

1. Z(m) ̸= (0) ⇐⇒ depth(R) = 0;

2. Z(R) ̸= (0) ⇐⇒ depth(R) = 0 e R = R/m è finito.

Concludiamo il primo capitolo estendendo il criterio per la banalità di Z(R) tramite l’uso di un ri-
sultato locale-globale che stabilisce un’equivalenza fra la banalità di Z(S) e quella degli ideali Z(ip(S)),
con ip le mappe canoniche R→ Rp al variare di p fra i primi associati di R.

Il secondo capitolo invece si concentra, sempre nel caso locale e noetheriano, sul legame fra Z(R)
e Z(m).

La Sezione 2.1 fornisce infatti, sempre nel caso diR locale noetheriano, una decomposizione primaria
minimale di Z(R), le cui componenti primarie si dimostrano essere Z(m+ ci), per un qualsiasi insieme
c1, . . . , cq di rappresentanti delle classi laterali di m. In seguito uno studio più approfondito dei π-
polinomi consente di caratterizzare gli anelli locali con Z(m) o Z(R) principali o generati da elementi
regolari.

Nella Sezione 2.3 si mostra come il legame fra gli ideali Z(m) e Z(R), nel caso degli anelli locali
noetheriani henseliani, passi proprio per i π-polinomi introdotti nel Capitolo 1. Si osserva quasi
immediatamente che, componendo un quasiasi π-polinomio con un elemento di Z(m), si ottiene un
elemento di Z(R). Sotto appropriate condizioni di henselianità su R, si dimostra il seguente:

Teorema. Siano (R,m) un anello locale henseliano con |R/m| = q e f(x) ∈ R[x] un qualsiasi π-
polinomio. Allora se Z(m) = (F1(x), . . . , Fn(x)), si ha che Z(R) = (F1(f(x)), . . . , Fn(f(x))).

Il terzo capitolo ha infine l’obiettivo, seguendo l’approccio di [6], di arrivare a fornire, nel caso in
cui R sia un anello locale finito e con ideale massimale principale m = (m), una descrizione esplicita
di Z(m) in termini di generatori. Questo, assieme ai risultati mostrati nelle Sezioni 2.1 e 2.3, per-
mette di descrivere in tal caso l’ideale Z(R), sia attraverso un insieme di generatori che tramite una
decomposizione primaria.

Nella Sezione 3.1 introduciamo il concetto di q-espansione di un numero naturale n e le funzioni
aritmetiche D ed E definite sulle q-espansioni. La q-espansione differisce dalla classica espansione
in base q e, tramite le proprietà delle funzioni D ed E, servirà a definire esponenti ed indici per i
generatori di Z(m).
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Nella Sezione 3.2 vengono introdotte varie famiglie di polinomi πn, Tn ed Ln nel contesto generale
di un anello locale con ideale massimale principale m = (m) e campo residuo finito. Tramite tali
polinomi vengono definite due famiglie di ideali:

Bn = ({mn−iLi | 0 ≤ i ≤ n})

e
An = ({mn−E(i)LE(i) | 0 ≤ i ≤ D(n)− 1}) + (LE(D(n))).

La sezione si conclude mostrando che An = Bn, per ogni n.
Nel caso in cui R sia un anello di valutazione discreta henseliano si dimostra l’eguaglianza fra An,

Bn e Z(m,mn), l’ideale dei polinomi che mandano l’ideale massimale nella sua n-esima potenza.
Nella Sezione 3.4 infine ci serviremo del Teorema di Struttura di Cohen nel caso in cui R abbia

caratteristica finita e di alcuni semplici lemmi sul comportamento degli ideali Z(S, J) e delle famiglie di
polinomi e di ideali in precedenza definiti rispetto ad isomorfismi e passaggi al quoziente, per arrivare
a dare una descrizione esplicita di Z(m) e Z(R):

Teorema. Sia R un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) avente indice di
nilpotenza n. Sia f(x) ∈ R[x] un qualsiasi π-polinomio. Sia inoltre {c1, . . . , cq} un insieme di rappre-
sentanti per le classi laterali di m e per ogni i sia ψi : R[x] → R[x] l’automorfismo di anelli tale che
ψi(x) = x− ci.
Allora si ha che:

� Z(m) = An.

� Z(R) =
(
{mn−E(i)LE(i)(f(x)) | 0 ≤ i ≤ D(n)− 1}

)
+
(
LE(D(n))(f(x))

)
.

� Z(R) =
(
{mn−iLi(f(x)) | 0 ≤ i ≤ n}

)
.

�

q⋂
i=1

ψi(An) è una decomposizione primaria minimale di Z(R).

5



Capitolo 1

Gli ideali Z(S, J): definizioni, primi
risultati e caratterizzazioni

Scopo di questo capitolo è la definizione ed un primo studio degli ideali Z(S, J) dei polinomi che
inducono una funzione f : R → R tale che f(S) ⊆ J , dove S ⊆ R è un sottoinsieme e J ⊆ R
un ideale. Gli ideali Z(S, J) saranno l’oggetto centrale di tutta la trattazione. Dopo averli definiti
ed averne enunciato e dimostrato alcune proprietà valide per qualunque anello R, ci concentreremo
sul caso in cui R sia locale e noetheriano. Nella Sezione 1.2 introdurremo quindi il concetto di π-
polinomio, fondamentale per tutto il resto della trattazione, per poi concentrarci sullo studio degli
ideali Z(R) e Z(m), composti rispettivamente dai polinomi che inducono la funzione nulla sull’intero
anello R e sul suo ideale massimale. In particolare forniremo caratterizzazioni degli anelli noetheriani
locali per cui Z(R) o Z(m) sono banali o contengono elementi regolari. Concluderà il capitolo un
excursus sul caso noetheriano generale, con l’uso di una sorta di principio locale-globale per ottenere
una caratterizzazione degli anelli R noetheriani (ma non necessariamente locali) con ideale Z(R)
banale.

1.1 Gli ideali Z(S, J)

In tutto questo testo indichiamo sempre col termine anello un anello commutativo con unità. Comin-
ciamo definendo l’anello delle funzioni da un insieme S a valori in R.

Definizione 1.1.1. Sia R un anello e S un insieme. Si denota con M(S,R) = {f : S → R} l’anello
delle funzioni da un insieme S a valori in R con le operazioni date dalla somma e dal prodotto puntuale,
ossia tali che

∀s ∈ S (f + g)(s) = f(s) + g(s), (f · g)(s) = f(s)g(s).

Definiamo ora due classi di funtori, strettamente collegati alla precedente definizione, M(−, R) e
M(S,−).

Definizione 1.1.2. Sia R un anello, allora il funtore controvarianteM(−, R) : Set → Ring è definito
in modo che per ogni insieme S si abbiaM(−, R)(S) =M(S,R) e per ogni mappa fra insiemi f : S → T
si abbia

M(−, R)(f) :M(T,R) →M(S,R), ϕ 7→ ϕ ◦ f.
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

Definizione 1.1.3. Sia R un anello, allora il funtore covariante M(S,−) : Ring → Ring è definito
in modo che per ogni anello R si abbia M(S,−)(R) = M(S,R) e per ogni omomorfismo di anelli
f : A→ B si abbia

M(S,−)(f) :M(S,A) →M(S,B), ϕ 7→ f ◦ ϕ.

Definiamo infine un terzo funtore −[x] : Ring → Ring, che verrà usato più volte nel corso della
trattazione.

Definizione 1.1.4. Sia R un anello, allora il funtore covariante −[x] : Ring → Ring è definito in
modo che per ogni anello R si abbia −[x](R) = R[x] e per f : A→ B omomorfismo di anelli si abbia

−[x](f) : A[x] → B[x],

k∑
i=0

aix
i 7→

k∑
i=0

f(ai)x
i.

Definiamo ora la mappa ϕR, lo studio del cui nucleo sarà l’argomento fondamentale di questa
trattazione.

Definizione 1.1.5. Dato un anello R, denotiamo con ϕR la mappa

ϕR : R[x] →M(R,R)

che associa ad ogni polinomio in R[x] la funzione che esso induce su R ovvero la mappa tale che

ϕR : p(x) 7→ (f : r 7→ p(r)).

Questa mappa è ovviamente omomorfismo di anelli.

Se non ci saranno ambiguità ometteremo il pedice, scrivendo direttamente ϕ.
Questo ci permette finalmente di definire Z(R).

Definizione 1.1.6. Dato un anello R definiamo Z(R) := ker(ϕR).

Diamo ora una definizione più generale, quella di Z(S, J), tramite l’uso dei funtori definiti in
precedenza. Siano S ⊆ R un sottinsieme di R, J ⊆ R un ideale. Denotiamo con iS : S → R e
πJ : R→ R/J rispettivamente l’inclusione di S in R e la proiezione canonica di R su R/J . Poniamo

i∗S :=M(−, R)(iS) :M(R,R) →M(S,R)

e
πJ∗ :=M(S,−)(πJ) :M(S,R) →M(S,R/J).

Definiamo ora Z(S, J) come segue.

Definizione 1.1.7. Dato un anello R, S ⊆ R un suo sottoinsieme, J ⊆ R un suo ideale, πJ∗, i
∗
S come

sopra, definiamo
Z(S, J) := ϕ−1

R (ker(πJ∗ ◦ i∗S)).

Denotiamo inoltre Z(S, 0) con Z(S).

L’insieme Z(S, J) è ovviamente un ideale di R[x], in quanto controimmagine tramite l’omomorfismo
ϕR del nucleo di un omomorfismo (tale a sua volta in quanto composizione di omomorfismi). Diamo
subito una caratterizzazione più concreta di Z(S, J), che sarà cruciale nella nostra trattazione.
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1.1. GLI IDEALI Z(S, J)

Lemma 1.1.8. Siano R un anello ed S, J un sottoinsieme ed un ideale di R rispettivamente. Allora
Z(S, J) è esattamente l’insieme dei polinomi che inducono (attraverso ϕ) funzioni f con f(S) ⊂ J .
In particolare tale insieme è un ideale di R[x].

Dimostrazione. Basta osservare che

f(S) ⊂ J ⇐⇒ πJ ◦ ϕ(f)|S = 0

⇐⇒ πJ ◦ ϕ(f) ◦ iS = πJ∗(i
∗
S(ϕ(f))) = 0

⇐⇒ f ∈ ϕ−1(ker(πJ∗ ◦ i∗S)).

Enunciamo e dimostriamo ora alcuni semplici lemmi su Z(S, J) che verranno più volte utilizza-
ti nel corso della trattazione. Il primo di questi concerne il comportamento rispetto all’unione e
all’intersezione di sottoinsiemi ed ideali rispettivamente.

Lemma 1.1.9. Sia {Sα ⊆ R | α ∈ I} un insieme di sottoinsiemi di un anello R e {Jβ ⊆ R ideale |
β ∈ J } un insieme di ideali di R. Allora

Z(
⋃
α∈I

Sα,
⋂
β∈J

Jβ) =
⋂
α∈I

⋂
β∈J

Z(Sα, Jβ).

Dimostrazione. Basta osservare che

f ∈ Z

⋃
α∈I

Sα,
⋂
β∈J

Jβ

 ⇐⇒ f(s) ∈
⋂
β∈J

Jβ ∀s ∈
⋃
α∈I

Sα

⇐⇒ ∀α ∈ I, ∀β ∈ J , ∀s ∈ Sα si ha f(s) ∈ Jβ

⇐⇒ ∀α ∈ I, ∀β ∈ J , f ∈ Z(Sα, Jβ)

⇐⇒ f ∈
⋂
α∈I

⋂
β∈J

Z(Sα, Jβ).

Si ha allora, come d’altronde era immediato verificare utilizzando la fondamentale caratterizzazione
mostrata nel Lemma 1.1.8, che per due insiemi S ⊆ T ed un ideale J

Z(T, J) = Z(S ∪ T, J) = Z(S, J) ∩ Z(T, J) ⊆ Z(S, J).

Analogamente, presi I ⊆ J due ideali ed S un sottoinsieme,

Z(S, I) = Z(S, I ∩ J) = Z(S, J) ∩ Z(S, I) ⊆ Z(S, J).

Il secondo lemma riguarda invece il comportamento di Z(S, J) rispetto all’operazione di passaggio
al quoziente per un ideale I.

Lemma 1.1.10. Siano I, J ⊂ R due ideali, πI : R → R/I e πI[x] : R[x] → (R/I)[x] le proiezioni al
quoziente e S ⊂ R un sottoinsieme. Allora,

Z(S, J + I) = Z(S, J),
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

dove Z(S, J) = πI[x](Z(S, J)) ⊂ (R/I)[x] e con S, J denotiamo πI(S), πI(J) rispettivamente. In
particolare, se I ⊆ J , si ha che

Z(S, J + I) = Z(S, J) = Z(S, J)

ed in generale
Z(S, J) ⊆ Z(S, J + I) = Z(S, J).

Dimostrazione. Poniamo πI[x](p) = p, πI(s) = s e πI(p(s)) = p(s). Allora si ha per definizione che

p ∈ Z(S, J) ⇐⇒ ∀s ∈ S, p(s) ∈ J .
Quindi si ha che

p ∈ Z(S, J) ⇐⇒ ∀s ∈ S, p(s) ∈ J = J + I

⇐⇒ ∀s ∈ S, p(s) ∈ J + I

⇐⇒ p ∈ Z(S, J + I).

come voluto.

Mostriamo un ulteriore lemma, che useremo più volte nel corso della trattazione. Si tratta di una
generalizzazione al caso di un anello R del noto Teorema di Ruffini, che fornisce anche una descrizione
di Z(S) per S insieme finito con una particolare proprietà. Denotiamo con D(R) i divisori di zero
dell’anello R.

Lemma 1.1.11. Siano R un anello, f ∈ R[x] un polinomio, c1, . . . , cn ∈ R distinti tali che ci − cj /∈
D(R) per ogni i ̸= j e f(ci) = 0 per ogni i. Allora g :=

∏n
i=1(x − ci) | f in R[x]. In particolare

Z({c1, . . . , cn}) = (g).

Dimostrazione. Si procede per induzione su n.
Caso base, n=1. Sia c := c1, f =

∑k
i=0 aix

i. Allora abbiamo che

f(c) = 0 ⇐⇒
k∑

i=0

aic
i = 0

⇐⇒ f = f − f(c) =

k∑
i=0

ai(x
i − ci)

=

k∑
i=0

ai(x− c)

(
i−1∑
j=0

xjc i−j−1

)
= (x− c) q(x).

Passo induttivo. Dato che c1, . . . , cn−1 soddisfano le ipotesi del lemma, per ipotesi induttiva
abbiamo

f =
(n−1∏

i=1

(x− ci)
)
q(x).

Si ha allora

f(cn) = 0 =
(n−1∏

i=1

(cn − ci)
)
q(cn) = 0 =⇒ q(cn) = 0,
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1.2. π-POLINOMI

essendo cn − ci /∈ D(R) ∀i < n. Quindi, per quanto dimostrato nel caso base n = 1,

q(x) = (x− cn)r(x) =⇒ f =
( n∏
i=1

(x− ci)
)
r(x),

come voluto.
Questo mostra che g | f per ogni f ∈ Z({c1, . . . , cn}), cioè Z({c1, . . . , cn}) ⊆ (g). L’altra inclusione

è banale.

Applichiamo questo Lemma per dare subito una descrizione esplicità di Z(R) nel caso in cui R sia
un campo finito.

Lemma 1.1.12. Sia R un campo finito di cardinalità q, con elementi r1, . . . , rq. Allora xq − x =∏q
i=1(x− ri) e Z(R) = (xq − x).

Dimostrazione. Sia R = {r1, . . . , rq}. Le ipotesi del Lemma 1.1.11 sono soddisfatte in quanto per ogni
i ̸= j si ha ri − rj ̸= 0 e quindi ri − rj /∈ D(R) = {0}, essendo R un campo. Applicando quindi il
lemma, si ha che

Z(R) = Z({r1, . . . , rq}) = (

q∏
i=1

(x− ri)).

Inoltre per un noto corollario del Teorema di Lagrange sui gruppi, rq − r = 0 per ogni r ∈ R e, di
conseguenza, sempre per il Lemma 1.1.11,

∏q
i=1(x − ri)|xq − x. I due polinomi hanno però lo stesso

grado e sono ambedue monici. Ne segue che xq − x =
∏q

i=1(x− ri).

Concludiamo dando, per mezzo di quest’ultimo risultato ed il Lemma 1.1.10, una descrizione
esplicita dell’ideale Z(R, n) con n ideale massimale di indice finito, che ci sarà utile in seguito.

Lemma 1.1.13. Sia R un anello ed n un suo ideale massimale di indice finito q. Allora Z(R, n) =
(xq − x, n).

Dimostrazione. Con le notazioni del Lemma 1.1.10, si ha, applicando quest’ultimo per S = R e I =
J = n, che Z(R, n) = Z(R/n, n/n) = Z(R/n). Dato che R/n è un campo finito di cardinalità q, per il
Lemma 1.1.12 si ha Z(R/n) = (xq − x). Quindi, come voluto,

Z(R, n) = π−1
n[x](Z(R, n)) = π−1

n[x]((x
q − x)) = (xq − x, n),

dove la prima eguaglianza segue dal fatto che, banalmente, n[x] ⊆ Z(R, n).

1.2 π-polinomi

Denotiamo in questa sezione con (R,m) un anello locale (ed il suo ideale massimale), con campo residuo
R = R/m finito di cardinalità q. Introduciano in questo contesto il concetto di π-polinomio.

Definizione 1.2.1. Siano R,m, q come sopra, e π : R → R/m la proiezione al quoziente. Sia C =
{c1, . . . , cq} ⊆ R tale che π(C) = R/m (ossia C è un qualsiasi insieme di rappresentanti per le classi
laterali di m in R). Allora definiamo π-polinomi gli elementi di R[x] della forma

∏
ci∈C(x − ci), per

un qualche insieme C come sopra.
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

Esempio 1.2.2. Per R = Z/pZ e m = (0), l’unico π-polinomio è
∏

0≤i<p(x − i) = xp − x. Infatti,
essendo m = 0, l’unico insieme di rappresentanti è R stesso.

In generale, per R campo finito, l’unico π-polinomio è
∏

r∈R(x − r), che per il Lemma 1.1.12 è

x|R| − x. Infatti, essendo m = 0, l’unico insieme di rappresentanti è R stesso.

Esempio 1.2.3. Per p primo dispari ed n ≥ 1 possiamo considerare l’anello locale R = Z/pnZ,
che ha ideale massimale m = pZ/pnZ. Un insieme di rappresentanti delle classi laterali di m è

{0,±1, . . . ,±p−1
2 } ⊆ R. Si ha quindi che x

∏ p−1
2

i=1 (x− i)(x+ i) = x
∏ p−1

2
i=1 (x

2 − i2) è un π-polinomio in
R[x].

Osserviamo subito una semplice ma importante proprietà dei π-polinomi.

Lemma 1.2.4. Sia f ∈ R[x] un π-polinomio. Allora f ∈ Z(R,m).

Dimostrazione. Mostriamo che ∀r ∈ R si ha f(r) ∈ m. Fissato r, sia ci il rappresentante tale che
r̄ = ci ∈ R/m, ossia r − ci ∈ m. Allora

f(r) = (
∏
j ̸=i

(r − cj))(r − ci) ∈ m

come voluto.

Pertanto, per f ∈ Z(m) e g un π-polinomio si ha f ◦ g ∈ Z(R). Infatti ∀r ∈ R si ha f(g(r)) ∈
f(m) = 0.

Forniremo una caratterizzazione più precisa dei π-polinomi nei teoremi al termine della Sezione
2.1.

1.3 Trivialità e regolarità di Z(R) e Z(m) nel caso locale

In questa sezione denotiamo con (R,m) un anello locale noetheriano (ed il suo ideale massimale m).
Cominciamo intanto col dimostrare un’importante caratterizzazione degli R per i quali Z(R) e Z(m)
sono non nulli.

Denotiamo con N (R) l’ideale dei nilpotenti di R.
Mostriamo innanzitutto un lemma, conseguenza diretta del Lemma 1.1.11.

Lemma 1.3.1. Siano (R,m) un anello locale e f ∈ R[x] con deg(f) ≤ n. Inoltre sia S ⊆ R tale che
|πm(S)| > n e supponiamo f ∈ Z(S). Allora f = 0 ∈ R[x].

Dimostrazione. Per ipotesi ∃ s1, . . . , sn+1 ∈ S tali che πm(si) ̸= πm(sj) ∀i ̸= j. Allora per ogni i ̸= j
abbiamo πm(si − sj) ̸= 0 ossia si − sj /∈ m =⇒ si − sj ∈ R∗. Si conclude quindi per il Lemma 1.1.11

che g :=
∏n+1

i=1 (x − si)|f . Dato che g è monico, se f ̸= 0 allora n ≥ deg(f) ≥ deg(g) = n + 1, che è
assurdo. Quindi f = 0 come voluto.

Questo lemma ha un ovvio corollario

Lemma 1.3.2. Siano (R,m) un anello locale, T ⊆ R tale che |πm(T )| = ∞ e f ∈ Z(T ). Allora f = 0.

Dimostrazione. Si procede per assurdo, supponendo f ̸= 0, e ponendo n = deg(f). Sia Z =
{s1, . . . , sn+1} un insieme di n+ 1 elementi di T tali che |πm({s1, . . . , sn+1})| = n+ 1. Applicando il
Lemma 1.3.1 per S = Z (ovviamente f ∈ Z(T ) implica f ∈ Z(Z)) si trova f = 0.
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Ricordiamo che un elemento di un anello si dice regolare se è non divisore di zero.
Richiamiamo inoltre la definizione di profondità (depth) di un anello (R,m) locale noetheriano.

Definizione 1.3.3. Sia R un anello. Una sequenza regolare è una sequenza x1, . . . , xn di elementi
xi ∈ R tali che π(x1,...,xi−1)(xi) = xi ∈ R/(x1, . . . , xi−1) è un elemento regolare ∀i ≤ n.

Definizione 1.3.4. Sia (R,m) un anello locale. La profondità di R, che denotiamo con depth(R), è
la lunghezza della massima sequenza regolare composta da elementi di m.

Dimostriamo infine un lemma che caratterizza gli anelli (R,m) locali noetheriani con depth(R) = 0.
Per farlo richiamiamo un fatto noto sui primi associati di un modulo su un anello noetheriano, si

veda ad esempio [3, Thm. 6.1 e 6.5].
Denotiamo con Ass(M) = {p ∈ Spec(R) | p = 0 : m, m ∈ M} l’insieme dei primi associati

dell’R-modulo M .

Lemma 1.3.5. Siano R un anello noetheriano e M un R-modulo finitamente generato non nullo.
Allora Ass(M) è finito e non vuoto. Inoltre

D(R) =
⋃

p∈Ass(R)

p.

Lemma 1.3.6. Sia (R,m) un anello locale noetheriano. Allora

depth(R) = 0 ⇐⇒ ∃r ∈ R \ {0} tale che rm = 0.

Dimostrazione. Per la definizione data di profondità, abbiamo

depth(R) = 0 ⇐⇒ m ⊆ D(R).

Infatti abbiamo che, per definizione, se depth(R) = 0 non esistono elementi regolari in m, e quindi
m ⊆ D(R).

Viceversa se m ⊆ D(R) non possono chiaramente esistere sequenze regolari x1, . . . , xn di lunghezza
non nulla, proprio perché x1 non sarebbe regolare in m, quindi depth(R) = 0.

Abbiamo allora che
depth(R) = 0 ⇐⇒ m ⊆

⋃
p∈Ass(R)

p

per il Lemma 1.3.5. Per il lemma di scansamento questo vale se e solo se m ⊆ p = 0 : r per qualche
r ∈ R \ {0}. Infine

m ⊆ 0 : r ⇐⇒ mr = 0 per ogni m ∈ m ⇐⇒ rm = 0

come voluto.

Un’altra semplice osservazione che possiamo subito dimostrare è che un qualsiasi anello artiniano
locale ha profondità nulla.

Corollario 1.3.7. Sia (R,m) un anello artiniano locale. Allora depth(R) = 0.

Dimostrazione. Dato che R è artiniano (e quindi noetheriano) locale, si ha

m = N (R) ⊆ D(R) =
⋃

p∈Ass(R)

p.

Quindi, per quanto osservato nel Lemma 1.3.6, depth(R) = 0.
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

Possiamo ora enunciare e dimostrare la caratterizzazione cercata.

Teorema 1.3.8. Sia (R,m) un anello locale noetheriano. Allora si ha:

1. Z(m) ̸= (0) ⇐⇒ depth(R) = 0;

2. Z(R) ̸= (0) ⇐⇒ depth(R) = 0 e R = R/m è finito.

Dimostrazione. 1. Per il Lemma 1.3.6, si ha che depth(R) = 0 ⇐⇒ ∃r tale che rm = 0. Quindi,
in tal caso, rx ∈ Z(m).

Viceversa depth(R) ̸= 0 ⇐⇒ ∃t ∈ m regolare. Supponiamo g =
∑n

i=0 gix
i ∈ Z(m), allora, in

particolare g(tk) =
∑n

i=0 git
ki = 0 per ogni 1 ≤ k ≤ n + 1. Possiamo scrivere questo insieme di

equazioni in forma matriciale, ottenendo
1 t t2 · · · tn

1 t2 t4 · · · t 2n

1 t3 t6 · · · t 3n

...
...

...
. . .

...
1 tn+1 t 2(n+1) · · · tn(n+1)



g0
g1
...
gn

 =


0
0
...
0

 .

Il determinante della matrice di Vandermonde V di dimensione n+ 1× n+ 1 e Vij = (ti)j−1, è

det(V ) =
∏

1≤k<l≤n+1

(tl − tk) =
∏

1≤k<l≤n+1

tk(tl−k − 1)

= t
∑

1≤k<l≤n+1 ku = tNu

con u ∈ R∗. Infatti per ogni b > 0, tb − 1 /∈ m ed è quindi invertibile, essendo (R,m) locale. In
particolare si osserva che det(V ) è regolare in quanto prodotto di elementi regolari. Moltiplicando
a destra e sinistra per Adj(V ) si ottiene

det(V ) 0 0 · · · 0
0 det(V ) 0 · · · 0
0 0 det(V ) · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · det(V )



g0
g1
...
gn

 =


0
0
...
0


ossia det(V )gi = 0. Per la regolarità di det(V ), ciò implica gi = 0 per ogni i. Quindi g = 0, come
voluto.

2. Sia R finito e depth(R) = 0. Esiste allora, per il Lemma 1.3.6, r ∈ R \ {0} tale che rm = 0.
Sia f un qualsiasi π-polinomio, allora per il Lemma 1.2.4 abbiamo che ∀a ∈ R, rf(a) ∈ rm = 0.
Essendo i π-polinomi monici, abbiamo rf ̸= 0 e quindi Z(R) ̸= 0.

Viceversa sia f ∈ Z(R) con R infinito o depth(R) ̸= 0 . Nel primo caso si conclude immedia-
tamente per il Lemma 1.3.2, posto T = R, che f = 0. Nell’altro caso supponiamo per assurdo
f ̸= 0, e sia deg(f) = n > 0. Per definizione, depth(R) ̸= 0 ⇐⇒ ∃t ∈ m \D(R), un elemento
regolare. Consideriamo allora l’insieme di elementi regolari T := {tk}1≤k≤n+1. Si ha che, per
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1.3. TRIVIALITÀ E REGOLARITÀ DI Z(R) E Z(m) NEL CASO LOCALE

n + 1 ≥ a > b ≥ 1, ta − tb = tb(ta−b − 1) è elemento regolare in quanto prodotto di un’unità
(ta−b−1, per quanto già visto) ed un elemento regolare tb. In particolare si ha che tale differenza
non è nulla e quindi gli elementi di T sono distinti. Abbiamo quindi che per il Lemma 1.1.11,
g :=

∏n+1
i=1 (x − ti)|f . Essendo g monico si ottiene quindi n = deg(f) ≥ deg(g) = n + 1, che è

assurdo. Ne segue che in entrambi i casi f = 0, come voluto.

Il prossimo risultato è una caratterizzazione degli anelli locali noetheriani con Z(R) e Z(m) non
solo non banali, ma contenenti elementi regolari.

Mostriamo innanzitutto il seguente lemma su Z(R) negli anelli locali noetheriani con dimensione
di Krull positiva, insieme ad un lemma sugli anelli locali finiti che verrà usato nella dimostrazione della
caratterizzazione.

Lemma 1.3.9. Sia (R,m) un anello locale noetheriano con dim(R) > 0. Allora Z(R) ⊆ Z(m) ⊆
N (R)[x]. In particolare si ha Z(R) ⊆ Z(m) ⊆ N (R[x]) ⊆ D(R[x]) e quindi Z(R) e Z(m) non
contengono elementi regolari.

Dimostrazione. Se (R,m) è un anello locale noetheriano con dim(R) > 0 si ha che m /∈ Min(R) insieme
dei primi minimali. Siano p ∈ Min(R) un qualsiasi primo minimale di R e f ∈ Z(m). Applicando
allora il Lemma 1.1.10 con S = m, J = 0 e I = p si ha f̄ = πp[x](f) ∈ Z(m/p). Si ha inoltre che
(R/p,m/p) è un dominio locale noetheriano, nel quale, essendo p ̸= m, esiste t ∈ m \ p e quindi tale
che t̄ = πp(t) ̸= 0. Quindi t̄ è un elemento regolare in m/p, essendo non nullo nel dominio R/p. Ne
segue che depth(R/p) ≥ 1, e quindi, per il Teorema 1.3.8, Z(m/p) = 0. Quindi f̄ = 0, ossia f ∈ p[x],
∀p ∈ Min(R). Ne segue allora che

f ∈
⋂

p∈Min(R)

p[x] = (
⋂

p∈Min(R)

p)[x] = N (R)[x]

come voluto.

Lemma 1.3.10. Sia (R,m) un anello locale. Allora R è finito se e solo se è artiniano e R := R/m è
finito.

Dimostrazione. Se R è finito è ovviamente artiniano e con R finito. Per dimostrare il viceversa si
mostra, per induzione su n, che R/mn è finito ∀n. Questo basta per concludere, perché per artinianità
esiste e tale che me = 0 e quindi R/me = R.
Caso base, n=1. Per n = 1 abbiamo R/mn = R/m, finito per ipotesi.
Passo induttivo. Considero la successione esatta corta di R/m-moduli (e quindi R/m-spazi vetto-
riali)

0 → mn/mn+1 → R/mn+1 → R/mn → 0

dove le mappe sono l’inclusione e la proiezione canoniche. Si ha che mn è finitamente generato come
R-modulo, per artinianità (e quindi noetherianità) di R. Da questo segue che mn/mn+1 è finitamente
generato come R-modulo, e quindi anche come R/m-modulo. Quindi, in particolare è finito essendo
uno spazio vettoriale finitamente generato (ossia di dimensione finita) sul campo finito R/m. Inoltre
R/mn è finito per ipotesi induttiva. Segue allora che anche il termine centrale della successione R/mn+1

è finito.

Possiamo ora finalmente enunciare e dimostrare la caratterizzazione cercata.

Teorema 1.3.11. Sia (R,m) un anello locale noetheriano. Allora si ha:
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

1. Z(m) contiene elementi regolari di R[x] ⇐⇒ R è artiniano;

2. Z(R) contiene elementi regolari di R[x] ⇐⇒ R è finito.

Dimostrazione. 1. L’anello locale noetheriano R è artiniano ⇐⇒ ∃e intero positivo tale che me = 0.
Quindi xe ∈ Z(m). Osserviamo inoltre che xe è regolare in R[x], infatti non è divisore di zero in
quanto, essendo monico, ∀f ∈ R \ {0} si ha deg(xef) = e+ deg(f) ≥ 1 e quindi xef ̸= 0.

Viceversa, se R non è artiniano, dim(R) > 0 e quindi per il Lemma 1.3.9 Z(m) non contiene
elementi regolari.

2. Sia (R,m) un anello locale finito. In particolare si ha |R/m| = q finito. Sia allora f un qualsiasi π-
polinomio. Per il Lemma 1.2.4 si ha f ∈ Z(R,m). Essendo R finito è anche artiniano e quindi ∃e
intero positivo tale che me = 0. Abbiamo allora che ∀r ∈ R, f(r)e ∈ me = 0. Quindi fe ∈ Z(R).
Inoltre fe è regolare: infatti non è divisore di zero in quanto, essendo monico, ∀h ∈ R \ {0} si ha
deg(feh) = eq + deg(h) ≥ 1 e quindi feh ̸= 0.

Viceversa, se R è infinito si ha per il Lemma 1.3.10 che o R non è artiniano o R/m è infinito. In
ogni caso Z(R) non contiene elementi regolari, nel primo caso per il Lemma 1.3.9, nel secondo
caso dato che, per il Teorema 1.3.8, Z(R) = (0).

1.4 Trivialità di Z(R) nel caso generale

Mostriamo in questa sezione una caraterizzazione degli anelli R con Z(R) ̸= 0 nel caso noetheriano
ma non necessariamente locale.

Enunciamo e mostriamo preliminarmente un semplice lemma che descrive il comportamento di
Z(R) rispetto alla localizzazione. Dati un anello R ed una sua parte moltiplicativa T ⊆ R denotiamo
con i : R→ T−1R la mappa canonica tale che i(r) = r

1 . Denotiamo inoltre con i′ la mappa

i′ := (−[x])(i) : R[x] → T−1R[x]

indotta su R[x] mediante il funtore −[x] : Ring → Ring. Dato un ideale I ⊆ R denotiamo con
Ie = (i(I)) la sua estensione rispetto alla mappa i, e analogamente dato un ideale J ⊆ R[x] denotiamo
con Je = (i′(J)) la sua estensione rispetto alla mappa i′. Allo stesso modo denotiamo invece, per
I ⊆ T−1R e J ⊆ T−1R[x], con Ic e Jc rispettivamente i−1(I) e i′−1(J), le contrazioni dei due ideali
rispetto alle mappe i ed i′.

Lemma 1.4.1. Siano R un anello, S ⊆ R un suo sottoinsieme, J ⊂ R un suo ideale e T ⊂ R una sua
parte moltiplicativa. Allora si ha, con le notazioni sopra definite, Z(S, J)e ⊆ Z(i(S), Je) = Z(S, Jec)e.

Dimostrazione. Sia f =
∑k

j=0 ajx
j un generico elemento di R[x]. Allora, per ogni s ∈ R, si ha

i′(f)(i(s)) =

k∑
j=0

(aj
1

)(s
1

)j
=

∑k
j=0 ajs

j

1
= i

 k∑
j=0

ajs
j

 = i(f(s)).

Questa semplice osservazione verrà usata più volte nella dimostrazione del lemma. Mostriamo ora
l’inclusione e l’eguaglianza presenti nella tesi del lemma separatamente. Per la prima, basta osservare
che f ∈ Z(S, J) ⇐⇒ ∀s ∈ S f(s) ∈ J , per definizione. Applicando la funzione i, otteniamo che

15
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i(f(s)) ∈ i(J) ⊆ Je ∀s ∈ S. Per l’osservazione fatta preliminarmente i(f(s)) = i′(f)(i(s)), quindi
i′(f)(s′) ∈ Je per ogni s′ ∈ i(S) ossia i′(f) ∈ Z(i(S), Je). Dunque i′(Z(S, J)) ⊆ Z(i(S), Je), e di
conseguenza Z(S, J)e ⊆ Z(i(S), Je) come voluto.
Per la seconda osserviamo che, considerato un generico polinomio

f =

k∑
j=0

aj
tj
xj ∈ T−1R[x]

sempre per definizione f ∈ Z(i(S), Je) ⇐⇒ f(i(s)) ∈ Je per ogni s ∈ S. Posto allora t :=
∏k

j=0 tj
si ha che tf = i′(f ′), dove f ′ è un polinomio in R[x]. Inoltre, dato che i(f ′(s)) = i′(f ′)(i(s)) =
tf(i(s)) ∈ Je, abbiamo che f ′(s) ∈ Jec. Quindi f ′ ∈ Z(S, Jec), cioè tf ∈ Z(S, Jec) e, di conseguenza,
f ∈ Z(S, Jec)e. Si conclude che Z(i(S), Je) ⊆ Z(S, Jec)e.

Infine osserviamo che f ∈ Z(S, Jec) ⇐⇒ f(s) ∈ Jec per ogni s ∈ S, e quindi, applicando
i, i(f(s)) = i′(f)(i(s)) ∈ i(Jec) ⊆ Jece = Je per ogni s ∈ S. Quindi i′(f) ∈ Z(i(S), Je), e al-
lora i′(Z(S, Jec)) ⊆ Z(i(S), Je), che implica Z(S, Jec)e ⊆ Z(i(S), Je). Possiamo concludere che
Z(i(S), Je) = Z(S, Jec)e, come voluto.

Mostriamo ora che, in un certo senso, appartenere a Z(R) è una proprietà locale.
Siano R un anello noetheriano e p ∈ Spec(R), denotiamo con ip : R → Rp la mappa canonica tale

che ip(r) = r
1 . Per f ∈ R[x] sia fp = (−)[x](ip)(f) l’immagine di f tramite la mappa (−)[x](ip) :

R[x] → Rp[x] indotta da ip. Definiamo inoltre j :=
∏

p∈Ass(R) ip : R →
∏

p∈Ass(R)Rp la mappa

canonica tale che j(r) = ( r1 )p∈Ass(R). Mostriamo ora l’iniettività di j.

Lemma 1.4.2. La mappa j è iniettiva.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che r ∈ Ker(j), r ̸= 0. Sia p un primo in Ass((r)). Allora
p = 0 : ar per qualche a ∈ R \ {0}. Dato che j(r) = 0, si ha ip(r) =

r
1 = 0, cioè esiste t /∈ p tale che

tr = 0. Quindi tar = a(tr) = 0 e dunque t ∈ 0 : ar = p, assurdo.

Abbiamo ora tutto il necessario per dimostrare il seguente risultato:

Lemma 1.4.3. Sia S ⊂ R un sottoinsieme di un anello R. Allora

f ∈ Z(S) ⇐⇒ fp ∈ Z(ip(S)) per ogni p ∈ Ass(R).

Dimostrazione. Ricordiamo che, per ogni anello A, ϕA : A[x] →M(A,A) è l’omomorfismo di anelli che
associa ad ogni polinomio la funzione da esso indotta. Osserviamo innanzitutto che, per ogni r ∈ R,
preso un polinomio generico f =

∑k
i=0 aix

i ∈ R[x], si ha

j(ϕ(f)(r)) = j(f(r)) = j

(
k∑

i=0

air
i

)

=

(∑k
i=0 air

i

1

)
p∈Ass(R)

=

(
k∑

i=0

ai
1

r

1

i
)

p∈Ass(R)

=
(
fp(ip(r))

)
p∈Ass(R)

=
(
ϕ(fp)(ip(r))

)
p∈Ass(R)

.

Quindi j ◦ ϕ(f) = (ϕ(fp) ◦ ip)p∈Ass(R).
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Si ha inoltre che f ∈ Z(S) se e solo se ϕ(f)(S) = 0, per definizione. Per l’iniettività di j, dimostrata
nel Lemma 1.4.2, questo è vero se e solo se

(j ◦ ϕ(f))(S) = (ϕ(fp ◦ ip)(S))p∈Ass(R) = 0.

Questo equivale a ϕ(fp)(ip(S)) = 0 per ogni p ∈ Ass(R), ossia a fp ∈ Z(ip(S)) per ogni p ∈ Ass(R).

Enunciamo e dimostriamo finalmente una caratterizzazione più generale per anelli noetheriani.

Teorema 1.4.4. Sia un R anello noetheriano. Allora

Z(R) ̸= (0) ⇐⇒ ∃p ∈ Ass(R) tale che R/p è finito.

Dimostrazione. Supponiamo che ∀p ∈ Ass(R) l’ideale p abbia indice infinito e dimostriamo che f ∈
Z(R) =⇒ f = 0. Fissiamo allora p un qualunque primo di R. Sia ψ : (R/p)πp(p) = Q(R/p) → Rp/pRp

l’isomorfismo canonico tale che ψ( r
1
) = r

1 . Si ha allora

ψ ◦ iπp(p) ◦ πp = πpRp
◦ ip.

Di conseguenza, essendo ψ e iπp(p) : R/p → Q(R/p) entrambe iniettive, si ha

|πpRp
(ip(R))| = |ψ(iπp(p)(πp(R)))| = |πp(R)| = |R/p| = ∞.

Abbiamo inoltre che, per il Lemma 1.4.3, f ∈ Z(R) =⇒ fp ∈ Z(ip(R)). Allora per il Lemma 1.3.2
applicato all’anello locale (Rp, pRp), con T = ip(R), si conclude fp = 0. A sua volta si ha, posto

f =
∑k

i=0 aix
i,

fp = 0 per ogni p ∈ Ass(R) ⇐⇒
k∑

i=0

ip(ai)x
i = 0 per ogni p ∈ Ass(R)

⇐⇒ ip(ai) = 0 ∀i e ∀p
⇐⇒ j(ai) = 0 ∀i
⇐⇒ ai = 0 ∀i
⇐⇒ f = 0,

come voluto.
Viceversa sia p ∈ Ass(R) con indice finito. Sia allora {c1, . . . , cq} un insieme di rappresentanti delle

classi laterali di p. Sia t ∈ R tale che p = 0 : t. Allora posto p = t
∏q

i=1(x − ci) si ha che per ogni
r ∈ R esiste j tale che πp(cj) = πp(r), ossia r − cj ∈ p. Quindi p(r) = t(r − cj)

∏
i ̸=j(r − ci) ∈ tp = 0.

Abbiamo allora che p ∈ Z(R) \ {0}.
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Capitolo 2

Z(R): decomposizione primaria e
legame con Z(m)

Nel corso di questo capitolo approfondiremo lo studio degli ideali Z(R) e Z(m) nel caso di un anello
R locale noetheriano. Nella prima sezione, dopo aver dato una decomposizione primaria minimale di
Z(R) come intersezione di dei “traslati” Z(m+ci) di Z(m), mostreremo alcune fondamentali proprietà
dei π-polinomi nel caso in cui R sia anche henseliano. In particolare mostreremo come una funzione
indotta da un π-polinomio su qualunque classe laterale di m sia surgettiva su m. Questo fatto sarà più
volte cruciale nel seguito della nostra trattazione. Nella Sezione 2.2 daremo delle caratterizzazioni degli
anelli (R,m) con Z(R) o Z(m) principali o generati da un elemento regolare. Nell’ultima sezione del
capitolo illustreremo infine un ulteriore legame, nel caso in cui R sia locale henseliano, fra Z(R) e Z(m),
dimostrando come un insieme di generatori del primo si possa ottenere semplicemente precomponendo
un insieme di generatori del secondo con un qualsiasi π-polinomio. Questo fondamentale fatto, oltre
a costituire in sé sicuramente un risultato degno di nota, sarà indispensabile nel capitolo successivo,
permettendo di ridurci allo studio di Z(m), per poi recuperare immediatamente un insieme di generatori
d Z(R).

2.1 π-polinomi e decomposizione primaria

In tutta questa sezione, laddove non specificato, denotiamo con (R,m) un anello locale e R = R/m.
Dal Teorema 1.3.8 sappiamo che |R| = ∞ =⇒ Z(R) = 0. Ci mettiamo quindi nel caso |R| = q
intero positivo. Lo scopo della prima parte di questa sezione è fornire una dimostrazione del seguente
teorema.

Teorema 2.1.1. Sia (R,m) un anello locale finito e c1, . . . , cq un insieme di rappresentanti per le
classi laterali di m. Allora

⋂q
i=1 Z(ci +m) è una decomposizione primaria minimale di Z(R).

Dimostrazione. Si ha, per il Lemma 1.1.9

Z(R) = Z(
⋃

1≤i≤q

ci +m) =
⋂

1≤i≤q

Z(ci +m).
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CAPITOLO 2. Z(R): DECOMPOSIZIONE PRIMARIA E LEGAME CON Z(m)

Mostriamo ora che Z(ci + m) è un ideale primario per ogni i. Per farlo basta mostrare che il suo
radicale è massimale. Abbiamo

1 /∈ Z(ci +m) =⇒ 1 /∈
√
Z(ci +m)

quindi è sufficiente mostrare che
√
Z(ci +m) contiene un ideale massimale per ottenere che

√
Z(ci +m)

è esso stesso massimale.

Sia e tale che me = 0, la cui esistenza segue per finitezza e quindi artinianità di R. Per ogni r ∈ ci+m
abbiamo (r− ci)

e ∈ me = 0, e quindi (x− ci)
e ∈ Z(ci +m). Da questo segue che x− ci ∈

√
Z(ci +m).

Inoltre

me = 0 =⇒ m ⊆
√
0 ⊆

√
Z(ci +m).

Quindi (m, x− ci) ⊆
√
Z(ci +m). Tale ideale è massimale dato che

R[x]/(m, x− ci) ∼= R/m

che è un campo.

Quindi Z(ci +m) è primario con primo associato (x− ci,m), e quella del teorema è una decompo-
sizione primaria.

Dimostriamo infine la sua minimalità, mostrando che per ogni j esiste un f ∈ R[x] tale che f ∈⋂
1≤i≤q
i̸=j

Z(ci +m) \ Z(R). Consideriamo il polinomio

f =
∏

1≤i≤q
i ̸=j

(x− ci)
e.

Per ogni k ̸= j si ha

r ∈ ck +m =⇒ f(r) = (r − ck)
e
∏

1≤i≤q
i ̸=j
i ̸=k

(r − ci)
e ∈ me = 0.

Quindi f ∈ Z(ci +m) per ogni i ̸= j, ossia f ∈
⋂

1≤i≤q
i ̸=j

Z(ci +m). Si ha altres̀ı che

f(cj) =
∏

1≤i≤q
i ̸=j

(cj − ci)
e

con cj − ci /∈ m per ogni i ̸= j, essendo c1, . . . , cq un insieme di rappresentanti delle classi laterali di
m. Quindi cj − ci ∈ R∗ per ogni i ̸= j e di conseguenza f(cj) ∈ R∗, in quanto prodotto di unità. In
particolare f(cj) ̸= 0 e di conseguenza f /∈ Z(R).

Diamo ora un’altra caratterizzazione di Z(R) come intersezione, stavolta di ideali principali. In
particolare questi ultimi sono gli (infiniti) ideali principali generati dai π-polinomi.

Teorema 2.1.2. Sia S l’insieme dei π-polinomi in R[x]. Allora Z(R) =
⋂

f∈S(f).
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Dimostrazione. Sia L l’insieme degli insiemi di rappresentanti delle classi laterali di m, ossia L = {S =
{c1, . . . , cq} ⊆ R t.c. πm(S) = R}. Allora si ha, per definizione di π-polinomio, che

S = {f ∈ R[x] | f = (x− c1) · · · (x− cq), {c1, . . . , cq} ∈ L}.

Dato che è possibile estendere qualsiasi elemento r ∈ R ad un insieme di rappresentanti delle classi
laterali di m, abbiamo che

⋃
S∈L S = R. Quindi per il Lemma 1.1.9 ed il Lemma 1.1.11 si ha

Z(R) = Z

(⋃
S∈L

S

)
=

⋂
{c1,...,cq}∈L

Z({c1, . . . , cq})

=
⋂

{c1,...,cq}∈L

(
(x− c1) · · · (x− cq)

)
=
⋂
f∈S

(f).

Si noti che abbiamo potuto applicare il Lemma 1.1.11 in quanto se {c1, . . . , cq} è un insieme di rappre-
sentanti delle classi laterali di m allora cj − ci ∈ R∗ (e quindi in particolare non sono divisori di zero)
per ogni i ̸= j.

Dimostriamo ora alcuni fatti sui π-polinomi.
Ricordiamo innanzitutto la definizione di anello henseliano. Dato un anello locale (R,m), un

elemento r ∈ R ed un polinomio p(x) ∈ R[x], denotiamo πm(r) con r e (−[x])(πm)(p(x)) = πm[x](p(x))
con p(x).

Definizione 2.1.3. Un anello (R,m) locale si dice henseliano se vale in tale anello il Lemma di
Hensel, ossia se, dati un polinomio qualsiasi f(x) ∈ R[x] e a ∈ R = R/m una radice semplice di f(x)

(cioè f(a) = 0 e f
′
(a) ̸= 0 in R), allora esiste a′ ∈ R con f(a′) = 0 e a′ = a.

Si noti come esistano più definizioni equivalenti comunemente usate di anello henseliano, ad
esempio:

Definizione 2.1.4. Un anello (R,m) locale si dice henseliano se per ogni polinomio monico f(x) ∈
R[x] tale che f(x) si fattorizza come

f(x) = g1(x)h1(x)

in (R/m)[x], con g1(x) e h1(x) monici e coprimi, allora esistono g(x), h(x) ∈ R[x] monici tali che

f(x) = g(x)h(x), e g = g1, h = h1.

Nelle dimostrazioni seguenti ci servirà solo poter sollevare radici, pertanto, per non appesantire la
trattazione, abbiamo dato come definizione di anello henseliano la Definizione 2.1.3.

Enunciamo e dimostriamo ora il seguente teorema:

Teorema 2.1.5. Sia (R,m) un anello locale con R,m, q come sopra. Sia p(x) ∈ R[x] qualsiasi. Se
p(x) è un π-polinomio, allora è monico e πm[x](p(x)) = xq − x ∈ R[x]. Se R è henseliano vale anche
il viceversa.

20
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Dimostrazione. Sia f un qualsiasi π-polinomio in R[x]. Denotiamo con f̄ il polinomio πm[x](f) ∈ R[x].

Per definizione f =
∏q

i=1(x− r1), con {r1, . . . , rq} un insieme di rappresentanti delle classi laterali
di R. Quindi, usando Lemma 1.1.12, si ha che f̄ =

∏q
i=1(x−ri) =

∏
r∈R(x−r) = xq−x, come voluto.

Per il viceversa, sia f(x) un polinomio monico con f̄(x) = xq − x ∈ R[x]. Si noti come questo
implica che deg(f) = deg(f̄) = q. Sia {d1, . . . , dq} un qualsiasi insieme di rappresentanti delle classi
laterali di m. Sia g il π-polinomio

g =

q∏
i=1

(x− di).

Allora, per quanto già visto nel corso di questa dimostrazione,

ḡ =

q∏
i=1

(x− di) = xq − x.

Quindi

f̄(x) = xq − x =

q∏
i=1

(x− di) ∈ R[x]

e f̄(di) = 0 per ogni i. Essendo i di distinti si ha inoltre che, per ogni i, (x − di)
2 ∤ f(x) in R[x] e

quindi, per il criterio della derivata, f̄ ′(di) ̸= 0. Per henselianità si ha quindi che ∃{c1, . . . , cq} tali
che, per ogni i, ci = di e f(ci) = 0. In particolare anche {c1, . . . , cq} è un insieme di rappresentanti
per le classi laterali di m, e dunque ci − cj ∈ R \ m = R∗ per ogni i ̸= j. Definiamo il corrispettivo
π-polinomio

h(x) =

q∏
i=1

(x− ci)

ed applichiamo il Lemma 1.1.11 ad f : se ne desume che h(x) | f(x). Essendo sia h(x) che f(x) monici
di grado q si ha h(x) = f(x) e quindi f(x) è un π-polinomio.

Mediante questo teorema è ora possibile mostrare il seguente importante risultato sulla surgettività
su m della funzione ϕ(f) indotta da un π-polinomio f nel caso di R henseliano.

Teorema 2.1.6. Siano (R,m) henseliano e f ∈ R[x] un π-polinomio. Allora f(c + m) = m per ogni
c ∈ R. In particolare f(R) = m.

Dimostrazione. Dato f ∈ R[x] un qualsiasi π-polinomio, si ha f ∈ Z(R,m) per il Lemma 1.2.4,
ossia f(c + m) ⊆ f(R) ⊆ m. Mostriamo ora il contenimento opposto. Sia m ∈ m qualsiasi. Allora
f −m = f = xq − x. Quindi per il Teorema 2.1.5 f −m è un π-polinomio. Possiamo allora scrivere
f −m =

∏q
i=1(x− ci) con {c1, . . . , cq} un insieme di rappresentanti delle classi laterali di m. Essendo

un insieme di rappresentanti si ha allora cj ∈ c+m per qualche j, e quindi che

(f −m)(cj) = f(cj)−m = (cj − cj)
∏

1≤i≤q
i ̸=j

(cj − ci) = 0 =⇒ f(cj) = m.

Data l’arbitrarietà di m si ha allora che f(c+m) = m, come voluto.
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2.2. CASI IN CUI Z(R) E Z(m) SONO PRINCIPALI

2.2 Casi in cui Z(R) e Z(m) sono principali

Scopo di questa sezione è, usando i risultati mostrati nella sezione precedente, fornire ulteriori ca-
ratterizzazioni nello stile di quelle nella Sezione 1.3. Anche in questa sezione si assume, laddove non
specificato diversamente, che (R,m) sia un anello locale noetheriano con il suo ideale massimale, e che
il campo residuo R = R/m sia finito di cardinalità q.

Prima di enunciare la prima delle caratterizzazioni di questa sezione, enunciamo e dimostriamo un
lemma sui polinomi regolari su anelli artiniani che sarà cruciale in seguito.

Lemma 2.2.1. Siano (R,m) un anello locale artiniano e f un elemento regolare di R[x]. Allora
esistono v ∈ (R[x])∗ e f∗ ∈ R[x] monico tali che vf = f∗.

Dimostrazione. Nel corso di questa dimostrazione denoteremo, per un qualsiasi polinomio p ∈ R[x],
con p[j] il coefficiente di grado j di p.

Si osserva innanzitutto che, posto f =
∑d

i=0 αix
i, f regolare implica f /∈ N (R[x]) = N (R)[x] =

m[x]. Sia k = max{k t.c. αk /∈ m}. Si noti che αk è quindi invertibile. Dimostriamo per induzione su
j che per ogni j esistono gj ∈ m[x], hj ∈ mj [x], fj ∈ R[x] monico e bj ∈ R∗ tali che

bjf = fj(1 + gj) + hj .

Caso base, j=1. Per j = 1 basta porre g1 = 0, h1 = α−1
k

∑d
i=k+1 αix

i ∈ m[x] per massimalità di

k, f1 = α−1
k

∑k
i=0 αix

i, che è monico per costruzione e b1 = α−1
k .

Passo induttivo. Per ipotesi induttiva possiamo scrivere

bj−1f = fj−1(1 + gj−1) + hj−1

con bj−1, fj−1, gj−1 e hj−1 con le proprietà sopra definite. Poniamo ora, eseguendo una divisione
euclidea,

hj−1 = wfj−1 + r

con w ∈ R[x] e r ∈ R[x] con deg(r) < deg(fj−1) (per convenzione deg(0) = −∞). Poniamo bj = bj−1,

fj = fj−1 + r e gj = gj−1 + w, e scriviamo w =
∑s

i=0 wix
i e fj−1 =

∑t
i=0 aix

i.
Poniamo infine hj = bjf − fj(1 + gj) di modo che bjf = fj(1 + gj) + hj valga per costruzione.
Dato che fj−1 è monico e deg(r) < deg(fj−1), anche fj è monico. Rimane da verificare che gj ∈ m[x]

e hj ∈ mj [x].
Osserviamo che essendo deg(r) < deg(fj−1) := t, si ha che ∀ k ≥ t

(fj−1w)[k] = (hj−1 − r)[k] = hj−1[k] ∈ mj−1.

Mostriamo ora per induzione forte su l che per ogni l ≤ s si ha ws−l ∈ mj−1.
Caso base, l=0. Per l = 0 basta osservare che

(fj−1w)[t+ s] = w[s] = ws

essendo fj−1 monico di grado t. Quindi ws ∈ mj−1 come voluto.
Passo induttivo. Si ha (ricordando at = 1 in quanto fj−1 è monico) che

(fj−1w)[t+ s− l] =

t∑
i=0

aiwt+s−l−i = (

t−1∑
i=0

aiwt+s−l−i) + ws−l.
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Si ha inoltre (fj−1w)[t+ s− l] ∈ mj−1 e wt+s−l−i = ws−(l+i−t) ∈ mj−1 per ogni i ≤ t− 1 per ipotesi
induttiva. Allora anche ws−l ∈ mj−1, come voluto.

Dunque w ∈ mj−1[x] e quindi anche

r = hj−1 − wfj−1 ∈ mj−1[x].

Si ha inoltre che
gj = gj−1 + w ∈ m[x] +mj−1[x] ⊆ m[x].

Infine

hj = bjf − fj(1 + gj)

= bjf − (fj−1 + r)(1 + gj−1 + w)

= bjf − fj−1(1 + gj−1)− fj−1w − r(1 + gj−1 + w)

= bjf − bj−1f + hj−1 − hj−1 + r − r − rgj−1 − rw

= rgj−1 − rw ∈ mj−1[x]m[x] = mj [x]

e questo conclude la dimostrazione dell’esistenza di bj , fj , gj e hj che hanno le proprietà sopra definite.
Sia ora e tale che me = 0, che esiste per l’artinianità di R. Allora, posto j = e, si ha he ∈ me[x] = 0

e quindi
bef = (1 + ge)fe

con fe monico, be ∈ R∗ e ge ∈ m[x] = N (R[x]). Sia quindi N tale che gNe = 0. Allora

(1 + ge)(

N−1∑
i=0

(−1)igie) = 1 + (−1)N−1gNe = 1

e quindi 1 + ge ∈ (R[x])∗. Si ha allora

be(1 + ge)
−1f = fe.

Si conclude ponendo
v = be(1 + ge)

−1

che è un’unità in quanto prodotto di unità.

Mostriamo inoltre due semplice lemmi generali: uno sugli ideali di un anello contenti elementi
regolari, l’altro sul grado del generatore monico di un ideale principale in un anello di polinomi.

Lemma 2.2.2. Siano R un anello e I = (g) l’ideale principale generato da g ∈ R. Se esiste un
elemento regolare h ∈ I allora g è regolare.

Dimostrazione. Si ha che h = wg per qualche w ∈ R. Supponendo per assurdo g ∈ D(R) e quindi
gt = 0 per qualche t ∈ R \ {0}, avremmo quindi che ht = w(gt) = 0 e di conseguenza h ∈ D(R),
contrariamente a quanto supposto per ipotesi. Quindi g è regolare.

Procediamo quindi ora ad enunciare e dimostrare la caratterizzazione cercata.

Teorema 2.2.3. Siano (R,m) un anello locale finito ed f ∈ R[x] un qualsiasi π-polinomio. Allora
sono equivalenti:
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1. R è un campo;

2. Z(R) è principale;

3. Z(R) = (f(x));

4. Z(m) è principale;

5. Z(m) = (x).

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che R finito implica R finito, e quindi ha senso parlare di
π-polinomi in R[x].

Inoltre, per il Lemma 1.3.7, R finito (in particolare, artiniano) implica depth(R) = 0 e quindi esiste
t ∈ R \ {0} tale che tm = 0, per il Lemma 1.3.6.

L’affermazione 1 implica la 2 in quanto se R è un campo R[x] è un PID, e in particolare tutti i suoi
ideali sono principali.

Mostriamo ora che la 2 implica la 3.
Per il Teorema 1.3.11, Z(R) contiene elementi regolari. Quindi se Z(R) = (g) per qualche g ∈ R,

g deve essere regolare per il Lemma 2.2.2.
Per il Lemma 2.2.1 esiste v ∈ (R[x])∗ tale che g1 := vg è monico. Ovviamente (g) = (g1).
Inoltre per il Lemma 1.2.4, f ∈ Z(R,m) e quindi per ogni r ∈ R si ha tf(r) ∈ tm = 0. Quindi

0 ̸= tf ∈ Z(R) = (g1), e allora, dato che f è monico, si conclude deg(tf) = deg(f) = q ≥ deg(g1).
Per il Teorema 2.1.2 si ha inoltre, denotando con S l’insieme dei π-polinomi in R[x],

(g1) = Z(R) =
⋂
p∈S

(p) ⊆ (f).

Quindi f | g1 in R[x], e g1 è monico, come f , e di grado deg(g1) ≤ q = deg(f).
Segue che f = g1, e quindi Z(R) = (f) come voluto.
Mostriamo che a sua volta la 3 implica la 4.
Infatti, se Z(R) = (f) si ha per il Teorema 2.1.6 che m = f(R) = 0, essendo f sia π-polinomio

che elemento di Z(R). Si noti che abbiamo potuto applicare il teorema in quanto R finito è anche
completo, quindi henseliano. Dato che m = 0 si ha quindi Z(m) = Z({0}) = (x), per la dimostrazione
del Lemma 1.1.11 nel caso n = 1. In particolare Z(m) è principale, come voluto.

Mostriamo ora che la 4 implica la 5.
Per la 4, Z(m) = (g) per qualche polinomio g ∈ R[x].
Sia e intero tale che me = 0, che esiste per artinianità. Si ha allora che per ogni m ∈ m, me = 0,

quindi xe ∈ Z(m). Come già visto xe ∈ Z(m) è regolare, e quindi, per il Lemma 2.2.2, g è regolare.
Per il Lemma 2.2.1, esiste v unità in (R[x])∗ tale che g1 := vg è monico, e ovviamente (g) = (g1).
Inoltre si ha per ogni m ∈ m, tm ∈ tm = 0 e quindi tx ∈ Z(m) = (g1). Dunque deg(tx) = 1 ≥

deg(g1). Quindi g1 è monico di grado ≤ 1, e non è 1 in quanto altrimenti si avrebbe Z(m) = (1) =⇒
1(0) = 1 = 0, assurdo. Dunque g1 è della forma x+x0 per qualche x0 ∈ R. Per concludere osserviamo
che, essendo 0 ∈ m e g1 ∈ Z(m), si ha g1(0) = x0 = 0, e quindi g1 = x, e Z(m) = (x), come voluto.

Concludiamo mostrando che la 5 implica 1.
Infatti se Z(m) = (x), per ogni m ∈ m vale che x(m) = m = 0. Segue che m = 0 e R è un

campo.

Concludiamo la sezione con un’ulteriore caratterizzazione, stavolta degli anelli con Z(R) e Z(m)
principali e generati da un elemento regolare.
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Teorema 2.2.4. Sia (R,m) un anello locale noetheriano. Allora:

1. Z(m) è generato da un elemento regolare di R[x] ⇐⇒ R è un campo;

2. Z(R) è generato da un elemento regolare di R[x] ⇐⇒ R è un campo finito.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima affermazione.
Se R è campo, Z(m) = Z({0}) = (x) per il Lemma 1.1.11. Ovviamente x è regolare e quindi basta

ora mostrare l’implicazione opposta.
Se Z(m) è generato da un elemento regolare g, per il Teorema 1.3.11, R è artiniano. Allora, per

il Lemma 1.3.7, depth(R) = 0. Quindi per il Lemma 1.3.6 esiste t ∈ R \ {0} tale che tm = 0, e
dunque tx ∈ Z(m). Esiste inoltre per il Lemma 2.2.1 v in (R[x])∗ tale che g1 := vg è monico, e
(g) = (g1) = Z(m). Allora deg(g1) ≤ deg(tx) = 1. Quindi g1 è nella forma x + x0 per qualche
x0 ∈ R, e analogamente a quanto già mostrato nella dimostrazione del Teorema 2.2.3 se ne deduce
che (g1) = Z(m) = (x), dato che si deve avere g1(0) = x0 = 0. Quindi, per il Teorema 2.2.3, R è un
campo, come voluto.

Mostriamo ora la seconda affermazione.
Se R è campo un finito, allora per il Teorema 2.2.3, Z(R) = (f) per f un qualsiasi π-polinomio in

R[x]. Inoltre f è monico e dunque anche regolare. Quindi Z(R) è generato da un elemento regolare.
Viceversa se Z(R) è generato da un elemento regolare f ∈ R[x], per il Teorema 1.3.11, R è finito,

oltre che locale. Dato che Z(R) è principale, applicando il Teorema 2.2.3 abbiamo che R è un campo.
Dunque R è un campo finito, come voluto.

2.3 Da Z(m) a Z(R)

Anche in questa sezione, laddove non specificato diversamente, (R,m) è un anello locale con campo
residuo R di cardinalità finita q.

Dato un qualsiasi π-polinomio f ∈ R[x] ed un qualsiasi g ∈ Z(m), si ha che per ogni r ∈ R,
g(f(r)) ∈ g(m) = 0, dal momento che, per il Lemma 1.2.4, f ∈ Z(R,m). Quindi g ◦ f ∈ Z(R).

Lo scopo di questa sezione è arrivare a dimostrare il seguente teorema che in qualche modo fornisce
un viceversa di questa facile osservazione: si mostra infatti come, sotto un’opportuna ipotesi di hense-
lianità, esista un insieme di generatori di Z(R) dato dalla composizione di un insieme di generatori di
Z(R,m) con un π-polinomio f(x) ∈ Z(R,m).

Teorema 2.3.1. Siano (R,m) un anello locale henseliano con |R/m| = q e f(x) ∈ R[x] un qualsiasi
π-polinomio. Allora se Z(m) = (F1(x), . . . , Fn(x)), si ha che Z(R) = (F1(f(x)), . . . , Fn(f(x))).

Si mostra prima un risultato più tecnico ma dal quale il Teorema 2.3.1 seguirà facilmente.

Teorema 2.3.2. Siano (R,m) un anello locale henseliano con |R/m| = q, f(x) ∈ R[x] un qualsiasi π-
polinomio e g(x) ∈ Z(R). Allora esistono r0(x), . . . , rq−1(x) tali che ri(x) ∈ Z(m) per ogni 1 ≤ i ≤ q−1
e

g(x) =

q−1∑
i=0

xiri(f(x)).

Dimostrazione. Identificando g(x) e f(x) con le loro immagini tramite l’immersione canonica R[x] →
R[x, y], consideriamo il polinomio in due variabili h(x, y) = f(x)− y ∈ R[x, y]. Applicando l’algoritmo
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di divisione euclidea su R[x, y] = R[y][x], scriviamo

g(x) = w(x, y)h(x, y) + r(x, y)

con

degx(r(x, y)) < degx(h(x, y)) = degx(f(x)) = q.

Sia allora

r(x, y) =

q−1∑
i=0

ri(y)x
i ∈ R[x, y] = R[y][x]

con r1(y), . . . , rq−1(y) ∈ R[y]. Applicando l’omomorfismo di valutazione ψf(x) : R[x, y] → R[x] definito
da ψf(x) : p(x, y) 7→ p(x, f(x)), otteniamo

g(x) = w(x, f(x))h(x, f(x)) + r(x, f(x)) = r(x, f(x)) =

q−1∑
i=0

ri(f(x))x
i.

Concludiamo ora mostrando che, per ogni i, ri(x) ∈ Z(m).
Posto {c1, . . . , cq} un insieme di rappresentanti delle classi laterali di m, per il Lemma 2.1.6 abbiamo

che f(cj + m) = m. Quindi, fissato m ∈ m qualunque, per ogni j troviamo dj ∈ cj + m tale che
f(dj) = m.

Per ogni j, valutando g(x) ∈ Z(R) in dj otteniamo allora

0 = g(dj) =

q−1∑
i=0

ri(m)dij

ossia, posto

pm(x) =

q−1∑
i=0

ri(m)xi,

si ha pm(x) ∈ Z({d1, . . . , dq}).
Abbiamo che {d1, . . . , dq} è, per costruzione, un insieme di rappresentanti delle classi laterali di

m, ossia |πm({d1, . . . , dq})| = q, e che deg(pm(x)) ≤ q − 1 < q. Si conclude per il Lemma 1.3.1 che
pm(x) = 0, ovvero che ri(m) = 0 per ogni i.

Data l’arbitrarietà di m si ha allora che ri(x) ∈ Z(m) per ogni i, come voluto.

Procediamo ora alla dimostrazione del Teorema 2.3.1.

Dimostrazione. Sia g ∈ Z(R). Allora per il Teorema 1.3.10 si ha g =
∑q−1

i=0 ri(f(x))x
i per dei polinomi

r0(x), . . . , rq−1(x) ∈ Z(m) = (F1(x), . . . , Fn(x)). Poniamo, per ogni j

rj(x) =

n∑
k=1

a
(j)
k (x)Fk(x)

con a
(j)
k (x) ∈ R[x] per ogni j e k.
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Abbiamo allora

g =

q−1∑
i=0

n∑
k=1

a
(i)
k (f(x))Fk(f(x))x

i

=

n∑
k=1

Fk(f(x))

(
q−1∑
i=0

a
(i)
k (x)xi

)
∈ (F1(f(x)), . . . , Fn(f(x))).

Quindi Z(R) ⊆ (F1(f(x)), . . . , Fn(f(x))).
L’inclusione opposta è banale in quanto per ogni i e per ogni r ∈ R, per il Lemma 1.2.4, Fi(f(r)) ∈

Fi(m) = 0, dato che Fi(x) ∈ Z(m). Quindi, per ogni i, Fi(f(x)) ∈ Z(R), e questo conclude.
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Capitolo 3

Il caso locale finito con ideale
massimale principale

Nel corso di quest’ultimo capitolo ci concentreremo sul caso in cui R sia, oltre che locale, finito e
con ideale massimale m = (m) principale, con lo scopo di arrivare a dare una descrizione esplicita
di Z(m) in termini di generatori. A tale scopo, introdurremo nella prima sezione il concetto di q-
espansione di un numero naturale n, grazie al quale sarà poi possibile definire le funzioni D ed E di
cui dimostreremo alcune proprietà fondamentali. A loro volta quest’ultime saranno poi usate nella
definizione dei polinomi Ln che forniscono insiemi di generatori per due famiglie di ideali An e Bn,
nel contesto di un generico anello locale avente ideale massimale principale e di indice finito. La
dimostrazione dell’uguaglianza An = Bn sarà il risultato finale della Sezione 3.2. Nel corso della
Sezione 3.3 mostreremo invece come, nel caso in cui R sia un DV R henseliano, An e Bn coincidano
non solo fra di loro ma anche con l’ideale Z(m,mn) dei polinomi che mandano l’ideale massimale nella
sua n-esima potenza. La Sezione 3.4 combinerà il risultato su Z(m,mn+1) con il Teorema di Struttura
di Cohen ed un suo raffinamento che ci permetterà di scrivere un qualsiasi anello locale finito avente
ideale massimale principale come quoziente di un DVR completo. Concluderemo cos̀ı che in tal caso
Z(m) = An = Bn. Trovato ciò le descrizioni di Z(R), sia in termini di generatori che di componenti
primarie, saranno semplici corollari di quanto appena mostrato unito ai risultati del Capitolo 2.

3.1 q-espansioni e funzioni aritmetiche collegate

Definiamo in questa sezione il concetto di q-espansione di un numero naturale n ed alcune funzioni
aritmetiche collegate, che saranno fondamentali nella costruzione di un insieme di generatori per Z(m).

Definizione 3.1.1. Dato un intero q ≥ 2, sia, per ogni i ≥ 0, Qi = qi−1
q−1 =

∑i−1
j=0 q

j. Definiamo
l’espressione

n =

t∑
i=1

µiQi

con t ≥ 1, 0 ≤ µi ≤ q per ogni i e µi = 0 se µj = q per qualche j > i una q-espansione di n.
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Esempio 3.1.2. Per q = 3 si ha Q1 = 1, Q2 = 4, Q3 = 13. Si ha quindi che ad esempio 3Q2 + 2Q3

è una 3-espansione di 38.

Esempio 3.1.3. Per qualunque q (essendo q = |R/m| ≥ 2), 0 ha q-espansione 0 = 0Q1, 1 ha q-
espansione 1 = 1Q1 e 2 ha q-espansione 2Q1. Per q > 2, 3 ha q-espansione 3 = 3Q1, mentre per q = 2
ha espansione 3 = Q2.

Diciamo che due q-espansioni n =
∑k

i=1 µiQi =
∑k′

i=1 µ
′
iQi con k < k′ coincidono se e solo se

µi = µ′
i per 0 ≤ i ≤ k e µ′

i = 0 per ogni i > k. Tale relazione di coincidenza è ovviamente una relazione
di equivalenza.

Osserviamo preliminarmente che

qQi = q

i−1∑
j=0

qj =

i∑
j=1

qj = Qi+1 − 1.

Dimostriamo ora un lemma che sarà cruciale nella dimostrazione dell’unicità delle q-espansioni.

Lemma 3.1.4. Sia n un intero con q-espansione
∑t

i=0 µiQi. Allora n < Qt+1.

Dimostrazione. Definiamo per 0 ≤ j ≤ t

Sj = {qQj +
∑

t≥i>j

µiQi | 0 ≤ µi ≤ q − 1 per ogni i}.

Si osserva facilmente che per ogni nj ∈ Sj

nj ≤ qQj +
∑

t≥i>j

(q − 1)Qi ∈ Sj

e che per ogni 0 ≤ j ≤ t

max(Sj) = qQj +
∑

t≥i>j

(q − 1)Qi = qQj +
∑

t≥i>j

(qi − 1)

= qQj − (t− j) +

t∑
i=0

qi −
j∑

i=0

qi = Qj+1 − 1− (t− j) +Qt+1 −Qj+1

= Qt+1 − (t− j + 1) < Qt+1.

Posto allora Qt l’insieme delle q-espansioni con coefficienti nulli per Qs per ogni s > t, si ha

Qt =

{
t∑

i=1

νiQi

∣∣∣∣∣ 0 ≤ νi ≤ q,
νi = 0 se νj = q per qualche j > i

}

=

t⋃
k=0


t∑

i=1

νiQi

∣∣∣∣∣∣
0 ≤ νi ≤ q,
νi = 0 se νj = q per qualche j > i,
νk = q


=

t⋃
k=0

qQk +
∑

t≥i>k

µiQi

∣∣∣∣∣∣ 0 ≤ µi ≤ q − 1


=

t⋃
k=0

Sk
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dove per convenzione si è posto ν0 = q se νi ̸= q per ogni i ≥ 1.
Quindi

max(Qt) = max ({max(Sk) | 0 ≤ k ≤ t})
= max ({Qt+1 − (t− k + 1) | 0 ≤ k ≤ t})
= Qt+1 − 1 < Qt+1

che è esattamente quanto cercato.

Lemma 3.1.5. Ogni numero naturale n ammette una ed una sola q-espansione.

Dimostrazione. Dimostro l’esistenza e l’unicità separatamente.
Esistenza. Dimostriamo per induzione su k che ogni n < Qk+1 ammette una q-espansione dove

compaiono coefficienti µi non nulli solo per i ≤ k. Essendo limk→∞Qk = ∞ questo conclude.
Denotiamo con Hk = {rQk | 0 ≤ r ≤ q}.
Caso base, k=1. Si ha Q2 = 1 + q e Q1 = 1. Allora per n < Q2, ossia n ≤ q, si ha che n = nQ1

è una q-espansione, come voluto.
Passo induttivo Sia n < Qk+1. Sia n

′ = max(Hk∩{i | i ≤ n}) il massimo elemento di Hk minore
o uguale di n.

Sia analogamente n′′ = min(Hk ∩ {i | i ≥ n}) il minimo elemento di Hk maggiore o uguale di n.
In particolare si ha che tale n′′ esiste se e solo se n ≤ qQk = Qk+1 − 1 ossia se e solo se n < Qk+1, che
è vero per ipotesi.

Se n = tQk per qualche t ≤ q abbiamo concluso, dato che n = tQk è una q-espansione valida.
Altrimenti si ha

n′ = tQk < n < (t+ 1)Qk = n′′

per qualche t ≤ q − 1.
Quindi n = tQk+r con 0 < r = n−n′ < n′′−n′ = Qk. Allora, per ipotesi induttiva r =

∑k−1
i=1 νiQi

con 0 ≤ νi ≤ q per ogni i e νi = 0 se νj = q per qualche j > i.
Abbiamo quindi che

n =

k∑
i=1

µiQi

con µi = νi per i < k e µk = t. Essendo t ≤ q − 1 si ha che anche i µi soddisfano la proprietà che
rende quella trovata una q-espansione.

Unicità

Supponiamo che
∑k

i=1 µiQi = n =
∑t

i=1 νiQi siano due q-espansioni di un intero n e mostriamo
che sono coincidenti.

Possiamo assumere senza perdita di generalità k ≥ t e νt ̸= 0. Se per assurdo k > t e µj > 0 per

qualche j > t, si avrebbe n ≥ Qj ≥ Qt+1. Ma per il Lemma 3.1.4, essendo
∑t

i=1 νiQi una q-espansione
di n, si avrebbe anche n < Qt+1. Abbiamo quindi l’assurdo cercato e se ne conclude che µi = 0 per
ogni i > t. Possiamo quindi, a meno di sostituire la prima q-espansione con una coincidente, assumere
k = t.

Concludiamo mostrando, per induzione su t, che se si ha l’eguaglianza fra due q-espansioni

t∑
i=1

µiQi =

t∑
i=1

νiQi
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queste coincidono, ossia µi = νi per ogni i.

Caso base, t=1. Basta osservare che in tal caso µ1Q1 = µ1 = ν1 = ν1Q1.

Passo induttivo. Se µt = νt si ha allora

t−1∑
i=1

µiQi =

t−1∑
i=1

νiQi

che implica, per ipotesi induttiva, essendo le due ancora q-espansioni, µi = νi per ogni i. Si conclude
quindi in tal caso che anche le due q-espansioni originali coincidono, come voluto.

Per concludere è sufficiente quindi dimostrare che µt = νt: dimostriamolo per assurdo, supponendo
invece µt ̸= νt.

Sia j l’intero tale che µj = q se tale intero esiste (in tal caso è necessariamente unico per definizione
di q-espansione), j = 0 altrimenti. Analogamente sia j′ l’intero tale che νj′ = q se tale intero esiste,
j′ = 0 altrimenti. Possiamo assumere senza perdita di generalità j ≥ j′.

Con queste notazioni abbiamo quindi che

 ∑
t≥i>j

µiQi

+ qQj =

t∑
i=1

µiQi =

t∑
i=1

νiQi =

 ∑
t≥i>j′

νiQi

+ qQj′ .

Se avessimo j = t (quindi n = qQt nell’espansione a sinistra) e j′ < t, si avrebbe allora

Qt ≤ (q − νt)Qt

= qQj′ +
∑

t−1≥i>j′

νiQi

≤ qQj′ +
∑

t−1≥i>j′

(q − 1)Qi

= Qj′+1 − 1 +
∑

t−1≥i>j′

(qi − 1)

= Qj′+1 − 1 + (Qt −Qj′+1)− (t− 1− j′)

= Qt − (t− j′) < Qt

che è assurdo.

Quindi se j = t si ha anche j′ = t e le due q-espansioni coincidono essendo entrambe qQt.

Rimane quindi solo da esaminare il caso t > j ≥ j′.

In tal caso, se µt > νt si avrebbe che
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Qt ≤ (µt − νt)Qt

= qQj′ − qQj +
∑

t−1≥i>j

(νi − µi)Qi +
∑

j≥i>j′

νiQi

≤ (Qj′+1 − 1)− (Qj+1 − 1) +
∑

t−1≥i>j′

(q − 1)Qi

= Qj′+1 −Qj+1 +
∑

t−1≥i>j′

(qi − 1)

= Qj′+1 −Qj+1 + (Qt −Qj′+1)− (t− 1− j′)

= Qt −Qj+1 − (t− 1− j′)

< Qt

che è assurdo.
Il caso µt < νt è del tutto analogo, partendo dalla diseguaglianza Qt ≥ (νt − µt)Qt.
Si ha allora necessariamente che µt = νt, e questo conclude.

Possiamo finalmente definire il concetto di numero q-libero, assieme ad altre funzioni aritmetiche
legate alle q-espansioni che saranno cruciali nel corso della trattazione.

Definizione 3.1.6. Per ogni i ≥ 1 definiamo µi : N → N la funzione che associa ad ogni intero n il
coefficiente di Qi nella q-espansione di n. Poniamo µi(n) = 0 se nella q-espansione il termine Qi non
compare.

Osserviamo che, per definizione, n =
∑∞

i=1 µi(n)Qi. Si noti come questa sommatoria ha senso in
quanto µi(n) ̸= 0 solo per un numero finito di i.

Definizione 3.1.7. Definiamo la funzione ι : N → N come segue:

ι(n) =

{
i se esiste i > 0 tale che µi(n) = q,

0 se µi(n) ̸= q per ogni i.

Definizione 3.1.8. Un intero n si dice q-libero se ι(n) = 0. Denotiamo con Fq = {n ∈ N | ι(n) = 0}
l’insieme degli interi q-liberi.

Definizione 3.1.9. Definiamo D =
∑∞

i=1 q
i−1µi : N → N.

Si noti come la precedente definizione ha senso in quanto µi(n) ̸= 0 per un numero finito di valori
i e per definizione, se n ∈ N ha q-espansione

∑tn
i=1 µi(n)Qi,

D(n) =

∞∑
i=1

qi−1µi(n) =

tn∑
i=1

µi(n)q
i−1.

Esempio 3.1.10. Considerando quanto visto nell’Esempio 3.1.3, si ha che D(0) = 0, D(1) = 1q0 = 1
e D(2) = 2q0 = 2. In generale, D(i) = iq0 = i per ogni i ≤ q, e D(q + 1) = 1q1 = q.

Enunciamo e dimostriamo ora alcuni lemmi elementari su D e µi.
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Lemma 3.1.11. Per ogni intero n ∈ N si ha
∑∞

i=1 µi+1(n)Qi = n−D(n).

Dimostrazione. Si osserva innanzitutto che l’espressione
∑∞

i=1 µi+1(n)Qi ha senso in quanto µi+1(n) ̸=
0 solo per un numero finito di i.

Si ha allora

∞∑
i=1

µi+1(n)Qi =

∞∑
i=2

µi(n)Qi−1

=

∞∑
i=2

µi(n)(Qi − qi−1)

=

∞∑
i=1

µi(n)(Qi − qi−1)

=

( ∞∑
i=1

µi(n)Qi

)
−

( ∞∑
i=1

µi(n)q
i−1

)
= n−D(n),

dove abbiamo usato che Q1 − q1−1 = 1− 1 = 0 e che

Qi =

i−1∑
j=0

qj =

i−2∑
j=0

qj + qi−1 = Qi−1 + qi−1

per ogni i ≥ 2.

Lemma 3.1.12. Per ogni n ∈ N ed ogni i ≥ 1 si ha che

µi(n+ 1) =


0 se i ≤ ι(n),

µi(n) + 1 se i = ι(n) + 1,

µi(n) se i > ι(n) + 1.

Dimostrazione. Se n è q-libero, sia
∑tn

i=1 µi(n)Qi la sua q-espansione, con µi(n) < q per ogni i. Si ha

quindi che n+ 1 =
∑tn

i=1 µ
′
i(n+ 1)Qi, dove abbiamo posto

µ′
i(n+ 1) =

{
µi(n) + 1 se i = 1,
µi(n) altrimenti.

Quest’ultima è una q-espansione, essendo µi(n) < q per ogni i e quindi µ1(n + 1) ≤ q, µi(n + 1) < q
per ogni i > 1, e quindi µi(n+ 1) = µ′

i(n+ 1).
Altrimenti sia j = ι(n) > 0. Si ha allora che n ha q-espansione qQj+

∑∞
i=j+1 µi(n)Qi con µi(n) < q

per ogni i.
Quindi

n+ 1 = 1 + qQj +

∞∑
i=j+1

µ′
i(n+ 1)Qi = Qj+1 +

∞∑
i=j+1

µ′
i(n+ 1)Qi =

∞∑
i=1

µ′
i(n+ 1)Qi,
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dove abbiamo posto

µ′
i(n+ 1) =


0 se i ≤ j,

µi(n) + 1 se i = j + 1,

µi(n) altrimenti

che è una q-espansione di n+1 dato che µ′
j+1(n+1) = µj(n)+ 1 ≤ q, µ′

i(n+1) = 0 per ogni i < j+1
e µ′

i(n+ 1) = µi(n) < q per ogni i > j + 1, e quindi µi(n+ 1) = µ′
i(n+ 1).

In ambo i casi è quindi verificata la tesi del lemma.

Corollario 3.1.13. Per ogni n ∈ N si ha che ι(n+ 1) ∈ {0, ι(n) + 1}.
Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.12 abbiamo che, per ogni i < ι(n) + 1, µi(n + 1) = 0. Inoltre
µi(n) = µi(n + 1) < q per ogni i > ι(n) + 1. Inoltre µι(n)+1(n + 1) = µι(n)+1(n) + 1. Quindi
ι(n+ 1) = ι(n) + 1, se µι(n)+1(n) = q − 1, ed è 0 altrimenti.

Lemma 3.1.14. Per ogni intero n il numero n+ 1− qι(n) è q-libero.

Dimostrazione. Per brevità sia j = ι(n).
Cominciamo con l’osservare che, per il Lemma 3.1.12,

n+ 1− qj = Qj −Qj+1 +

∞∑
i=1

µi(n+ 1)Qi = Qj −Qj+1 +Qj+1 +

∞∑
i=j+1

µi(n)Qi =

∞∑
i=0

νiQi

con

νi =


0 se i < j

1 se i = j

µi(n) se i > j.

In particolare νi < q per ogni i, e quindi
∑∞

i=0 νiQi è una q-espansione di n+1− qj e quest’ultimo
è q-libero, come voluto.

Lemma 3.1.15. Per ogni n ∈ N si ha

D(n+ 1) =

{
D(n) + 1 se n è q-libero,

D(n) altrimenti.

In particolare, D è debolmente crescente.

Dimostrazione. Se n è q-libero si ha, applicando il Lemma 3.1.12

D(n+ 1) =

∞∑
i=1

µi(n+ 1)qi−1 = 1 +

∞∑
i=1

µi(n)q
i−1 = 1 +D(n).

Se invece ι(n) = j > 0 si ha, applicando sempre il Lemma 3.1.12, che

D(n+ 1) =

∞∑
i=1

µi(n+ 1)qi−1 = qj +

∞∑
i=j+1

µi(n)q
i−1

= qj +

( ∞∑
i=1

µi(n)q
i−1

)
− µj(n)q

j−1 = qj − qqj−1 +D(n) = D(n)
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come voluto.

Lemma 3.1.16. La funzione D|Fq
: Sq → N, la restrizione di D ad Fq, l’insieme degli interi q-liberi,

è bigettiva e strettamente crescente.

Dimostrazione. Dal Lemma 3.1.15 segue che per s, z ∈ Fq con z > s si ha D(s) < D(s + 1) ≤ D(z).
Quindi D|Fq

è strettamente crescente, ed in particolare è iniettiva. Dimostriamo ora che ora che D|Fq
è

suriettiva. Sia n ∈ N qualunque e sia
∑d

i=0 aiq
i la sua espansione in base q. Allora s :=

∑d+1
i=1 ai−1Qi ∈

Fq, dato che ai < q per ogni i e quindi
∑d+1

i=1 ai−1Qi è una q-espansione per s e ι(s) = 0. Si ha dunque
che

D(s) =

d+1∑
i=1

ai−1q
i−1 =

d∑
i=0

aiq
i = n.

Per l’arbitrarietà di n si conclude quidi che D|Fq
è suriettiva, come voluto.

Possiamo ora definire la funzione E.

Definizione 3.1.17. Denotiamo con E la funzione D|−1
Fq

: N → S, l’inversa di D|Fq
.

Si ha quindi, dato che per definizione E(n) ∈ S per ogni n ∈ N,

D(E(n)) = D|Fq
(E(n)) = (D|Fq

◦ E)(n) = n

e che E è strettamente crescente essendo inversa di D|Fq
che è strettamente crescente per il Lemma

3.1.15.

Si osserva che, sempre per definizione, se n ha espansione in base q data da n =
∑t

i=0 aiq
i, allora

E(n) =

t+1∑
i=1

ai−1Qi.

Si ha infatti
∑t+1

i=1 ai−1Qi ∈ Fq in quanto ai < q per ogni i e

D(

t+1∑
i=1

ai−1Qi) =

t+1∑
i=1

ai−1q
i−1 =

t∑
i=0

aiq
i = n.

Esempio 3.1.18. Per qualunque q > 2 usando quest’ultima osservazione deduciamo che E(0) =
E(0q0) = 0Q1 = 0, E(1) = E(1q0) = 1Q1 = 1 ed E(2) = E(2q0) = 2Q1 = 2. Per q = 2 abbiamo
invece E(2) = E(0q0 + 1q1) = 0Q1 + 1Q2 = 1 + q = 3.

Sempre attraverso l’osservazione appena fatta sono di immediata dimostrazione due lemmi: il primo
fornisce una proprietà ricorsiva di E, l’altro una caratterizzazione della quantità µ1(E(n)).

Lemma 3.1.19. Per ogni intero n ≥ 0 si ha che E(n) = n+ E(⌊n
q ⌋).
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Dimostrazione. Sia
∑t

i=0 aiq
i un’espansione in base q di n, dove, a meno di aggiungere un termine

0q1, possiamo assumere t ≥ 1. Allora

n+ E

(⌊
n

q

⌋)
=

t∑
i=0

aiq
i + E

(⌊
a0
q

+

t∑
i=1

aiq
i−1

⌋)

=

t∑
i=0

aiq
i + E

(
t−1∑
i=0

ai+1q
i

)

=

t∑
i=0

aiq
i +

t∑
i=1

aiQi

=

t∑
i=0

aiQi+1 =

t+1∑
i=1

ai−1Qi = E(n).

Lemma 3.1.20. Per ogni intero n ≥ 0 si ha che µ1(E(n)) = n− q⌊n
q ⌋.

Dimostrazione. Sia
∑t

i=0 aiq
i un’espansione in base q di n, dove, a meno di aggiungere un termine

0q1, possiamo assumere t ≥ 1. Allora basta osservare che

µ1(E(n)) = µ1

(
t+1∑
i=1

ai−1Qi

)
= a0 =

t∑
i=0

aiq
i −

t∑
i=1

aiq
i

= n− q

t∑
i=1

aiq
i−1 = n− q

⌊
a0
q

+
1

q

t∑
i=1

aiq
i

⌋

= n− q

⌊
n

q

⌋
.

Dimostriamo ora un lemma che caratterizza E(D(n)).

Lemma 3.1.21. Per ogni intero n ≥ 0, E(D(n)) = inf{k ≥ n t.c. k ∈ Fq}, ossia E(D(n)) è il più
piccolo intero q-libero maggiore o uguale ad n. In particolare E(D(n)) ≥ n ed E(D(n)) = n se e solo
se n è q-libero.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.16, esiste un unico s ∈ Fq tale che D(s) = D(n). Per la monotonia
debole di D (Lemma 3.1.15) questo implica s ≥ n. Sempre per il Lemma 3.1.15 ed il Lemma 3.1.16, per
qualsiasi z ∈ Fq che sia diverso da s e maggiore o uguale a n si ha D(z) ≥ D(n) = D(s). Dall’iniettività
di D|Fq

si ottiene D(z) > D(s) e quindi z > s.

Quindi s = inf{k ≥ n t.c. k ∈ Fq}. Mostriamo per concludere che s = E(D(n)).

Per farlo basta osservare che D(E(D(n))) = (D ◦E)(D(n)) = D(n) e E(D(n)) ∈ Im(E) = Fq. Per
l’unicità di s questo conclude.

Diamo ora una simile caratterizzazione per E(D(n)− 1).

Lemma 3.1.22. Per ogni intero n ≥ 0, E(D(n)− 1) = sup{k < n t.c. k ∈ Fq}, ossia E(D(n)− 1) è
il più grande intero q-libero minore di n. In particolare E(D(n)− 1) < n.
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Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.16, esiste un unico s ∈ Fq tale che D(s) = D(n)− 1 < D(n). Per la
monotonia debole di D (Lemma 3.1.15) questo implica s < n. Sempre per il Lemma 3.1.15 ed il Lemma
3.1.16, per qualsiasi z ∈ Fq che sia strettamente minore di n, si ha D(z) < D(z)+1 = D(z+1) ≤ D(n).
Quindi D(z) ≤ D(n)− 1 = D(s), e per la monotonia di D|Fq

questo implica che z ≤ s.
Quindi s = sup{k < n t.c. k ∈ Fq}.
Mostriamo per concludere che s = E(D(n)− 1). Per farlo basta osservare che D(E(D(n)− 1)) =

(D ◦ E)(D(n)− 1) = D(n)− 1 e E(D(n)− 1) ∈ Im(E) = Fq. Per l’unicità di s questo conclude.

Mostriamo infine una semplice diseguaglianza che coinvolge le funzioni D ed E e che tornerà utile
in seguito nella trattazione.

Lemma 3.1.23. Per ogni coppia di interi n ed i tali che n ≥ 1 e 0 ≤ i ≤ D(n)− 1, si ha E(i)− i ≤
n−D(n).

Dimostrazione. Poniamo j = n−i e dimostriamo, per induzione su j, che E(n−j)−(n−j) ≤ n−D(n)
per n−D(n) + 1 ≤ j ≤ n.

Caso base, j = n−D(n) + 1. Dobbiamo mostrare che

E(D(n)− 1)−D(n) + 1 ≤ n−D(n),

ovvero che E(D(n)− 1) + 1 ≤ n. Questo segue immediatamente dal Lemma 3.1.22.
Passo induttivo. Sia n ≥ j > n − D(n) + 1, e quindi 0 ≤ n − j ≤ D(n) − 1. Essendo

E strettamente crescente si ha allora che E(n − j) ≤ E(n − (j − 1)) − 1. Per ipotesi induttiva
E(n−(j−1))−(n−(j−1)) ≤ D(n)−n, e dunque E(n−j) ≤ D(n)−n+(n−(j−1))−1 = D(n)−n+(n−j).

Abbiamo quindi trovato che E(n− j)− (n− j) ≤ D(n)− n, come voluto.

3.2 I polinomi Ln(x) e πn(x), gli ideali Bn e An

In questa sezione e quelle successive assumiamo che (R,m), laddove non specificato diversamente, sia
un anello noetheriano locale con campo residuo R/m = R finito di cardinalità q, e m = (m) ideale
principale.

Cominciamo col definire alcune famiglie di polinomi ed ideali che saranno fondamentali nella trat-
tazione. Scopo di questa sezione sarà, oltre a dare queste definizioni, dimostrare alcune elementari
proprietà su questi ultimi.

Definizione 3.2.1. Per ogni intero n ≥ 0 definiamo πn(x) = xq −mqn−1x ∈ R[x].

Esempio 3.2.2. Abbiamo π0(x) = xq −mq0−1x = xq −x, π1(x) = xq −mq−1x, π2(x) = xq −mq2−1x.

Mostriamo subito un primo lemma che collega i polinomi πn agli ideali oggetto della nostra
trattazione.

Lemma 3.2.3. Per ogni intero n ≥ 0, πn(x) ∈ Z(mQn ,mQn+1).

Dimostrazione. Dal momento che mQn = (mQn), basta osservare che, per ogni r ∈ R,

πn(rm
Qn) = rqmqQn − rmqn−1mQn = rqmQn+1−1 − rmQn+1−1 = mQn+1−1(rq − r) ∈ mQn+1

dove abbiamo usato il fatto che, per il Lemma 1.1.13, rq − r ∈ m.
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Definizione 3.2.4. Per ogni intero n ≥ 1 definiamo ricorsivamente

Tn(x) =

{
x se n = 1,

πn−1(Tn−1(x)) se n > 1.

Esempio 3.2.5. Per quanto visto nella Definizione 3.2.4 e nell’Esempio 3.2.2

T2(x) = π1(T1(x)) = π1(x) = xq −mq−1x,

T3(x) = π2(T2(x)) = (xq −mq−1x)q −mq2−1(xq −mq−1x).

Dalla definizione ricorsiva dei polinomi Tn(x) e dal Lemma 3.2.3 segue immediatamente il seguente
risultato.

Lemma 3.2.6. Per ogni intero n ≥ 1, Tn(x) ∈ Z(m,mQn).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=1. Si ha che T1 = x ∈ Z(m,m) banalmente.
Passo induttivo. Per n > 1 si ha, per ipotesi induttiva, Tn−1 ∈ Z(m,mQn−1).

Quindi Tn(m) = πn−1(Tn−1(m)) ⊆ πn−1(m
Qn−1). Inoltre, per il Lemma 3.2.3, πn−1(m

Qn−1) ⊆ mQn .
Se ne conclude che Tn(m) ⊆ mQn , come voluto.

Osserviamo inoltre che per ogni n il polinomio Tn(x) è monico.

Lemma 3.2.7. Il polinomio Tn(x) ∈ R[x] è monico di grado qn−1 per ogni intero n ≥ 1.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=1. Abbiamo T1(x) = x e quindi la tesi è banalmente verificata.

Passo induttivo. Per definizione Tn(x) = Tn−1(x)
q − mqn−1−1Tn−1(x). Applicando l’ipotesi

induttiva osserviamo che

deg(Tn−1(x)
q) = q deg(Tn−1(x)) = qqn−2 = qn−1

> qn−2 = deg
(
mqn−1−1Tn−1(x)

)
.

Ne segue che deg(Tn(x)) = deg(Tn−1(x)
q) = qn−1 e, sempre per ipotesi induttiva, che

Tn(x)[q
n−1] = (Tn−1(x)

q)[qn−1] = (Tn−1(x)[q
n−2])q = 1q = 1

come voluto.

Definizione 3.2.8. Dato n ≥ 0 definiamo Ln =
∏∞

i=1 Ti(x)
µi(n) ∈ R[x].

Si noti come la precedente definizione ha senso in quanto, per ogni n, µi(n) ̸= 0 per un numero
finito di indici i.

Esempio 3.2.9. Per quanto visto nell’Esempio 3.2.5 e nell’Esempio 3.1.3 abbiamo L0(x) = 1, L1(x) =
T1(x) = x, L2(x) = T1(x)

2 = x2. Inoltre se q > 2 allora L3(x) = T1(x)
3 = x3, mentre se q = 2 allora

L3(x) = T2(x) = x2 −mx.
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Dalla definizione dei polinomi Ln e dal Lemma 3.2.6 segue subito una cruciale proprietà di questi
ultimi.

Lemma 3.2.10. Per ogni intero n ≥ 1, Ln ∈ Z(m,mn).

Dimostrazione. Basta osservare che, per definizione di Ln e per il Lemma 3.2.6,

Ln(m) =

∞∏
i=1

Ti(m)µi(n) ⊆
∞∏
i=1

mQiµi(n) = m
∑∞

i=1 µi(n)Qi = mn.

Dimostriamo ora un lemma sui polinomi Ln, che ne fornisce una definizione ricorsiva.

Lemma 3.2.11. Per ogni n ≥ 1 si ha, posto j = ι(n), che

Ln+1 =

{
xLn se j = 0

Ln −mqj−1Ln+1−qj altrimenti.

Dimostrazione. Abbiamo per il Lemma 3.1.12 che

Ln+1 =

∞∏
i=1

Ti(x)
µi(n+1) = Tj+1(x)

µj+1(n)+1
∞∏

i=j+2

Ti(x)
µi(n)

= Tj+1(x)

∞∏
i=j+1

Ti(x)
µi(n).

Se j = 0 si ha quindi

Ln+1(x) = T1(x)

∞∏
i=1

Ti(x)
µi(n) = T1(x)Ln(x) = xLn(x).

Se invece j > 0, dato che µj(n) = q e µi(n) = 0 per ogni i < j, si ottiene

Tj(x)
qLn+1 = Tj+1(x)

∞∏
i=j

Ti(x)
µi(n) = Tj+1(x)Ln(x) (*)

Inoltre si ha che

Tj(x)Ln(x) = Tj(x)Tj(x)
q

∞∏
i=j+1

Ti(x)
µi(n)

= Tj(x)
qLQj+

∑∞
i=j+1 µi(n)Qi

(x)

= Tj(x)
qLQj+n−qQj (x)

= Tj(x)
qLn+1−(Qj+1−Qj)(x)

= Tj(x)
qLn+1−qj (x). (**)

Per definizione Tj+1(x) = πj(Tj(x)) = Tj(x)
q −mqj−1Tj(x) e dunque

39



3.2. I POLINOMI Ln(x) E πn(x), GLI IDEALI Bn E An

Tj(x)
qLn+1(x) =

(
Tj(x)

q −mqj−1Tj(x)
)
Ln(x)

= Tj(x)
qLn(x)− Tj(x)

qmqj−1Ln+1−qj (x),

dove abbiamo usato le identità (*) e (**) per la seconda eguaglianza.
Dato che, per il Lemma 3.2.7, Tj(x) è monico, e quindi regolare in R[x], questo implica

Ln+1 = Ln −mqj−1Ln+1−qj .

Definiamo degli ideali An e Bn in R[x], dei quali mostreremo l’eguaglianza nel corso di questa
sezione.

Definizione 3.2.12. Per ogni intero n ≥ 1 definiamo gli ideali di R[x]

Bn = ({mn−iLi | 0 ≤ i ≤ n})

e

An = ({mn−E(i)LE(i) | 0 ≤ i ≤ D(n)− 1}) + (LE(D(n))).

Esempio 3.2.13. Per n = 1 abbiamo D(1)− 1 = 0 ed E(D(1)) = E(1) = 1, e quindi

A1 = (m1L0, L1) = (m,x) = B1.

Per n = 2, q > 2 abbiamo D(2)− 1 = 2− 1 = 1 ed E(D(2)) = E(2) = 2, e quindi

A2 = (m2L0,m
1L1, L2) = (m2,mx, x2) = B2.

Per n = 2, q = 2 abbiamo D(2)− 1 = 2− 1 = 1 ma E(D(2)) = E(2) = 3, e quindi

A2 = (m2L0,m
1L1, L3) = (m2,mx, x2 −mx) = (m2,mx, x2) = (m2L0,m

1L1, L2) = B2.

Notiamo subito che, come conseguenza immediata del Lemma 3.2.10, Bn ⊆ Z(m,mn).

Lemma 3.2.14. Per ogni intero n ≥ 1, Bn ⊆ Z(m,mn).

Dimostrazione. È sufficiente mostrare il contenimento per un insieme di generatori di Bn. Mostriamo
quindi che per ogni 0 ≤ i ≤ n si ha mn−iLi ∈ Z(m,mn). Questo segue immediatamente dal Lemma
3.2.10, infatti mn−iLi(m) ⊆ mn−imi = mn.

Enunciamo e dimostriamo ora due lemmi analoghi che forniscono una definizione ricorsiva di An e
Bn.

Lemma 3.2.15. Per ogni n ≥ 2, Bn = (Ln) +mBn−1.

Dimostrazione. Si osserva che per n ≥ 2

Bn = (mnL0, m
n−1L1, . . . , Ln) = (Ln) + (m)(mn−1L0, m

n−2L1, . . . , Ln−1)

= (Ln) +mBn−1.

come voluto.
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Lemma 3.2.16. Per ogni n ≥ 2, An = (LE(D(n))) +mn−E(D(n)−1)AE(D(n)−1).

Dimostrazione. Si osserva che per ogni n ≥ 2

An = (LE(D(n))) +
({

mn−E(i)LE(i)

∣∣∣ 0 ≤ i ≤ D(n)− 1
})

= (LE(D(n))) +
(
mn−E(D(n)−1)LE(D(n)−1)

)
+
({

mn−E(i)LE(i)

∣∣∣ 0 ≤ i ≤ D(n)− 2
})

= (LE(D(n))) +mn−E(D(n)−1)

(
(LE(D(E(D(n)−1))))

+
({

mE(D(n)−1)−E(i)LE(i)

∣∣∣ 0 ≤ i ≤ D(E(D(n)− 1))− 1
}))

= (LE(D(n))) +mn−E(D(n)−1)AE(D(n)−1)

dove nella terza eguaglianza abbiamo usato che, per definizione, D(E(k)) = (D|S ◦E)(k) = k per ogni
k ∈ N.

Mostriamo alcuni ulteriori lemmi su An e Bn prima di poter finalmente dimostrare l’eguaglianza
cercata.

Lemma 3.2.17. Per ogni coppia di interi n, k ≥ 1, mkBn ⊆ Bn+k.

Dimostrazione. Procediamo per induzione forte su k.
Caso base, k=1. Si ha per il Lemma 3.2.15 che Bn+1 = (Ln) +mBn ⊇ mBn, come voluto.
Passo induttivo. Applicando l’ipotesi induttiva prima per 1 e poi per k − 1, otteniamo

mkBn = mk−1mBn ⊆ mk−1Bn+1 ⊆ Bn+1+k−1 = Bn+k

come voluto.

Lemma 3.2.18. Per ogni intero n ≥ 1 si ha che mAn ⊆ An+1.

Dimostrazione. Se n non è q-libero abbiamo che per il Lemma 3.1.15 D(n) = D(n + 1). Dunque per
il Lemma 3.2.16 ed si ha che

mAn =
(
mLE(D(n))

)
+mn+1−E(D(n)−1)AE(D(n)−1)

⊆
(
LE(D(n+1))

)
+mn+1−E(D(n+1)−1)AE(D(n+1)−1) = An+1

come voluto.
Se invece n è q-libero si ha, sempre per il Lemma 3.1.15 ed il Lemma 3.1.21 che E(D(n+1)− 1) =

E(D(n) + 1− 1) = E(D(n)) = n.
Quindi, sempre per il Lemma 3.2.16, anche in tal caso

An+1 =
(
LE(D(n+1))

)
+mn+1−E(D(n+1)−1)AE(D(n+1)−1)

= (Ln+1) +mAn ⊇ mAn.

come voluto.
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Lemma 3.2.19. Per ogni intero k tale che n ≤ k ≤ E(D(n)) si ha Lk ∈ Bn.

Dimostrazione. Procediamo per induzione forte su k.
Caso base, k=n. Abbiamo che Ln ∈ Bn per definizione di Bn.
Passo induttivo. Essendo E(D(n)) > k − 1 ≥ n, per il Lemma 3.1.21, k − 1 non è q-libero.

Quindi per il Lemma 3.2.11 abbiamo che

Lk = Lk−1 +mqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) .

Abbiamo che Lk−1 ∈ Bn per ipotesi induttiva, e lo stesso vale per Lk−qι(k−1) se n ≤ k − qι(k−1). Se

invece k−qι(k−1) < n si hamqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) ∈ Bn per definizione di Bn. Infatti, dato che k−1 ≥ n,

si ha che mqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) = mk−n−1(mn−k+qι(k−1)

Lk−qι(k)) ∈ Bn. Si conclude in ambo i casi che

mqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) ∈ Bn, e quindi Lk ∈ Bn.

Lemma 3.2.20. Per ogni intero k ≥ n ≥ 1 si ha Lk ∈ An.

Dimostrazione. Dimostriamo prima il Lemma per n ≤ k ≤ E(D(n)), procedendo per induzione inversa
su k.

Caso base, k = E(D(n)). Abbiamo LE(D(n)) ∈ An per definizione di An.
Passo induttivo. Assumiamo che Lr sia in An per ogni E(D(n)) ≥ r > k, e mostriamo che

anche Lk vi appartiene, per k ≥ n. Dato che n ≤ k < E(D(n)) si ha che k non è q-libero per il Lemma
3.1.21. Infatti se lo fosse esso sarebbe maggiore o uguale del più piccolo numero q-libero maggiore o
uguale ad n, che è E(D(n)).

Allora per il Lemma 3.2.11 Lk = Lk+1 +mqι(k)−1Lk+1−qι(k) .
Abbiamo che Lk+1 ∈ An per ipotesi induttiva.
Inoltre si ha che k + 1 − qι(k) ≥ k < E(D(n)), e che è q-libero per il Lemma 3.1.14. Quindi,

per il Lemma 3.1.21, k + 1 − qι(k) < n (se fosse maggiore o uguale ad n sarebbe maggiore o uguale
al più piccolo q-libero maggiore o uguale ad n, cioè ad E(D(n))), e sempre per lo stesso lemma
E(D(k + 1− qι(k))) = k + 1− qι(k).

Dunque

mqι(k)−1Lk+1−qι(k) = mk−nmn−k−1+qι(k)

Lk+1−qι(k)

= mk−nmn−E(D(k+1−qι(k)))LE(D(k+1−qι(k))) ∈ An

per definizione di An, dato che, per il Lemma 3.1.15, k + 1− qι(k) < n =⇒ D(k + 1− qι(k)) < D(n).
Questo conclude la dimostrazione per il caso k ≤ E(D(n)).
Mostriamo ora, per induzione forte su k, che il lemma vale anche per k ≥ E(D(n)).
Caso base, k = E(D(n)). Come già osservato LE(D(n)) ∈ An per definizione.
Passo induttivo. Sia k > E(D(n)). Se k − 1 è q-libero, per il Lemma 3.2.11 si ha che Lk =

xLk−1 ∈ An, per ipotesi induttiva.
Se invece ι(k − 1) > 0, per il Lemma 3.2.11 si ha che

Lk = Lk−1 −mqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) .

Dato che Lk−1 ∈ An per ipotesi induttiva, per concludere è sufficiente mostrare chemqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) ∈
An. Procediamo ora per casi.
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Se n ≤ k − qι(k−1) ≤ E(D(n)) per quanto già dimostrato abbiamo che Lk−qι(k−1) ∈ An e quindi si
conclude.

Anche se k−qι(k−1) > E(D(n)) abbiamo, in questo caso per ipotesi induttiva forte, che Lk−qι(k−1) ∈
An e analogamente si conclude.

Rimane da esaminare solo il caso in cui k − qι(k−1) < n. Osserviamo che k − qι(k−1) = (k −
1) + 1 + qι(k−1) è q-libero, per il Lemma 3.1.14, e che quindi per il Lemma 3.1.21 abbiamo che
E(D(k − qι(k−1))) = k − qι(k−1).

Quindi, in maniera del tutto analoga a quanto fatto nella dimostrazione del caso k ≤ E(D(n)),
abbiamo che

mqι(k−1)−1Lk−qι(k−1) = mk−1−nmn−k+qι(k−1)

Lk−qι(k−1)

= mk−1−nmn−E(D(k−qι(k−1)))LE(D(k−qι(k−1))) ∈ An

per definizione di An, dato che, per il Lemma 3.1.15, k − qι(k−1) < n implica D(k − qι(k−1)) < D(n).
Questo conclude la dimostrazione del lemma.

Possiamo ora finalmente dimostrare il principale risultato di questa sezione.

Teorema 3.2.21. Per ogni intero n ≥ 1 si ha An = Bn.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=1. Come visto nell’Esempio 3.2.13, A1 = B1 = (x,m).
Passo induttivo. Dimostriamo per prima cosa che An ⊆ Bn.
Per il Lemma 3.2.16 si ha che An = (LE(D(n))) + mn−E(D(n)−1)AE(D(n)−1). Per ipotesi induttiva

(che possiamo applicare essendo E(D(n)− 1) < n per il Lemma 3.1.22), abbiamo allora che

An ⊆ (LE(D(n))) +mn−E(D(n)−1)BE(D(n)−1) ⊆ (LE(D(n)) +Bn

dove l’ultimo contenimento segue dal Lemma 3.2.17. Ma per il Lemma 3.2.19 anche LE(D(n)) ∈ Bn,
quindi An ⊆ Bn.

Viceversa, per il Lemma 3.2.15, Bn = (Ln) + mBn−1. Per ipotesi induttiva ed il Lemma 3.2.18,
mBn−1 = mAn−1 ⊆ An. Inoltre, per il Lemma 3.2.20, Ln ∈ An, dunque si conclude che Bn ⊆ An.

Quindi An = Bn, come voluto.

Concludiamo mostrando un lemma che segue dal teorema appena dimostrato e che ci permette di
dare una struttura di R-spazio vettoriale all’R[x]-modulo An/(An ∩ Z(m,mn+1)).

Lemma 3.2.22. Per ogni intero n ≥ 1, (x,m)An ⊆ An+1.

Dimostrazione. Abbiamo già che mAn ⊆ An+1 per il Lemma 3.2.18.
Basta quindi dimostrare che

(x)An = ({xmn−E(i)LE(i), 0 ≤ i ≤ D(n)− 1}) + (xLE(D(n))) ⊆ An+1.

Se n è q-libero, per il Lemma 3.1.21, si ha E(D(n)) = n. Quindi, applicando i Lemmi 3.2.11 e
3.2.20, otteniamo xLE(D(n)) = xLn = Ln+1 ∈ An+1.

Se n non è q-libero, per il Lemma 3.1.15, E(D(n+1)) = E(D(n)) e quindi xLE(D(n)) = xLE(D(n+1)) ∈
An+1, per definizione.
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Abbiamo quindi che xLE(D(n)) ∈ An+1 per ogni n. Basta ora mostrare che per qualsiasi i si ha

xmn−E(i)LE(i) ∈ An+1. Dato che E(i) è q-libero per ogni i per definizione di E, per il Lemma 3.2.11
si ha

xmn−E(i)LE(i) = mn−E(i)LE(i)+1 ∈ Bn+1 = An+1,

dove abbiamo usato la definizione di Bn+1 ed infine il Teorema 3.2.21 per l’ultima eguaglianza.

Si ha quindi, per quanto appena dimostrato, il Teorema 3.2.21 ed il Lemma 3.2.14, che (x,m)An ⊆
An ∩ An+1 ⊆ An ∩ Z(m,mn+1). Quindi An/(An ∩ Z(m,mn+1)) ammette una naturale struttura di
R/(x,m) ∼= R-modulo, tale che, per ogni r ∈ R ed ogni f ∈ An, rf = rf .

3.3 Il caso DVR henseliano

In questa sezione assumiamo, laddove non specificato diversamente, che R sia un anello di valutazione
discreta (DVR) henseliano con campo residuo finito.

Scopo della sezione sarà dimostrare che, sotto queste ipotesi su R, vale An = Bn = Z(m,mn).
Cominciamo col dimostrare un lemma tecnico che sarà di fondamentale importanza nelle dimostra-

zioni successive.

Lemma 3.3.1. Sia (R,m) un DVR henseliano. Allora per ogni r, b ∈ R esiste un a ∈ R tale che per
ogni n ≥ 1, Tn+1((r + am)m) = mqnTn(bm).

Dimostrazione. Dato che R è henseliano, per il Teorema 2.1.5, xq − x è un π-polinomio, e quindi, per
il Teorema 2.1.6, induce una funzione surgettiva dalla classe laterale r + m = r + (m) in m = (m).
Fissati r e b scegliamo allora a tale che (r+ am)q − (r+ am) = bm e dimostriamo che soddisfa la tesi.

Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=1 Osserviamo che per definizione

T2((r + am)m) = π1(T1((r + am)m)) = π1((r + am)m)

= (r + am)qmq −mq−1(r + am)m

= mq ((r + am)q − (r + am)) = mqbm = mqT1(bm).

Passo induttivo. Per ipotesi induttiva si ha che per n ≥ 2

Tn+1((r + am)m) = πn(Tn((r + am)m))

= πn(m
qn−1

Tn−1(bm))

=
(
mqn−1

Tn−1(bm)
)q

−mqn−1mqn−1

Tn−1(bm)

= mqn
(
Tn−1(bm)q −mqn−1−1Tn−1(bm)

)
= mqnπn−1(Tn−1(bm)) = mqnTn(bm).

Possiamo ora dimostrare un lemma simile, che coinvolge però i polinomi Ln.

Lemma 3.3.2. Sia (R,m) un DVR henseliano. Allora per ogni r, b ∈ R esiste un a ∈ R tale che per
ogni n ≥ 0, Ln((r + am)m) = (r + am)µ1(n)mD(n)Ln−D(n)(bm).
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Dimostrazione. Per n = 0 la tesi del lemma è banalmente verificata, in quanto L0 = 1 per definizione.
Per il Lemma 3.3.1, fissati b ed r, esiste un a ∈ R tale che per ogni n ≥ 1, Tn+1((r + am)m) =

mqnTn(bm). Scelto tale a si ha quindi che per ogni n ≥ 1,

Ln((r + am)m) =

∞∏
i=1

Ti((r + am)m)µi(n)

= (r + am)µ1(n)mµ1(n)
∞∏
i=2

(mqi−1

Ti−1(bm))µi(n)

= (r + am)µ1(n)m
∑∞

i=1 µi(n)q
i−1

∞∏
i=1

Ti(bm)µi+1(n)

= (r + am)µ1(n)mD(n)L∑∞
i=1 µi+1(n)Qi

(bm)

= (r + am)µ1(n)mD(n)Ln−D(n)(bm)

dove l’ultima eguaglianza segue dal Lemma 3.1.11.

Siamo ora pronti per mostrare il principale risultato di questa sezione, dal quale l’uguaglianza
cercata seguirà facilmente.

Teorema 3.3.3. Per ogni intero n ≥ 1, sia

Sn =

{
{mn−E(i)LE(i) | 0 ≤ i ≤ D(n)} se ι(n) = 0,

{mn−E(i)LE(i) | 0 ≤ i ≤ D(n)− 1} altrimenti.

Allora Sn = πAn∩Z(m,mn+1)(Sn), ossia l’immagine di Sn tramite la proiezione canonica di An su

An/(An ∩ Z(m,mn+1)), è un sottoinsieme di An/(An ∩ Z(m,mn+1)) linearmente indipendente su R.

Dimostrazione. Nella seguente dimostrazione poniamo f = πAn∩Z(m,mn+1)(f) per qualsiasi f ∈ R[x] e
r = πm(r) per qualsiasi r ∈ R.

Osserviamo che Sn ⊆ An per ogni n, per definizione di An, e che quindi Sn è effettivamente un
sottoinsieme di An/(An ∩ Z(m,mn+1)).

Osserviamo inoltre che ogni elemento di R si può scrivere come r con r = 0 o r ∈ R \m = R∗.
Si procede ora per induzione forte su n.
Caso base, n=1. Abbiamo che S1 = {x,m}. Per dimostrare la lineare indipendenza di S1,

supponiamo che esistano a1, a2 tali che a1 · x+ a2 ·m = 0, dove possiamo assumere a1, a2 ∈ R∗ ∪ {0},
e mostriamo che a1 = a2 = 0. Si ha

a1 · x+ a2 ·m = 0 ⇐⇒ a1x+ a2m = 0 ⇐⇒ a1x+ a2m ∈ Z(m,m2).

In particolare 0 ∈ m =⇒ (a1x + a2m)(0) = a2m ∈ m2. Questo implica a2 = 0, poiché se per
assurdo avessimo a2 ∈ R∗ ciò implicherebbe m ∈ m2 e quindi m = m2. Per Lemma di Nakayama
questo a sua volta implicherebbe m = 0, ossia R campo. Ma ciò è assurdo dato che R è DVR (e quindi
non un campo) per ipotesi.

Dunque (a1x + a2m)(m) ∈ m2 ⇐⇒ a1m ∈ m2. Si conclude allora come sopra, per Nakayama,
che anche a1 = 0, e che quindi S1 è un sottoinsieme linearmente indipendente dell’R-spazio vettoriale
A1/(A1 ∩ Z(m,m2)).
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Passo induttivo. Definiamo

D′ = |Sn| =

{
D(n) se ι(n) = 0,

D(n)− 1 altrimenti .

Analogamente a quanto fatto nel caso n = 1, per mostrare che Sn è linearmente indipendente,

supponiamo
∑D′

i=0 ai ·mn−E(i)LE(i)(x) = 0 con ai ∈ R∗ ∪ {0} per ogni i.
Sempre in maniera analoga a quanto fatto nel caso base, osserviamo che

D′∑
i=0

ai ·mn−E(i)LE(i)(x) = 0 ⇐⇒
D′∑
i=0

aim
n−E(i)LE(i)(x) ∈ Z(m,mn+1).

Sia f =
∑D′

i=0 aim
n−E(i)LE(i)(x) ∈ R[x], e siano r, b ∈ R due elementi di R qualsiasi. Allora, per il

Lemma 3.3.2, esiste a ∈ R tale che per ogni n ≥ 0, Ln((r+am)m) = (r+am)µ1(n)mD(n)Ln−D(n)(bm).
Dunque abbiamo che

f((r + am)m) =

D′∑
i=0

aim
n−E(i)LE(i)((r + am)m)

=

D′∑
i=0

ai(r + am)µ1(E(i))mn−E(i)mD(E(i))LE(i)−D(E(i))(bm)

=

D′∑
i=0

ai(r + am)µ1(E(i))mn−(E(i)−i)LE(i)−i(bm),

dove per l’ultima eguaglianza abbiamo usato che D(E(i)) = (D|S ◦ E)(i) = i per ogni i.
Dato che f ∈ Z(m,mn+1), si ha dunque

f((r + am)m) =

D′∑
i=0

ai(r + am)µ1(E(i))mn−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) ∈ mn+1.

Inoltre, per ogni k, (r + am)k ≡ rk mod m, e quindi per ogni i esiste mi ∈ m tale che (r +
am)µ1(E(i)) = rµ1(E(i)) +mi.

Inoltre per ogni i abbiamo, per definizione di Bn, che m
n−(E(i)−i)LE(i)−i ∈ Bn. Allora, per il

Lemma 3.2.14, mn−(E(i)−i)LE(i)−i ∈ Z(m,mn).

Quindi mn−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) ∈ mn.
Allora si ha che

D′∑
i=0

ai(r + am)µ1(E(i))mn−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) =

D′∑
i=0

air
µ1(E(i))mn−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) +

D′∑
i=0

mim
n−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) ∈ mn+1

e dato che per ogni i
mim

n−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) ∈ mmn = mn+1
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otteniamo

D′∑
i=0

air
µ1(E(i))mn−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) ∈ mn+1.

Scrivendolo nella forma

mD(n)
D′∑
i=0

air
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i)LE(i)−i(bm)

otteniamo

D′∑
i=0

air
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i)LE(i)−i(bm) ∈ mn−D(n)+1

dove abbiamo usato il fatto che, per il Lemma 3.1.23, n−D(n) ≥ E(i)− i per ogni 0 ≤ i ≤ D′.

Dato che questo vale per ogni b ∈ R, e che ogni elemento di m si scrive come bm per qualche b ∈ R,
si ha quindi che

D′∑
i=0

air
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i)LE(i)−i(x) ∈ Z(m,mn−D(n)+1).

Spezzando la sommatoria in
⌊
D′

q

⌋
+ 1 parti, ognuna corrispondente agli indici kq ≤ i ≤ kq + q − 1

per 0 ≤ k ≤
⌊
D′

q

⌋
, e definendo aj = 0 per j > D′, si ha che

D′∑
i=0

ai r
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i) LE(i)−i(x)

=

q
⌊

D′
q

⌋
+q−1∑

i=0

ai r
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i) LE(i)−i(x)

=

⌊
D′
q

⌋∑
k=0

kq+q−1∑
i=kq

ai r
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i) LE(i)−i(x).

Si noti che abbiamo usato il fatto che q
⌊
D′

q

⌋
+ q − 1 > q(D

′

q − 1) + q − 1 = D′ − 1 e che quindi

q
⌊
D′

q

⌋
+ q − 1 ≥ D′.

Per il Lemma 3.1.19, per ogni kq ≤ i < qk + q, E(i) − i = E(
⌊

i
q

⌋
) = E(k). Inoltre, sempre per

kq ≤ i < kq + q, per il Lemma 3.1.20 si ha che µ1(E(i)) = i− q
⌊

i
q

⌋
= i− kq. Si ha allora che
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⌊
D′
q

⌋∑
k=0

kq+q−1∑
i=kq

ai r
µ1(E(i))m(n−D(n))−(E(i)−i) LE(i)−i(x)

=

⌊
D′
q

⌋∑
k=0

kq+q−1∑
i=kq

air
i−qkmn−D(n)−E(k)LE(k)(x)

=

⌊
D′
q

⌋∑
k=0

q−1∑
i=0

ai+qkr
imn−D(n)−E(k)LE(k)(x).

Denotiamo, per 0 ≤ k ≤
⌊
D′

q

⌋
, con gk(x) i polinomi

∑q−1
i=0 ai+qkx

i ∈ R[x]. Abbiamo allora che

⌊
D′
q

⌋∑
k=0

(
q−1∑
i=0

ai+qkr
i

)
mn−D(n)−E(k)LE(k)(x)

=

⌊
D′
q

⌋∑
k=0

gk(r)m
n−D(n)−E(k)LE(k)(x) ∈ Z(m,mn−D(n)+1)

per ogni r ∈ R. Notiamo inoltre che, per ogni k, mn−D(n)−E(k)LE(k)(x) ∈ Bn−D(n) = An−D(n), per la
definizione degli ideali Bm ed il Teorema 3.2.21. Si ha quindi, passando al quoziente, che, usando le
notazioni fissate ad inizio dimostrazione,

⌊
D′
q

⌋∑
k=0

gk(r) ·mn−D(n)−E(k)LE(k)(x) = 0 ∈ An−D(n)/(An−D(n) ∩ Z(m,mn−D(n)+1)).

Mostriamo ora, procedendo per casi, che, per 0 ≤ k ≤
⌊
D′

q

⌋
, si ha

mn−D(n)−E(k)LE(k)(x) ∈ Sn−D(n).

Poniamo j = ι(n).
Se j = 0, per definizione µi(n) < q per ogni i. Per il Lemma 3.1.11, n − D(n) ha q-espansione∑t

i=0 µi+1(n)Qi per qualche t ≥ 0. Pertanto anche n−D(n) è q-libero, essendo i coefficienti della sua
q-espansione strettamente minori di q.

Allora per il Lemma 3.1.19 ed il Lemma 3.1.21 si ha che

E

(⌊
D′

q

⌋)
= E(D′)−D′ = E(D(n))−D(n) = n−D(n) = E(D(n−D(n))).

Se invece j > 0, si ha D′ = D(n) − 1. Si ha inoltre che, per il Lemma 3.1.11, n − D(n) ha
q-espansione

∑t
i=1 µi+1(n)Qi per qualche t > j > 0.
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In particolare, se j = 1, n − D(n) =
∑t

i=1 µi+1(n)Qi è q-libero, dato che µi(n) < q per ogni
i > j = 1. Inoltre anche n− 1 è q-libero: se infatti si avesse ι(n− 1) > 0, ne seguirebbe per il Lemma
3.1.13 che 1 = j ∈ {0, 1 + ι(n− 1)}, che è chiaramente assurdo. Ne segue che E(D(n)− 1), che per il
Lemma 3.1.22 è il massimo dei numeri q-liberi minori di n, è proprio n− 1.

Si ha dunque che, applicando il Lemma 3.1.19, nel caso j = 1,

E

(⌊
D′

q

⌋)
= E(D′)−D′ = E(D(n)− 1)−D(n) + 1 = n−D(n) = E(D(n−D(n))),

dove per l’ultima eguaglianza abbiamo di nuovo usato il Lemma 3.1.21.
Dunque per j = 0, 1 abbiamo che n − D(n) è q-libero e inoltre, per la monotonia di E, si ha

k ≤ D(n−D(n)) per ogni k ∈ {0, . . . ,
⌊
D′

q

⌋
}.

Allora, in questi due casi si ha

mn−D(n)−E(k)LE(k)(x) ∈ {mn−D(n)−E(i)LE(i) | 0 ≤ i ≤ D(n−D(n))} = Sn−D(n)

per ogni 0 ≤ k ≤
⌊
D′

q

⌋
.

Se j > 1 si ha, vista la q-espansione di n − D(n) nel caso j > 0, che µ(j−1)(n − D(n)) = q, e
pertanto nemmeno n−D(n) è q-libero.

Applicando il Lemma 3.1.19 ed il Lemma 3.1.23 si ha inoltre che

E

(⌊
D′

q

⌋)
= E(D′)−D′ = E(D(n)− 1)− (D(n)− 1) ≤ n−D(n).

Dato che Im(E) = Fq, E
(⌊

D′

q

⌋)
è q-libero, quindi minore stretto di n − D(n). Allora si ha

E
(⌊

D′

q

⌋)
≤ E(D(n − D(n)) − 1), che per il Lemma 3.1.22 è il più grande intero q-libero minore di

n−D(n).
Dunque per j > 1 abbiamo che n − D(n) non è q-libero e inoltre, per la monotonia di E, si ha

k ≤ D(n−D(n))− 1 per ogni k ∈ {0, . . . ,
⌊
D′

q

⌋
}.

Allora anche nel caso j > 1 si ha

mn−D(n)−E(k)LE(k)(x) ∈ {mn−D(n)−E(i)LE(i) | 0 ≤ i ≤ D(n−D(n))− 1} = Sn−D(n)

per ogni 0 ≤ k ≤
⌊
D′

q

⌋
.

Si ha allora che
∑⌊

D′
q

⌋
k=0 gk(r) ·mn−D(n)−E(k)LE(k)(x) è una combinazione lineare nulla di elementi

di Sn−D(n). Per ipotesi induttiva forte si ha quindi che, per ogni k, gk(r) = gk(r) = 0 ∈ R/m per ogni

r ∈ R. Quindi gk ∈ Z(R), che per il Lemma 1.1.12 è (xq − x). Ne segue che xq − x|gk(x), e, dato che
deg(gk) ≤ deg(gk) ≤ q − 1, questo implica gk = 0 per ogni k.

Dunque i coefficienti di gk, ossia akq+i ∈ R per 0 ≤ i ≤ q − 1, sono nulli per ogni 0 ≤ k ≤
⌊
D′

q

⌋
,

ossia as = 0 ∈ R per 0 ≤ s ≤ D′.
Abbiamo quindi dimostrato che Sn è un insieme linearmente indipendente, come voluto.

Concludiamo ora la sezione, mostrando che An = Bn = Z(m,mn) nel caso in cui R sia un DVR
henseliano.
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Teorema 3.3.4. Per ogni n ≥ 1, An = Z(m,mn).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=1. Per il Lemma 1.1.10 applicato per S = m = J , si ha Z(m,m) = Z(m,m) =

Z({0}) ∈ R[x]. Per il caso base della dimostrazione del Lemma 1.1.11, si ha che Z({0}) = (x).
Quindi, dato che ovviamente m[x] ⊆ Z(m,m), si ha

Z(m,m) = π−1
m[x](Z(m,m)) = πm[x](x) = (x,m) = A1,

come visto nell’Esempio 3.2.13.
Passo induttivo. Sia n > 1. Poniamo

D′ = |Sn−1| =

{
D(n− 1) se ι(n− 1) = 0,

D(n− 1)− 1 altrimenti .

Per il Lemma 3.2.14 ed il Teorema 3.2.21, sappiamo già che An ⊆ Z(m,mn). Dimostriamo ora che
Z(m,mn) ⊆ An.

Sia f ∈ Z(m,mn). Ovviamente si ha anche f ∈ Z(m,mn−1) = An−1, dove l’ultima eguaglianza
vale per ipotesi induttiva. Allora, per definizione di An−1, si ha che

f = aD(n−1)LE(D(n−1)) +

D(n−1)−1∑
i=0

aim
n−1−E(i)LE(i),

con ai ∈ R[x] per ogni i.

Poniamo f1 =
∑D′

i=0 aim
n−1−E(i)LE(i).

Abbiamo che, se n− 1 non è q-libero, E(D(n− 1)) = E(D(n)), per il Lemma 3.1.15. Inoltre, per
definizione, D′ = D(n − 1) − 1. Quindi in tal caso aD(n−1)LE(D(n−1)) = aD(n−1)LE(D(n)) ∈ An e di
conseguenza

f ∈ An ⇐⇒ f1 = f − aD(n−1)LE(D(n−1)) ∈ An.

Inoltre dato che f ∈ Z(m,mn) per ipotesi e che, per il Lemma 3.2.14, aD(n−1)LE(D(n−1)) ∈ An ⊆
Z(m,mn), si ha f1 ∈ Z(m,mn). Osserviamo anche che f1 ∈ An−1, dato che f ∈ An−1 e aD(n−1)LE(D(n−1)) ∈
An−1.

Altrimenti, se n− 1 è q-libero, si ha D′ = D(n− 1) e quindi

f =

D′∑
i=0

aim
n−1−E(i)LE(i) = f1.

In ambo i casi basta dunque dimostrare che f1 ∈ An per concludere, e sappiamo che f1 ∈ An−1 ∩
Z(m,mn).

Applicando la mappa di proiezione πAn−1∩Z(m,mn) : An−1 → An−1/(An−1 ∩ Z(m,mn)) otteniamo,
usando le stesse notazioni del Teorema 3.3.3,

f1 = 0 =

D′∑
i=0

ai mn−1−E(i)LE(i).

Applicando il Teorema 3.3.3 a questa combinazione lineare a coefficienti in R di elementi di Sn−1,
concludiamo π(x,m)(ai) = 0 ∈ R, e quindi ai ∈ (x,m) per ogni i.
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Osserviamo che per ogni i, aim
n−1−E(i)LE(i) ∈ An−1, per definizione di An−1. Si ha quindi,

applicando il Lemma 3.2.22, che

aim
n−1−E(i)LE(i) ∈ (x,m)An−1 ⊆ An

per ogni i. Ne segue che f1 ∈ An e questo, come già osservato, conclude.

3.4 Da DVR al caso locale ad ideali principali

Scopo di quest’ultima sezione è estendere i risultati della precedente al caso di un anello locale finito
R con ideale massimale principale m = (m).

Ricordiamo innanzitutto la definizione di caratteristica di un anello R.

Definizione 3.4.1. Dati R un anello ed n ∈ N un intero, definiamo nR l’elemento 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n volte

.

Diciamo che R ha caratteristica m, con m > 0, se mR = 0 e nR ̸= 0 per ogni intero 0 < n < m.

Ricordiamo ora alcuni fatti di base sulla caratteristica di anelli finiti e locali.

Lemma 3.4.2. Sia R anello finito, allora char(R) > 0.

Lemma 3.4.3. Sia R un campo con char(R) > 0. Allora char(R) = p con p ∈ N primo.

Lemma 3.4.4. Sia (R,m) anello locale con char(R) > 0, e sia p = char(R/m). Allora char(R) = pk

per k ≥ 1.

Introduciamo ora il concetto di v-anello, che sarà cruciale in questa sezione.

Definizione 3.4.5. Un anello D si dice v-anello se è un dominio locale noetheriano completo e di
caratteristica zero, con ideale massimale (pD) e campo residuo D/(pD) di caratteristica p, per qualche
p ∈ N primo.

In particolare si ha quindi che un v-anello è un campo od un DV R.
Dimostriamo ora due semplici lemmi sugli anelli locali noetheriani con ideale massimale principale.

Lemma 3.4.6. Sia R un anello locale noetheriano con ideale massimale principale m = (m). Allora
per ogni r ∈ R \ {0} esiste u ∈ R∗ e k ∈ N tali che r = umk.

Dimostrazione. Fissato un qualunque elemento r ∈ R, supponiamo per assurdo di non poterlo scrivere
in nessun modo come umk, per u ∈ R∗ e k ∈ N. Chiaramente tale r non potrebbe essere un’unità, e
sarebbe dunque in (m).

Costruiamo allora una successione (rk)k∈N ⊆ R ponendo r0 = r ed rk+1 tale che rk = rk+1m per
ogni k ≥ 0.

Fare ciò è possibile: sia per assurdo k il minimo intero tale che rk non si scrive come rk+1m per
qualche rk+1 ∈ R. Avremmo allora

r0 = r1m = r2mm = r2m
2 = · · · = rkm

k,

con rk ∈ R \ (m) = R∗, contraddicendo la supposta impossibilità di scrivere r in tale forma.
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Consideriamo allora la catena ascendente di ideali

(r0) ⊆ (r1) ⊆ (r2) . . . (rm) ⊆ (rm+1) . . .

Ogni contenimento è stretto in quanto se fosse rk = urk+1 per qualche u ∈ R∗ e qualche intero k,
ne seguirebbe urk+1 = rk+1m, ossia rk+1(m− u) = 0. Dato che m− u è invertibile in R∗, si avrebbe
quindi rk+1 = 0. Ma questo implicherebbe

r = rk+1m
k+1 = 0,

che contraddice le ipotesi.
L’esistenza di tale catena però contraddice la noetherianità di R.

Lemma 3.4.7. Sia R un anello locale noetheriano con ideale massimale principale m = (m). Allora
ogni ideale I ⊆ R è della forma I = (mk) per qualche k ≥ 0.

Dimostrazione. Per noetherianità possiamo scrivere I = (r1, . . . , rn) per qualche r1, . . . , rn ∈ R.
Applicando il Lemma 3.4.6 a ciascuno degli ri si ha allora che

I = (u1m
k1 , . . . , unm

kn) = (mk1 , . . . ,mkn) = (mmini ki),

dove u1, . . . , un ∈ R∗ e k1, . . . , kn ∈ N, e questo conclude.

Richiamiamo infine due semplici lemmi sull’anello delle serie formali R[[x]]. Per una loro dimostra-
zione si veda ad esempio [8, Cap. 7].

Lemma 3.4.8. Se R è noetheriano anche l’anello delle serie formali R[[x]] lo è.

Lemma 3.4.9. Sia R[[x]] l’anello delle serie formali con coefficienti in R. Allora la serie formale∑∞
i=0 rix

i è invertibile in R[[x]] se e solo se r0 è invertibile, e quindi è irriducibile se r0 è irriducibile.

Come immediato corollario abbiamo il seguente lemma.

Lemma 3.4.10. Se R è un anello locale con ideale massimale m, l’anello delle serie formali R[[x]] è
un anello locale con ideale massimale (x,m).

Concludiamo i richiami sugli anelli di serie formali ricordando un ulteriore lemma sulle serie formali
a coefficienti in un DVR. Per una sua dimostrazione si veda ad esempio [2, Pag. 13, Es. B].

Lemma 3.4.11. Se R è un campo DVR, il suo anello delle serie formali R[[x]] è un UFD.

Ricordiamo inoltre un noto fatto sui moduli finitamente generati su anelli I-adicamente completi,
del quale ci serviremo in seguito. Per una sua dimostrazione si veda ad esempio [7, Lemma 10.96.11].

Lemma 3.4.12. Sia R un anello ed I un suo ideale. Allora, se R è I-adicamente completo, ed M è
un R-modulo finitamente generato tale che

⋂∞
i=0 I

iM = (0), anche M è I-adicamente completo.

Richiamiamo infine due teoremi classici, il Teorema di Intersezione di Krull ed il Teorema di Strut-
tura di Cohen, quest’ultimo nel caso di caratteristica finita. Per delle loro dimostrazioni si vedano
rispettivamente [4, Thm. 14.2] e [1, Thm. 12].

Teorema 3.4.13. Se R è un anello noetheriano locale con ideale massimale m e M è un R-modulo
finitamente generato, allora

⋂∞
n=0 m

nM = 0.
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Teorema 3.4.14. Sia R un anello completo locale con ideale massimale m = (m1, . . . ,mn) finitamente
generato da n elementi e campo residuo R/m di caratteristica p > 0. Allora esistono un v-anello D,
un ideale I ⊆ D[[t1, . . . , tn]] ed un isomorfismo ξ : D[[t1, . . . , tn]]/I → R tale che ξ(ti) = mi per ogni
i. Inoltre D ha campo residuo isomorfo ad R/m.

Possiamo ora finalmente dimostrare il Lemma chiave di questa sezione.

Lemma 3.4.15. Sia R un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) e indice di
nilpotenza n. Sia q = |R/m| la cardinalità del suo campo residuo. Allora esistono un DVR completo
T con ideale massimale (t) tale che |T/(t)| = q ed un isomorfismo ψ : T/(tn) → R tale che ψ(t) = m.

Dimostrazione. Sia p > 0 la caratteristica di R/m.
Applicando il Teorema 3.4.14 (un anello finito è infatti banalmente completo) per n = 1, si ha che

esiste un v-anello D con ideale massimale (pD), un ideale I ∈ D[[t]], ed un isomorfismo ξ : D[[t]]/I → R
tale che ξ(t) = m. Sia πI : D[[t]] → D[[t]]/I la proiezione al quoziente.

Allora τ = ξ ◦πI : D[[t]] → R è una mappa surgettiva tale che τ(t) = m. Essendo un omomorfismo
di anelli si ha inoltre che

τ(pD) = τ(1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p volte

) = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
p volte

= pR.

Se pD = 0, D è un campo e quindi D[[t]] è un DVR con ideale massimale (t), ed è ovviamente (t)-
adicamente completo (quindi completo come anello locale). Inoltre D[[t]]/(t) ∼= D ∼= D/(pD) ∼= R/m,
e quindi il campo residuo di D[[t]] ha cardinalità q.

Mostriamo ora che, in questo caso, ker(τ) = (tn).
Per il Lemma 3.4.7 esiste l tale che ker(τ) = (tl). Si ha che τ(tn) = τ(tn) = mn = 0, e quindi

(tn) ⊆ ker(τ) = (tl). D’altra parte τ(tn−1) = τ(tn−1) = mn−1 ̸= 0, per definizione di indice di
nilpotenza, e quindi (tn−1) ⊈ ker(τ) = (tl). Ne segue che ker(τ) = (tn), come voluto.

Allora, per primo teorema di omomorfismo, esiste un isormofismo di anelli ψ : D[[t]]/(tn) → R
tale che ψ(t) = τ(t) = m. Abbiamo quindi trovato, nel caso pD = 0, un anello ed un morfismo che
soddisfano le ipotesi del lemma.

Consideriamo ora il caso pD ̸= 0. In tal caso il v-anello D non è un campo, ed è quindi un DV R.
Per il Lemma 3.4.6, se pR ̸= 0 esistono v ∈ R∗ e j ∈ N tali che pR = vmj . Se pR = 0 tali v e

j esistono comunque: prendiamo infatti in tal caso v = 1 e j = n. Per surgettività di τ esiste un
elemento u ∈ D[[t]] tale che τ(u) = v.

Per il Lemma 3.4.4, char(R) = pk per qualche k ≥ 1. Allora (pk)R = pkR = 0, quindi pR ∈ N (R)
ed in particolare pR /∈ R∗. Da ciò segue che j ≥ 1.

Per definizione di ξ si ha inoltre che τ(utj − pD) = vmj − pR = 0. Quindi (utj − pD) ⊆ ker(τ),
e dunque, per primo teorema di omomorfismo, esiste un omomorfismo λ : D[[t]]/(utj − pD) → R tale
che λ ◦ π(utj−p) = τ , dove con π(utj−pD) : D[[t]] → D[[t]]/(utj − pD) denotiamo la proiezione canonica.

Poniamo T = D[[t]]/(utj −pD) e mostriamo che T è un DVR completo. Osserviamo subito che per
il Lemma 3.4.10, D[[t]] è un anello locale con ideale massimale (pD, t). Ne segue che il suo quoziente T

è anch’esso anello locale, con ideale massimale (pD, t) = (utj , t) = (t). Inoltre T è noetheriano, essendo
quoziente di D[[t]] che è noetheriano per il Lemma 3.4.8.

Ovviamente D[[t]] è (t)-adicamente completo. Inoltre
⋂∞

i=0(t)
nT =

⋂∞
i=0(t)

n. Dato che T è noethe-
riano, essendo quoziente di noetheriano, questa intersezione è 0 per il Teorema 3.4.13. Per il Lemma
3.4.12 questo implica che T , che è banalmente finitamente generato comeD[[t]]-modulo, è (t)-adicamete
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completo come D[[t]]-modulo. Questo implica che è anche (t)-adicamente completo dato che, per ogni
n, tnT = (t)nT . Quindi T è anche completo come anello locale.

Non rimane che mostrare che T è un dominio, e per fare ciò basta mostrare che (utj−pD) è primo in
D[[t]]. Per il Lemma 3.4.11 D[[t]] è UFD, e quindi la primalità di (utj − pD) equivale alla irriducibilità
di utj − pD in D[[t]]. Per il Lemma 3.4.9 questa è implicata a sua volta alla irriducibilità di pD in D.
Supponiamo allora di avere due elementi non nulli in D, d1 e d2, tali che d1d2 = pD. Denotando con νD
la valutazione discreta associata all’ideale massimale (pD), si ha quindi νD(d1)+νD(d2) = νD(pD) = 1,
che implica che uno fra νD(d1) e νD(d2) sia nullo, e che quindi uno fra d1 e d2 sia invertibile. Quindi
pD è irriducibile e T è un dominio, come voluto.

Inoltre, per terzo teorema d’omomorfismo,

T/(t) = T/(t, pD) =
(
D[[t]]/(utj − pD)

)/(
(t, pD)/(utj − pD)

)
∼= D[[t]]/(t, pD) ∼= (D[[t]]/t)

/(
(pD, t)/(t)

) ∼= D/pD ∼= R/m.

In particolare allora |T/(t)| = |R/m| = q.
Mostriamo ora che ker(λ) = (t

n
).

Per il Lemma 3.4.7 esiste l tale che ker(λ) = (t
l
). Si ha che λ(t

n
) = τ(tn) = mn = 0, e quindi

(t
n
) ⊆ ker(λ) = (t

l
). D’altra parte λ(t

n−1
) = τ(tn−1) = mn−1 ̸= 0, per definizione di indice di

nilpotenza, e quindi (t
n−1

) ⊈ ker(λ) = (t
l
). Ne segue che t

l | tn, e che quindi l ≤ n, ma che t
l ∤ tn−1

, e
quindi l > n− 1. Dunque l = n, e ker(λ) = (t

n
), come voluto.

Allora, per primo teorema di omomorfismo, esiste un isomorfismo di anelli ψ : T/(t
n
) → R tale che

ψ(t+ (t
n
)) = λ(t) = m.

Abbiamo quindi trovato, anche nel caso pD ̸= 0, un anello T ed un morfismo ψ che soddisfano la
tesi del lemma.

D’ora in poi, per ogni noetheriano locale Z con ideale massimale principale e campo residuo fini-
to, denotiamo con LZ

n ed AZ
n rispettivamente gli elementi e gli ideali di Z[x] ottenuti applicando le

costruzioni della Sezione 3.2 nell’anello Z.
Enunciamo e dimostriamo ora due semplici lemmi, che saranno poi usati per passare, mediante il

lemma appena dimostrato ed il Lemma 1.1.10, dai risultati visti sui DVR ad una descrizione generale
di Z(R) per un generico anello R locale finito con ideale principale massimale.

Lemma 3.4.16. Siano T ed R due anelli locali con ideali massimali principali (t) ⊆ T ed (m) ⊆ R,
e con campi residui R/(m) ed T/(t) finiti e della stessa cardinalità q. Sia inoltre ψ : T → R un
omomorfismo di anelli tale che ψ(t) = m, e sia δ = (−)[x](ψ) : T [x] → R[x] la mappa indotta da ψ
tramite il funtore (−)[x]. Si ha allora che, per ogni n ≥ 0, δ(LT

n ) = LR
n , e quindi δ(AT

n ) = AR
n .

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=0. Abbiamo LT

0 = 1 = LR
0 per l’Esempio 3.2.9.

Passo induttivo. Se n è q-libero, per il Lemma 3.2.11 abbiamo che (per qualunque anello)
Ln+1 = xLn, e quindi, usando l’ipotesi induttiva, che

δ(LT
n+1) = δ(xLT

n ) = xδ(LT
n ) = xLR

n = LR
n+1.

Altrimenti abbiamo, sempre per il Lemma 3.2.11 e l’ipotesi induttiva, che

δ(LT
n+1) = δ(LT

n − tq
ι(n)−1Ln+1−qι(n)) = LR

n −mqι(n)−1LR
n+1−qι(n) = LR

n+1.

In ambo i casi questo conclude la dimostrazione del passo induttivo, e quindi del lemma.
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Lemma 3.4.17. Siano T e R due anelli, sia ψ : T → R un isomorfismo, e sia δ = (−)[x](ψ) : T [x] →
R[x] la mappa indotta da ψ tramite il funtore (−)[x].

Allora per ogni sottoinsieme S ⊆ T ed ogni ideale J ⊆ T , si ha che δ(Z(S, J)) = Z(ψ(S), ψ(J)).

Dimostrazione. Sia f un generico polinomio di R[x], con f(x) =
∑d

i=0 fix
i.

Basta osservare che per definizione

f ∈ Z(ψ(S), ψ(J)) ⇐⇒
d∑

i=0

fiψ(s)
i = ψ(

d∑
i=0

ψ−1(fi)s
i) ∈ ψ(J) per ogni s ∈ S.

Essendo ψ un isomorfismo questo è vero se e solo se
∑d

i=0 ψ
−1(fi)s

i ∈ J per ogni s ∈ S, ovvero se e

solo se
∑d

i=0 ψ
−1(fi)x

i ∈ Z(S, J).
Anche δ, essendo indotta da un isomorfismo, è un isomorfismo, e quindi abbiamo che

f ∈ Z(ψ(S), ψ(J)) ⇐⇒
d∑

i=0

ψ−1(fi)x
i ∈ Z(S, J)

⇐⇒ δ

(
d∑

i=0

ψ−1(fi)x
i

)
=

d∑
i=0

fix
i = f ∈ δ(Z(S, J))

ed abbiamo quindi concluso.

Possiamo ora finalmente dare una descrizione esplicita di Z(m) nel caso in cui R sia un generico
anello locale finito con ideale principale. Si noti che questo è ad esempio il caso di R = Z/pnZ, per p
primo ed n ≥ 1.

Teorema 3.4.18. Sia R un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) avente indice
di nilpotenza n. Allora Z(m) = An.

Dimostrazione. Siano T e ψ come nel Lemma 3.4.15.
Poniamo δ = (−)[x](ψ) : (T/(tn))[x] → R[x] la funzione indotta da ψ tramite il funtore (−)[x].

Denotiamo con t l’immagine di t, generatore dell’ideale massimale di T , tramite la proiezione T →
T/(tn).

Allora per il Lemma 3.4.17,

δ(Z((t)) = Z(ψ((t))) = Z((m)) = Z(m).

Per il Lemma 1.1.10 si ha Z((t), (tn)) = Z((t)).
Quindi, mettendo insieme questi due fatti, ed applicando il Teorema 3.3.4 al DVR completo (e

quindi henseliano) T , si ha che

Z(m) = δ(Z((t), (tn))) = δ(π(tn)[x](A
T
n )).

Osserviamo che la mappa π(tn)[x] è la mappa indotta tramite il funtore (−)[x] dalla mappa π(tn) :
T → T/(tn). Dato che quest’ultima manda (t) in (t), e che per il terzo teorema d’omomorfismo
(T/(tn))/(t) ∼= T/(t) e quindi i campi residui di T e T/(tn) hanno la medesima cardinalità q, possiamo

applicare il Lemma 3.4.16 per concludere che π(tn)[x](A
T
n ) = A

T/(tn)
n .
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Applicando di nuovo il Lemma 3.4.16, stavolta con la mappa ψ : T/(tn) → R, che ne soddisfa le ipotesi
per costruzione, si ottiene

Z(m) = δ(AT/(tn)
n ) = AR

n .

Possiamo combinare questo risultato, valido per gli anelli locali finiti con ideale massimale prin-
cipale, col Teorema 2.3.1 ed il Teorema 3.2.21, ottenendo immediatamente una caratterizzazione in
termini di generatori di Z(R).

Corollario 3.4.19. Sia (R,m) un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) avente
indice di nilpotenza n, e sia f(x) ∈ R[x] un qualsiasi π-polinomio. Allora

Z(R) = ({mn−E(i)LE(i)(f(x)) | 0 ≤ i ≤ D(n)−1})+(LE(D(n))(f(x))) = ({mn−iLi(f(x)) | 0 ≤ i ≤ n}).

Con una semplice osservazione aggiuntiva, possiamo fare lo stesso per il Teorema 2.1.1, ottenendo
invece una descrizione esplicita della decomposizione primaria minimale di Z(R).

Corollario 3.4.20. Siano (R,m) un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m)
avente indice di nilpotenza n, e sia {c1, . . . , cq} un insieme di rappresentanti per le classi laterali di m.
Per ogni i sia ψi : R[x] → R[x] l’automorfismo di anelli tale che ψi(x) = x− ci. Allora

⋂q
i=1 ψi(An) è

una decomposizione primaria minimale di Z(R).

Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni 1 ≤ i ≤ q e per ogni polinomio f(x) ∈ R[x], si ha

f(x) ∈ Z(ci +m) ⇐⇒ f(ci +m) = 0 per ogni m ∈ m

⇐⇒ f(x+ ci) ∈ Z(m)

⇐⇒ ψi(f(x+ ci)) = f(x) ∈ ψi(Z(m))

dove l’ultima doppia implicazione vale perché ϕi è un automorfismo.
Quindi Z(ci +m) = ψi(Z(m)), ed il corollario segue immediatamente combinando i Teoremi 2.1.1

e 3.4.18.

Concludiamo la trattazione con un semplice esempio che ci permette di illustrare come ora ci è
effettivamente possibile calcolare in maniera esplicita gli ideali Z(R) e Z(m) nel caso in cui R sia
locale finito con ideale massimale principale.

Esempio 3.4.21. Sia R = Z/pnZ, con p ≥ n primo.
La cardinalità q del campo residuo R/pR ∼= Z/pZ è p, mentre l’indice di nilpotenza dell’ideale

massimale pR è n.
Dato che p ≥ n, ogni intero i tale che 0 ≤ i ≤ n ha come q-espansione semplicemente iQ1. Quindi

per ogni 0 ≤ i ≤ n si ha, per definizione degli Li, che Li = (T1(x))
i = xi.

Quindi Z(m) (che coincide con An per il Teorema 3.2.21) è in questo caso

({pn−ixi, 0 ≤ i ≤ n}) = (p, x)n.

Scegliendo un qualsiasi π-polinomio f si conclude allora, per il Teorema 2.3.1, che

Z(R) = ({pn−if i, 0 ≤ i ≤ n}) = (p, f)n.
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Se invece n è, ad esempio, fra p + 1 e 2p + 1, estremi inclusi, si ha che ogni p + 1 ≤ i ≤ n ha
q-espansione i = (i−p−1)Q1+Q2. In tal caso abbiamo quindi due tipi di generatori pn−iLi dell’ideale
Bn = Z(m): quelli della forma pn−ixi, come prima, per gli indici i minori o uguali a p, e quelli invece
della forma

pn−i(T1(x))
i−p−1T2(x) = pn−ixi−p−1(xp − pp−1x)

per p+ 1 ≤ i ≤ n.
In maniera del tutto analoga si può, computando q-espansioni di n, ottenere forme esplicite (pro-

gressivamente più complesse) per i generatori degli ideali Z(m) per ogni n. Precomponendoli poi con
un qualsiasi π-polinomio f questi forniscono un insieme di generatori per Z(R).
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