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Introduzione

Scopo principale di questa tesi ¢ lo studio dei polinomi che inducono la funzione nulla su anelli locali
noetheriani. L’approccio seguito riprende quello di Rogers e Wickham, sviluppato in [5] e [6].

Sia M (R, R) l'anello delle funzioni dall’anello R in sé stesso, e definiamo 'omomorfismo di anelli
o : R[z] — M(R, R) che associa ad un polinomio f € R[z] la funzione su R da lui indotta: i polinomi
oggetto del nostro studio sono il nucleo di tale mappa, ker(¢?), che denotiamo con Z(R).

Nel Capitolo 1 introduciamo, pit generalmente, gli ideali Z(.S, J) dei polinomi tali che f(S) C J,
e procediamo ad enunciare e dimostrare alcuni lemmi generali su quest’ultimi, validi per qualsiasi R.
In particolare lo studio, per R locale, di Z(m,0) := Z(m) sara di fondamentale importanza per poter
poi determinare Z(R).

Dopo aver introdotto il concetto di m-polinomio, studiamo Z(R) e Z(m) nel caso locale noetheriano,
arrivando a dare criteri precisi per quando Z(R) e Z(m) sono non banali e per quando contengono
elementi regolari. In particolare dimostreremo il seguente:

Teorema. Sia (R,m) un anello locale noetheriano. Allora si ha:
1. Z(m) # (0) <= depth(R) =0;
2. Z(R) # (0) < depth(R) =0 ¢ R= R/m ¢ finito.

Concludiamo il primo capitolo estendendo il criterio per la banalita di Z(R) tramite 1'uso di un ri-
sultato locale-globale che stabilisce un’equivalenza fra la banalita di Z(S) e quella degli ideali Z(i,(S5)),
con 7, le mappe canoniche R — R, al variare di p fra i primi associati di R.

Il secondo capitolo invece si concentra, sempre nel caso locale e noetheriano, sul legame fra Z(R)
e Z(m).

La Sezione 2.1 fornisce infatti, sempre nel caso di R locale noetheriano, una decomposizione primaria
minimale di Z(R), le cui componenti primarie si dimostrano essere Z(m+ ¢;), per un qualsiasi insieme
c1,...,cq di rappresentanti delle classi laterali di m. In seguito uno studio piu approfondito dei 7-
polinomi consente di caratterizzare gli anelli locali con Z(m) o Z(R) principali o generati da elementi
regolari.

Nella Sezione 2.3 si mostra come il legame fra gli ideali Z(m) e Z(R), nel caso degli anelli locali
noetheriani henseliani, passi proprio per i m-polinomi introdotti nel Capitolo 1. Si osserva quasi
immediatamente che, componendo un quasiasi 7w-polinomio con un elemento di Z(m), si ottiene un
elemento di Z(R). Sotto appropriate condizioni di henselianita su R, si dimostra il seguente:

Teorema. Siano (R,m) un anello locale henseliano con |R/m| = q e f(z) € R[z] un qualsiasi m-
polinomio. Allora se Z(m) = (Fy(x),..., Fy(x)), si ha che Z(R) = (F1(f(z)),..., Fn(f(x))).

Il terzo capitolo ha infine 1'obiettivo, seguendo 'approccio di [6], di arrivare a fornire, nel caso in
cui R sia un anello locale finito e con ideale massimale principale m = (m), una descrizione esplicita
di Z(m) in termini di generatori. Questo, assieme ai risultati mostrati nelle Sezioni 2.1 e 2.3, per-
mette di descrivere in tal caso 'ideale Z(R), sia attraverso un insieme di generatori che tramite una
decomposizione primaria.

Nella Sezione 3.1 introduciamo il concetto di g-espansione di un numero naturale n e le funzioni
aritmetiche D ed F definite sulle g-espansioni. La g-espansione differisce dalla classica espansione
in base ¢ e, tramite le proprieta delle funzioni D ed E, servira a definire esponenti ed indici per i
generatori di Z(m).



Nella Sezione 3.2 vengono introdotte varie famiglie di polinomi 7,,,7T;, ed L, nel contesto generale
di un anello locale con ideale massimale principale m = (m) e campo residuo finito. Tramite tali
polinomi vengono definite due famiglie di ideali:

B, =({m"""L; |0 <i<n})

A= ({m" PO L) | 0 <6 < D(n) = 1}) + (Lpdn))-

La sezione si conclude mostrando che A,, = B,,, per ogni n.

Nel caso in cui R sia un anello di valutazione discreta henseliano si dimostra 1’eguaglianza fra A,,,
B, e Z(m,m"), I'ideale dei polinomi che mandano I'ideale massimale nella sua n-esima potenza.

Nella Sezione 3.4 infine ci serviremo del Teorema di Struttura di Cohen nel caso in cui R abbia
caratteristica finita e di alcuni semplici lemmi sul comportamento degli ideali Z(S, J) e delle famiglie di
polinomi e di ideali in precedenza definiti rispetto ad isomorfismi e passaggi al quoziente, per arrivare
a dare una descrizione esplicita di Z(m) e Z(R):

Teorema. Sia R un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) avente indice di

nilpotenza n. Sia f(x) € R[x] un qualsiasi w-polinomio. Sia inoltre {ci,...,cq} un insieme di rappre-
sentanti per le classi laterali di m e per ogni i sia ¢; : R[z] — R[x] Uautomorfismo di anelli tale che
Yi(x) =2 — ¢
Allora si ha che:

e Z(m)=A,.

o Z(R) = ({m" "W Lgu)(f(2)) |0 <i < D(n) = 1}) + (Lepm) (f(2))).

o Z(R) = ({m"Li(f(@) |0 < < n}).

q
. ﬂ ¥i(Ay) ¢ una decomposizione primaria minimale di Z(R).
i=1



Capitolo 1

Gli ideali Z(S, J): definizioni, primi

risultati e caratterizzazioni

Scopo di questo capitolo ¢ la definizione ed un primo studio degli ideali Z(S,J) dei polinomi che
inducono una funzione f : R — R tale che f(S) C J, dove S C R & un sottoinsieme e J C R
un ideale. Gli ideali Z(S,J) saranno 'oggetto centrale di tutta la trattazione. Dopo averli definiti
ed averne enunciato e dimostrato alcune proprieta valide per qualunque anello R, ci concentreremo
sul caso in cui R sia locale e noetheriano. Nella Sezione 1.2 introdurremo quindi il concetto di «-
polinomio, fondamentale per tutto il resto della trattazione, per poi concentrarci sullo studio degli
ideali Z(R) e Z(m), composti rispettivamente dai polinomi che inducono la funzione nulla sull’intero
anello R e sul suo ideale massimale. In particolare forniremo caratterizzazioni degli anelli noetheriani
locali per cui Z(R) o Z(m) sono banali o contengono elementi regolari. Concludera il capitolo un
excursus sul caso noetheriano generale, con 'uso di una sorta di principio locale-globale per ottenere
una caratterizzazione degli anelli R noetheriani (ma non necessariamente locali) con ideale Z(R)
banale.

1.1 Gli ideali Z(S,J)

In tutto questo testo indichiamo sempre col termine anello un anello commutativo con unita. Comin-
ciamo definendo ’anello delle funzioni da un insieme S a valori in R.

Definizione 1.1.1. Sia R un anello e S un insieme. Si denota con M(S,R) = {f : S — R} lanello
delle funzioni da un insieme S a valori in R con le operazioni date dalla somma e dal prodotto puntuale,
ossia tali che

Vse S (f+9)(s)=F(s)+9g(s), (f-9)(s)=[(s)g(s).

Definiamo ora due classi di funtori, strettamente collegati alla precedente definizione, M(—, R) e
M(S,—).
Definizione 1.1.2. Sia R un anello, allora il funtore controvariante M (—, R) : Set — Ring ¢ definito
in modo che per ogni insieme S si abbia M(—, R)(S) = M (S, R) e per ogni mappa fra insiemi f : S — T
st abbia
M(—,R)(f): M(T,R) - M(S,R), ¢+ ¢of.
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

Definizione 1.1.3. Sia R un anello, allora il funtore covariante M(S,—) : Ring — Ring ¢ definito
in modo che per ogni anello R si abbia M(S,—)(R) = M(S,R) e per ogni omomorfismo di anelli
f:A— B siabbia

M(S,=)(f): M(S,A) = M(S,B), ¢— fodo.

Definiamo infine un terzo funtore —[z] : Ring — Ring, che verra usato pilt volte nel corso della
trattazione.

Definizione 1.1.4. Sia R un anello, allora il funtore covariante —[z] : Ring — Ring ¢é definito in
modo che per ogni anello R si abbia —[x](R) = R[z| e per f: A — B omomorfismo di anelli si abbia

k k

—[z](f) : A[z] — Blz], Zaixi — Zf(az)xl

=0 =0

Definiamo ora la mappa ¢g, lo studio del cui nucleo sara 'argomento fondamentale di questa
trattazione.

Definizione 1.1.5. Dato un anello R, denotiamo con ¢r la mappa
¢r: R[z] - M(R, R)
che associa ad ogni polinomio in R[x] la funzione che esso induce su R ovvero la mappa tale che
¢r :p(x) = (f i 7= p(r)).
Questa mappa € ovviamente omomorfismo di anelli.

Se non ci saranno ambiguita ometteremo il pedice, scrivendo direttamente ¢.
Questo ci permette finalmente di definire Z(R).

Definizione 1.1.6. Dato un anello R definiamo Z(R) := ker(¢r).

Diamo ora una definizione pit generale, quella di Z(S,J), tramite I'uso dei funtori definiti in
precedenza. Siano S C R un sottinsieme di R, J C R un ideale. Denotiamo con ig : S — R e
7y : R — R/J rispettivamente l'inclusione di S in R e la proiezione canonica di R su R/.J. Poniamo

i = M(—, R)(is) : M(R, R) — M(S, R)

ys = M(S,=)(my) : M(S,R) = M(S,R/J).
Definiamo ora Z(S,.J) come segue.

Definizione 1.1.7. Dato un anello R, S C R un suo sottoinsieme, J C R un suo ideale, 7,15 come
sopra, definiamo
Z(S,J) = ¢p" (ker(m . 0 i)

Denotiamo inoltre Z(S,0) con Z(S).

L’insieme Z(S, J) ¢ ovviamente un ideale di R[z], in quanto controimmagine tramite I’omomorfismo
¢r del nucleo di un omomorfismo (tale a sua volta in quanto composizione di omomorfismi). Diamo
subito una caratterizzazione pit concreta di Z(S,J), che sara cruciale nella nostra trattazione.
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1.1. GLIIDEALI Z(S,J)

Lemma 1.1.8. Siano R un anello ed S, J un sottoinsieme ed un ideale di R rispettivamente. Allora
Z(S,J) é esattamente linsieme dei polinomi che inducono (attraverso ¢) funzioni f con f(S) C J.
In particolare tale insieme é un ideale di R[z].

Dimostrazione. Basta osservare che

f(S)CJ <~ WJO(ﬁ(fNS:O
& myod(f)ois =mr(ig(e(f))) =0
— fe o Hker(ny.0i)). O

Enunciamo e dimostriamo ora alcuni semplici lemmi su Z(S, J) che verranno piu volte utilizza-
ti nel corso della trattazione. Il primo di questi concerne il comportamento rispetto all’unione e
all’intersezione di sottoinsiemi ed ideali rispettivamente.

Lemma 1.1.9. Sia {So C R | a € I} un insieme di sottoinsiemi di un anello R e {Jg C R ideale |
B € J} un insieme di ideali di R. Allora

Z(J Sa: (N 7) =) ) 2(SasJs).

acl BeJ a€Z BeJ
Dimostrazione. Basta osservare che
FeZ{JSa o] = f(5)€ (Vs Vse | Sa
a€T peT peT a€T
<= VYa eI Ve J,VseS, siha f(s) € Jg

< VaecI VBeJ, e Z(Sa Jp)

= fe)[) 2(Sap). O

a€Z peJ

Si ha allora, come d’altronde era immediato verificare utilizzando la fondamentale caratterizzazione
mostrata nel Lemma 1.1.8, che per due insiemi S C T ed un ideale J

Z(T,J)=Z(SuT,J)=Z(S,J)NZ(T,J) C Z(S,J).
Analogamente, presi I C J due ideali ed S un sottoinsieme,
Z(8,I)=Z(S,InJ)=Z(S,J)NZ(S,I) C Z(S,J).

Il secondo lemma riguarda invece il comportamento di Z(S, J) rispetto all’'operazione di passaggio
al quoziente per un ideale I.

Lemma 1.1.10. Siano I,J C R due ideali, 7y : R — R/I e w5« Rlx] — (R/I)[z] le proiezioni al
quoziente ¢ S C R un sottoinsieme. Allora,

Z(S, T+ 1) =2(3,7),

8



CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

dove Z(S,J) = w4 (2(S,J)) € (R/I)[z] e con S,J denotiamo w;(S),71(J) rispettivamente. In
particolare, se I C J, si ha che

Z(S,J+1)=2(S,J) = 2(5,7)

ed in generale

Z(S, ) CZ(S, T+ 1) = Z(3,7).

Dimostrazione. Poniamo 7y(,(p) = P, 71(s) = 5 e mr(p(s)) = p(s). Allora si ha per definizione che
peZ(S,J) < Vse S, p(s) el
Quindi si ha che

come voluto. O

Mostriamo un ulteriore lemma, che useremo piu volte nel corso della trattazione. Si tratta di una
generalizzazione al caso di un anello R del noto Teorema di Ruffini, che fornisce anche una descrizione
di Z(S) per S insieme finito con una particolare proprieta. Denotiamo con D(R) i divisori di zero
dell’anello R.

Lemma 1.1.11. Siano R un anello, f € R[x] un polinomio, c1,...,c, € R distinti tali che ¢; — c; ¢
D(R) per ogni i # j e f(c;) = 0 per ogni i. Allora g := [[;—,(x — ¢) | f in Rlz]. In particolare

Z({c1,...,en}) = (9).

Dimostrazione. Si procede per induzione su n.
. k ; .
Caso base, n=1. Sia c:=c¢y, f =), ,a;x". Allora abbiamo che

k
fle)=0 < Zaici =0
i=0
k
= f=f=flo)=) a@’—d)
i=0
k i—1
—Z%mw(Zﬂﬁjﬁ—m—@w»
i=0 j=0
Passo induttivo. Dato che ¢q,...,c,_1 soddisfano le ipotesi del lemma, per ipotesi induttiva

abbiamo
n—1

f=(IT@=e))a@):

i=1

Si ha allora



1.2. w-POLINOMI

essendo ¢, — ¢; ¢ D(R) Vi < n. Quindi, per quanto dimostrato nel caso base n =1,

n

4(@) = (@ = calr(@) = f=([J@—c))r().

=1

come voluto.
Questo mostra che g | f per ogni f € Z({c1,...,¢n}), ciot Z({c1,...,cn}) C (g). L’altra inclusione
¢ banale. 0

Applichiamo questo Lemma per dare subito una descrizione esplicita di Z(R) nel caso in cui R sia
un campo finito.

Lemma 1.1.12. Sia R un campo finito di cardinalita q, con elementi r1,...,1rq. Allora ¢ —x =
L (x—r;) e Z(R)= (27— 2x).

Dimostrazione. Sia R = {r1,...,74}. Le ipotesi del Lemma 1.1.11 sono soddisfatte in quanto per ogni
i #jsihar;,—r; # 0 e quindi r; —r; ¢ D(R) = {0}, essendo R un campo. Applicando quindi il

lemma, si ha che
q

Z(R)=Z({r1,..., Tq}) = (H(x —73))-
i=1
Inoltre per un noto corollario del Teorema di Lagrange sui gruppi, 77 —r = 0 per ogni r € R e, di
conseguenza, sempre per il Lemma 1.1.11, T]?_, (x — r;)|2? — z. I due polinomi hanno perd lo stesso
grado e sono ambedue monici. Ne segue che 24 —z = [, (z — ;). O
Concludiamo dando, per mezzo di quest’ultimo risultato ed il Lemma 1.1.10, una descrizione
esplicita dell’ideale Z(R,n) con n ideale massimale di indice finito, che ci sara utile in seguito.

Lemma 1.1.13. Sia R un anello ed n un suo ideale massimale di indice finito q. Allora Z(R,n) =
(x4 — x,n).

Dimostrazione. Con le notazioni del Lemma 1.1.10, si ha, applicando quest’ultimo per S = Re [ =
J =n, che Z(R,n) = Z(R/n,n/n) = Z(R/n). Dato che R/n & un campo finito di cardinalita ¢, per il
Lemma 1.1.12 si ha Z(R/n) = (x? — z). Quindi, come voluto,

Z(R,n) = 71';[}6] (Z(R,n)) = ﬂ_l]((xq —x)) = (27 — z,n),

nfz

dove la prima eguaglianza segue dal fatto che, banalmente, njz] C Z(R,n). O

1.2 m-polinomi

Denotiamo in questa sezione con (R, m) un anello locale (ed il suo ideale massimale), con campo residuo

R = R/m finito di cardinalita ¢. Introduciano in questo contesto il concetto di w-polinomio.

Definizione 1.2.1. Siano R,m,q come sopra, e m : R — R/m la proiezione al quoziente. Sia C =
{c1,...,¢4} C R tale che 7(C) = R/m (ossia C é un qualsiasi insieme di rappresentanti per le classi
laterali di m in R). Allora definiamo m-polinomi gli elementi di Rz] della forma []. co(x — i), per
un qualche insieme C' come sopra.
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

Esempio 1.2.2. Per R = Z/pZ e m = (0), l'unico m-polinomio & [[o<, (v —1) = aP — z. Infatti,
essendo m = 0, l'unico insieme di rappresentanti ¢ R stesso.

In generale, per R campo finito, 'unico m-polinomio & [[,.p(x —r), che per il Lemma 1.1.12 ¢
z!Bl — x. Infatti, essendo m = 0, 'unico insieme di rappresentanti é R stesso.

Esempio 1.2.3. Per p primo dispari ed n > 1 possiamo considerare l'anello locale R = Z/p"Z,
che ha ideale massimale m = pZ/p"7Z. Un insieme di rappresentanti delle classi laterali di m é
1 -1
{0,£1,...,£21} C R. Si ha quindi che xH::Tl (x—i)(z+1) = xH::Tl (22 —i2) & un m-polinomio in
Rl[z].
Osserviamo subito una semplice ma importante proprieta dei 7w-polinomi.

Lemma 1.2.4. Sia f € R[z] un m-polinomio. Allora f € Z(R,m).

Dimostrazione. Mostriamo che Vr € R si ha f(r) € m. Fissato r, sia ¢; il rappresentante tale che
T =7¢; € R/m, ossia r — ¢; € m. Allora

Fr)= (I —e)r—c) em

Jj#i
come voluto. O

Pertanto, per f € Z(m) e g un w-polinomio si ha fog € Z(R). Infatti ¥r € R si ha f(g(r)) €
f(m) =0,

Forniremo una caratterizzazione piu precisa dei m-polinomi nei teoremi al termine della Sezione

2.1.

1.3 Trivialita e regolarita di Z(R) e Z(m) nel caso locale

In questa sezione denotiamo con (R, m) un anello locale noetheriano (ed il suo ideale massimale m).
Cominciamo intanto col dimostrare un’importante caratterizzazione degli R per i quali Z(R) e Z(m)
sono non nulli.

Denotiamo con N'(R) I'ideale dei nilpotenti di R.

Mostriamo innanzitutto un lemma, conseguenza diretta del Lemma 1.1.11.

Lemma 1.3.1. Siano (R,m) un anello locale e f € R[x] con deg(f) < n. Inoltre sia S C R tale che
[Tm (S)| > n e supponiamo f € Z(S). Allora f =0 € R[z].

Dimostrazione. Per ipotesi 3 s1,...,8,41 € S tali che my(s;) # mm(s;) Vi # j. Allora per ogni ¢ # j
abbiamo my(s; —s;) # 0 ossia s; —s; ¢ m = s; —s; € R*. Si conclude quindi per il Lemma 1.1.11
che g := H?:ll(x — s;)|f. Dato che g & monico, se f # 0 allora n > deg(f) > deg(g) = n+ 1, che &
assurdo. Quindi f = 0 come voluto. O

Questo lemma ha un ovvio corollario
Lemma 1.3.2. Siano (R, m) un anello locale, T C R tale che |mn(T)| =00 e f € Z(T). Allora f = 0.

Dimostrazione. Si procede per assurdo, supponendo f # 0, e ponendo n = deg(f). Sia Z =
{s1,...,8n+1} un insieme di n + 1 elementi di T tali che |myn({s1,...,8n+1})| = n+ 1. Applicando il
Lemma 1.3.1 per S = Z (ovviamente f € Z(T) implica f € Z(Z)) si trova f = 0. O
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1.3. TRIVIALITA E REGOLARITA DI Z(R) E Z(m) NEL CASO LOCALE

Ricordiamo che un elemento di un anello si dice regolare se € non divisore di zero.
Richiamiamo inoltre la definizione di profondita (depth) di un anello (R, m) locale noetheriano.

Definizione 1.3.3. Sia R un anello. Una sequenza regolare é una sequenza xi,...,T, di elementi
x; € R tali che T(y, . 2, )(xi) =T € R/(x1,...,25-1) ¢ un elemento regolare Vi < n.

,,,,,

Definizione 1.3.4. Sia (R,m) un anello locale. La profondita di R, che denotiamo con depth(R), é
la lunghezza della massima sequenza regolare composta da elementi di m.

Dimostriamo infine un lemma che caratterizza gli anelli (R, m) locali noetheriani con depth(R) = 0.

Per farlo richiamiamo un fatto noto sui primi associati di un modulo su un anello noetheriano, si
veda ad esempio [3, Thm. 6.1 e 6.5].

Denotiamo con Ass(M) = {p € Spec(R) | p = 0 : m, m € M} lUinsieme dei primi associati
dell’ R-modulo M.

Lemma 1.3.5. Siano R un anello noetheriano e M un R-modulo finitamente generato non nullo.
Allora Ass(M) ¢ finito e non vuoto. Inoltre

prR)= |J »
pEAss(R)
Lemma 1.3.6. Sia (R, m) un anello locale noetheriano. Allora
depth(R) =0 <= 3r € R\ {0} tale che rm = 0.
Dimostrazione. Per la definizione data di profondita, abbiamo
depth(R) =0 <= m C D(R).

Infatti abbiamo che, per definizione, se depth(R) = 0 non esistono elementi regolari in m, e quindi
m C D(R).
Viceversa se m C D(R) non possono chiaramente esistere sequenze regolari 1, . . ., z, di lunghezza
non nulla, proprio perché z; non sarebbe regolare in m, quindi depth(R) = 0.
Abbiamo allora che
depth(R) =0 <= mC | J »p
pEAss(R)

per il Lemma 1.3.5. Per il lemma di scansamento questo vale se e solo se m C p = 0 : r per qualche
r € R\ {0}. Infine
mCO0:r < mr=0 perognimem < rm=0

come voluto. O

Un’altra semplice osservazione che possiamo subito dimostrare € che un qualsiasi anello artiniano
locale ha profondita nulla.

Corollario 1.3.7. Sia (R,m) un anello artiniano locale. Allora depth(R) = 0.

Dimostrazione. Dato che R ¢ artiniano (e quindi noetheriano) locale, si ha

m=N(R)CDR)= |J »

pEAss(R)

Quindi, per quanto osservato nel Lemma 1.3.6, depth(R) = 0. O
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

Possiamo ora enunciare e dimostrare la caratterizzazione cercata.
Teorema 1.3.8. Sia (R, m) un anello locale noetheriano. Allora si ha:

1. Z(m) # (0) <= depth(R) =0;

2. Z(R) # (0) <= depth(R) =0 e R = R/m ¢ finito.

Dimostrazione. 1. Per il Lemma 1.3.6, si ha che depth(R) =0 <= 3r tale che rm = 0. Quindi,
in tal caso, rz € Z(m).

iceversa dep <= 3t € m regolare. Supponiamo g = > g;z' € Z(m), allora, in
Vi depth(R) # 0 3t lare. Supponi " gt € Z(m), all
particolare g(tF) = >°"  g;t* = 0 per ogni 1 < k < n + 1. Possiamo scrivere questo insieme di
equazioni in forma matriciale, ottenendo

1t t2 e tn

1 2 4 o 12n go 0
1 3 46 o 430 g1 _ 0
i tn'+1 t2(7;+1) tn(7'z+1) 9n 0

Il determinante della matrice di Vandermonde V di dimensione n+1 xn+1e V;; = (¢/)771, &

det(V)= [ ¢-H= ][] ¢ *-1

1<k<I<n+1 1<k<l<n+1

= t21§k<l§n+l ku = tNu

con u € R*. Infatti per ogni b > 0, t* — 1 ¢ m ed ¢ quindi invertibile, essendo (R, m) locale. In
particolare si osserva che det(V') & regolare in quanto prodotto di elementi regolari. Moltiplicando
a destra e sinistra per Adj(V) si ottiene

det(V) 0 0 - 0

0 det(V) 0 - 0 g0 8
0 0 det(V) -~ 0 n
0 0 0 - det(V)) \I" 0

ossia det(V)g; = 0. Per la regolarita di det(V'), cid implica g; = 0 per ogni 7. Quindi g = 0, come
voluto.

2. Sia R finito e depth(R) = 0. Esiste allora, per il Lemma 1.3.6, » € R\ {0} tale che rm = 0.
Sia f un qualsiasi m-polinomio, allora per il Lemma 1.2.4 abbiamo che Va € R,rf(a) € rm = 0.
Essendo i m-polinomi monici, abbiamo rf # 0 e quindi Z(R) # 0.

Viceversa sia f € Z(R) con R infinito o depth(R) # 0 . Nel primo caso si conclude immedia-
tamente per il Lemma 1.3.2, posto T' = R, che f = 0. Nell’altro caso supponiamo per assurdo
f #0, esia deg(f) = n > 0. Per definizione, depth(R) # 0 <= 3t € m \ D(R), un elemento
regolare. Consideriamo allora 'insieme di elementi regolari T' := {t’~c t<k<n+1. Siha che, per
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1.3. TRIVIALITA E REGOLARITA DI Z(R) E Z(m) NEL CASO LOCALE

n+1>a>b>1,1t"—t*=t"t*" — 1) & elemento regolare in quanto prodotto di un’unita
(t2~ — 1, per quanto gia visto) ed un elemento regolare t°. In particolare si ha che tale differenza
non & nulla e quindi gli elementi di 7" sono distinti. Abbiamo quindi che per il Lemma 1.1.11,
g = H:—L:ll (x —t%)|f. Essendo g monico si ottiene quindi n = deg(f) > deg(g) = n + 1, che &
assurdo. Ne segue che in entrambi i casi f = 0, come voluto. O

Il prossimo risultato & una caratterizzazione degli anelli locali noetheriani con Z(R) e Z(m) non
solo non banali, ma contenenti elementi regolari.

Mostriamo innanzitutto il seguente lemma su Z(R) negli anelli locali noetheriani con dimensione
di Krull positiva, insieme ad un lemma sugli anelli locali finiti che verra usato nella dimostrazione della
caratterizzazione.

Lemma 1.3.9. Sia (R,m) un anello locale noetheriano con dim(R) > 0. Allora Z(R) C Z(m) C
N(R)[z]. In particolare si ha Z(R) C Z(m) C N(R[z]) C D(R[z]) e quindi Z(R) e Z(m) non

contengono elementi regolari.

Dimostrazione. Se (R, m) ¢ un anello locale noetheriano con dim(R) > 0 si ha che m ¢ Min(R) insieme
dei primi minimali. Siano p € Min(R) un qualsiasi primo minimale di R e f € Z(m). Applicando
allora il Lemma 1.1.10 con S = m, J = 0 e I = p si ha f = my;)(f) € Z(m/p). Si ha inoltre che
(R/p,m/p) & un dominio locale noetheriano, nel quale, essendo p # m, esiste t € m \ p e quindi tale
che ¢t = my(t) # 0. Quindi ¢ ¢ un elemento regolare in m/p, essendo non nullo nel dominio R/p. Ne
segue che depth(R/p) > 1, e quindi, per il Teorema 1.3.8, Z(m/p) = 0. Quindi f = 0, ossia f € p[z],
Vp € Min(R). Ne segue allora che

fe ) #ll=( () »ll=NB)

peMin(R) peMin(R)
come voluto. O

Lemma 1.3.10. Sia (R, m) un anello locale. Allora R ¢ finito se e solo se & artiniano e R := R/m ¢
finito.

Dimostrazione. Se R & finito ¢ ovviamente artiniano e con R finito. Per dimostrare il viceversa si
mostra, per induzione su n, che R/m™ & finito Vn. Questo basta per concludere, perché per artinianita
esiste e tale che m® = 0 e quindi R/m® = R.
Caso base, n=1. Per n =1 abbiamo R/m™ = R/m, finito per ipotesi.
Passo induttivo. Considero la successione esatta corta di R/m-moduli (e quindi R/m-spazi vetto-
riali)

0—m"/m"™ - R/m"" = R/m"™ — 0
dove le mappe sono 'inclusione e la proiezione canoniche. Si ha che m”™ ¢é finitamente generato come
R-modulo, per artinianita (e quindi noetherianitd) di R. Da questo segue che m"/m"*! ¢ finitamente
generato come R-modulo, e quindi anche come R/m-modulo. Quindi, in particolare & finito essendo
uno spazio vettoriale finitamente generato (ossia di dimensione finita) sul campo finito R/m. Inoltre
R/m™ ¢ finito per ipotesi induttiva. Segue allora che anche il termine centrale della successione R/m"+!
¢ finito. O

Possiamo ora finalmente enunciare e dimostrare la caratterizzazione cercata.

Teorema 1.3.11. Sia (R, m) un anello locale noetheriano. Allora si ha:
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CAPITOLO 1. GLI IDEALI Z(S, J): DEFINIZIONI, PRIMI RISULTATI E CARATTERIZZAZIONI

1. Z(m) contiene elementi regolari di R[x] <= R é artiniano;
2. Z(R) contiene elementi regolari di R[x] <= R ¢ finito.

Dimostrazione. 1. L’anello locale noetheriano R € artiniano <= dJe intero positivo tale che m¢ = 0.
Quindi ¢ € Z(m). Osserviamo inoltre che z¢ & regolare in R|x], infatti non & divisore di zero in
quanto, essendo monico, Vf € R\ {0} si ha deg(z¢f) = e 4+ deg(f) > 1 e quindi z¢f # 0.

Viceversa, se R non ¢ artiniano, dim(R) > 0 e quindi per il Lemma 1.3.9 Z(m) non contiene
elementi regolari.

2. Sia (R, m) un anello locale finito. In particolare si ha |R/m| = ¢ finito. Sia allora f un qualsiasi 7-
polinomio. Per il Lemma 1.2.4 si ha f € Z(R, m). Essendo R finito ¢ anche artiniano e quindi Je
intero positivo tale che m¢ = 0. Abbiamo allora che Vi € R, f(r)¢ € m® = 0. Quindi f¢ € Z(R).
Inoltre f¢ & regolare: infatti non & divisore di zero in quanto, essendo monico, Vh € R\ {0} si ha
deg(f€h) = eq + deg(h) > 1 e quindi fh # 0.

Viceversa, se R ¢ infinito si ha per il Lemma 1.3.10 che o R non & artiniano o R/m ¢ infinito. In
ogni caso Z(R) non contiene elementi regolari, nel primo caso per il Lemma 1.3.9, nel secondo
caso dato che, per il Teorema 1.3.8, Z(R) = (0). O

1.4 Trivialita di Z(R) nel caso generale

Mostriamo in questa sezione una caraterizzazione degli anelli R con Z(R) # 0 nel caso noetheriano
ma non necessariamente locale.

Enunciamo e mostriamo preliminarmente un semplice lemma che descrive il comportamento di
Z(R) rispetto alla localizzazione. Dati un anello R ed una sua parte moltiplicativa ' C R denotiamo
con i : R — T~!'R la mappa canonica tale che i(r) = 7. Denotiamo inoltre con 4’ la mappa

i’ = (—[z])(i) : R[x] — T~ 'Rlx]

indotta su R[zr] mediante il funtore —[z] : Ring — Ring. Dato un ideale I C R denotiamo con
I° = (i(I)) la sua estensione rispetto alla mappa 4, e analogamente dato un ideale J C R[x] denotiamo
con J¢ = (i'(J)) la sua estensione rispetto alla mappa i’. Allo stesso modo denotiamo invece, per
ICT 'ReJCT 'R[z], con I e J rispettivamente i ~1(I) e i'~1(J), le contrazioni dei due ideali
rispetto alle mappe 7 ed 7’.

Lemma 1.4.1. Siano R un anello, S C R un suo sottoinsieme, J C R un suo ideale e T C R una sua
parte moltiplicativa. Allora si ha, con le notazioni sopra definite, Z(S, J)¢ C Z(i(S), J¢) = Z(S, Je°)°.

Dimostrazione. Sia f = Zf:o ajz? un generico elemento di R[z]. Allora, per ogni s € R, si ha

" . . a;\ (s\7 Zf:oajsj . b ; .
YNGE) =D () (3) = =5 =i Do’ | =ilfe)

=0

Questa semplice osservazione verra usata piu volte nella dimostrazione del lemma. Mostriamo ora
I’inclusione e ’eguaglianza presenti nella tesi del lemma separatamente. Per la prima, basta osservare
che f € Z(S5,J) < Vs € S f(s) € J, per definizione. Applicando la funzione 4, otteniamo che
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i(f(s)) € i(J) C J® Vs € S. Per l'osservazione fatta preliminarmente i(f(s)) = #'(f)(i(s)), quindi
i'(f)(s") € J¢ per ogni s’ € i(S) ossia ¢'(f) € Z(i(S),J¢). Dunque i'(Z(S,J)) C Z(i(S),J), e di
conseguenza Z (S, J)¢ C Z(i(5), J¢) come voluto.

Per la seconda osserviamo che, considerato un generico polinomio

k

= 4 i € T'R[z

f ; : 2]
sempre per definizione f € Z(i(S),J¢) <= f(i(s)) € J¢ per ogni s € S. Posto allora t := [[_ t;
si ha che tf = ¥'(f’), dove f’ & un polinomio in R[z]. Inoltre, dato che i(f'(s)) = '(f")(i(s)) =
tf(i(s)) € J¢, abbiamo che f'(s) € J¢. Quindi f' € Z(S, J¢°), cioe tf € Z(S, J) e, di conseguenza,

f e 2(S,Je¢)e. Si conclude che Z(i(S), J¢) C Z(S, Je°)°.

Infine osserviamo che f € Z(S,J%¢) <= f(s) € J per ogni s € S, e quindi, applicando
i, i(f(s)) = ¥(f)(i(s)) € i(Je¢) C Je© = J¢ per ogni s € S. Quindi ¢(f) € Z(i(5),J°), e al-
lora i'(Z(S,J¢)) C Z(i(S),J¢), che implica Z(S,J)¢ C Z(i(S),J¢). Possiamo concludere che
Z3i(S),J¢) = Z(S, J°°)®, come voluto. O

Mostriamo ora che, in un certo senso, appartenere a Z(R) € una proprieta locale.

Siano R un anello noetheriano e p € Spec(R), denotiamo con i, : R — R, la mappa canonica tale
che iy(r) = §. Per f € R[z] sia f, = (—)[z](ip)(f) 'immagine di f tramite la mappa (—)[z](ip) :
R[z] — Rp[z] indotta da ip. Definiamo inoltre j := [[,cas(r)ir : B = [lpeass(r) ftp la mappa
canonica tale che j(r) = (T)peass(r)- Mostriamo ora l'iniettivita di j.

Lemma 1.4.2. La mappa j € iniettiva.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che r € Ker(j),r # 0. Sia p un primo in Ass((r)). Allora

p = 0: ar per qualche a € R\ {0}. Dato che j(r) = 0, si ha iy(r) = § = 0, cio¢ esiste t ¢ p tale che

tr = 0. Quindi tar = a(tr) = 0 e dunque ¢ € 0 : ar = p, assurdo. O
Abbiamo ora tutto il necessario per dimostrare il seguente risultato:

Lemma 1.4.3. Sia S C R un sottoinsieme di un anello R. Allora

fezZ(S) < fo € Z(ip(S)) per ogni p € Ass(R).

Dimostrazione. Ricordiamo che, per ogni anello A, ¢4 : A[z] - M(A, A) & P'omomorfismo di anelli che
associa ad ogni polinomio la funzione da esso indotta. Osserviamo innanzitutto che, per ogni r € R,
preso un polinomio generico f = Zf:o a;x* € R[x], si ha

k
J(@(f)(r) =3(f(r) = (Z am“)

_ (Zf_o airi> _ (z‘“: WZ’)
- 1 o 11
pEAss(R) =0 peAss(R)

= (fp(ip(r)))peAss(R) = (¢(fp)(ip(7")))peAss(R)-
Quindi j o ¢(f) = ((fp) ©ip)peass(r)-
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Si ha inoltre che f € Z(S) se e solo se ¢(f)(S) = 0, per definizione. Per I'iniettivita di j, dimostrata
nel Lemma 1.4.2, questo e vero se e solo se

(70 @(f))S) = (8(fp © 1p)(5))peass(r) = 0-
Questo equivale a ¢(f,,) (4, (S)) = 0 per ogni p € Ass(R), ossia a f, € Z(ip(S)) per ognip € Ass(R). [
Enunciamo e dimostriamo finalmente una caratterizzazione piu generale per anelli noetheriani.

Teorema 1.4.4. Sia un R anello noetheriano. Allora
Z(R) # (0) <= Jp € Ass(R) tale che R/p ¢ finito.

Dimostrazione. Supponiamo che Vp € Ass(R) lideale p abbia indice infinito e dimostriamo che f €
Z(R) = [ =0. Fissiamo allora p un qualunque primo di R. Sia ¢ : (R/p)x,p) = Q(R/p) — Ry /pRy
I'isomorfismo canonico tale che 7721(%) =T. Si ha allora

Y 0, (p) © Tp = TpR, © Tp-
Di conseguenza, essendo 1 e iy, () : R/p — Q(R/p) entrambe iniettive, si ha

7o, (ip (R))| = |9 (ix, () (mp (R)))| = [mp (R)| = |R/p| = o0

Abbiamo inoltre che, per il Lemma 1.4.3, f € Z(R) = f, € Z(iy(R)). Allora per il Lemma 1.3.2
applicato all’anello locale (Ry,pRy), con T = iy(R), si conclude f, = 0. A sua volta si ha, posto

P .
f= Z,‘:o a;x’,

k
fp =0 perognip € Ass(R) < Zip(ai)mi =0 per ogni p € Ass(R)
i=0
<= ip(a;)) =0Vie Vp
<~ j(a;) =0Vi
<— a; =0Vi
—= f=0,

come voluto.

Viceversa sia p € Ass(R) con indice finito. Sia allora {c1,...,cq} un insieme di rappresentanti delle
classi laterali di p. Sia ¢t € R tale che p = 0 : ¢. Allora posto p = ¢[[!_,(x — ¢;) si ha che per ogni
r € R esiste j tale che my(c;) = mp(r), ossia r —¢; € p. Quindi p(r) = t(r — ¢;) [[,,;(r — i) € tp = 0.
Abbiamo allora che p € Z(R) \ {0}. O
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Capitolo 2

Z(R): decomposizione primaria e
legame con Z(m)

Nel corso di questo capitolo approfondiremo lo studio degli ideali Z(R) e Z(m) nel caso di un anello
R locale noetheriano. Nella prima sezione, dopo aver dato una decomposizione primaria minimale di
Z(R) come intersezione di dei “traslati” Z(m+¢;) di Z(m), mostreremo alcune fondamentali proprieta
dei 7m-polinomi nel caso in cui R sia anche henseliano. In particolare mostreremo come una funzione
indotta da un w-polinomio su qualunque classe laterale di m sia surgettiva su m. Questo fatto sara piu
volte cruciale nel seguito della nostra trattazione. Nella Sezione 2.2 daremo delle caratterizzazioni degli
anelli (R, m) con Z(R) o Z(m) principali o generati da un elemento regolare. Nell’ultima sezione del
capitolo illustreremo infine un ulteriore legame, nel caso in cui R sia locale henseliano, fra Z(R) e Z(m),
dimostrando come un insieme di generatori del primo si possa ottenere semplicemente precomponendo
un insieme di generatori del secondo con un qualsiasi w-polinomio. Questo fondamentale fatto, oltre
a costituire in sé sicuramente un risultato degno di nota, sara indispensabile nel capitolo successivo,
permettendo di ridurci allo studio di Z(m), per poi recuperare immediatamente un insieme di generatori
d Z(R).

2.1 m-polinomi e decomposizione primaria

In tutta questa sezione, laddove non specificato, denotiamo con (R, m) un anello locale e R = R/m.
Dal Teorema 1.3.8 sappiamo che |R| = co = Z(R) = 0. Ci mettiamo quindi nel caso |R| = ¢
intero positivo. Lo scopo della prima parte di questa sezione & fornire una dimostrazione del seguente
teorema.

Teorema 2.1.1. Sia (R,m) un anello locale finito e c1,...,cq un insieme di rappresentanti per le
classi laterali di m. Allora {_, Z(¢; + m) & una decomposizione primaria minimale di Z(R).

Dimostrazione. Si ha, per il Lemma 1.1.9

ZR)=Z2( | e+m)= () Z(c+m).

1<i<gq 1<i<q
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Mostriamo ora che Z(¢; + m) ¢ un ideale primario per ogni . Per farlo basta mostrare che il suo
radicale ¢ massimale. Abbiamo

1¢ Z(c;+m) = 1¢ +/Z(¢c; +m)

quindi ¢ sufficiente mostrare che v/ Z(¢; + m) contiene un ideale massimale per ottenere che \/Z(¢; + m)
€ esso stesso massimale.

Sia e tale che m® = 0, la cui esistenza segue per finitezza e quindi artinianita di R. Per ognir € ¢;+m
abbiamo (r —¢;)¢ € m® =0, e quindi (z —¢;)® € Z(¢; +m). Da questo segue che z —¢; € \/Z(¢; + m).

Inoltre
m=0 = mC+V0C vV Z(c; +m).
Quindi (m,z — ¢;) € v/ Z(¢; + m). Tale ideale ¢ massimale dato che
Rlz]/(m,z —¢;) 2 R/m

che & un campo.

Quindi Z(¢; + m) & primario con primo associato (z — ¢;, m), e quella del teorema ¢ una decompo-
sizione primaria.

Dimostriamo infine la sua minimalitd, mostrando che per ogni j esiste un f € R[z] tale che f €
Ni<i<q Z(c; +m) \ Z(R). Consideriamo il polinomio

i

Per ogni k # j si ha

rec+m = f(r)=(r—cp) H (r—c¢;)®em®=0.

1<i<gq
i)
itk
Quindi f € Z(¢; +m) per ogni @ # j, ossia f € (Ni<i<q Z(c; +m). Si ha altresi che
i#]
flep)= 1] (e —e)*
1<i<q
i#]
con ¢; —¢; ¢ m per ogni i # j, essendo cq,...,¢, un insieme di rappresentanti delle classi laterali di
m. Quindi ¢; — ¢; € R* per ogni i # j e di conseguenza f(c;) € R*, in quanto prodotto di unita. In
particolare f(c;) # 0 e di conseguenza f ¢ Z(R). O

Diamo ora un’altra caratterizzazione di Z(R) come intersezione, stavolta di ideali principali. In
particolare questi ultimi sono gli (infiniti) ideali principali generati dai 7-polinomi.

Teorema 2.1.2. Sia S linsieme dei w-polinomi in Rz]. Allora Z(R) = (\;cs(f)-
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2.1. m-POLINOMI E DECOMPOSIZIONE PRIMARIA

Dimostrazione. Sia L I'insieme degli insiemi di rappresentanti delle classi laterali di m, ossia £ = {S =
{c1,...,¢¢} € R t.c. mu(S) = R}. Allora si ha, per definizione di m-polinomio, che

S={feRz]|f=(@—c) - (x—cy),{c1,...,¢cq} € L}.

Dato che e possibile estendere qualsiasi elemento r € R ad un insieme di rappresentanti delle classi
laterali di m, abbiamo che (Jg., S = R. Quindi per il Lemma 1.1.9 ed il Lemma 1.1.11 si ha

Z(R):Z<U S)

Sec
= ﬂ Z({er,...,¢q))
{c1,...seq JEL
= 1 (@—c)(@—c)
{c1,...,cq}EL
=)
fes
Si noti che abbiamo potuto applicare il Lemma 1.1.11 in quanto se {ci,. .., ¢, } € un insieme di rappre-
sentanti delle classi laterali di m allora ¢; — ¢; € R* (e quindi in particolare non sono divisori di zero)
per ogni i # j. O

Dimostriamo ora alcuni fatti sui m-polinomi.

Ricordiamo innanzitutto la definizione di anello henseliano. Dato un anello locale (R, m), un
elemento r € R ed un polinomio p(x) € R[], denotiamo my (r) con 7 e (—[z])(7m)(P(2)) = Tm[z)(p())
con p(x).

Definizione 2.1.3. Un anello (R, m) locale si dice henseliano se vale in tale anello il Lemma di
Hensel, ossia se, dati un polinomio qualsiasi f(z) € Rlx] e @ € R = R/m una radice semplice di f(x)
(cio¢ f(a) =0 e 7(6) # 0 in R), allora esiste a’ € R con f(a') =0 e d =a.

Si noti come esistano pit definizioni equivalenti comunemente usate di anello henseliano, ad
esempio:

Definizione 2.1.4. Un anello (R, m) locale si dice henseliano se per ogni polinomio monico f(x) €
R[z] tale che f(x) si fattorizza come

f(z) = gi1(z)ha(x)

in (R/m)[z], con gi(x) e hi(x) monici e coprimi, allora esistono g(x),h(x) € R[z] monici tali che
f(JC):g(I)h(I)7 e g=49i, E:hl

Nelle dimostrazioni seguenti ci servira solo poter sollevare radici, pertanto, per non appesantire la
trattazione, abbiamo dato come definizione di anello henseliano la Definizione 2.1.3.
Enunciamo e dimostriamo ora il seguente teorema:

Teorema 2.1.5. Sia (R,m) un anello locale con R,m,q come sopra. Sia p(r) € R[r] qualsiasi. Se
p(z) & un m-polinomio, allora é monico e T, (p(x)) = 27 —x € R[z]. Se R ¢ henseliano vale anche
il viceversa.
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Dimostrazione. Sia f un qualsiasi m-polinomio in R[z]. Denotiamo con f il polinomio my,(f) € Rz].
Per definizione f = []{_,(z —r1), con {ry,..., 74} un insieme di rappresentanti delle classi laterali
di R. Quindi, usando Lemma 1.1.12, si ha che f = [[{_, (¢ —7) = [[;cg(z —T) = 29—z, come voluto.
Per il viceversa, sia f(z) un polinomio monico con f(z) = 27 — x € R[z]. Si noti come questo

implica che deg(f) = deg(f) = ¢. Sia {ds,...,d,} un qualsiasi insieme di rappresentanti delle classi
laterali di m. Sia g il m-polinomio

Allora, per quanto gia visto nel corso di questa dimostrazione,
q —
Q:H(a:—di):xq—x.
i=1

Quindi
flz)=29—z= H(x —d;) € R[z]

i=1

e f(d;) = 0 per ogni i. Essendo i d; distinti si ha inoltre che, per ogni i, (z — d;)? { f(z) in R[z] e
quindi, per il criterio della derivata, f'(d;) # 0. Per henselianita si ha quindi che 3{cy,...,¢c,} tali
che, per ogni i, & = d; e f(c;) = 0. In particolare anche {ci,..., Cq} € un insieme di rappresentanti
per le classi laterali di m, e dunque ¢; —¢; € R\ m = R* per ogni ¢ # j. Definiamo il corrispettivo
m-polinomio
q
hw) =] - e

i=1

ed applichiamo il Lemma 1.1.11 ad f: se ne desume che h(x) | f(z). Essendo sia h(x) che f(z) monici
di grado ¢ si ha h(z) = f(x) e quindi f(z) & un m-polinomio. O

Mediante questo teorema ¢ ora possibile mostrare il seguente importante risultato sulla surgettivita
su m della funzione ¢(f) indotta da un 7-polinomio f nel caso di R henseliano.

Teorema 2.1.6. Siano (R,m) henseliano e f € R[zx] un w-polinomio. Allora f(c+ m) = m per ogni
¢ € R. In particolare f(R) = m.

Dimostrazione. Dato f € Rlx] un qualsiasi m-polinomio, si ha f € Z(R,m) per il Lemma 1.2.4,
ossia f(c+m) C f(R) € m. Mostriamo ora il contenimento opposto. Sia m € m qualsiasi. Allora
f—m = f =27 — 2. Quindi per il Teorema 2.1.5 f —m & un 7-polinomio. Possiamo allora scrivere
f—m=[[L,(z—¢)con{ci,...,cq} un insieme di rappresentanti delle classi laterali di m. Essendo
un insieme di rappresentanti si ha allora c¢; € ¢+ m per qualche j, e quindi che

(f=m)(cj) = fle)) —m=(c;—¢;) [] (¢ —ci) =0 = f(¢;) =m.
1<i<q
i#j
Data l’arbitrarieta di m si ha allora che f(c+ m) = m, come voluto. O
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2.2 Casi in cui Z(R) e Z(m) sono principali

Scopo di questa sezione ¢, usando i risultati mostrati nella sezione precedente, fornire ulteriori ca-
ratterizzazioni nello stile di quelle nella Sezione 1.3. Anche in questa sezione si assume, laddove non
specificato diversamente, che (R, m) sia un anello locale noetheriano con il suo ideale massimale, e che
il campo residuo R = R/m sia finito di cardinalita q.

Prima di enunciare la prima delle caratterizzazioni di questa sezione, enunciamo e dimostriamo un
lemma sui polinomi regolari su anelli artiniani che sara cruciale in seguito.

Lemma 2.2.1. Siano (R,m) un anello locale artiniano e f un elemento regolare di R[x]. Allora
esistono v € (R[z])* e f* € R[zx] monico tali che vf = f*.

Dimostrazione. Nel corso di questa dimostrazione denoteremo, per un qualsiasi polinomio p € Rlz],
con p[j] il coefficiente di grado j di p.

Si osserva innanzitutto che, posto f = Z‘LO a;xt, f regolare implica f ¢ N(R[z]) = N(R)[z] =
m[z]. Sia k = max{k t.c. ax ¢ m}. Sinoti che ay & quindi invertibile. Dimostriamo per induzione su
Jj che per ogni j esistono g; € m[z], h; € m7[z], f; € R[z] monico e b; € R* tali che

bjf = f](]- +gj) +h]

. . — d ; . RN .

Caso base, j=1. Per j =1 basta porre g1 =0, hy = ;' Y ike1 @iz" € mz] per massimalita di
1k ; . . . Z

k, f1 = qy ! > io @iz, che &€ monico per costruzione e by = ay, L

Passo induttivo. Per ipotesi induttiva possiamo scrivere
bi1f =fi-a(l+gj-1)+hj 1

con bj_1, fj—1, gj—1 € hj_1 con le proprieta sopra definite. Poniamo ora, eseguendo una divisione
euclidea,
hj_1=wfj_1+r

con w € Rlz] e r € R[z] con deg(r) < deg(f;j—1) (per convenzione deg(0) = —oo). Poniamo b; = b;_1,
fi=/fi—1+reg;=gj_1+w, escriviamo w =Y ]_ w;z’ e f;_1 = ZE:O a;x’.

Poniamo infine h; = b, f — f;(1 + g;) di modo che b; f = f;(1+ g;) + h; valga per costruzione.

Dato che f;_1 ¢ monico e deg(r) < deg(f;—1), anche f; ¢ monico. Rimane da verificare che g; € m[x]
e hj em’ [17]

Osserviamo che essendo deg(r) < deg(f;—1) :=1¢, si hache Vk>1

(fj—1w)[k] = (hj—1 =) k] = b1 [k] € m/ 7.

Mostriamo ora per induzione forte su I che per ogni I < s si ha ws_; € m/~ L.
Caso base, 1=0. Per [ = 0 basta osservare che

(fi—1w)[t + 5] = ws] = w;

essendo f;_1 monico di grado ¢. Quindi ws € m/~! come voluto.
Passo induttivo. Siha (ricordando a; =1 in quanto f;_; & monico) che

t t—1
(fimrw)t+s—1] = Z AWips—1—; = (Z Wiy s—1—i) + Ws—q.
=0 1=0
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Si ha inoltre (fj_1w)[t+s—1] € m/™! e w1 = ws_(4i—¢) € M ! per ogni i <t —1 per ipotesi
induttiva. Allora anche wy_; € m?~!, come voluto.
Dunque w € m/~![z] e quindi anche

r= h]'_l — ’LUfj_l S mj_l[x].
Si ha inoltre che ‘
9j = gj—1 +w € mz] +m/ " [z] C m[a].

Infine

hj =b;f = f;(1+g;)

=bjf—(fi-1+7r)(1+gj-1+w)

=b;if — fi-1(1+gj—1) — fi-w—r(1+gj-1 +w)

= bjf — bjflf + hj,1 — hj,1 +r—r—rgj—1—rw

=rgj—1 —rw € m/ " zlm[zr] = m[z]
e questo conclude la dimostrazione dell’esistenza di b;, f;, g; € h; che hanno le proprieta sopra definite.

Sia ora e tale che m¢ = 0, che esiste per lartinianita di R. Allora, posto j = e, si ha h, € m¢[z] =0
e quindi
bef = (1 +ge)fe

con f, monico, b, € R* e g. € m[z] = N(R][z]). Sia quindi N tale che gI¥ = 0. Allora

=

At g3 (“1)igh) = 1+ (DN 1gN = 1

K2

I
o

e quindi 1 + g. € (R[z])*. Si ha allora

be(1+ ge)ilf = fe.

Si conclude ponendo
v = be(1 + ge)_l

che ¢ un’unita in quanto prodotto di unita. O

Mostriamo inoltre due semplice lemmi generali: uno sugli ideali di un anello contenti elementi
regolari, l'altro sul grado del generatore monico di un ideale principale in un anello di polinomi.

Lemma 2.2.2. Siano R un anello e I = (g) lideale principale generato da g € R. Se esiste un
elemento regolare h € I allora g é regolare.

Dimostrazione. Si ha che h = wg per qualche w € R. Supponendo per assurdo g € D(R) e quindi
gt = 0 per qualche ¢t € R\ {0}, avremmo quindi che ht = w(gt) = 0 e di conseguenza h € D(R),
contrariamente a quanto supposto per ipotesi. Quindi g & regolare. O

Procediamo quindi ora ad enunciare e dimostrare la caratterizzazione cercata.

Teorema 2.2.3. Siano (R,m) un anello locale finito ed f € R[z] un qualsiasi w-polinomio. Allora
sono equivalenti:
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1. R ¢ un campo;
Z(R) ¢ principale;
. Z(R) = (f(2));
(
(

. Z(m) ¢é principale;

v A Lo o

- Z(m) = (x).

Dimostrazione. Osserviamo innanzitutto che R finito implica R finito, e quindi ha senso parlare di
m-polinomi in R[x].

Inoltre, per il Lemma 1.3.7, R finito (in particolare, artiniano) implica depth(R) = 0 e quindi esiste
t € R\ {0} tale che tm = 0, per il Lemma 1.3.6.

L’affermazione 1 implica la 2 in quanto se R ¢ un campo R[z] & un PID, e in particolare tutti i suoi
ideali sono principali.

Mostriamo ora che la 2 implica la 3.

Per il Teorema 1.3.11, Z(R) contiene elementi regolari. Quindi se Z(R) = (g) per qualche g € R,
g deve essere regolare per il Lemma 2.2.2.

Per il Lemma 2.2.1 esiste v € (R[z])* tale che g1 := vg & monico. Ovviamente (g) = (g1).

Inoltre per il Lemma 1.2.4, f € Z(R,m) e quindi per ogni r € R si ha tf(r) € tm = 0. Quindi
0#tf e Z(R)=(g1), e allora, dato che f & monico, si conclude deg(tf) = deg(f) = ¢ > deg(g1)-

Per il Teorema 2.1.2 si ha inoltre, denotando con S U'insieme dei m-polinomi in R[z],

() =Z2(R) = [ < ()

pES

Quindi f | g1 in R[z], e g1 € monico, come f, e di grado deg(g1) < ¢ = deg(f).

Segue che f = g1, e quindi Z(R) = (f) come voluto.

Mostriamo che a sua volta la 3 implica la 4.

Infatti, se Z(R) = (f) si ha per il Teorema 2.1.6 che m = f(R) = 0, essendo f sia m-polinomio
che elemento di Z(R). Si noti che abbiamo potuto applicare il teorema in quanto R finito & anche
completo, quindi henseliano. Dato che m = 0 si ha quindi Z(m) = Z({0}) = (z), per la dimostrazione
del Lemma 1.1.11 nel caso n = 1. In particolare Z(m) ¢ principale, come voluto.

Mostriamo ora che la 4 implica la 5.

Per la 4, Z(m) = (g) per qualche polinomio g € R]x].

Sia e intero tale che m¢ = 0, che esiste per artinianita. Si ha allora che per ogni m € m, m® = 0,
quindi z¢ € Z(m). Come gia visto z¢ € Z(m) & regolare, e quindi, per il Lemma 2.2.2, g & regolare.

Per il Lemma 2.2.1, esiste v unita in (R[z])* tale che g1 := vg & monico, e ovviamente (g) = (g1).

Inoltre si ha per ogni m € m, tm € tm = 0 e quindi tx € Z(m) = (¢g1). Dunque deg(tz) =1 >
deg(g1). Quindi g; € monico di grado < 1, e non ¢ 1 in quanto altrimenti si avrebbe Z(m) = (1) =
1(0) = 1 = 0, assurdo. Dunque g¢; & della forma z + 2o per qualche xy € R. Per concludere osserviamo
che, essendo 0 € m e g3 € Z(m), si ha g1(0) =29 =0, e quindi g; = z, e Z(m) = (), come voluto.

Concludiamo mostrando che la 5 implica 1.

Infatti se Z(m) = (x), per ogni m € m vale che (m) = m = 0. Segue che m = 0 e R & un
campo. O

Concludiamo la sezione con un’ulteriore caratterizzazione, stavolta degli anelli con Z(R) e Z(m)
principali e generati da un elemento regolare.
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Teorema 2.2.4. Sia (R, m) un anello locale noetheriano. Allora:
1. Z(m) é generato da un elemento regolare di R[x] <= R é un campo;
2. Z(R) ¢ generato da un elemento regolare di R[x] <= R é un campo finito.

Dimostrazione. Dimostriamo la prima affermazione.

Se R & campo, Z(m) = Z({0}) = (x) per il Lemma 1.1.11. Ovviamente z & regolare e quindi basta
ora mostrare 'implicazione opposta.

Se Z(m) & generato da un elemento regolare g, per il Teorema 1.3.11, R & artiniano. Allora, per
il Lemma 1.3.7, depth(R) = 0. Quindi per il Lemma 1.3.6 esiste ¢t € R\ {0} tale che tm = 0, e
dunque tz € Z(m). Esiste inoltre per il Lemma 2.2.1 v in (R[z])* tale che g; := vg & monico, e
(9) = (1) = Z(m). Allora deg(g1) < deg(tz) = 1. Quindi g; e nella forma x + 2y per qualche
zg € R, e analogamente a quanto gia mostrato nella dimostrazione del Teorema 2.2.3 se ne deduce
che (g1) = Z(m) = (z), dato che si deve avere g1(0) = zo = 0. Quindi, per il Teorema 2.2.3, R ¢ un
campo, come voluto.

Mostriamo ora la seconda affermazione.

Se R ¢ campo un finito, allora per il Teorema 2.2.3, Z(R) = (f) per f un qualsiasi 7-polinomio in
R[z]. Inoltre f & monico e dunque anche regolare. Quindi Z(R) & generato da un elemento regolare.

Viceversa se Z(R) & generato da un elemento regolare f € R[x], per il Teorema 1.3.11, R & finito,
oltre che locale. Dato che Z(R) ¢ principale, applicando il Teorema 2.2.3 abbiamo che R ¢ un campo.
Dunque R & un campo finito, come voluto. O

2.3 Da Z(m) a Z(R)

Anche in questa sezione, laddove non specificato diversamente, (R, m) & un anello locale con campo
residuo R di cardinalita finita gq.

Dato un qualsiasi m-polinomio f € R[z] ed un qualsiasi ¢ € Z(m), si ha che per ogni r € R,
g(f(r)) € g(m) = 0, dal momento che, per il Lemma 1.2.4, f € Z(R,m). Quindi go f € Z(R).

Lo scopo di questa sezione € arrivare a dimostrare il seguente teorema che in qualche modo fornisce
un viceversa di questa facile osservazione: si mostra infatti come, sotto un’opportuna ipotesi di hense-
lianita, esista un insieme di generatori di Z(R) dato dalla composizione di un insieme di generatori di
Z(R,m) con un w-polinomio f(z) € Z(R,m).

Teorema 2.3.1. Siano (R,m) un anello locale henseliano con |R/m| = q e f(x)

€ R[z] un qualsiasi
m-polinomio. Allora se Z(m) = (Fy(x),...,F,(z)), si ha che Z(R) = (F1(f(x)),...,F,

n(f(2)))-

Si mostra prima un risultato pit tecnico ma dal quale il Teorema 2.3.1 seguira facilmente.

Teorema 2.3.2. Siano (R, m) un anello locale henseliano con |R/m| = q, f(z) € R[x] un qualsiasi -
polinomio e g(x) € Z(R). Allora esistono ro(x),...,rq—1(x) tali cher;(x) € Z(m) per ognil <i < g—1
e

o(x) = 3 w'ri( f(a)).
=0

Dimostrazione. Identificando g(x) e f(z) con le loro immagini tramite 'immersione canonica R[z] —
Rz, y], consideriamo il polinomio in due variabili h(x,y) = f(z) —y € R[x,y]. Applicando I'algoritmo
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di divisione euclidea su Rz, y] = R[y][z], scriviamo

9(z) = w(z,y)h(z,y) +r(z,y)

deg, (r(z,y)) < deg,(h(z,y)) = deg,(f(z)) = ¢.
Sia allora
q—1
r(z,y) = Y ri(y)a’ € R[z,y] = Rly][x]
i=0

con r1(y),...,rq—1(y) € R[y]. Applicando I'omomorfismo di valutazione vz (,) : R[z,y] — R[z] definito
da ¥y p(x,y) = p(z, f(2)), otteniamo

9(x) = w(z, f(x)h(z, f(z)) +r(z, f(2)) = r(z, f(2))

I
3
—~
~
—
-
Hs

Concludiamo ora mostrando che, per ogni i, r;(z) € Z(m).

Posto {c1, ..., cq} un insieme di rappresentanti delle classi laterali di m, per il Lemma 2.1.6 abbiamo
che f(c; + m) = m. Quindi, fissato m € m qualunque, per ogni j troviamo d; € c¢; + m tale che
fd;) =m.

Per ogni j, valutando g(z) € Z(R) in d; otteniamo allora

qg—1

0=g(d;) = > ri(m)d}

i=0

ossia, posto

si ha pp,(z) € Z({d1,...,dg})-

Abbiamo che {d1,...,dy} &, per costruzione, un insieme di rappresentanti delle classi laterali di
m, ossia |mm({d1,...,dq})| = g, e che deg(pm(x)) < ¢—1 < ¢. Si conclude per il Lemma 1.3.1 che
pm(z) = 0, ovvero che r;(m) = 0 per ogni .

Data l’arbitrarieta di m si ha allora che r;(z) € Z(m) per ogni ¢, come voluto. O

Procediamo ora alla dimostrazione del Teorema 2.3.1.

Dimostrazione. Sia g € Z(R). Allora per il Teorema 1.3.10 si ha g = g;(} ri(f(x))x® per dei polinomi

ro(x),...,rq—1(x) € Z(m) = (F1(z),..., F,(x)). Poniamo, per ogni j

rie) = Yo (@) Filx)
k=1
con a,(f)(x) € R[x] per ogni j e k.
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Abbiamo allora

Quindi Z(R) € (F1(f(2)),..., Fu(f(2))).
L’inclusione opposta & banale in quanto per ogni i e per ogni r € R, per il Lemma 1.2.4, F;(f(r)) €
F;(m) =0, dato che F;(x) € Z(m). Quindi, per ogni ¢, F;(f(z)) € Z(R), e questo conclude. O
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Capitolo 3

Il caso locale finito con ideale
massimale principale

Nel corso di quest’ultimo capitolo ci concentreremo sul caso in cui R sia, oltre che locale, finito e
con ideale massimale m = (m) principale, con lo scopo di arrivare a dare una descrizione esplicita
di Z(m) in termini di generatori. A tale scopo, introdurremo nella prima sezione il concetto di g¢-
espansione di un numero naturale n, grazie al quale sara poi possibile definire le funzioni D ed E di
cui dimostreremo alcune proprieta fondamentali. A loro volta quest’ultime saranno poi usate nella
definizione dei polinomi L,, che forniscono insiemi di generatori per due famiglie di ideali A, e By,
nel contesto di un generico anello locale avente ideale massimale principale e di indice finito. La
dimostrazione dell’uguaglianza A,, = B, sara il risultato finale della Sezione 3.2. Nel corso della
Sezione 3.3 mostreremo invece come, nel caso in cui R sia un DV R henseliano, A,, e B,, coincidano
non solo fra di loro ma anche con I'ideale Z(m, m") dei polinomi che mandano 'ideale massimale nella
sua n-esima potenza. La Sezione 3.4 combinera il risultato su Z(m, m" 1) con il Teorema di Struttura
di Cohen ed un suo raffinamento che ci permettera di scrivere un qualsiasi anello locale finito avente
ideale massimale principale come quoziente di un DVR completo. Concluderemo cosi che in tal caso
Z(m) = A,, = B,,. Trovato cio le descrizioni di Z(R), sia in termini di generatori che di componenti
primarie, saranno semplici corollari di quanto appena mostrato unito ai risultati del Capitolo 2.

3.1 ¢-espansioni e funzioni aritmetiche collegate

Definiamo in questa sezione il concetto di g-espansione di un numero naturale n ed alcune funzioni
aritmetiche collegate, che saranno fondamentali nella costruzione di un insieme di generatori per Z(m).

izi ; : - R L SR o Y B .
Deﬁn1z19ne 3.1.1. Dato un intero q > 2, sia, per ogni i > 0, Q; = = = Zj:() ¢’. Definiamo
l’espressione

t
n= Z i Qs
im1

cont>1,0< pu; < qperogniiep; =0 se pu; =q per qualche j > i una g-espansione di n.
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Esempio 3.1.2. Perq=3 si ha Q1 =1, Q2 =4, Q3 = 13. Si ha quindi che ad esempio 3Q2 + 2Q3
e una 3-espansione di 38.

Esempio 3.1.3. Per qualunque q (essendo ¢ = |R/m| > 2), 0 ha g-espansione 0 = 0Q1, 1 ha g-
espansione 1 = 1Q1 e 2 ha g-espansione 2Q1. Per q > 2, 3 ha q-espansione 3 = 3Q1, mentre per ¢ = 2
ha espansione 3 = Q5.

Diciamo che due g-espansioni n = Zle wiQ; = Zil Qi con k < k' coincidono se e solo se
pi = p per 0 <14 < ke pu,=0perognii> k. Tale relazione di coincidenza & ovviamente una relazione
di equivalenza.

Osserviamo preliminarmente che

i—1 i
1Qi=q> @ =Y ¢ =Qi—1
=0 =1

Dimostriamo ora un lemma che sara cruciale nella dimostrazione dell’'unicita delle g-espansioni.
Lemma 3.1.4. Sia n un intero con q-espansione ZE:O 1iQi. Alloran < Quy1.
Dimostrazione. Definiamo per 0 < j <t

S;={aQ; + > miQi|0< i <g—1 per ognii}.
t>i>]
Si osserva facilmente che per ogni n; € S;
n; <qQi+ Y (a—1Qi €S,
t>i>j

e che perogni0 <5<t

max(S;) = q@; + Z (¢—1)Q; =qQ; + Z (¢ —1)

t>i>j t>i>]

t J
=qQi—(t—N+Y =Y ¢ =Qi1—1—(t—j)+Qu1—Qjn1
i=0 i=0
=Qt1— (t—J+1) < Q1.
Posto allora Q; l'insieme delle g-espansioni con coefficienti nulli per Qs per ogni s > t, si ha

t
Qt:{ZViQi Oswi<q }

— v; = 0 se v; = q per qualche j > ¢
i

t t 0<vy; <gq
= U ZuiQi v; = 0 se v; = ¢ per qualche j > i,
k=0 | i=1 VL =q
t
= Qe+ Y miQi [0<pi<g—1
k=0 t>i>k
t
= Sk
k=0
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dove per convenzione si ¢ posto vy = q se v; # ¢ per ogni i > 1.

Quindi
max(Q;) = max ({max(S;) | 0 < k < t})
=max ({Qu1 — (t—k+1)|0<k<t})
=Qt+1 — 1 < Qi1
che ¢ esattamente quanto cercato. O

Lemma 3.1.5. Ogni numero naturale n ammette una ed una sola g-espansione.

Dimostrazione. Dimostro esistenza e I'unicita separatamente.

Esistenza. Dimostriamo per induzione su k che ogni n < Q41 ammette una g-espansione dove
compaiono coefficienti p; non nulli solo per ¢ < k. Essendo limy_, o, @1 = oo questo conclude.

Denotiamo con Hy = {rQ | 0 <r < g}.

Caso base, k=1. Siha Qs =1+4+¢ge Q1 = 1. Allora per n < @2, ossia n < g, si ha che n = n@;
€ una g-espansione, come voluto.

Passo induttivo Sian < Qg4+1. Sian’ = max(H;N{i|i < n}) il massimo elemento di H minore
o uguale di n.

Sia analogamente n” = min(H, N {i | ¢ > n}) il minimo elemento di H; maggiore o uguale di n.
In particolare si ha che tale n” esiste se e solo se n < qQr = Qri1 — 1 ossia se e solo se n < Qgr1, che
& vero per ipotesi.

Se n = tQy, per qualche t < ¢ abbiamo concluso, dato che n = tQ} € una g-espansione valida.

Altrimenti si ha

n =tQr <n<(t+1)Qr=n"

per qualche t < q¢ — 1.
Quindin =tQr+rcon0 <r=n—n' <n'’—n’ = Q. Allora, per ipotesi induttiva r = Zf;ll v;Q;
con 0 <v; < ¢ per ogni i e v; =0 se v; = g per qualche j > i.
Abbiamo quindi che
k
n=> Qi
i=1

con pu; = v; peri < ke up =t. Essendo t < ¢ — 1 si ha che anche i y; soddisfano la proprieta che
rende quella trovata una g-espansione.

Unicita

Supponiamo che Zle wiQ; =mn = 2221 v;Q; siano due g-espansioni di un intero n e mostriamo
che sono coincidenti.

Possiamo assumere senza perdita di generalita k& >t e 14 # 0. Se per assurdo k >t e pu; > 0 per
qualche j > t, si avrebbe n > Q; > Q¢41. Ma per il Lemma, 3.1.4, essendo Z§=1 v;(Q; una g-espansione
di n, si avrebbe anche n < Q;41. Abbiamo quindi I’assurdo cercato e se ne conclude che p; = 0 per
ogni ¢ > t. Possiamo quindi, a meno di sostituire la prima g-espansione con una coincidente, assumere
k=t.

Concludiamo mostrando, per induzione su ¢, che se si ha ’eguaglianza fra due g-espansioni

¢ ¢
> Qi => viQi
i=1 i=1
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queste coincidono, ossia p; = v; per ogni 4.
Caso base, t=1. Basta osservare che in tal caso u1Q1 = u1 = v1 = 11Q;.

Passo induttivo. Se p; = 14 si ha allora

t—1 t—1
ZMQi = Z viQi
i=1 i=1

che implica, per ipotesi induttiva, essendo le due ancora g-espansioni, p; = v; per ogni i. Si conclude
quindi in tal caso che anche le due g-espansioni originali coincidono, come voluto.

Per concludere ¢ sufficiente quindi dimostrare che p; = 14: dimostriamolo per assurdo, supponendo
invece py # vy.

Sia j l'intero tale che p; = ¢ se tale intero esiste (in tal caso ¢ necessariamente unico per definizione
di g-espansione), j = 0 altrimenti. Analogamente sia j' l'intero tale che v; = ¢ se tale intero esiste,
j' = 0 altrimenti. Possiamo assumere senza perdita di generalita j > 7.

Con queste notazioni abbiamo quindi che

t t
Z Qi | +qQ; = ZHiQi = ZWQ:’ = Z v;Qi | +qQjr.

t>i>j i=1 i=1 t>i>5"

Se avessimo j =t (quindi n = g@Q; nell’espansione a sinistra) e j' < ¢, si avrebbe allora

Qt < (q—1)Qs
=qQp+ > viQi

t—1>i>4"

<qQp+ >, (¢-1)Q

t—1>i>j

—‘(23+J -1+ j{: q _'1

t—1>i>j5’
=Qjy1 —14+(Qt—Qjy1) —(t—1—74")
=Qi—(t—Jj)<Q

che ¢ assurdo.
Quindi se j =t si ha anche j' =t e le due g-espansioni coincidono essendo entrambe ¢Q);.
Rimane quindi solo da esaminare il caso t > j > j'.

In tal caso, se p; > v, si avrebbe che
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Q: < (,ut - Vt)Qt
=qQj —qQ; + Z (Vi — i) Qs + Z v;Q;

t-13i>j i
<@ —)—(Q—D+ > (4—1)Q
t—1>i>j’
=Qj1— Qi+ Y, (-1
t—1>i> 4/

=Qj1— Qi1+ (Qt —Qjrp1) —(t—1—4")
=Qi—Qj1—(t—1-j")
< Qy

che & assurdo.
Il caso p < vy & del tutto analogo, partendo dalla diseguaglianza Q: > (vy — pt)Q:.
Si ha allora necessariamente che u; = v, e questo conclude. O

Possiamo finalmente definire il concetto di numero g-libero, assieme ad altre funzioni aritmetiche
legate alle g-espansioni che saranno cruciali nel corso della trattazione.

Definizione 3.1.6. Per ogni i > 1 definiamo p; : N — N la funzione che associa ad ogni intero n il
coefficiente di Q; nella q-espansione di n. Poniamo p;(n) = 0 se nella g-espansione il termine Q; non
compare.

Osserviamo che, per definizione, n = Zfil 1i(n)@;. Sinoti come questa sommatoria ha senso in
quanto u;(n) # 0 solo per un numero finito di 4.

Definizione 3.1.7. Definiamo la funzione ¢ : N — N come seque:
i se esiste i > 0 tale che p;(n) = g,
t(n) = .
0 se ui(n) # q per ogni i.

Definizione 3.1.8. Un intero n si dice g-libero se t(n) = 0. Denotiamo con Fy ={n € N |i(n) =0}
l'insieme degli interi q-liberi.

Definizione 3.1.9. Definiamo D = > °, ¢" 'p; : N — N.

Si noti come la precedente definizione ha senso in quanto p;(n) # 0 per un numero finito di valori
i e per definizione, se n € N ha g-espansione 2221 1i(n)Qs,

D) =3 ¢ iln) = 3 (n)g .
=1 i=1

Esempio 3.1.10. Considerando quanto visto nell’Esempio 3.1.3, si ha che D(0) =0, D(1) = 1¢° =1
e D(2) = 2¢° = 2. In generale, D(i) = iq" =i per ogni i < q, e D(q+1) = 1¢* = q.

Enunciamo e dimostriamo ora alcuni lemmi elementari su D e ;.

32



CAPITOLO 3. IL CASO LOCALE FINITO CON IDEALE MASSIMALE PRINCIPALE

Lemma 3.1.11. Per ogni interon € N si ha Yo pti41(n)Q; = n — D(n).

Dimostrazione. Si osserva innanzitutto che Pespressione >~ pi+1(n)Q; ha senso in quanto j;4+1(n) #
0 solo per un numero finito di i.
Si ha allora

Z pit1(n)Qi = Z i (n)Qi—1
= Z wi(n)(Qi — ¢ 1)
=2
= Z wi(n)(Q; — g™ t)

= (Z m(n)@) — (Z m(n)qH)
=n— D(n),

dove abbiamo usato che Q1 —¢' ™' =1 —1=0 e che
i—1 i—2
Qi=> =) ¢+¢ ' =Qi_1+q"
j=0 j=0

per ogni 7 > 2. U
Lemma 3.1.12. Per ognin € N ed ogni ¢ > 1 si ha che

0 se i < i(n),
win+1) =< ui(n)+1sei=1ln)+1,
wi(n) sei>uin)+1.

Dimostrazione. Se n € g-libero, sia Zfll wi(n)Q; la sua g-espansione, con u;(n) < ¢ per ogni i. Si ha
quindi che n +1 = ZE”:'I pi(n 4+ 1)Q;, dove abbiamo posto

, im)+1 sei=1,
piln+1) = { Zlgng altrimenti.
Quest’ultima & una g-espansione, essendo u;(n) < ¢ per ogni ¢ e quindi p1(n+1) < ¢q, ui(n+1) < g
per ogni ¢ > 1, e quindi p;(n 4+ 1) = pi(n + 1).
Altrimenti sia j = ¢(n) > 0. Si ha allora che n ha g-espansione ¢Q; —l—Z;’in 1i(n)Q; con p;(n) < g
per ogni i.
Quindi

n+1=14qQ;+ > mn+1)Qi=Qm+ Y mn+1)Qi=> uin+1)Qs,

1t=j+1 i=j+1 i=1
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dove abbiamo posto

0 se i < 7,
pi(n+1) = q pi(n) +1sei=j+1,
wi(n)  altrimenti

che & una g-espansione di n + 1 dato che y(n+1) = p;(n) +1 < g, pi(n+1) = 0 per ogni i < j+1
e pi(n+1)=u;(n) < qgperognii>j+1,equindi p;(n+1) = pi(n+1).
In ambo i casi ¢ quindi verificata la tesi del lemma. O

Corollario 3.1.13. Per ognin € N si ha che «(n+ 1) € {0,¢(n) + 1}.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.12 abbiamo che, per ogni ¢ < «(n) + 1, pu;(n +1) = 0. Inoltre
pi(n) = pi(n +1) < g per ogni i > u(n) + 1. Inoltre p,my11(n + 1) = pmy+1(n) + 1. Quindi
t(n+1) =1t(n)+1,se p,my41(n) = ¢—1, ed & 0 altrimenti. O
Lemma 3.1.14. Per ogni intero n il numero n+ 1 — ¢ ¢ g-libero.

Dimostrazione. Per brevita sia j = ¢(n).
Cominciamo con 'osservare che, per il Lemma 3.1.12,

ntl—¢ =Qj— Qi+ Y mn+1)Qi=Q; — Qi1+ Qi+ >, pi(n)Qi=>_ vQ;
=1 i=7+1 1=0
con

0 set<j
vi=41 sei =7
wi(n) se i > j.

In particolare v; < ¢ per ogni , e quindi Y .-, 7;Q; & una g-espansione di n+1 — ¢’ e quest’ultimo
¢ g-libero, come voluto. O

Lemma 3.1.15. Per ognin € N si ha

D(n)+1 sen é qg-libero,
D(n) altrimenti.

D(n—i—l)-{

In particolare, D ¢ debolmente crescente.

Dimostrazione. Se n € g-libero si ha, applicando il Lemma 3.1.12
D(n+1)= Zﬂz(n + 1)t =1+ Z,ui(n)qi_l =14+ D(n).
i=1 i=1
Se invece t(n) = j > 0 si ha, applicando sempre il Lemma 3.1.12, che

D(n+1) = Zuz(n + 1)t =¢ + Z pi(n)gt =t
i=1 i=j+1

= ¢ + (Z ui(n>qi_1> —nj(n)g’ ' = ¢’ —q¢’~" + D(n) = D(n)
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come voluto. 0

Lemma 3.1.16. La funzione D|r, : S, — N, la restrizione di D ad F,, linsieme degli interi q-liberi,
e bigettiva e strettamente crescente.

Dimostrazione. Dal Lemma 3.1.15 segue che per s,z € F, con z > s si ha D(s) < D(s+ 1) < D(z).
Quindi D|r, ¢ strettamente crescente, ed in particolare ¢ iniettiva. Dimostriamo ora che ora che D[z, ¢

o . . d ; . . d+1
suriettiva. Sian € N qualunque e sia ) ;_, a;¢" la sua espansione in base ¢. Allora s := iil a;—1Q; €

Fy, dato che a; < ¢ per ogni 4 e quindi Zf;rll a;—1Q); € una g-espansione per s e ¢(s) = 0. Si ha dunque
che

d+1 d
D(s) = Zai,lq’_l = Zaiq’ =n.
i=1 i=0
Per I'arbitrarieta di n si conclude quidi che D|z, ¢ suriettiva, come voluto. O

Possiamo ora definire la funzione E.
Definizione 3.1.17. Denotiamo con E la funzione D|}: :N = S, Uinversa di D|F,.
Si ha quindi, dato che per definizione E(n) € S per ogni n € N,
D(E(n)) = Dl,(E(n)) = (D|, o E)(n) = n

e che I ¢ strettamente crescente essendo inversa di D|z, che ¢ strettamente crescente per il Lemma
3.1.15.

. .. . . t ;
Si osserva che, sempre per definizione, se n ha espansione in base ¢ data dan =73, a;q’, allora

t+1

E(n) = Zailei.
i=1

Si ha infatti fii a;—1Q; € Fy in quanto a; < g per ogni ¢ e

t+1 t+1 t
D(Z ai—1Q;) = Zaiflqz_l = Zaiq’ =n.
i=1 i=1 i=0

Esempio 3.1.18. Per qualunque q¢ > 2 usando quest’ultima osservazione deduciamo che E(0) =
E(0¢°) = 0Q; =0, E(1) = E(1¢°) = 1Q1 = 1 ed E(2) = E(2¢°) = 2Q1 = 2. Per ¢ = 2 abbiamo
invece E(2) = E(0¢° + 1¢%) = 0Q1 + 1Q2 = 1+ ¢ = 3.

Sempre attraverso 1'osservazione appena fatta sono di immediata dimostrazione due lemmi: il primo
fornisce una proprieta ricorsiva di E, 'altro una caratterizzazione della quantita p1(E(n)).

Lemma 3.1.19. Per ogni intero n > 0 si ha che E(n) =n + E(L%J)
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Dimostrazione. Sia ), a;q" un’espansione in base ¢ di n, dove, a meno di aggiungere un termine
0q', possiamo assumere ¢t > 1. Allora

t t
s () B[ 5o
q i=0 q =1
t t—1
= Z aiqi +F <Z aiﬂqi)
=0 i=0
t ) t
= Z aiq" + Z aiQi
1=0 z:1t+1

t
=Y aiQit1 =) a; 1Q; = E(n). N
=0 i=1

|

Lemma 3.1.20. Per ogni intero n > 0 si ha che p1(E(n)) =n —q|

23

Dimostrazione. Sia ), a;q' un’espansione in base ¢ di n, dove, a meno di aggiungere un termine
0g"', possiamo assumere ¢ > 1. Allora basta osservare che

t+1

t t
pi(E(n)) = m (Z ai—lQi) =ao = Zaiqi - Zaiqi
i=1 i=0 i=1
t a 1 t
= nquaiqkl =n-—gq \‘qo + aniqu
i=1 =1

nqm. =

Dimostriamo ora un lemma che caratterizza E(D(n)).

Lemma 3.1.21. Per ogni intero n > 0, E(D(n)) = inf{k > n t.c. k € F,}, ossia E(D(n)) ¢é il pit
piccolo intero g-libero maggiore o uguale ad n. In particolare E(D(n)) > n ed E(D(n)) = n se e solo
se n ¢ q-libero.

Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.16, esiste un unico s € F, tale che D(s) = D(n). Per la monotonia
debole di D (Lemma 3.1.15) questo implica s > n. Sempre per il Lemma 3.1.15 ed il Lemma 3.1.16, per
qualsiasi z € F che sia diverso da s e maggiore o uguale a n si ha D(z) > D(n) = D(s). Dall’iniettivita
di D|r, si ottiene D(z) > D(s) e quindi z > s.

Quindi s = inf{k > n t.c. k € F;}. Mostriamo per concludere che s = E(D(n)).

Per farlo basta osservare che D(E(D(n))) = (Do E)(D(n)) = D(n) e E(D(n)) € Im(E) = F;. Per
I’unicita di s questo conclude. O

Diamo ora una simile caratterizzazione per E(D(n) — 1).

Lemma 3.1.22. Per ogni intero n > 0, E(D(n) — 1) =sup{k <n t.c. k € F,}, ossia E(D(n) —1) é
il pit grande intero g-libero minore di n. In particolare E(D(n) — 1) < n.
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Dimostrazione. Per il Lemma 3.1.16, esiste un unico s € Fy tale che D(s) = D(n) —1 < D(n). Per la
monotonia debole di D (Lemma 3.1.15) questo implica s < n. Sempre per il Lemma 3.1.15 ed il Lemma
3.1.16, per qualsiasi z € F che sia strettamente minore di n, si ha D(z) < D(z)+1 = D(z+1) < D(n).
Quindi D(z) < D(n) — 1 = D(s), e per la monotonia di D|#, questo implica che z < s.

Quindi s = sup{k < n t.c. k€ F,}.

Mostriamo per concludere che s = E(D(n) — 1). Per farlo basta osservare che D(E(D(n) — 1)) =
(Do E)(D(n)—1)=D(n)—1e E(D(n) —1) € Im(E) = F,. Per l'unicita di s questo conclude. [

Mostriamo infine una semplice diseguaglianza che coinvolge le funzioni D ed E e che tornera utile
in seguito nella trattazione.

Lemma 3.1.23. Per ogni coppia di interin ed i tali chen >1e0<4i< D(n)—1, si ha E(i) —i <
n— D(n).

Dimostrazione. Poniamo j = n—1i e dimostriamo, per induzione su j, che E(n—j)—(n—j) < n—D(n)
pern—D(n)+1<j<n.
Caso base, j=n— D(n)+ 1. Dobbiamo mostrare che

E(D(n) —1) = D(n) +1<n— D(n),

ovvero che E(D(n) — 1) + 1 < n. Questo segue immediatamente dal Lemma 3.1.22.
Passo induttivo. Sian > j > n—D(n)+ 1, e quindi 0 < n —j < D(n) — 1. Essendo
E strettamente crescente si ha allora che E(n — j) < E(n — (j — 1)) — 1. Per ipotesi induttiva
E(n—(j—1))—(n—(j—1)) < D(n)—n, e dunque E(n—j) < D(n)—n+(n—(j—1))—1 = D(n)—n+(n—j).
Abbiamo quindi trovato che E(n — j) — (n — j) < D(n) — n, come voluto. O

3.2 I polinomi L,(x) e m,(x), gli ideali B, e A,

In questa sezione e quelle successive assumiamo che (R, m), laddove non specificato diversamente, sia
un anello noetheriano locale con campo residuo R/m = R finito di cardinalitd ¢, e m = (m) ideale
principale.

Cominciamo col definire alcune famiglie di polinomi ed ideali che saranno fondamentali nella trat-
tazione. Scopo di questa sezione sara, oltre a dare queste definizioni, dimostrare alcune elementari
proprieta su questi ultimi.

Definizione 3.2.1. Per ogni intero n > 0 definiamo m,(z) = 29 — m4" ~'z € R[z].

1

Esempio 3.2.2. Abbiamo mo(z) = 29 —m4 1z = 29—z, my(z) = 29— mi 'z, mo(z) = 27 —m? "'z

Mostriamo subito un primo lemma che collega i polinomi m, agli ideali oggetto della nostra
trattazione.

Lemma 3.2.3. Per ogni intero n > 0, m,(z) € Z(m%» m@n+1),
Dimostrazione. Dal momento che m@» = (m®n), basta osservare che, per ogni r € R,
,ﬂ-n(ern) — p4maQn — pd" "I @n = p4y)@ri1—1 _ oy Qni1—1 an+1*1(,r.q _ ’I") € mWn+1

dove abbiamo usato il fatto che, per il Lemma 1.1.13, r¢ — r € m. O
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Definizione 3.2.4. Per ogni intero n > 1 definiamo ricorsivamente

T sen =1,
T(x) —{

Tn—1(Th-1(z)) sen > 1.
Esempio 3.2.5. Per quanto visto nella Definizione 3.2.4 e nell’Esempio 3.2.2
To(z) = 7 (Ty(x)) = m1(x) = 27 — m? 'a,

Ts(z) = ma(To(x)) = (27 —mI12)? — mq2*1(xq —mi ).

Dalla definizione ricorsiva dei polinomi T,,(z) e dal Lemma 3.2.3 segue immediatamente il seguente
risultato.

Lemma 3.2.6. Per ogni interon > 1, T,,(z) € Z(m, m).

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Caso base, n=1. Si ha che 71 = z € Z(m, m) banalmente.

Passo induttivo. Per m > 1 si ha, per ipotesi induttiva, T, ; € Z(m,m@»-1).
Quindi Ty, (m) = 7,1 (Tp_1(m)) C m,_1(m@ 1), Inoltre, per il Lemma 3.2.3, 7, _1(m@»-1) C m@n.
Se ne conclude che T, (m) € m%@", come voluto. O

Osserviamo inoltre che per ogni n il polinomio T, (x) ¢ monico.
Lemma 3.2.7. Il polinomio T, (x) € R[x] ¢ monico di grado q"~* per ogni intero n > 1.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Caso base, n=1. Abbiamo Tj(z) = = e quindi la tesi & banalmente verificata.
1

. . . . n
Passo induttivo. Per definizione T, (z) = T,,—1(z)? — m?
induttiva osserviamo che

n—1(x). Applicando l'ipotesi

deg(T,—1(2)?) = qdeg(T—1(z)) = q¢" > = ¢"!

q
> ¢"? = deg (mqnfl_lTn_l(x)) .

Ne segue che deg(T,,(x)) = deg(T,,—1(x)?) = ¢" ! e, sempre per ipotesi induttiva, che
To(@)g" Y = (Tar (0))]g" ] = (Tur(@)lg" )7 = 19 = 1
come voluto. O
Definizione 3.2.8. Dato n >0 definiamo L,, = [[;o, T;(x)" ™ € R[z].

Si noti come la precedente definizione ha senso in quanto, per ogni n, p;(n) # 0 per un numero
finito di indici 4.

Esempio 3.2.9. Per quanto visto nell’Esempio 3.2.5 e nell’Esempio 3.1.3 abbiamo Lo(x) =1, Ly (z) =
Ti(x) = z, La(x) = Ty(z)? = 2. Inoltre se ¢ > 2 allora L3(x) = Ti(z)® = 2*, mentre se ¢ = 2 allora
Ls(x) = Ty(x) = 22 — max.
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Dalla definizione dei polinomi L,, e dal Lemma 3.2.6 segue subito una cruciale proprieta di questi
ultimi.

Lemma 3.2.10. Per ogni intero n > 1, L, € Z(m,m").
Dimostrazione. Basta osservare che, per definizione di L,, e per il Lemma 3.2.6,
oo oo
m) = H Tz-(m)’“(") C HmQUM(") = miz1 #i(M)Qi — yn. N
j i=1
Dimostriamo ora un lemma sui polinomi L,,, che ne fornisce una definizione ricorsiva.
Lemma 3.2.11. Per ognin > 1 si ha, posto j = «(n), che
xL, sej =0
L7L+1 = ¢ -1 . .
L, —m% " Lyiq1_g altrimenti.

Dimostrazione. Abbiamo per il Lemma 3.1.12 che

i=j+2
Ti(x H Ty () (™),
i=j+1
Se j = 0 si ha quindi
Ly (z HT ) = Ty (2) L (2) = xLy (2).

Se invece j > 0, dato che p;(n) =g e pi(n) = 0 per ogni 7 < j, si ottiene

Tj(2) Lty = T (2 HT =Tj41(2)Ln(z) (*)
Inoltre si ha che
Tj(2) L (x) = Tj(2)Tj(x)* [ To(z)™
i=j+1

(@)L, +3% , nim)Q. (%)
(@)'LQ,+n—qq, ()

(@) Lpt1-(Qs41-@;) (@)
()7L

nt1-gs (). (**)

Per definizione T} 11 (z) = m;(Tj(x)) = Tj(x)? — mqj_lTj(x) e dunque

X

39



3.2. 1POLINOMI L, (z) E m,(z), GLI IDEALI B, E A,

T(0) L () = (T()? = T;(2)) L)
= (@) Ln(x) = Tj(2)'m® ' L1 _gs (@),

dove abbiamo usato le identita (*

e (**) per la seconda eguaglianza.
Dato che, per il Lemma 3.2.7, T;(z) &

monico, e quindi regolare in R[x], questo implica
Lpt1 =Ly — mqjianJrlqu' O

Definiamo degli ideali A, e B, in R[z], dei quali mostreremo 'eguaglianza nel corso di questa
sezione.

Definizione 3.2.12. Per ogni intero n > 1 definiamo gli ideali di R|x]

B, = ({m"*iLi |0 <i<n})

An = ({m" P Lpa) |0 <0< D(n) = 1}) + (Ledy)-
Esempio 3.2.13. Pern =1 abbiamo D(1) —1=0 ed E(D(1)) = E(1) =1, e quindi
Ay = (m'Lo, L) = (m,z) = By.
Pern =2, ¢> 2 abbiamo D(2) —1=2—-1=1 ed E(D(2)) = E(2) =2, e quindi
Ay = (m?Lo,m' Ly, Ly) = (m?, mx,2%) = By.
Pern =2, g =2 abbiamo D(2) —1=2-1=1 ma E(D(2)) = E(2) =3, e quindi
Ay = (m?Lo,m' Ly, L3) = (m?, mz, 2% — mz) = (m? mx,2°) = (m*Lo,m"' L1, Ly) = Bs.

Notiamo subito che, come conseguenza immediata del Lemma 3.2.10, B,, C Z(m, m").

Lemma 3.2.14. Per ogni intero n > 1, B, C Z(m,m").

Dimostrazione. E sufficiente mostrare il contenimento per un insieme di generatori di B,,. Mostriamo
quindi che per ogni 0 < i < n si ha m"*L; € Z(m,m"™). Questo segue immediatamente dal Lemma
3.2.10, infatti m"~*L;(m) C m"~'m’ = m". O

Enunciamo e dimostriamo ora due lemmi analoghi che forniscono una definizione ricorsiva di A4,, e
B,.

Lemma 3.2.15. Per ognin > 2, B, = (L) + mB;,_1.
Dimostrazione. Si osserva che per n > 2

B, = (m"Lg, m" Ly, ..., Ly,) = (L,) + (m)(m"™ ' Lo, m" 2Ly, ..., L,_1)
= (Ln) + mBn_l.

come voluto. O
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Lemma 3.2.16. Per ognin > 2, A, = (Lppm))) + m”fE(D(")’l)AE(D(n)_l).
Dimostrazione. Si osserva che per ogni n > 2

An = (Le(my)) + ({mniE(i)LE(i)

= (Lewem) + (W PP L))

I ({mn—E(i)LE(i) ‘0 <i<D(n)-— 2})

ogigD(n)—1})

= (Le(b(ny) +m*~FPm- <(LE<D<E<D<n>—1>)))

+ ({mP@@-0-EO L [0 <i < DE(DMm) - 1)) - 1}) )

= (L) +m" PPV AR )
dove nella terza eguaglianza abbiamo usato che, per definizione, D(E(k)) = (D|s o E)(k) = k per ogni
ke N. O

Mostriamo alcuni ulteriori lemmi su A,, e B,, prima di poter finalmente dimostrare 1’eguaglianza
cercata.

Lemma 3.2.17. Per ogni coppia di interi n,k > 1, m*B,, C B, .

Dimostrazione. Procediamo per induzione forte su k.
Caso base, k=1. Si ha per il Lemma 3.2.15 che B, +1 = (L,) + mB,, 2 mB,,, come voluto.
Passo induttivo. Applicando I'ipotesi induttiva prima per 1 e poi per k — 1, otteniamo

kan = mk_lmBn Cc mk_an+1 - Bn+1+k‘71 = Bn+k
come voluto. O
Lemma 3.2.18. Per ogni intero n > 1 si ha che mA,, C A,11.

Dimostrazione. Se n non ¢ g-libero abbiamo che per il Lemma 3.1.15 D(n) = D(n + 1). Dunque per
il Lemma 3.2.16 ed si ha che

+ mn+1—E(D(n)—1

mA, = (mLppm)) ) Ap(D(n)-1)

) 4+ mn - E(D(n+1

C (Le(pn+1) ™D Ap(Dnt1)-1) = Ant1

come voluto.

Se invece n & g-libero si ha, sempre per il Lemma 3.1.15 ed il Lemma 3.1.21 che E(D(n+1)—1) =
E(D(n)+1-1)=E(D(n)) =n.

Quindi, sempre per il Lemma 3.2.16, anche in tal caso

Apy1 = (LE(D(n+1))) + mn+1—E(D(n+1)—1)AE(D(n+1)_1)

come voluto. O

41



3.2. 1POLINOMI L, (z) E m,(z), GLI IDEALI B, E A,

Lemma 3.2.19. Per ogni intero k tale che n < k < E(D(n)) si ha Ly € By,.

Dimostrazione. Procediamo per induzione forte su k.

Caso base, k=n. Abbiamo che L, € B, per definizione di B,.

Passo induttivo. Essendo E(D(n)) > k —1 > n, per il Lemma 3.1.21, k£ — 1 non & g¢-libero.
Quindi per il Lemma 3.2.11 abbiamo che

Wh=1) _q
Ly=1Li_1+m? Lk,qL(kfm.

Abbiamo che Li_1 € B, per ipotesi induttiva, e lo stesso vale per Lk_qL(kfn sen < k— qL(k_l). Se
invece k—q"*~1) < n siha mq['(kfl)’lLk,qm_l) € B,, per definizione di B,,. Infatti, dato che k—1 > n,
si ha che qu(kfl)_lLk_qul) = mk_”_l(m"‘k+qL(k71)Lk_qL<k)) € B,,. Si conclude in ambo i casi che
m?* L, oy € By, e quindi Ly, € B, 0

Lemma 3.2.20. Per ogni intero k >n > 1 si ha Ly € A,.

Dimostrazione. Dimostriamo prima il Lemma per n < k < E(D(n)), procedendo per induzione inversa
su k.

Caso base, k= E(D(n)). Abbiamo Lgpm)) € An per definizione di A,,.

Passo induttivo. Assumiamo che L, sia in A, per ogni E(D(n)) > r > k, ¢ mostriamo che
anche Ly vi appartiene, per k > n. Dato che n < k < E(D(n)) si ha che k non ¢ g-libero per il Lemma
3.1.21. Infatti se lo fosse esso sarebbe maggiore o uguale del piu piccolo numero ¢-libero maggiore o
uguale ad n, che & E(D(n)).

Allora per il Lemma 3.2.11 Ly = Lyp1 +m® " " L1 .

Abbiamo che Liy1 € A, per ipotesi induttiva.

Inoltre si ha che k 4+ 1 — ¢"¥) > k < E(D(n)), e che & g-libero per il Lemma 3.1.14. Quindi,
per il Lemma 3.1.21, k +1 — ¢*® < n (se fosse maggiore o uguale ad n sarebbe maggiore o uguale
al pit piccolo g-libero maggiore o uguale ad n, cioe ad E(D(n))), e sempre per lo stesso lemma
EMDk+1—¢®)) =k+1—q¢",

Dunque

q k—n n—k—l—&-qL(k)

e(k) _1
m Lk+1,qb(k) =m m Lk+1,qL(k)

e _gt®
k=n n—E(D(k+1-q ))LE(D(kerqL(k)))GAn

=m
per definizione di A,,, dato che, per il Lemma 3.1.15, k +1 — ¢!®) <n = D(k+1—¢'®) < D(n).

Questo conclude la dimostrazione per il caso k < E(D(n)).

Mostriamo ora, per induzione forte su k, che il lemma vale anche per k > E(D(n)).

Caso base, k= E(D(n)). Come gia osservato Lg(p(n)) € An per definizione.

Passo induttivo. Sia k > E(D(n)). Se k — 1 & ¢-libero, per il Lemma 3.2.11 si ha che Ly =
xLi_1 € Ay, per ipotesi induttiva.

Se invece ¢(k — 1) > 0, per il Lemma 3.2.11 si ha che

W(k—1) _q
Lk = Lk—l —mi Lk,qL(kfm.

. .. . R . L(k=1) _
Dato che Ly_1 € A, per ipotesi induttiva, per concludere & sufficiente mostrare che m? 1Lk_qL<k71> €
A,,. Procediamo ora per casi.
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Sen <k —¢"*1) < E(D(n)) per quanto gia dimostrato abbiamo che Ly_g0-1) € Ay e quindi si
conclude.

Anche se k—q**~1) > E(D(n)) abbiamo, in questo caso per ipotesi induttiva forte, che Ly_q-1) €
A,, e analogamente si conclude.

Rimane da esaminare solo il caso in cui k — ¢**1 < n. Osserviamo che k — ¢t(F=1) = (k —
1) + 1 + ¢**=Y & g-libero, per il Lemma 3.1.14, e che quindi per il Lemma 3.1.21 abbiamo che
B(D(k — ¢~1)) = k — ¢,

Quindi, in maniera del tutto analoga a quanto fatto nella dimostrazione del caso k < E(D(n)),
abbiamo che

k—1-n, n—k+q "1
m Ly_,

t(k—1) _
md 1Lk7qL(k—1) =m L(k—1)

— mk_l_”m"_E(D(k—qL(kfﬁ))LE‘(D(quL(kfl))) c An
per definizione di A, dato che, per il Lemma 3.1.15, k — ¢**=1) < n implica D(k — ¢***~1)) < D(n).
Questo conclude la dimostrazione del lemma. O

Possiamo ora finalmente dimostrare il principale risultato di questa sezione.
Teorema 3.2.21. Per ogni interon > 1 si ha A, = B,,.

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Caso base, n=1. Come visto nell’Esempio 3.2.13, Ay = By = (x,m).

Passo induttivo. Dimostriamo per prima cosa che A, C B,,.

Per il Lemma 3.2.16 si ha che A, = (Lgp(n))) + m"_E(D(")_l)AE(D(n)_l). Per ipotesi induttiva
(che possiamo applicare essendo F(D(n) — 1) < n per il Lemma 3.1.22), abbiamo allora che

Ay € (Lp(pny) +m" EPO=DBE b1y € (L)) + Ba

dove I'ultimo contenimento segue dal Lemma 3.2.17. Ma per il Lemma 3.2.19 anche Lgp(n)) € Bn,
quindi A,, C B,,.
Viceversa, per il Lemma 3.2.15, B,, = (L,,) + mB,,_1. Per ipotesi induttiva ed il Lemma 3.2.18,
mB,_1 =mA,_; C A,. Inoltre, per il Lemma 3.2.20, L, € A,,, dunque si conclude che B,, C A,.
Quindi A,, = B,,, come voluto. O

Concludiamo mostrando un lemma che segue dal teorema appena dimostrato e che ci permette di
dare una struttura di R-spazio vettoriale all’ R[x]-modulo A, /(A, N Z(m,m"*1)).

Lemma 3.2.22. Per ogni interon > 1, (x,m)A, C A,41.

Dimostrazione. Abbiamo gia che mA,, C A, per il Lemma 3.2.18.
Basta quindi dimostrare che

Se n & g¢-libero, per il Lemma 3.1.21, si ha E(D(n)) = n. Quindi, applicando i Lemmi 3.2.11 e
3.2.20, otteniamo xLE(D(n)) =xL, =L, € An+1.

Se n non ¢ g-libero, per il Lemma 3.1.15, E(D(n+1)) = E(D(n)) e quindi 2 Lg(p(n)) = 2LE(D(n+1)) €
Ap+1, per definizione.
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Abbiamo quindi che 2Lg(p(n)) € Any1 per ogni n. Basta ora mostrare che per qualsiasi i si ha
xm”*E(i)LE(i) € A,+1. Dato che E(i) ¢ g-libero per ogni i per definizione di F, per il Lemma 3.2.11
si ha

xmn—E(l)LE(l) — mn_E(l)LE(iH-l c Bn+1 — An+17

dove abbiamo usato la definizione di B, 11 ed infine il Teorema 3.2.21 per I'ultima eguaglianza. O

Si ha quindi, per quanto appena dimostrato, il Teorema 3.2.21 ed il Lemma 3.2.14, che (z,m)A4,, C
ApNAnp € AN Z(mm™). Quindi A,/(A, N Z(m,m"*!)) ammette una naturale struttura di
R/(xz,m) = R-modulo, tale che, per ogni r € R ed ogni f € A,,,Tf =rf.

3.3 1l caso DVR henseliano

In questa sezione assumiamo, laddove non specificato diversamente, che R sia un anello di valutazione
discreta (DVR) henseliano con campo residuo finito.
Scopo della sezione sara dimostrare che, sotto queste ipotesi su R, vale A, = B,, = Z(m, m").
Cominciamo col dimostrare un lemma tecnico che sara di fondamentale importanza nelle dimostra-
zioni successive.

Lemma 3.3.1. Sia (R,m) un DVR henseliano. Allora per ogni r,b € R esiste un a € R tale che per
ogni n > 1, Ty 1 ((r + am)m) = m? T, (bm).

Dimostrazione. Dato che R & henseliano, per il Teorema 2.1.5, ¢ — x & un 7-polinomio, e quindi, per
il Teorema 2.1.6, induce una funzione surgettiva dalla classe laterale r + m = r 4+ (m) in m = (m).
Fissati e b scegliamo allora a tale che (r 4+ am)? — (r + am) = bm e dimostriamo che soddisfa la tesi.
Procediamo per induzione su n.
Caso base, n=1 Osserviamo che per definizione

To((r + am)m) = w1 (T1((r + am)m)) = w1 ((r + am)m)
= (r+am)im? —m4(r + am)m

=m ((r+am)? — (r 4+ am)) = mibm = m9Ty (bm).

Passo induttivo. Per ipotesi induttiva si ha che per n > 2

Toi1((r + am)m) = m, (T, ((r + am)m)

n—1

=mn(m®  Th_1(bm))

= (mqn_lTn_l(bm)>q — mqnflmqn_lTn_l(bm)
—md" (Tn_l(bm)q - mq”’l—lTn_l(bm))

= m? 7y 1(Ty1(bm)) = m*" T, (bm). O

Possiamo ora dimostrare un lemma simile, che coinvolge pero i polinomi L,,.

Lemma 3.3.2. Sia (R,m) un DVR henseliano. Allora per ogni r,b € R esiste un a € R tale che per
ogni n >0, L, ((r + am)m) = (r + am)"WmPOIL, 5. (bm).
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Dimostrazione. Per n = 0 la tesi del lemma ¢ banalmente verificata, in quanto Ly = 1 per definizione.
Per il Lemma 3.3.1, fissati b ed r, esiste un a € R tale che per ogni n > 1, T,11((r + am)m) =
m?" T, (bm). Scelto tale a si ha quindi che per ogni n > 1,

L,((r+am)m) = HTi((r + am)m)”i(”)

oo
= (r + am)" (M () H(mq%lTi_l(bm))#i(n)
=2

= (7" + am)ﬂl(")me; pi(n)g " H Ti(bm)“i“(")
i=1

=(r+ am)“l(")mD(")LZiﬁl pisa () Qs (bm)

=(r+ am)”l(")mD(")Ln,D(n)(bm)
dove 'ultima eguaglianza segue dal Lemma 3.1.11. O

Siamo ora pronti per mostrare il principale risultato di questa sezione, dal quale 1'uguaglianza
cercata seguira facilmente.

Teorema 3.3.3. Per ogni intero n > 1, sia

g _ {m"‘E(i)LE(i) |0<i<D(n)} se t(n) =0,
" {m"EO Ly, |0<i<D(n)—1} altrimenti.

Allora S,, = TA,NZ(mmnt+1)(Sn), o0ssia Uimmagine di S, tramite la proiezione canonica di Anju
Ay /(A 0 Z(m,m" ) ¢ un sottoinsieme di A, /(An N Z(m,m" 1)) linearmente indipendente su R.

Dimostrazione. Nella seguente dimostrazione poniamo f = 74, A Z(m,mn+1)(f) per qualsiasi f € R[z] e
T = (1) per qualsiasi r € R.

Osserviamo che S,, C A,, per ogni n, per definizione di A, e che quindi S,, & effettivamente un
sottoinsieme di A,/(A, N Z(m, m"+1)).

Osserviamo inoltre che ogni elemento di R si puo scrivere come 7 con r =0 o r € R\ m = R*.

Si procede ora per induzione forte su n.

Caso base, n=1. Abbiamo che S; = {x,m}. Per dimostrare la lineare indipendenza di S,
supponiamo che esistano a1, as tali che @y - T + a3 - m = 0, dove possiamo assumere a1,az € R* U {0},
e mostriamo che a7 = a3 = 0. Si ha

G- T+a - mM=0 < iz +aym=0 < a1z + aym € Z(m, m?).

In particolare 0 € m == (ayx + asm)(0) = azm € m?. Questo implica as = 0, poiché se per
assurdo avessimo a; € R* cid implicherebbe m € m? e quindi m = m?. Per Lemma di Nakayama
questo a sua volta implicherebbe m = 0, ossia R campo. Ma cio ¢ assurdo dato che R ¢ DVR (e quindi
non un campo) per ipotesi.

Dunque (a1 + azm)(m) € m? <= a;m € m?. Si conclude allora come sopra, per Nakayama,

che anche a; = 0, e che quindi S; & un sottoinsieme linearmente indipendente dell’ R-spazio vettoriale
A1/(A1 N Z(m,m?)).
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Passo induttivo. Definiamo

15, = {D(n) se u(n) =0,

D(n) — 1 altrimenti .

Analogamente a quanto fatto nel caso n = 1, per mostrare che S, & linearmente indipendente,

supponiamo Zgoaﬁ -m"=EO Lp ;) (z) =0 con a; € R* U {0} per ogni i.
Sempre in maniera analoga a quanto fatto nel caso base, osserviamo che
D/
> @ mrEO Ly (x) =0 < Zaz PO Lp (z) € Z(m,m™ ).
=0

Sia f = Zgo aim™ PO Lg . (z) € Rlz], e siano r,b € R due elementi di R qualsiasi. Allora, per il
Lemma 3.3.2, esiste a € R tale che per ognin > 0, L, ((r +am)m) = (r—&—am)“l(”)mD(”)Ln,D(n)(bm).
Dunque abbiamo che

f((r+am)m) = Z aimnfE(i)LE(i) ((r + am)m)

i=0
D’ A

_ Z ai(r + am)m(E(i))m"*E(l)mD(E(i))LE(I,)_D(E(I.))(bm)
i=0
DI . . .

_ Z ai(r + am)”l(E(z))mn_(E(l)_l)LE(i)_i(bm),
i=0

dove per l'ultima eguaglianza abbiamo usato che D(E(i)) = (D|s o E)(i) = i per ogni i.
Dato che f € Z(m,m"*1), si ha dunque

D/
f((r+am)m) = Z a;(r + am)“l(E(i))m"*(E(i)*i)LE(i)_i(bm) cm"tl,
i=0
Inoltre, per ogni k, (r + am)*® = r* mod m, e quindi per ogni i esiste m; € m tale che (r +
am) (B®) = pma(E@) Ly,
Inoltre per ogni ¢ abbiamo, per definizione di B,,, che m”_(E(i)_i)LE(i)_i € B,. Allora, per il
Lemma 3.2.14, m”_(E(i)_i)LE(i),i € Z(m,m").
Quindi m"~(EO=DL 5, (bm) € m™.
Allora si ha che
D, . .
Zaz r+ am)m(E(l)) n— (E(%)*Z)LE(i)_i(bm) =

D/
Z a; T;Ufl ’L)) n—(E(i)— )LE(z)—l(bm) + Z mzmnf(E(Z)il)LE(Z)_l(bm) S anrl
=0

e dato che per ogni ¢

mim"_(E(i)_i)LE(i)_i(bm) e mm” =m"*!
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otteniamo
D/
Z air‘“(E(Z))m"_(E(z)_Z)LE(i)fi(bm) € m" L,

=0

Scrivendolo nella forma
D/
mP ) Z airm(E(i))m(n*D(n))*(E(i)*i)LE(i)_i(bm)
i=0

otteniamo

D/
3 it B =D =(EO =0y o (bm) € mn= D+
=0

dove abbiamo usato il fatto che, per il Lemma 3.1.23, n — D(n) > E(i) — i per ogni 0 < i < D’.

Dato che questo vale per ogni b € R, e che ogni elemento di m si scrive come bm per qualche b € R,
si ha quindi che

D’

S aur E@) (= DO =EOD= [ () € Z(m, mr= DL,
=0

Spezzando la sommatoria in L%J + 1 parti, ognuna corrispondente agli indici kq <7 < kqg+q—1

per 0 <k < L%’J, e definendo a; = 0 per j > D', si ha che

D/
S g i B0 g =D)=(EO=D [ ()
=0
QLT/J+Q*1
a; PP B g (=D =EBO=) [ ()
=0
LTIJ kq+q—1
_ S EO) (=D —(EO=D) [ ().
k=0 i=kq

Si noti che abbiamo usato il fatto che ¢ L%J +qg-—1> q(% —1)4+¢g—1=D"—1 e che quindi
qL%J +q-1>D".

Per il Lemma 3.1.19, per ogni kg < i < gk +¢q, E(i) —i = E(BJ) = E(k). Inoltre, sempre per

kq < i < kq+ g, per il Lemma 3.1.20 si ha che 1 (E(#)) =i —¢q BJ = ¢ — kq. Si ha allora che
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LT,J kq+q—1
S B (=D =BG [y ()
k=0 1i=kq
LT,J kq+q—1 ‘
_ Z Z aﬂ,zqu:m 7D(n)7E(k)LE(k)(x)
k=0 i=kq
LT,J q—1
_ Qiy b m" D(n)fE(k)LE(k)( )
k=0 i=0

D’

Denotiamo, per 0 < k Z

IN

J, con g (z) 1 polinomi Zg;ol aitqr®’ € R[x]. Abbiamo allora che

q—1
(Z +> P EOL g )

_ gk(r)mnfD(n)fE‘(k)LE(k) (LE) c Z(m, mnfD(n)Jrl)

per ogni r € R. Notiamo inoltre che, per ogni k, m"‘D(")_E(k)LE(k) () € By—pn) = An—D(n), Per la
definizione degli ideali B,,, ed il Teorema 3.2.21. Si ha quindi, passando al quoziente, che, usando le
notazioni fissate ad inizio dimostrazione,

,_
-Q‘U\
[E—

g (r) - mn=P=EW L () =0 € Ay_p(ny/(An—pny N Z(m,m" =PI,
k=0

Mostriamo ora, procedendo per casi, che, per 0 < k < {%J, si ha

m" P =ER L g0 (2) € Snpn)-

Poniamo j = «(n).

Se j = 0, per definizione p;(n) < g per ogni i. Per il Lemma 3.1.11, n — D(n) ha g-espansione
Zf‘:o ti+1(n)Q; per qualche ¢ > 0. Pertanto anche n — D(n) ¢ g-libero, essendo i coefficienti della sua
g-espansione strettamente minori di gq.

Allora per il Lemma 3.1.19 ed il Lemma 3.1.21 si ha che

E QIq)D = E(D') - D' = E(D(n)) — D(n) =n — D(n) = E(D(n — D(n))).

Se invece j > 0, si ha D' = D(n) — 1. Si ha inoltre che, per il Lemma 3.1.11, n — D(n) ha
g-espansione 2221 ti+1(n)Q; per qualche ¢ > j > 0.
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In particolare, se j = 1, n — D(n) = Si_, pis1(n)Q; & g-libero, dato che j;(n) < ¢ per ogni
i > 7 = 1. Inoltre anche n — 1 & g-libero: se infatti si avesse ¢(n — 1) > 0, ne seguirebbe per il Lemma
3.1.13 che 1 = j € {0,1 4 ¢(n — 1)}, che & chiaramente assurdo. Ne segue che E(D(n) — 1), che per il
Lemma 3.1.22 ¢ il massimo dei numeri g-liberi minori di n, & proprio n — 1.

Si ha dunque che, applicando il Lemma 3.1.19, nel caso j =1,

5(|7]) = B0 - ' = BO() 1) = D) + 1= 0~ Do) = E(D(n - D),

dove per 'ultima eguaglianza abbiamo di nuovo usato il Lemma 3.1.21.
Dunque per j = 0,1 abbiamo che n — D(n) & g¢-libero e inoltre, per la monotonia di E, si ha

k < D(n— D(n)) per ogni k € {0,..., {%J }.

Allora, in questi due casi si ha

m"P=ER Lo (2) € fm™PO"EO L0010 <i < D(n— D(n)} = Sp_pny

per ogni 0 < k < {%’J.

Se j > 1 si ha, vista la g-espansione di n — D(n) nel caso j > 0, che p¢j_1)(n — D(n)) = ¢, e
pertanto nemmeno n — D(n) & g-libero.

Applicando il Lemma 3.1.19 ed il Lemma 3.1.23 si ha inoltre che

E (BJ) — B(D')— D' = E(D(n) — 1) — (D(n) — 1) < n — D(n).

Dato che Im(E) = F,, E Q%J) ¢ g¢-libero, quindi minore stretto di n — D(n). Allora si ha

E ({%J) < E(D(n — D(n)) — 1), che per il Lemma 3.1.22 ¢ il pitt grande intero g-libero minore di
n— D(n).

Dunque per j > 1 abbiamo che n — D(n) non & g-libero e inoltre, per la monotonia di F, si ha
k < D(n— D(n)) — 1 per ogni k € {0,..., {%J}

Allora anche nel caso j > 1 si ha

m"P=ER Lo () € (m P EO L0 10 < i < D(n—D(n)) — 1} = Sy pen)

per ogni 0 < k < {%’J.

D’
Si ha allora che ZL:‘ZOJ gr(r) - mr=P=ER) L g (x) & una combinazione lineare nulla di elementi

di S,,_p(n)- Per ipotesi induttiva forte si ha quindi che, per ogni k, gi(r) = gx(F) = 0 € R/m per ogni

r € R. Quindi g; € Z(R), che per il Lemma 1.1.12 & (27 — z). Ne segue che z? — z|gi(z), e, dato che
deg(gr) < deg(gx) < ¢ — 1, questo implica g; = 0 per ogni k.

Dunque i coefficienti di gy, ossia Grqt; € Rper 0<i<q—1,sono nulli per ogni 0 < k < {%’J,
ossiad; =0€ Rper 0<s< D', o

Abbiamo quindi dimostrato che .S, & un insieme linearmente indipendente, come voluto. O

Concludiamo ora la sezione, mostrando che A, = B, = Z(m,m") nel caso in cui R sia un DVR
henseliano.
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Teorema 3.3.4. Per ognin > 1, A, = Z(m,m").

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Caso base, n=1. Per il Lemma 1.1.10 applicato per S = m = J, si ha Z(m,m) = Z(m,m) =
Z({0}) € R[z]. Per il caso base della dimostrazione del Lemma 1.1.11, si ha che Z({0}) = (z).
Quindi, dato che ovviamente m[z] C Z(m,m), si ha

Z<m’ m) = W_[lx](Z(m, m)) = Tm[x] (33) = (xvm) = Ala

m

come visto nell’Esempio 3.2.13.
Passo induttivo. Sia n > 1. Poniamo

D= |8 1] = D(n—1) setin—1)=0,
" D(n—1) — 1 altrimenti .

Per il Lemma 3.2.14 ed il Teorema 3.2.21, sappiamo gia che A, C Z(m,m"). Dimostriamo ora che
Z(m,m") C A,.

Sia f € Z(m,m"). Ovviamente si ha anche f € Z(m,m""1) = A, _, dove I'ultima eguaglianza
vale per ipotesi induttiva. Allora, per definizione di A,,_1, si ha che

D(n—1)—1
f=apm-1Le(DMn-1) + Z a;m" " FO L,
i=0
con a; € R[z] per ogni i.

Poniamo f; = Zio aim"’le(i)LE(i).

Abbiamo che, se n — 1 non & g-libero, E(D(n — 1)) = E(D(n)), per il Lemma 3.1.15. Inoltre, per
definizione, D" = D(n — 1) — 1. Quindi in tal caso apm—1)LE(D(n-1)) = @D(m-1)LED®M)) € An e di
conseguenza

f€A, <= f=[f—apm-1)LeDMn-1) € An.
Inoltre dato che f € Z(m,m™) per ipotesi e che, per il Lemma 3.2.14, ap(n-1)LE(D(n-1)) € An C
Z(m,m"),siha fi € Z(m,m"). Osserviamo anche che f; € A,,_1,datoche f € A,_1eapm_1)LE(DMN-1)) €
An_q.
Altrimenti, se n — 1 & g-libero, si ha D’ = D(n — 1) e quindi
D’ '
f= ZaimniliE(l)LE(i) = fi1.

i=0

In ambo i casi basta dunque dimostrare che f; € A,, per concludere, e sappiamo che f; € A,_1 N
Z(m,m").

Applicando la mappa di proiezione 74, nz(mmn) @ An—1 = Apn_1/(An—1 N Z(m,m")) otteniamo,
usando le stesse notazioni del Teorema 3.3.3,

’

D
fi=0= 2671‘ mr1=EO Ly ).
i=0
Applicando il Teorema 3.3.3 a questa combinazione lineare a coefficienti in R di elementi di S,,_1,
concludiamo 7(; m)(a;) = 0 € R, e quindi a; € (x, m) per ogni i.
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Osserviamo che per ogni i, aimnfl’E(i)LE(i) € A,_1, per definizione di A, _;. Si ha quindi,
applicando il Lemma 3.2.22, che

aimniliE(i)LE(i) S (:c,m)An_l CA,

per ogni i. Ne segue che f; € A,, e questo, come gia osservato, conclude. O

3.4 Da DVR al caso locale ad ideali principali

Scopo di quest’ultima sezione ¢ estendere i risultati della precedente al caso di un anello locale finito
R con ideale massimale principale m = (m).
Ricordiamo innanzitutto la definizione di caratteristica di un anello R.

Definizione 3.4.1. Dati R un anello ed n € N un intero, definiamo ng lelemento 1 +1+--- 4 1.
S
n volte
Diciamo che R ha caratteristica m, con m > 0, se mg =0 e ng # 0 per ogni intero 0 < n < m.
Ricordiamo ora alcuni fatti di base sulla caratteristica di anelli finiti e locali.
Lemma 3.4.2. Sia R anello finito, allora char(R) > 0.
Lemma 3.4.3. Sia R un campo con char(R) > 0. Allora char(R) = p con p € N primo.

Lemma 3.4.4. Sia (R, m) anello locale con char(R) > 0, e sia p = char(R/m). Allora char(R) = p*
per k > 1.

Introduciamo ora il concetto di v-anello, che sara cruciale in questa sezione.

Definizione 3.4.5. Un anello D si dice v-anello se é un dominio locale noetheriano completo e di
caratteristica zero, con ideale massimale (pp) e campo residuo D/(pp) di caratteristica p, per qualche
p € N primo.

In particolare si ha quindi che un v-anello &€ un campo od un DV R.
Dimostriamo ora due semplici lemmi sugli anelli locali noetheriani con ideale massimale principale.

Lemma 3.4.6. Sia R un anello locale noetheriano con ideale massimale principale m = (m). Allora
k

per ogni r € R\ {0} esiste u € R* e k € N tali che r = um”.
Dimostrazione. Fissato un qualunque elemento r € R, supponiamo per assurdo di non poterlo scrivere
in nessun modo come um®, per v € R* e k € N. Chiaramente tale 7 non potrebbe essere un’unita, e
sarebbe dunque in (m).

Costruiamo allora una successione (rg)reny € R ponendo rg = r ed 741 tale che 1y = rp1m per
ogni k > 0.

Fare cio e possibile: sia per assurdo k il minimo intero tale che r; non si scrive come rg1m per
qualche 1441 € R. Avremmo allora

To=T1m=romm = r2m2 == rkmk,

con 1, € R\ (m) = R*, contraddicendo la supposta impossibilita di scrivere r in tale forma.
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Consideriamo allora la catena ascendente di ideali

(r0) € (r1) € (r2) .. (rm) € (Pmy1) - -

Ogni contenimento ¢ stretto in quanto se fosse rp = urg41 per qualche u € R* e qualche intero k,
ne seguirebbe urg1 = rg41m, ossia ri41(m — u) = 0. Dato che m — u @& invertibile in R*, si avrebbe
quindi 7,41 = 0. Ma questo implicherebbe

r= Tk+1mk+1 =0,

che contraddice le ipotesi.
L’esistenza di tale catena pero contraddice la noetherianita di R. O

Lemma 3.4.7. Sia R un anello locale noetheriano con ideale massimale principale m = (m). Allora
ogni ideale I C R ¢ della forma I = (m*) per qualche k > 0.

Dimostrazione. Per noetherianitad possiamo scrivere I = (rq,...,7,) per qualche r1,...,7r, € R.
Applicando il Lemma 3.4.6 a ciascuno degli 7; si ha allora che

I = (uym®, .. uymbr) = (mkr ... mPn) = (mminik)
dove uy,...,u, € R* e k1,...,k, € N, e questo conclude. O

Richiamiamo infine due semplici lemmi sull’anello delle serie formali R[[z]]. Per una loro dimostra-
zione si veda ad esempio [8, Cap. 7).

Lemma 3.4.8. Se R ¢ noetheriano anche Uanello delle serie formali R[[z]] lo é.

Lemma 3.4.9. Sia R[[z]] Uanello delle serie formali con coefficienti in R. Allora la serie formale
Yoo mixt & invertibile in R[[z]] se e solo se rg ¢ invertibile, e quindi é irriducibile se ro & irriducibile.

Come immediato corollario abbiamo il seguente lemma.

Lemma 3.4.10. Se R ¢ un anello locale con ideale massimale m, ’anello delle serie formali R[[z]] é
un anello locale con ideale massimale (z, m).

Concludiamo i richiami sugli anelli di serie formali ricordando un ulteriore lemma sulle serie formali
a coefficienti in un DVR. Per una sua dimostrazione si veda ad esempio [2, Pag. 13, Es. BJ.

Lemma 3.4.11. Se R ¢ un campo DVR, il suo anello delle serie formali R[[x]] é un UFD.

Ricordiamo inoltre un noto fatto sui moduli finitamente generati su anelli I-adicamente completi,
del quale ci serviremo in seguito. Per una sua dimostrazione si veda ad esempio [7, Lemma 10.96.11].

Lemma 3.4.12. Sia R un anello ed I un suo ideale. Allora, se R é I-adicamente completo, ed M é
un R-modulo finitamente generato tale che (\;=q I*‘M = (0), anche M é I-adicamente completo.

Richiamiamo infine due teoremi classici, il Teorema di Intersezione di Krull ed il Teorema di Strut-
tura di Cohen, quest’ultimo nel caso di caratteristica finita. Per delle loro dimostrazioni si vedano
rispettivamente [4, Thm. 14.2] e [1, Thm. 12].

Teorema 3.4.13. Se R ¢ un anello noetheriano locale con ideale massimale m e M ¢ un R-modulo
finitamente generato, allora ﬂZO:O m"M = 0.
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Teorema 3.4.14. Sia R un anello completo locale con ideale massimale m = (my, ..., my,) finitamente
generato da n elementi e campo residuo R/m di caratteristica p > 0. Allora esistono un v-anello D,
un ideale I C D[t1,...,t,]] ed un isomorfismo & : D[[t1,...,t,]]/I — R tale che £(t;) = m; per ogni
i. Inoltre D ha campo residuo isomorfo ad R/m.

Possiamo ora finalmente dimostrare il Lemma chiave di questa sezione.

Lemma 3.4.15. Sia R un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) e indice di
nilpotenza n. Sia ¢ = |R/m| la cardinalita del suo campo residuo. Allora esistono un DVR completo
T con ideale massimale (t) tale che |T/(t)] = q ed un isomorfismo ¢ : T/(t"™) — R tale che ¥(t) = m.

Dimostrazione. Sia p > 0 la caratteristica di R/m.

Applicando il Teorema 3.4.14 (un anello finito & infatti banalmente completo) per n = 1, si ha che
esiste un v-anello D con ideale massimale (pp), un ideale I € D][t]], ed un isomorfismo & : D[[t]]/I — R
tale che £(t) = m. Sia w; : D[[t]] — DIJ[t]]/I la proiezione al quoziente.

Allora 7 = {omy : D[[t]] — R € una mappa surgettiva tale che 7(¢t) = m. Essendo un omomorfismo
di anelli si ha inoltre che

Tpp) =71 4+1+-+1)=141+---+1=pg.

p volte p volte

Se pp =0, D ¢ un campo e quindi D[[¢]] ¢ un DVR con ideale massimale (¢), ed & ovviamente (t)-
adicamente completo (quindi completo come anello locale). Inoltre DI[t]]/(t) = D = D/(pp) = R/m,
e quindi il campo residuo di D[[¢]] ha cardinalita q.

Mostriamo ora che, in questo caso, ker(7) = (t").

Per il Lemma 3.4.7 esiste [ tale che ker(7) = (#!). Si ha che 7(t") = 7(t") = m" = 0, e quindi
(t") C ker(r) = (). D’altra parte 7(t"~1) = 7(t""1) = m"~! # 0, per definizione di indice di
nilpotenza, e quindi (") ¢ ker(r) = (¢!). Ne segue che ker() = ("), come voluto.

Allora, per primo teorema di omomorfismo, esiste un isormofismo di anelli ¢ : D[[t]]/(t") — R
tale che ¥(t) = 7(f) = m. Abbiamo quindi trovato, nel caso pp = 0, un anello ed un morfismo che
soddisfano le ipotesi del lemma.

Consideriamo ora il caso pp # 0. In tal caso il v-anello D non & un campo, ed & quindi un DV R.

Per il Lemma 3.4.6, se pr # 0 esistono v € R* e j € N tali che pp = vm/. Se pg = 0 tali v e
j esistono comunque: prendiamo infatti in tal caso v = 1 e j = n. Per surgettivita di 7 esiste un
elemento u € D[[t]] tale che 7(u) = v.

Per il Lemma 3.4.4, char(R) = p* per qualche k > 1. Allora (p*)r = p% = 0, quindi pr € N(R)
ed in particolare pr ¢ R*. Da cio segue che j > 1.

Per definizione di ¢ si ha inoltre che 7(ut’ — pp) = vm? — pr = 0. Quindi (ut/ — pp) C ker(7),
e dunque, per primo teorema di omomorfismo, esiste un omomorfismo A : D[[t]]/(ut’ — pp) — R tale
che Ao Tyi_p) = 7, dove con m(ysi_pp, : D|[t] = D[[t]]/(ut’ —pp) denotiamo la proiezione canonica.

Poniamo T = DI[t]]/(ut’ — pp) e mostriamo che T' & un DVR completo. Osserviamo subito che per
il Lemma 3.4.10, DI[t]] & un anello locale con ideale massimale (pp,t). Ne segue che il suo quoziente T
& anch’esso anello locale, con ideale massimale (pp, ) = (ut?,f) = (f). Inoltre T & noetheriano, essendo
quoziente di DJ[t]] che & noetheriano per il Lemma 3.4.8.

Ovviamente D[[t]] & (¢)-adicamente completo. Inoltre ;= (£)"T = (oo(f)™. Dato che T' & noethe-
riano, essendo quoziente di noetheriano, questa intersezione € 0 per il Teorema 3.4.13. Per il Lemma
3.4.12 questo implica che T, che & banalmente finitamente generato come D{[t]]-modulo, ¢ (¢)-adicamete
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completo come D[[t]]-modulo. Questo implica che & anche (t)-adicamente completo dato che, per ogni
n, t"T = (¢)"T. Quindi T & anche completo come anello locale.

Non rimane che mostrare che 7' & un dominio, e per fare cid basta mostrare che (ut/ —pp) & primo in
DI[t]]. Per il Lemma 3.4.11 D[[t]] ¢ UFD, e quindi la primalita di (ut/ —pp) equivale alla irriducibilita
di ut/ — pp in DI[[t]]. Per il Lemma 3.4.9 questa ¢ implicata a sua volta alla irriducibilita di pp in D.
Supponiamo allora di avere due elementi non nulli in D, d; e d», tali che dids = pp. Denotando con vp
la valutazione discreta associata all’ideale massimale (pp), si ha quindi vp(di)+vp(d2) = vp(pp) =1,
che implica che uno fra vp(dy) e vp(da) sia nullo, e che quindi uno fra d; e ds sia invertibile. Quindi
pp € irriducibile e T' & un dominio, come voluto.

Inoltre, per terzo teorema d’omomorfismo,

T/(t) =T/(t,pp) = (DI[t])/(ut’ = pp)) /((t.pp)/(ut’ — pp))
= DI[t]]/(t,pp) = (D[[t]}/)/((pp, 1)/ (1)) = D/pp = R/m.

In particolare allora |T/(¥)| = |R/m| = q.

Mostriamo ora che ker(\) = ().

Per il Lemma 3.4.7 esiste [ tale che ker(\) = (fl). Si ha che A\(f") = 7(t") = m™ = 0, e quindi
(") C ker(\) = (£). Daltra parte A(f" ) = 7(t""1) = m"~! # 0, per definizione di indice di
nilpotenza, e quindi (7" ") ¢ ker(\) = (fl). Ne segue che T | 7", e che quindi [ < n, ma che 7 P e
quindi > n — 1. Dunque [ = n, e ker(\) = ("), come voluto.

Allora, per primo teorema di omomorfismo, esiste un isomorfismo di anelli ¢ : T'/ (t%) — R tale che
P+ (1) = A() = m.

Abbiamo quindi trovato, anche nel caso pp # 0, un anello T ed un morfismo v che soddisfano la
tesi del lemma. O

D’ora in poi, per ogni noetheriano locale Z con ideale massimale principale e campo residuo fini-
to, denotiamo con LZ ed AZ rispettivamente gli elementi e gli ideali di Z[z] ottenuti applicando le
costruzioni della Sezione 3.2 nell’anello Z.

Enunciamo e dimostriamo ora due semplici lemmi, che saranno poi usati per passare, mediante il
lemma appena dimostrato ed il Lemma 1.1.10, dai risultati visti sui DVR ad una descrizione generale
di Z(R) per un generico anello R locale finito con ideale principale massimale.

Lemma 3.4.16. Siano T ed R due anelli locali con ideali massimali principali (t) C T ed (m) C R,
e con campi residui R/(m) ed T/(t) finiti e della stessa cardinalita q. Sia inoltre v : T — R un
omomorfismo di anelli tale che P(t) = m, e sia 6 = (—)[z](¢)) : T[z] — R[z] la mappa indotta da ¢
tramite il funtore (—)[z]. Si ha allora che, per ognin >0, §(LY) = LY, e quindi §(AL) = AE.

n’

Dimostrazione. Procediamo per induzione su n.

Caso base, n=0. Abbiamo L} = 1= L{ per I'Esempio 3.2.9.

Passo induttivo. Se n & g-libero, per il Lemma 3.2.11 abbiamo che (per qualunque anello)
Ly1 = xL,, e quindi, usando I'ipotesi induttiva, che

5(L7Tz+1) = 0(zLy) = 2d(Ly) = xLy = LT}?+1'

Altrimenti abbiamo, sempre per il Lemma 3.2.11 e l'ipotesi induttiva, che

T T L _q R (1R R
(S(Ln+1> = J(Ln — tq Ln+1iqL(n)) = Ln — mq LnJrlqu(”) = L’I’LJrl
In ambo i casi questo conclude la dimostrazione del passo induttivo, e quindi del lemma. O
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Lemma 3.4.17. Siano T e R due anelli, sia : T — R un isomorfismo, e sia § = (—)[z]() : T[z] —
R[z] la mappa indotta da ¢ tramite il funtore (—)[x].
Allora per ogni sottoinsieme S C T ed ogni ideale J C T, si ha che §(Z(S,J)) = Z((S),¥(J)).

. . . . . Lo d ;
Dimostrazione. Sia f un generico polinomio di R[], con f(x) = >";_, fiz'.
Basta osservare che per definizione

d

d
[ € Z(Y(S),v())) <= Zfﬂ/f(s)i = 1/)(2 Y fi)s?) € (J) per ogni s € S.

=0 =0

Essendo 1 un isomorfismo questo ¢ vero se e solo se Z?:o »7I(f;)s® € J per ogni s € S, ovvero se e
solo se Zf:[)z/}_l(fi)mi € Z(S,J).
Anche 6, essendo indotta da un isomorfismo, & un isomorfismo, e quindi abbiamo che

d
feZW(S),v(]) Zw*m—mi € 2(S,J)

ed abbiamo quindi concluso. O

Possiamo ora finalmente dare una descrizione esplicita di Z(m) nel caso in cui R sia un generico
anello locale finito con ideale principale. Si noti che questo ¢ ad esempio il caso di R = Z/p™Z, per p
primo ed n > 1.

Teorema 3.4.18. Sia R un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) avente indice
di nilpotenza n. Allora Z(m) = A,,.

Dimostrazione. Siano T e 1 come nel Lemma 3.4.15.
Poniamo 6 = (—)[z](¥) : (T/(t"))[x] — R[z] la funzione indotta da ¢ tramite il funtore (—)[z].
Denotiamo con ¢ I'immagine di ¢, generatore dell’ideale massimale di T', tramite la proiezione T —

T/(t"™).

Allora per il Lemma 3.4.17,

I(Z((1) = Z(¥((1))) = Z((m)) = Z(m).

Per il Lemma 1.1.10 si ha Z((¢), (t*)) = Z((t)).
Quindi, mettendo insieme questi due fatti, ed applicando il Teorema 3.3.4 al DVR completo (e
quindi henseliano) T, si ha che

Z(m) = 6(2((2), (t)) = 8(mmya1(A3)).

Osserviamo che la mappa m;n)[;] ¢ la mappa indotta tramite il funtore (—)[z] dalla mappa (s :
T — T/(t"). Dato che quest’ultima manda (¢) in (¢), e che per il terzo teorema d’omomorfismo
(T/(t™))/(t) 2 T/(t) e quindi i campi residui di T e T'/(t") hanno la medesima cardinalita ¢, possiamo
applicare il Lemma 3.4.16 per concludere che m(sn)5)(AL) = AT/,
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Applicando di nuovo il Lemma 3.4.16, stavolta con la mappa v : T/(t") — R, che ne soddisfa le ipotesi
per costruzione, si ottiene

Z(m) = §(AT/)y = AR, O

Possiamo combinare questo risultato, valido per gli anelli locali finiti con ideale massimale prin-
cipale, col Teorema 2.3.1 ed il Teorema 3.2.21, ottenendo immediatamente una caratterizzazione in
termini di generatori di Z(R).

Corollario 3.4.19. Sia (R, m) un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m) avente
indice di nilpotenza n, e sia f(x) € R[x] un qualsiasi w-polinomio. Allora

Z(R) = ({m" D Ly (f(2)) | 0 < i < D(n)=11)+(Lupem)(f(2))) = {m" " Li(f(x)) | 0 < i < n}),

Con una semplice osservazione aggiuntiva, possiamo fare lo stesso per il Teorema 2.1.1, ottenendo
invece una descrizione esplicita della decomposizione primaria minimale di Z(R).

Corollario 3.4.20. Siano (R,m) un anello locale finito con ideale massimale principale m = (m)
avente indice di nilpotenza n, e sia {c1,...,cq} un insieme di rappresentanti per le classi laterali di m.
Per ogni i sia v; : R[z] — R[z] Uautomorfismo di anelli tale che ¢;(z) = x — ¢;. Allora (I, ¥i(Ay) ¢
una decomposizione primaria minimale di Z(R).

Dimostrazione. Osserviamo che, per ogni 1 < ¢ < g e per ogni polinomio f(z) € R[], si ha

flx) € Z(c; +m) < f(c;+m)=0 perognimem
= flz+c¢) € Z(m)
= Yi(f(z+a)) = f(z) € Pi(Z(m))

dove 'ultima doppia implicazione vale perché ¢; € un automorfismo.
Quindi Z(¢; +m) = ¢;(Z(m)), ed il corollario segue immediatamente combinando i Teoremi 2.1.1
e 3.4.18. O

Concludiamo la trattazione con un semplice esempio che ci permette di illustrare come ora ci e
effettivamente possibile calcolare in maniera esplicita gli ideali Z(R) e Z(m) nel caso in cui R sia
locale finito con ideale massimale principale.

Esempio 3.4.21. Sia R=17Z/p"Z, con p > n primo.

La cardinalita q del campo residuo R/pR = Z/pZ ¢é p, mentre Uindice di nilpotenza dell’ideale
massimale pR é n.

Dato che p > n, ogni intero i tale che 0 < i <n ha come q-espansione semplicemente Q1. Quindi
per ogni 0 < i < n si ha, per definizione degli L;, che L; = (Ty(z))" = .

Quindi Z(m) (che coincide con A,, per il Teorema 3.2.21) ¢ in questo caso

Scegliendo un qualsiasi w-polinomio f si conclude allora, per il Teorema 2.3.1, che
ZR)=({p" ' f0<i<n}) = (p, )"
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CAPITOLO 3. IL CASO LOCALE FINITO CON IDEALE MASSIMALE PRINCIPALE

Se invece n e, ad esempio, fra p+ 1 e 2p + 1, estremi inclusi, si ha che ogni p+1 < i < n ha
q-espansione i = (i—p—1)Q1+ Q2. In tal caso abbiamo quindi due tipi di generatori p"~*L; dell’ideale
B, = Z(m): quelli della forma p"~'z*, come prima, per gli indici i minori o uguali a p, e quelli invece
della forma

pn—i(Tl (.Z‘))i_p_lTQ(l‘) —_ pn—ixi—p—l(mp _ pp_ll‘)
perp+1<1t<n.
In maniera del tutto analoga si pud, computando q-espansioni di n, ottenere forme esplicite (pro-

gressivamente piu, complesse) per i generatori degli ideali Z(m) per ogni n. Precomponendoli poi con
un qualsiasi T-polinomio f questi forniscono un insieme di generatori per Z(R).
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